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Capitulo 1

L.a ecuacion autonoma unidimensional

Consideremos la ecuacion diferencial ordinaria

a'(t) = f(tx(t)), (1.1)

donde f estd definida en un abierto de de R? y toma valores en R. Una solucién de (T.T) es una funcién
real z(t), derivable en un intervalo de R, que satisface la igualdad (1.1).

Cuando la funcién f no depende explicitamente de ¢ (es decir, si f(¢,x) = g(z) para todo (t,x) y
cierta funcidn g) se dice que la ecuacion es autonoma. En este capitulo estudiaremos el problema
de Cauchy para la ecuacién auténoma unidimensional,

a'(t) = f(=(t))
{ z(to) = o, 12)

donde f : U C R — R es una funcién definida en un intervalo U,y z¢ € U.

Es inmediato probar que si z(t) es solucién de 2’ = f(x), entonces la funcién y(t) = z(t — a) es
también una solucidn, sea cual sea a. Por tanto basta estudiar el problema de valor inicial para el
tiempo inicial £y = 0.

Ejemplo 1.0.1. La propiedad anterior falla, en general, para la ecuacién (I.I). Considérese por ejemplo
la ecuacion 2/ (t) = tx(t).

Definicion 1.1. Una solucion estacionaria, o punto de equilibrio, de la ecuacién

a'(t) = f(x(t))
es una solucién que verifica x(t) = x( (constante) para todo ¢ € R.

Observacion 1.1. Es claro que una condicién necesaria para que una solucién x(¢) sea estacionaria es
que el punto x(0) = x¢ satisfaga f(xg) = 0. En tal caso también se dice que x( es un punto critico, o un
punto de equilibrio de la ecuacion. Esta condicién serd también suficiente si ya sabemos que el problema
(T.2) tiene solucién tnica. Pero como veremos dentro de poco, si s6lo se pide que f sea continua, puede
existir mas de una solucién de (1.2).

A continuacién probaremos que la continuidad de f basta para asegurar la existencia de alguna

solucién de (1.2)).
Teorema 1.2. Si f : U C R — R es continua, entonces el problema de valor inicial
/) —
IL‘( ) = Zo,

tiene al menos una solucion definida en un intervalo abierto I que contiene a 0. Dicha solucion viene
dada por:
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= si f(zo) # 0,
x(t) = F, 1(t), siendo Fy,(x)

Zo

T
= | 3
zo f(Y)
ademds el niimero f;o 1/ f(y)dy puede interpretarse como el tiempo que tarda una solucion en
llegar desde el punto xq hasta x (o viceversa, si cambiamos el signo).

i f(zo) =0,
i’(t) = XZ-

Demostracion. Se reduce a una comprobacién inmediata que se deja al cuidado del lector (basta usar la
regla de derivacion de la funcién inversa y el teorema fundamental del cdlculo).

Resulta también instructivo explicar cémo se ha llegado a la férmula del primer caso: si f(zg) # 0y
suponemos que existe una solucién z(t), puesto que f es continua 'y f(xg) # 0, existe un entorno de xg
en el que f es estrictamente positiva o estrictamente negativa; supongamos por ejemplo que f(y) > 0 en
(xo — e, 20+ ¢€). Al ser z(t) también continua, existe § > 0 tal que z(s) € (xo —e,x0+¢)si|s| < d,y
entonces podemos escribir

paratodo s € (=4, ), lo cual implica que

[ st gyee e

donde hemos usado el teorema del cambio de variable en la primera igualdad. Observando que la funcién

|
F(zx):= . mdy

es estrictamente creciente en (xg — &,z + £) (ya que f es estrictamente positiva en este intervalo),
deducimos que F' tiene una inversa, y que

paracadat € (—9,6). O

Corolario 1.3. Sean x1, xo dos soluciones de la ecuacion auténoma z'(t) = f(x(t)) (donde f es
continua), definidas respectivamente en intervalos Iy, I, y supongamos que x1(to) = x2(to) para cierto
to € Iy N I5. Si las derivadas de 1 y x2 no se anulan en I1 N Iy (es decir f(x;(t)) # 0,t € [ N1, =
1,2), entonces necesariamente las dos soluciones coinciden en Iy N I5.

Demostracion. Esto se deduce de la observacion realizada, en la demostracion del teorema anterior,
acerca del procedimiento que nos permite obtener la férmula para la solucién z(t) en el caso en que

f(xo) # 0. O

En particular esto basta para establecer la unicidad de soluciones para (1.2) en el caso en el que f no
se anule. Mds atin, si para todo ¢ que sea punto de equilibrio de f se sabe que la solucién estacionaria es
la Gnica que pasa por ¢, podremos asegurar que, para todo dato incial xg, la solucién de es Unica. Si
c es un punto de equilibrio aislado, podemos afinar mas.

Teorema 1.4. Sea ¢ un punto de equilibrio aislado de f : U C R — R, donde U es abierto y f es
continua. Entonces se presentan dos posibilidades:

/.

es finita para algiin x suficientemente cerca de c para que f(y) no se anule entre x y ¢, entonces
existe una solucion de ¥’ = f(x), distinta a la estacionaria, que pasa por el punto c.

1. Silaintegral
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2. Si, por el contrario, f; %dy‘ = o0 para todo x # ¢ en un entorno de ¢ donde f no se anula,

entonces el problema de valor inicial ' = f(x), 2(0) = ¢, posee una unica solucién (que es,
obviamente x(t) = c para todo t).

En resumen, si hay una solucién que llega en tiempo finito a un punto de equilibrio c desde otro punto,
entonces no hay solucién tnica de 2/(t) = f(z(t)), #(0) = ¢; mientras que, si todas las soluciones con
condicidn inicial cercana a c tardan un tiempo infinito (o bien cuando ¢ — 400 o bien cuando ¢t — —o0)
en llegar a c, entonces la solucién estacionaria es la tinica solucién de este problema.

Demostracion. (1) En efecto, como c es aislado y f es continua existe § > 0 tal que f(x) es no nulo
y tiene signo constante en (¢ — 4, ¢), por un lado, y en (¢, ¢ + ) por otro (el signo de f puede cambiar
de uno de estos intervalos al otro, pero no dentro de uno cualquiera de ellos). Asi, la funcién dada por
o(t) = Fy'(t), donde Fy,(z) = ffo 1/ f, esta bien definida para ¢ entre 0y ¢y := Fy,(c), que es finito
por hipdtesis. Se tiene

lim ¢(t) = lim FO (t) =c,

t—to t—to

}L%%O“)‘}L%m:f@:o’

con lo que, si por ejemplo £y > 0, entonces

_ gp(to + t)v sit € (—7507 0)7
y(t)_{c, sit>0

es una funcién derivable que satisface la ecuacién 2’(t) = f(z(t)) y la condicién inicial z(0) = c.

(2) Supongamos que exista una solucién y : [—a, a] — U, distinta de la estacionaria, con y(0) = c.
Sean o := inf{t € [—a,0] : Vs € [t,0]y(s) = ¢}, y B := sup{t € [0,a] : Vs € [0,t]y(s) = c}.
Obviamente —a < a < 0 < 8 < a, y puesto que y(t) no es constantemente ¢, se tiene que o > —a
0 8 < a. Supongamos por ejemplo 5 < a (el razonamiento es andlogo en el otro caso). Por definicién
de (3 y continuidad de y(t), se tiene y(t) = c para todo ¢ € [0, 3]. Afirmamos que existe € > 0 tal
que f(y(t)) # 0sit € (8,8 + ¢]. En efecto, de lo contrario existiria una sucesion ¢, \, (3 tal que
f(y(tg)) = 0, y por tanto, sin pérdida de generalidad, y(tx) = c para todo k, ya que ¢ es un cero
aislado de f e y(¢) es continua en J; ademds, por definiciéon de [ también existiria una subsucesion
de (t), que para no sobrecargar la notacién seguimos denotando (), tal que para cada k € N existe
Yk € (tg+1,tx) tal que y(yx) # c. Denotando o := inf{t € [tg1,7v] : Vs € [t, ] y(s) # ¢},
Br = sup{t € [k, tx] : Vs € [y, t]y(s) # c} tendriamos y(o) = ¢ = y(Br), o < B e y(t) # ¢
sit € (ag, Bk). Pero entonces por el teorema de Rolle y'(s;) = 0 para algin s, € (ag, Bk), luego
f(y(sk)) = 0,y asi f tiene un cero en un punto y(s;) # ¢, que estd arbitrariamente proximo a c para k
suficientemente grande, por lo que concluiriamos que ¢ no es un cero aislado de f. Por tanto, debe existir
e > 0tal que f(y(t)) #0sit € (8,8 +¢l

Luego z(t) := y(t + B + ) es solucién del problema {z'(t) = f(2(t)), 2(0) = y(8 + ¢)}, y tiene
la propiedad de que f(z(t)) # 0sit € (—¢,0],y z(—¢) = c. Entonces, para t € (—¢, 0], por lo visto en
el Teorema | se tiene z(t) = s +a)( ). Pero

= lim F, (2(t)) Ii e /C ;
—e= lim 1 ’
gt y(ﬁ+€) t——et y(ﬁ_’_a) f y(ﬁ—'—&) f

con lo que esta integral no podria ser infinita. Por tanto, debe ser 8 = a. 0

1.1. Problemas

Problema 1.1. Estudiar la existencia (local y global) y la unicidad de los siguientes problemas de valor
inicial:
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Identificar ejemplos de las siguientes situaciones:
= existe solucion localmente, pero no globalmente;
= existen infinitas soluciones, y por tanto no hay unicidad;
= existe solucién global y es tnica.

En todos los ejemplos precedentes la funcién f que define la ecuacién es continua. En general, si f
no es continua, no hay garantia de que exista alguna solucién, como muestra el ejercicio siguiente.

Problema 1.2. Sea g : R — R la funcién definida por g(x) = 1siz > 0,y g(x) = —1 si x < 0. Probar
que no existen soluciones del problema de valor inicial

que estén definidas en un entorno de 0.

Problema 1.3. Sea f € C'(U), y sean cun cerode fy z > ctales que f(y) # 0 paray € (c, ). Probar

queentonces
/m LI
——dy = £oo.
c f)

Concluir que si f es de clase C'! y tiene ceros aislados entonces (T.3)) tiene solucién tnica.

Problema 1.4. Sea u : [to,?1] — R una funcién derivable tal que
u'(t) < aul(t)
para todo ¢ € [to, t1]. Probar que entonces
u(t) < e®tt0)y ()

para todo ¢ € [to, t1].

Indicacién: considerar la funcién v(t) = u(t)e™*" y comprobar que su derivada es negativa.

Problema 1.5 (desigualdad de Gronwall, versién unidimensional). Sea = : [to,t1] — R una funcién
derivable tal que
()] < alx(t)], t € [to, 1]

para cierta constante a > (0. Entonces
j(t)] < e (to)|

para todo t € [to, t1].
Indicacién: aplicar el ejercicio anterior a la funcién u(t) = |2(t)|>.

Problema 1.6 (Unicidad local). Si f es localmente Lipschitz entonces, para todo xg € U, las soluciones
del p.v.i. (I.3)) son localmente tdnicas (en el sentido de que si dos soluciones de 2/ = f(x) coinciden en
un t( entonces son iguales en el intervalo comin en que ambas estén definidas).

Indicacién: si x1, 2 son dos tales soluciones, aplicar la desigualdad de Gronwall a z(t) = z1(t) — z2(¢).
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Problema 1.7. Encontrar una férmula para las soluciones de la ecuacion de variables separadas

donde g y f son continuas.
Problema 1.8. Resolver la ecuacién 2/(t) = g(t) tan z(t).
Problema 1.9. Resolver la ecuacién lineal homogénea
{x'<t> = a(t)a(1)
x(tg) =xo € R, tp € 1
siendo @ una funcién continua definida en un intervalo 1.
Problema 1.10. Resolver la ecuacién 2’(t) = sen(t)xz(t).

Problema 1.11. Usando el método de variacion de las constantes, resolver la ecuacion lineal no homo-
génea

{:c’(t) = a(t)z(t) + b(t)

aﬁ(tg) =x9 € Rty e,
donde a,b € C(I). Probar que la solucién es tnica.

Problema 1.12. Supongamos que a : R — R es periddica de periodo 7" > 0, y consideremos la ecuacién

Para ¢t € R escribamos t = kT + 7, con k € Z, 7 € [0,T). Probar que toda solucién de esta ecuacion
satisface

z(t) = ¥ z(7), donde (a) = /T a(s)ds.
0
Probar ademas que:
1. Si (a) < 0 entonces toda solucion tiende, cuando ¢ — oo, a la solucién estacionaria.
2. Si (a) > 0 entonces toda solucion distinta de la estacionaria tiende a f-o00.

3. Si (a) = 0 entonces todas las soluciones son periddicas de periodo T'.
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Capitulo 2

Problemas de valor inicial en R".
Existencia, unicidad, y dependencia de la
condicion inicial.

En este capitulo estudiaremos condiciones sencillas bajo las cuales un problema del tipo

{ 2! (t) = fx(t)) 2.1

z(to) = 7o

tiene solucién tnica. Aqui f es un campo vectorial en un abierto de R", es decir una funcién f : U C
R™ — R"”, donde U es un conjunto abierto. Esta es una manera concisa de escribir un sistema de n
ecuaciones diferenciales ordinarias, es decir, si f = (f1,..., fn), donde f; : U — R,y si escribimos
z(t) = (x1(t),...,zn(t)), entonces la ecuacién anterior es exactamente lo mismo que el sistema de

21 (t) = fi((z1(8), za(t), ..., (1))
z5(t) = fa((21(t), 22(0), ... 2a(t))

2(t) = ful(21(8), 22(0), 20 (8))

con las correspondientes condiciones iniciales z1(tg) = xo.1, ..., Zn(to) = o,,. Mds en general, puede
considerarse una funcién f : I x U C R x R® — R"™ que dependa también de ¢, dando lugar a la

ecuacion 2 (t) = f(t,z(t))
{ () - 1 2.2)

En realidad este tipo de ecuacion es de nuevo equivalente a (2.3)), puesto que podemos afadir la ecuacion
s'(t) = 1 al sistema, obteniendo un sistema de ecuaciones en R"*! de la forma

(s'(®), (1)) = (1, f (s(t), z(2)),

que vuelve a ser una ecuacion auténoma, es decir, del tipo (2.3)) en un espacio de dimension una unidad
mayor

Este tipo de sistemas engloba también el de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden
n > 2; en efecto, una ecuacidn diferencial del tipo

2(t) = g (2(t), 7' (1,2 (1), ., 2" (1))

"No obstante, para algunas cuestiones finas, por ejemplo la estimacién precisa del intervalo de existencia de una solucién, a
veces es conveniente considerar especificamente ecuaciones no auténomas, es decir del tipo =’ (t) = f(¢, z(t)).

11
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es equivalente al sistema de n + 1 ecuaciones de primer orden

2 (8) = g (t 21.(8), 22(8), oo T (E)) -

En este capitulo veremos como una condicién local de tipo Lipschitz sobre la funcién f basta pa-
ra garantizar la existencia y unicidad de una solucién de (2.3)), y por tanto las de cualquiera de estos
sistemas. Estudiaremos también la dependencia de la solucién respecto de la condicién inicial xg; por
ejemplo demostraremos que si f es de clase C* entonces la solucién depende C*-diferenciablemente de
la condicion inicial. Finalmente probaremos resultados andlogos para el problema

{ a'(t) = f(x(t), A) (2.3)

x(to) = wo,

donde X es un pardmetro. En particular veremos que la solucién depende C*-diferenciablemente del
pardmetro si f es de clase C*.

El instrumento principal para demostrar estos resultados serd el teorema del punto fijo para aplica-
ciones contractivas en espacios métricos completos, que recordamos a continuacion.

2.1. El teorema de punto fijo para aplicaciones contractivas

Definicion 2.1. Sea X un espacio vectorial real. Se dice que una aplicacién || - || : X — [0,00) es una
norma en el espacio vectorial X si satisface las siguientes propiedades:

L. fjz|| >0siz #0
2. ||z +yl|l < ||z|| + |ly|| (propiedad triangular)
3. [Az]] = [Alll=|

paratodo z,y € X, A € R.
Toda norma en un espacio vectorial define una distancia entre puntos de dicho espacio:

d(z,y) = [lz —yll
que tiene las propiedades
l.d(z,y) =0 <= z=y
2. d(z,y) = d(y, z) (simetria)
3. d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) (propiedad triangular).

Cuando el espacio métrico (X, d) asi obtenido es completo (es decir, toda sucesién de Cauchy en X
es convergente), se dice que el espacio normado (X, || - ||) es un espacio de Banach.

Proposicion 2.1. Sea I = [a, b] un intervalo cerrado y acotado de R, y consideremos el espacio vectorial
de las funciones continuas de I en R", que denotaremos C'(I,R™), con la norma

[2]loc = sup{llz(®)]| : ¢ € I}.

El espacio (C(I,R"),| - ||oc) es un espacio de Banach.
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Demostracion. Que ||-||o es una normaen C'(I, R") es facil de demostrar, y se deja como ejercicio. Vea-
mos que el espacio resultante es completo. Obsérvese primero que, para toda sucesion (zx) C C(I,R™),
se tiene que la sucesion de nimeros reales ||z — x| converge a cero si y sélo si la sucesién de fun-
ciones (xy) converge uniformemente a la funcién x. Asi pues, dada una sucesion de Cauchy () en
(C(I,R™),] - |loo), tenemos que encontrar una funcién continua = : I — R" tal que (xj) converge uni-
formemente a x. Al ser (z) de Cauchy sabemos que para todo £ > 0 existe ky € N tal que si k,j > ko
entonces

k() — 2 ()] < e 2.4)

para todo ¢ € I. Esto en particular implica que, para cada t € I, la sucesion (zx(t))ren es de Cauchy en
R™. Como R"™ es completo, para cada ¢ existe un vector, que vamos a denotar x(t), al que converge esta
sucesion; es decir, tenemos que existe

lim zx(t) := z(t),

k—o0

para cada t € I. Entonces, tomando limites cuando j tiende a infinito en (2.4), y usando la continuidad
de la norma en R, obtenemos que para todo € > 0 existe kg € N tal que si k > kg entonces

k() —z(t)] <e (2.5)

para todo ¢ € I. Esto significa que la sucesion de funciones (x,,(t)),en converge a la funcién z(t),
uniformemente en ¢ € I, y sabemos (higase el problema [2.1] si no se sabe) que entonces la funcién
x : I — R™ es continua. Por tanto tenemos todo lo que deseamos. O

Definicion 2.2. Se dice que una aplicacién F' de un espacio métrico X en si mismo es contractiva si es
A-Lipschitz para algiin A € [0, 1), es decir si existe algin A € [0, 1) tal que

d(F(z), F(y)) < Ad(z,y)
paratodo z,y € X.

Teorema 2.2 (de la aplicacion contractiva). Sea (X, d) un espacio métrico completo, y sea F : X — X
una aplicacion contractiva (con constante de Lipschitz L € [0,1)). Entonces existe un tinico punto fijo
Too € X (es decir un tinico punto to, € X tal que F(xo0) = Too).

Este punto fijo ademds satisface

L'I’L
1-L

d(F"™(x0), Too) < d(F(x0), o)

para todo xg € X.

Demostracion. Si xq es un punto cualquiera de X, pongamos x1 = F'(xg), y para cadan € N definamos
ZTp+1 = F(xy,). Como f es L-Lipschitz para algin L < 1, tenemos que

d(xn—i-l; xn+2) = d(F((L‘n), F(xn+1)) < Ld(xnvxn—l—l)-
Por iteracion de esta desigualdad se deduce que también
d(zpn, Tpt1) < L™d(x0,21).

Luego, para k > n, tenemos que

T
A
e

-1
d(zp, xE) < d(zj,zj41) < Ljd(l‘o,l‘l) =
L — ¥ d(xo,x1)

-1 d(zg, 1) < L — 1

n

<.
Il

<.
Il
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y como lim,, , o, L™ = 0 esto implica que (z,,) es de Cauchy en el espacio métrico (X, d). Como X es
completo, (z,,) converge a un z, en X. Ademds tenemos que

d(F(zn), F(2x)) < Ld(zn, 2) — 0,
luego limy, o0 F'(x,) = F (). Por tanto,

Too = lim z, = lim 2,41 =1lim F(x,) = F(2x),
n—o0 n—oo

y asi resulta que x, es un punto fijo de F'. Por dltimo, x, es el inico punto fijo de F: si hubiera otro
punto fijo distinto, digamos ¢, entonces tendriamos

A(Zo0, p) = d(F(2c0), F(p)) < Ld(zo0, ) < d(0, ©),

lo que es absurdo. O

2.2. Integracion de funciones con valores en R".

Sea A un subconjunto de R¢. Diremos que una funcién ¢ : A — R™ es integrable si lo son sus
funciones coordenadas respecto de la base candnica de R™, es decir, si escribiendo ¢ = (1, ..., ¢n) se
tiene que cada ¢; es integrable en A, para j = 1, ..., n. Llamaremos integral de ¢ en A al vector

o ([ )

Teorema 2.3. Si ¢, : A — R" son funciones integrables, o, f € R, se cumple queﬂ
1. La funcién o + B es integrable, y [ (o + BY) = a [, 0+ B [, 9.
2.1 faell < J4 51

3. Enelcasod =1y A = [a,b] C R se tiene ademds, para cada funcion g : [a,b] — R™ de clase
1 t o
Cl, que g(t) = gla) + [ g'(s)ds.

Demostracion. (1) es consecuencia directa de la definicion y de la linealidad de la integral de funciones
con valores en R, y (3) se obtiene aplicando el teorema fundamental del célculo coordenada a coordena-
da. Para demostrar (2), denotemos

%= (1, ) = (/A%/Agp) - [

Podemos suponer x # 0. Tenemos entonces, usando la linealidad de la integral de funciones con valores
en R y la desigualdad de Cauchy-Schwarz en R", que

2_515'33':”1" i = nZE" x = ||T
[ ]|” = (z, ) ]Z; J/A%(t)dt /A; Jsog(t)dtﬁ/All [l ()llde = 1] !/Allwlh

de donde deducimos (2) al dividir por ||z||. O

Es también fdcil comprobar, usando la propiedad (1), que la definicién de [ 4 no depende de la
base fijada en R".

2Aqui || - || es la norma euclidea en R™. El resultado de (2) es también cierto para cualquier otra norma en R™, pero una
demostracién basada en la misma idea requerirfa usar el teorema de Hahn-Banach. Ver los ejercicios 2.T8]y 2.19]
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2.3. Existencia y unicidad del problema de valor inicial en R".

Sea f € C(I x U,R™), donde U es un abierto de R™ e I es un intervalo de R. Se comprueba
inmediatamente, usando el teorema fundamental del cdlculo, que el problema de valor inicial

"(t) = f(t,z(t
l’(to) = X0
es equivalente a la ecuacion integral
t
z(t) =x0+ [ f(s,2(s))ds, (2.7)
to

y en particular (2.6) tiene solucion tnica si y sélo si (2.7) tiene solucién tnica.
A continuacién vemos cémo, aplicando el teorema del punto fijo para aplicaciones contractivas,
podemos asegurar la existencia y unicidad locales de este ecuacion.

Teorema 2.4 (Picard-Lindelof). Sea f € C(I x U,R"™), donde U es abierto en R™, I es un intervalo
de R, xg € U, ytg € 1. Supongamos que f es localmente Lipschitz en la variable x, uniformemem‘{]
respecto de t. Entonces existe un entorno de to en el cual (2.0)) tiene solucion uinica.

Demostracion. Puede suponerse ) = 0. Vamos a aplicar el teorema de la aplicacién contractiva al
operador F' : C' — (' definido por

F(x)(t) = xo +/0 f(s,z(s))ds,

donde C' = Bx(x0,d) es una bola cerradaen X := (C([0,T],R"),|| - |lc), cond > 0y T > 0 elegidos
de forma adecuada, y por abuso de notacién x, también representa la funcién constante zo(t) = xo.
Notese que al ser C' un cerrado de X, es también un espacio métrico completo con la distancia heredada
de X, y el Teorema del punto fijo nos proporcionard una funcién z € C C C([0,7]),R™) tal que
F(z) = x, es decir, una funcién continua x tal que

x(t) = xg +/0 f(s,z(s))ds

para todo ¢ € [0,7]. Ademas x serd la tnica funcién en C con esta propiedad. Como ya sabemos, esto
implicard que x serd la dnica funcién que satisfaga (2.6).

Veamos pues cémo podemos escoger d y 1" para que todo esto funcione como deseamos. Puesto que
U es abierto en R™ y f(t,x) es localmente Lipschitz en la variable x, uniformemente respecto de la
variable ¢, existen nimeros d > 0y L > 0 tal que B(x,d) C Uy

1f(tw) = (& 0)| < Llju =]l
para todos u, v € B(xg,0), t € [0, 4]. Denotemos

M := sup £ (s, w)ll,
(s,u)€[0,0]x B(x0,9)

que es un nimero real positivo por ser la funcién f continua en el compacto [0, 6] X B(zg, ¢), y escojamos

un nimero 7' tal que
o 1
T md— =
0< <m1n{ —i—l’L}

?Es decir, que para cada (so, o) € I x U existen nimeros L > 0y § > 0 tales que || f(s,z) — f(s,9)|| < L|lz — y|| para
todos z,y € B(yo,0), s € (so — 0,50 + 0).
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(en el caso genérico en que M > 0, puede ponerse 0 < 7' < min {%, %}) Dado =z € Bx(xo,0), se
tiene que ||z(t) — x¢|| < d para todo t € [0, T, y por tanto, teniendo en cuenta que 7' < 9,

|1 F(x) = 2olloc = sup
t€[0,T]

/ (s a(s))ds

t t
< sup / IIf(s,z(s))]| ds < sup / Mds =TM < 6.
tef0,7]J0 te[0,7] /0

Esto implica que F'(z) € C paratodo x € C,y se cumple la primera condicién que necesitamos.
Por otra parte, si z,y € C' = Bx/(xo, ), tenemos que

I1F(@) = Pl = sup || [ (F(s,2(5)) = f(s.p(s))) ds]| <
tel0,7] IIJ0
s [ 172t = rspts)as < s | 2lat) — sy as <

sup / Ll —yll, ds = TL |z -y,
t€[0,7] J0O

y como T'L < 1 también tenemos que F' : C' — C es contractiva.

Finalmente, nétese que si ty = 0 estd en el interior de I, la misma demostracién con cambios obvios
prueba que existe una tnica solucién definida en el intervalo [—7", 0]. Por tanto existe una tnica solucién
definidaen [T, T. O

Observacion 2.5. La demostracion del teorema anterior prueba de hecho lo siguiente: si L, M y J son
nimeros positivos tales que:

1. B(JJ(),(S) cU:
2. ||f(t,2) = f(&, )|l < Lllx — yl| para todos (¢, z), (t,y) € [to — 6,0 + 6] X B(zo,6);
3. ||f(t,z)|| < M paratodo (t,z) € [to — I, to + 0] x B(xg,9),

entonces, para todo 7' > 0 tal que

1 )
T md 7
0< <m1n{L,1+M}

(obien 0 < 7" < min {%, +1} si M > 0), existe una tnica solucién de la ecuacién 2/(t) = f(t,z(t))

con la condicién inicial z(ty) = o, definida en el intervalo [ty — T, ¢y + T]. Ademds esta solucion
satisface x(t) € B(zo,0) paratodot € [to — T, to + T).

2.4. Dependencia de la condicion inicial. Desigualdades de Gronwall.
Lema 2.6 (Desigualdad de Gronwall generalizada). Supongamos que 1 (t) satisface
t
0(t) < alt)+ [ Bis)ds. 1€ 0.7
con 3(t) > 0. Entonces se tiene
t t
»(t) < aft) +/ a(s)B(s) exp </ B(r)dr) ds, tel0,T].
0 s

Si ademds o es creciente entonces se tiene

W(t) < alt) exp </Ot ﬁ(s)ds) Cteo,T).
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Demostracion. Definamos ¢(t) = exp ( fo ), de modo que

Zf@(t) /0 t ﬁ(s)w(s)ds> — () ( / B(s ) a(D)B(H)(D).

Integrando esta desigualdad respecto de ¢ y dividiendo por ¢(t) obtenemos

/5 ds</0ta(s)ﬁ(s>f;((‘3ds.

Sumando «(t) en ambos lados y utilizando la hipétesis se deduce inmediatamente el resultado.
Si ademds suponemos que « es creciente, tenemos, para cada t € [0, T,

w(t)<a(t)+/toz() exp</5 dr>ds<

)+ alt /5 exp</5 dr>ds—
1) exp < /0 ﬂ(s)ds).

Corolario 2.7 (Desigualdad de Gronwall). Si ¢ satisface

P(t) <a —i—/o (b(s) +c)ds, te0,T],

donde b > 0, entonces

W(t) < ae” + (e —1).

5

Demostracion. Basta aplicar el lema anterior con ¢)(t) = () + ¢/ben lugar de ¢, a(t) = a + cb~ 1,y
B(t) = b. Los detalles se dejan como ejercicio. O

Teorema 2.8 (Dependencia continua respecto de f y del valor inicial). Sean f,g € C(I x U,R"), y
supongamos que f es localmente Lipschitziana en la segunda variable, uniformemente respecto de la
primera. Si x(t) e y(t) son las respectivas soluciones de los p.v.i.

{x’(t) — fltalt) {y’(t) = g(t,y(t)
z(ty) = x0 y(to) = o,

entonces se tiene que

_ M _
Jo®) = 9001 < llzo = polle=o) + 2L (el _1).

donde
[f(tz) = fEy)l

L= sup ,
(t.2)£(t.y)EW lz =yl

M = sup Hf(t,a:) —g(t,a:)H,
(t,x)eW

siendo W algiin conjunto que contiene las grdficas de las funciones x(t) e y(t).
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Demostracion. Puede suponerse tg = 0. Se tiene

() =y < llzo — yoll + /Ot 1/ (s, 2(s)) — g(s,y(s))llds <

lzo = ol + /Ot 1f (s, 2(s)) = f(s:9(s))| + [1F (s, 9(5)) = g(s,y(s))[|ds <

o — yoll + /0 (L]la(s) — y(s)]| + M) ds.

Entonces, aplicando el corolario anterior con a = ||zg — yol[, b = L, ¢ = M,y ¥(t) = ||z(t) — y(t)]],
obtenemos la desigualdad del enunciado. O

Una variante interesante de este resultado se obtiene al combinarlo con la demostracién del Teorema
[2.4] suponiendo que g también sea localmente Lipschitz respecto de la segunda variable, uniformemente
respecto de la primera.

Teorema 2.9. Sean f,g € C(I x U,R"), y supongamos que fy g son localmente Lipschitzianas en la
segunda variable, uniformemente respecto de la primera. Entonces existen dos niimeros 6, T > 0 y dos
funciones x(t) e y(t), definidas en el intervalo [to — T, to+ T, que son las vinicas soluciones de los p.v.i.

{x’(t) = fltalt) {y’(t) = g(t,y(t))
z(to) = 20 y(to) = yo,

en dicho intervalo, y se tiene que

_ M _
l2(8) = 92} < lfo — golleH—0l + == (Hitl 1),

donde
t,x)— f(t,
L= sup{‘f( = _;‘, DI (42), (4) € to — 8, to + 6] x (B(20,6) U B(y, ) , & # y}
y
M :=sup{|[f(t,x) — g(t, 2)[| : (t,2) € [to — 0,t0 + 0] X (B(xo,6) U B(yo,0))}.
Demostracion. Basta tener en cuenta la Observacion 2.5y usar el teorema anterior. O

2.5. Dependencia continua respecto de parametros

En esta seccién consideraremos un problema del tipo

{x’(t) = f(t,x(t),\)
l‘(to) = Zo,

donde A € A (un espacio métrico de pardmetros), y veremos que bajo condiciones apropiadas las solu-
ciones dependen continuamente no sélo de la condicion inicial g, sino también del pardmetro A.

Teorema 2.10. Sean U un abierto de R", I un intervalo abierto de R, y (A, d) un espacio métrico.
Supongamos que
IxUxA—=R">(t,z,\) — f(t,z,\) € R"

es una funcion continua, y que f es localmente Lipschitz en la variable x, uniformemente respecto de
las variables t, \. Entonces, para cada (ty, zg, \o) € I x U x A, existen niimeros 6,T > 0 tales que el
problema

{x’(t) = f(t,z(t),\) (2.8)

z(to) = v,
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tiene solucion unica, definida en [ty — T, to + T, para cada (y, \) € Bgrn(z0,d) X Ba(No, d). Ademds,
si denotamos esta solucion por t — ¢(t,y, A), la aplicacion

[to — T, to + T x Brn(xg,0) X BA(Xo,d) D (t,y,\) — é(t,y,A) € R"
es continua.

Demostracion. Fijado (tg, xg, A\g) € I x U x A, por hipétesis existen L, > 0 tal que B(zp,2d) C U,
y

Hf(ta*ra)‘) - f(tvya)‘)H < LHx - y”

para todos los t € [ty — 20,tg + 20], z,y € Brn(x0,20), A € Bx(Ao, 20). Ademds, por continuidad, f
estd acotada en algin entorno de (¢, xo, Ag), luego podemos suponer sin pérdida de generalidad que un
tal entorno es [tg — 20, Lo + 20] X Bgrn (20, 20) X B (Ao, 29); es decir, que existe M > 0 tal que

Ltz M < M

para todo (¢,x,\) € [to — 20,tp + 26] x Brn(zg,26) x Ba(\o,0). Entonces, puesto que B(y,d) C
B(x0,20) para cada y € B(xg,d), por la Observacion sabemos que existe 7' > 0 tal que el proble-
ma tiene solucién tnica para cada y € B(xo, d), definida en el intervalo [tqg — T, o + T']; de hecho
sabemos que 7' puede tomarse como cualquier nimero positivo menor que min{L =1, §(1+ M)~1}. De-
notando esta solucion por ¢(t, y, A), también sabemos por la Observacion[2.3|que ¢(t,y, ) € B(y,d) C
B(x0,20), paratodo (t,y,\) € [to — T, to + T| X Brn(x0,0) X Ba(Ao, ).

Fijemos ahora un pardmetro p € By (Ao, 0), y sea (s,2) € [to — T,to + T| x Bgrn(z0,20). Dado
e > 0, como f es continuaen (s, z, 1), existe 7(s, z) > Otal que si (t,y, A) € (s—r(s,2),s+7(s,2)) X
intBgn(z,7(s,2)) x intB(u, (s, z)) entonces

||f(ta Y, )‘) - f(S,Z,,U)H S E.
Puesto que [to — T, to + T] X Bgrn(z0,2d) es compacto y

[to—T,to+T] x Brn(x0,20) C U (s—r(s,2),s+71(s,2)) xintB(z,7(s, 2)),
(s,2)Elto—T,to+T] X Brn (x0,29)

podemos encontrar una cantidad finita de puntos si, ..., sy € [to — T, to + T, 21, ..., 28y € Brn(x0,20)
tales que, denotando r; = (s, z;), tenemos

-

[to — Tty + T] X BRn(Io, 2(5) C (Sj — 74,85 + T‘j) X intB(zj,rj).

1

J
Definamos = min{ry, ...,y }. Entonces, si d(\, ) < r, para cualquier (s,z) € [to — T,to + T

X
Brn (z9,20) podemos encontrar un j € {1,..., N} tal que (s,2) € (s; — 4,85 + ;) X B(z5,75),y
entonces se cumple que

Hf(37zv)‘) - f(sazaﬂ)H < Hf(3727)‘) - f(SjaZjv)\)H + Hf(3j72j’)‘) - f(s,z,,u)H < 2e. (2.9)

Puesto que sabemos que ¢(s,y, p) € Bgn(x0,2d) paratodo (s,y, 1) € [to — T, to + T] X Brn(x0,d) X
B (Mo, ), deducimos que

11 (s (s,5, 1), A) = (s, 08,9, ), )| < 2. (2.10)



20 CAPITULO 2. EXISTENCIA, UNICIDAD, Y DEPENDENCIA DE LA CONDICION INICIAL

para todo (s, y, i) € [to—T,to+T] x Brn(z0,0) X Ba(Xo,d). Entonces, si ||z —y|| <eyd(\pu) <r
obtenemos que

t
||¢(t,$,A)—¢(t,y7u)H=||93+/f(s, o(s, 2, 7). \)ds — /f (5,9, ), w)ds ]| <

IIx—yH+/\f 05,2\, X) — F (5, 6(s, 9, 1), w)ds <

t
o — gl + / 1 (5, 65,2, ), A) — F(s, (5, 1), N s + /0 17 (5, 85,5, 1), N) — F(5, 3,1 1), 1

t
le -yl + /O Llé(s, 2, A) — ¢(s, . 1)llds + /0 2eds <

t
le —yll + /O Ll6(s, 2, \) — 6(s, . 1)l|ds + 2T.

Aplicando entonces el Corolario de la desigualdad de Gronwall con a = =L,yc=2Te,
obtenemos que
2Te 2Te
l6(t 2, A) = 6(t, g, 1)l < Il = ylleT + == (57 — 1) < et 4+ == (FT 1),

Como L y T estan fijos en este argumento y € > 0 es arbitrario, esto demuestra que ¢ es continua en las
variables x y A, uniformemente respecto de ¢t € [ty — T, tp + T. De aqui se deduce facilmente que ¢ es
continua en las tres variables. En efecto, tenemos

ot 2, X) = &5, y, w)l| < ot 2, X) = d(s, 2, M) + [|d(s, 2, A) — d(s, 9, )|

y el primer sumando de la derecha tiende a 0 cuando ¢ tiende a s, porque t — ¢(t,x, \) es continua
por ser diferenciable (dado que es solucién de la ecuacion ¢'(t) = f(¢,(t), A) con condicién inicial
©(to) = z), mientras que el segundo sumando a la derecha de la desigualdad tiende a 0 cuando x tiende
ayy Atiende a i, por lo visto antes. O

2.6. Existencia y Lipschitzianidad local del flujo

Definicion 2.3. Supongamos que U es un abierto de R™, I es un intervalo abierto de R, y que f €
C(I x U,R™) es localmente Lipschitz en la variable z, uniformemente respecto de ¢. Para cada = € U,
denotaremos por ¢(t, o) la Gnica solucién local del problema de valor inicial

{x’(t) = f(t, (1))

x(to) = xo,

que estd definida en algun intervalo abierto alrededor de ¢y. A la aplicacion
(t,z0) — &(t, z0)

se le llama flujo asociado a la ecuacién diferencial z'(t) = f(¢, x(t)).

Aplicando el Teorema [2.8] (y observando que M = 0 en el caso en que f = g), se obtiene inmedia-
tamente lo siguiente.

Teorema 2.11 (Dependencia continua de la condicién inicial). Si f € C(I x U,R") es localmente
Lipschitz en la variable x, uniformemente respecto de t, entonces

||¢(ta Iﬁo) - QZ)(t, yo)H < H'TO — yoHeL‘t—tO‘.

En particular las soluciones de x'(t) = f(t,x(t)) dependen continuamente del dato inicial z(0) = x.

)llds <
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De hecho vamos a probar que el flujo ¢(t, x) es localmente Lipschitz en las dos variables.

Teorema 2.12. Supongamos que f € C(I x U,R"™) es localmente Lipschitz en la variable x, uniforme-
mente respecto de t. Entonces, alrededor de cada (to,zo) € I x U puede encontrarse un compacto de
la forma [to — €,to + €] X B(x0,d) C [to —&,to+ €] x B(x0,20) C I x U, cone,d > 0, tal que el flujo
o(t, ) estd bien definido y es Lipschitz en este conjunto. De hecho se tiene que

lp(t, =) — ¢(s,y)|| < llz — ylle™"l + |s — t| M para todo (t, ), (s,y) € [to — &, to + €] x B(xo,0)
donde

I = sup ||f(ta .T) B f(tay)H’ y M = max ) ”f(t,l')H

(t,2) 2 (1) Elto—e.to+<] x B(wo,26) |z —yll (t,2)€lto—e,to+e] x B(x0,26

Demostracion. Si en la demostracion del Teorema de Picard-Lindelof[2.4] se cambia d por 26 se ve que
en el intervalo [ty — T, to + T existen, y son dnicas, las soluciones de z'(t) = f(t,z(t)) con condicién
inicial dentro de la bola B(z,d). Ademads, de la demostracién del Teorema también se desprende
que

o(t,x) € B(x,8) C B(xg,20) para todos x € B(xg,0), t € [to —T,to + T]. (2.11)

Asi, el flujo ¢ estd bien definido en [ty — T, to + T'] X B(xo,¢), de lo cual se deduce la primera parte del
enunciado.

Por otro lado, observemos que

t
¢(t7y) =y+ \ f(?“, ¢(Ta y))dT7

luego

I

16(t,9) — o5, )| = \ [ ot

y ademds por el teorema anterior sabemos que

lo(t,z) — o(t,y)| < ||z — yHeL\t—to\'

Por tanto, combinando estas desigualdades y usando también (2.11]), obtenemos que, para todos (¢, ), (s,y) €
[to — €,t0 + €] x B(wo,9),

lo(t, x) — o(s, )|l < ot ) — ¢, )|l + [|6(E, y) — o (s, y)|| <
t t
lz — ylle"* ol + H/ f(r¢(ry))dr| < |z — ylle" " +/ 1f(r, ¢(r,y))lldr <

t
o — ylleHitol 4 / Mdr = o — yll=1! 4 Mt — s,
S

donde

(t,2) £(t,9)Elto—Toto+T) x B(zo,25) |z =yl (t,2)E[to—Tto+T] x B(x0,20)

Evidentemente esto implica la Lipschitzianidad de ¢ en [tg — T, to + T| x B(zo,9). O
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2.7. El teorema de diferenciabilidad del flujo

En muchas situaciones es importante saber que el flujo (¢,y) — ¢(t,y) es diferenciable si f lo
es: es decir, hay una dependencia no sélo continua, sino incluso diferenciable de los datos iniciales del
problema x'(t) = f(t, z(t)), z(to) = .

Teorema 2.13 (de diferenciabilidad del flujo local). Supongamos que f € C*(I x U,R™), con k > 1.
Entonces, alrededor de cada (to,z9) € I x U puede encontrarse un entorno de (ty, zo) de la forma
(to — 8,10 + 0) x intB(xq, ) tal que el flujo ¢(t, x) estd bien definido y es de clase C* en este conjunto.

Una consecuencia de apariencia més general es la siguiente.

Corolario 2.14 (Dependencia diferenciable de pardmetros). Supongamos que f depende de un pardme-
tro A € A, donde A es un abierto de RP, y consideremos el p.v.i.

{y@>=f@w@»n

y(to) = =,

cuya solucién denotaremos por ¢(t, x, \). Supongamos que f € CF(I x U x A, R™). Entonces alrededor
de cada (to, xo, \o) existe un entorno tal que la aplicacion (t,x, \) — ¢(t,z, \) estd bien definida y es
de clase C* en ese entorno.

Demostracion del Teorema[2.13]y del Corolario Por lo visto en la seccién anterior ya sabemos que
el flujo existe localmente en abiertos de esta forma. S6lo tenemos que demostrar que es de clase C*.
Afiadiendo ¢ a las variables dependientes y la ecuacion ¢ = 1 a nuestro sistema, se obtiene una
ecuacién equivalente en R™*! que es auténoma. Por tanto, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que nuestra ecuacion es auténoma (es decir 2/(t) = f(x(t))), y que to = 0.
Supongamos por un momento que el teorema es cierto para k > 2; entonces, como se tiene que

0

&qﬁ(t,x) = f(gi)(t,x)),

derivando respecto de x obtenemos

02 0
e intercambiando el orden de derivacion,
0 0 ? 92 0 0
a%¢(t7$) = atax¢(t>$) = m(b(tvx) = %f((b(tvx)) = Df((b(tv .’L'))%¢(t,$)

En particular, teniendo también en cuenta que ¢(0,z) = x y por tanto 9¢(0, z)/0z = I, vemos que la
derivada

0
—o(t
S (t,2)
necesariamente deberd satisfacer la primera ecuacion variacional
y/(t) = A(t,x)y(t), donde A(t,) = Df(g(t,x)),
y(0) =T (2.12)

que es una ecuacion lineal (con coeficientes variables) equivalente a la ecuacién integral
t
y(t) = H—i—/ A(s,z)y(s)ds, (2.13)
0

. . . . . 2 ,
donde I es la identidad en el espacio de matrices n x n (naturalmente isomorfo a R™ ). Aqui x puede
considerarse un pardmetro, es decir, tenemos una ecuacion variacional diferente para cada x.
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Usando el teorema de Picard-Lindelof es inmediato comprobar que las ecuacién (2.12)) tiene solucién
local tnica y(t). De hecho, como indicamos en la Observacion la prueba del Teorema [2.4| muestra
que la solucién de esta ecuacion variacional estard definida en un intervalo de la forma [—T', T'] siempre
que T se escoja suficientemente pequefio para que

1 )
N
0<1 <mln{L,1 },

siendo L una constante de Lipschitz (respecto de la variable y, uniformemente respecto de la variable t)
comun a todas las funciones A(t,z), (t,z) € [—0,0] x B(zo, ), y siendo M una cota de ||A(¢, z)yl|
en el conjunto {(¢,z,y) € R x R® x R™ : |t| < 4, ||z — 20| < 6, ||y — I]| < 1}. En nuestro caso
esta cota M y esta constante de Lipschitz comin L existen y pueden considerarse iguales, ya que, al
ser la funcién (¢, z,y) — A(t, z)y continua en [—d, 6] X Bgrn(20,d) X Bg,2(I, 1), estd acotada en este
compacto, digamos por una constante M/ > 0, y entonces se tiene que

[A(E 2)y — At x)z]| < AR 2) [y — 2] < My — =]]

para todo (¢, z) € [—4,6] x B(xo,4), y todos y, z € R™"

Por tanto puede aplicarse la demostracion del Teorema [2.4] para garantizar la existencia y unicidad,
en el intervalo [—T, T'], de las soluciones de (2.12)), para todo = € B(x, ).

La estrategia de la demostracion del teorema consistird en probar que ¢(t, x) es diferenciable respecto
de x, y que la derivada de ¢ respecto de x en (¢, x) es precisamente la solucién y(t) de (2.12)), para todo
(t,x) € [-T,T] x B(xo,0).

Consideremos primero el caso k = 1. Por definicién de flujo, ¢(t, z) es diferenciable respecto de la
variable t. Queremos probar que ¢(t, z) es diferenciable, respecto de la variable x, en un punto x; € B.
Por facilitar la notacién, supondremos sin pérdida de generalidad que ;1 = 0, y definiremos

¢(t,x) — ¢(t,0) — Pp(t)x

]

o(t,z) = , (2.14)

en donde 1) (t) denotard la tinica solucién a la ecuacién (2.12)), en el caso x = 0, y con condicién inicial
y(0) = I; es decir, ¢ es la Gnica funcién que cumple

W(£) = A(t,0)%(t), ¥(0) =T, donde A(t,0) = Df(d(t,x)),,_,- (2.15)

El objetivo entonces es probar que lim,_o (¢, z) = 0.
Como f es de clase C*, usando el Teorema Fundamental del Célculo 3) con la funcién ¢
f(z +t(y — x)) en el intervalo [0, 1], tenemos que

1
) = fla) + /0 Df(z +ty —2))(y — ),

que podemos reescribir como

1
F(4) — f(@) = Df()(y — =) + ( | (0t +1ty -2 - Ds @) dt) (- 2),

de modo que
fly) = f(x) = Df(2)(y — x) + R(y, z) (y — ), (2.16)
con
11'_1>n |IR(y,z)|| =0 uniformemente para = en un entorno de 0, (2.17)
y—T

ya que D f es uniformemente continua en un entorno de 0.
Usando estas ecuaciones con ¢(t, z) en lugar de y, y con ¢(¢,0) en lugar de x, obtenemos que

f(o(t,x)) = f(#(t,0)) = Df(o(t,0))(d(t, 2) = (¢, 0)) +R(d(t, ), (1, 0)) (¢(t, ) = b(2,0)), (2.18)
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con
lim ||R(y, z)|| = 0 uniformemente para z en un entorno de 0. (2.19)
Yy—z

Entonces, usando (2.14), (2.13) y (2.18)), tenemos

20(t3) = 1 (F(6(1,2)) — F(0(0,0)) — Al 0} (2)2) =

]

i (PF((E,0)(8(2,2) — (2, 0)) + R((t, 2), (2, 0)) (6(t, 2) — ¢(2,0)) — A(t, 0)9(t)z) =

M ll (A(tv 0)(¢(t7 :L') - ¢(t7 0)) + R(¢(t7 37), (ZS(t, 0)) (¢(t7 1‘) - (z)(t? 0)) - A(t, U)TP(t)x) =

]
A(t,0)0(t, ) + R(p(t, ), P(t, 0))¢(t, x)‘;H(ﬁ(t, 0)

)

es decir,

0 t,x) — ¢(t,0
2 b(t.2) = A, 0p0t, ) + 26T ALY
Integrando esta igualdad en [0, ], con ¢ < T', tomando normas, y recordando (ver el Teorema [2.11) que

existe L > 0 tal que, para todo x en un entorno de 0, se tiene

R((t,2),6(t,0)).

le(t, ) — ¢(£,0)|| < ||z[le™ < ||z[le"", (2.20)
deducimos que
t
16(t, )| < R(x) +/ |A(s,0)||[|6(s, )[|ds  paratodot € [0,T7, (2:21)
0
donde -
Ra) = e [ | (s.2)).0(5,0)]ds. 222)

Abhora, aplicando la Desigualdad de Gronwall (Lema con a(t) = R(x), constante respecto de t,
B(s) = |A(s,0)], y ¥(t) = |6(¢, x)|), obtenemos que

10t 2)]) < F(x) exp ( / ' ||A<s,o>||ds> |

y usando (2.19) y (2.22)) junto con el hecho de que lim,_,o ¢(t,z) = ¢(t,0) uniformemente en t €
[—T,T] (que es consecuencia de (2.20)), concluimos que

lim 6(t,z) =0

x—0

(podemos suponer sin pérdida de generalidad que 7 es suficientemente pequefio para que ¢(s, ) esté en
el entorno de z1 = 0 en donde (2.19) vale).
Esto muestra que

%(ﬁ(t, T)|,_, existe y es igual a ¢)(t),

para cada ¢ € [0,7]. Andlogamente se ve que esto es cierto para cada t € [T, 0]. Luego d¢(t, z)/0x
existe para x = 0, y es igual a ¢(t) para cada t € [T, T]. Como 1 (que hemos supuesto igual a 0 por
simplificar la notacion) es arbitrario, esto implica que

%qb(t, x) existe para todo (t,z) € J X B,

y que esta derivada parcial es igual a la solucién de (2.12).
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Finalmente, veamos que las derivadas parciales

99 9¢

%(tvx)v y a
son ambas continuas, y por tanto ¢(¢,z) es de clase C' en J x B. La segunda de ellas es igual a
f(o(t,x)), que es obviamente continua. Respecto de la primera, recordemos que es la solucién de la
primera ecuacién variacional (2.12). Ahora bien, por el Teorema [2.10), las soluciones de esta ecuacién
dependen continuamente no sélo de ¢ y del dato inicial, sino también del pardmetro x. Por tanto g—f (t,x)
es continua en las variables (¢, x). Esto completa la demostracién del Teorema enelcasok =1

Para demostrar el Corolario 2. 14 en el caso k = 1 basta considerar el sistema

z'(t) = f(t, z(t), A(t))
N(t) =0

(t,z)

y aplicar el Teorema [2.13] a esta nueva ecuacién. De hecho este sencillo truco demuestra que los enun-
ciados del Teorema [2.13]y del Corolario [2.14] son totalmente equivalentes, cosa que vamos a usar en el
argumento que sigue.

Ahora demostraremos conjuntamente el Teorema[2.13]y el Corolario[2.14]para el caso k£ > 2, usando
un argumento de induccidn. Ya sabemos que ambos resultados son ciertos para £ = 1. Supongamos que
los enunciados de estos dos resultados son ciertos para k, y veamos que entonces también lo son para
k + 1. Suponiendo que f es de clase C**1, como en particular es C'' ya sabemos por la demostracién
del caso k = 1 que la derivada respecto de x

9¢
%(tv .T)

es solucion de la primera ecuacién variacional (2.12). Pero como

A(tvx) = Df((b(t? x))

y por hipétesis D f es de case C* y ¢ es de clase C¥, se tiene que A es de clase C*; es decir, la ecuacién
(que depende del pardmetro z) estd definida por una funcién de clase C*. Entonces podemos aplicar
la hipétesis de induccidn sobre la validez del Corolario para C*, obteniendo que % (t,z) es de clase
C*. Por otra parte, la otra derivada parcial

o¢

ot
es también de clase C*, por ser composicién de funciones de clase C*. Como todas las derivadas par-
ciales de ¢(t, ) son de clase C*, concluimos que ¢(t,z) es de clase C**1. Es decir, el enunciado del
Teorema es cierto para C*+1. Como ya hemos indicado, esto equivale a decir que el Corolario m
es también cierto para C**1. Esto concluye el argumento de induccién y por tanto la prueba de ambos
resultados para cualquier k£ > 2. O

(tv x) - f(¢(t7$))

2.8. Problemas

Problema 2.1. Si X e Y son espacios métricos y (f,,) es una sucesién de funciones continuas de X en
Y que converge uniformemente a una funcién f : X — Y, probar que f es continua.

Problema 2.2. Supongamos que f € C*(I x U,R™). Probar que la solucién local de
a'(t) = f(t,z(t))
x(to) = xo

dada por el teorema de Picard-Lindeldf es de clase C**1.
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Problema 2.3. Usar el teorema del valor medio para demostrar el siguiente resultado: si {2 es un abierto
convexo de R"y f :  — R™ es diferenciable, entonces f es Lipschitz si y sélo si D f estd acotada en
Q.

Problema 2.4. Dar ejemplos que prueben que el resultado del problema anterior es en general falso si €2
es un abierto conexo que no es convexo.

Problema 2.5. Sea U un abierto convexo de R™, y f : I x U — R". Supongamos que las derivadas
parciales
of

871'1(tx)’ ey T

existen y son continuas y acotadas en I x U. Demostrar que existe L > 0 tal que
1f &, x) = f(E&,y)] < Lijz -yl
paratodos x,y € U, t € I.

Problema 2.6. Averiguar si las siguientes funciones son Lipschitz en algin entorno de 0, y en caso
afirmativo estimar su constante de Lipschitz en ese entorno.

2. f(x) = |93|1/2
3. f(z) =2%sen(1/z)siz # 0, f(0) =

Problema 2.7. Averiguar si llos siguientes campos vectoriales son Lipschitz en el conjunto indicado, y
en caso afirmativo estimar su constante de Lipschitz en ese conjunto.

1. f(x)= \a:| r€eR

2. f(x) = x e [—1,1]

3. flay) = (@ +y,1/(z+y), z,y € [l,00)

4. f(z,y) = (z — 92, 2y/(1 + 22 + %), 22 + 242 < 4

bt

flz,y) = (\/1-1-90-1- , 1+:r2+y2>,x,y€ (e,00), cone > 0.

Problema 2.8. Dar un ejemplo de funciéon f : R — R que sea localmente Lipschitz en un entorno de
cada punto excepto 0, que esté acotada, y tal que el problema de valor inicial 2’ = f(z), (0) = 0 no
tenga ninguna solucidn.

Problema 2.9. Dar un ejemplo de funcién f : R — R que sea de clase C'™ y uniformemente continua
en R, pero que no sea Lipschitz en R.

Problema 2.10. Aplicar el procedimiento iterativo de la demostracién del teorema de Picard-Lindelof
para encontrar la solucién de 2’ = z, 2(0) = 1.

Problema 2.11. Aplicar el procedimiento iterativo de la demostracién del teorema de Picard-Lindelof
para encontrar la solucién de

z(0) =1, y(0) = 0.

Problema 2.12. Aplicar el procedimiento iterativo de la demostracion del teorema de Picard-Lindelof a
la ecuacién 2/ (t) = 2t — 2y/max{x, 0}, x(0) = 0. ;Qué ocurre?
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Problema 2.13. Estudiar la unicidad de las soluciones de

, —t|z|V/2 siz >0,
(t) =
t|z| /2 sixz <0.

Problema 2.14. Probar que si U es un abierto de R"™, [ unintervalode R, I xU > (t,z) — f(t,x) € R™,
es continua y las derivadas parciales 0 f /Ox; existen y son continuas en I x U entonces el problema

{ ' (t) = f(t,z(t))

(E(to) = X0

tiene solucién local tinica para todo x¢g € U. En particular, si f € C1(I x U) entonces este problema
tiene solucion local tnica para todo g € U.

Problema 2.15. Supongamos que f € C(I x U,R™) cumple que ||f(t,z) — f(t,y)|| < L(t)||lx — y||
para alguna funcién continua L : I — R. Demostrar que la ecuacién y'(t) = f(t,y(t)), y(to) = x tiene
solucién dnica, y que si denotamos por ¢(¢, ) la solucién de esta ecuacién entonces se tiene que

o(t, ) — d(t, 2)|| < ||z — 2||eo L]

(bajo qué condiciones sobre x, z, t?

Problema 2.16. Sean f : R — R, g : R — R continuas tales que g(x) # 0 para todo x. Demostrar que

el sistema
z' = g(z)
Y = f(z)y

tiene a lo sumo una solucién en cada intervalo I C R para cada condicién inicial (x(0),y(0)) =
(1‘07 yﬂ) € RQ'

Problema 2.17. Analizar los valores (¢, z() para los cuales puede garantizarse la existencia y unicidad
de solucién local para la ecuacién ' = |z|'/2(1 + t). Después resolver explicitamente la ecuacicn, y
comprobar que por el punto (0, 0) pasan infinitas soluciones.

Problema 2.18 (Teorema de Hahn-Banach en R™). Sean E un subespacio de R (donde se considera
una norma cualquiera), y sea 7' : £ — R una aplicacion lineal. Entonces existe una aplicacién lineal
T:R™ — Rtal que

1. T(z) = T(x) paratodo = € E;
2 |1 = I7]).
Indicacién: Podemos suponer | T|| = 1y E # R". Seaz; € R™ \ E, y definamos E1 = {z + tx1 : € E,t € R}. Se tiene
T(x) — ||z — 21]| < |ly + 21| = T(y) para todos =,y € E.
Sea a = sup{T'(z) — ||z — z1]| : = € E}. Entonces
T(z) — a < ||z — z1| paratodo z € E,

T(y) + a < ||y + 21|| paratodo z € E.

Definase 71 : E1 — R por T1 (z + tx1) = T'(z) + ta. Comprobar que T4 es lineal, que 77 = T en E, y que T1(2) < ||z]|

para todo z € E. Aplicar induccién para concluir.

Problema 2.19. Sea || - || una norma cualquiera en R™. Para todo = € R" se tiene que

o]l = sup{T(x) : T € L& R), |T] < 1}.
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Problema 2.20. Sean f : [a,b] — R” continua, y 7" : R” — R lineal. Probar que

() [0

Mas en general, si A : R™ — R es lineal, probar que

() [

Concluir que la definicién de f; f como el vector formado por las integrales de las funciones coordenadas
de f no depende del sistema de coordenadas elegido en R”, y que f; f queda determinado por el conjunto
{f;To f:TeL(R"R)}

Problema 2.21. Usar los dos problemas anteriores para demostrar que el Teorema [2.3(2) vale para
cualquier norma en R".



Capitulo 3

Existencia y prolongabilidad de soluciones.

En este capitulo veremos como la continuidad de f basta para asegurar la existencia de al menos una
solucién (quizds no la Gnica) del problema de valor inicial 2/ (t) = f(t, z(t)), z(to) = x¢. Este resultado
se debe a Peano. Una herramienta esencial para esto serd el teorema de Arzela-Ascoli, que exponemos
en la siguiente seccién. También estudiaremos la cuestién de la prolongabilidad de soluciones: tanto el
teorema de Picard-Lindelof como el de Peano nos dan un intervalo, en general pequefio, donde existe
una solucién, pero ésta puede existir en un intervalo mucho mayor, incluso en algunos casos todo R;
entonces, ;como saber cudndo y hasta dénde puede prolongarse una solucién?

3.1. Compacidad en espacios de funciones. Teorema de Arzela-Ascoli.

Antes de presentar el teorema de Arzela-Ascoli haremos un breve estudio del espacio de las funciones
continuas sobre un espacio métrico y de las nociones de convergencia puntual y uniforme de sucesiones
de funciones.

Definicion 3.1. Sean X, Y espacios métricos. Denotaremos por C'(X, Y') el conjunto de todas las funcio-
nes continuas f : X — Y,y por Cp,(X,Y) el subconjunto de todas las funciones continuas y acotadas
de X en Y. En este subconjunto definiremos la distancia entre dos funciones f, g € C(X,Y’) como

doo(f, 9) = sup{dy (f(),g(z)) : € X}.

Es inmediato ver que d define una distancia en Cp,(X,Y).
Cuando Y es un espacio vectorial normado, Cy,(X,Y) y C(X,Y) resultan ser también espacios
vectoriales. Al espacio Cy(X,Y") podemos dotarlo de la norma

[1flloo = sup{[[ f(x)

que genera precisamente la distancia d., anteriormente definida en C(X,Y').

Cuando Y = R, el espacio Y suele omitirse en esta notacion. Asi Cy,(X, R) suele escribirse simple-
mente Cp,(X). Cuando X = K es compacto, todas las funciones continuas de K en Y son acotadas, y
se tiene que C'(K,Y) = Cp(K,Y).

lyt.%EX},

Definicién 3.2. Si (f,,) es una sucesion de funciones de X en Y (no necesariamente continuas), diremos
que (f) converge puntualmente a f si la sucesion (f,(x)) de Y converge a f () en el espacio métrico
Y paracadaz € X.Si A C X, diremos que (f,,) converge uniformemente a f sobre A si para todo
e > 0 existe ng € N tal que si n > ng entonces dy (f,(z), f(x)) < e para todo = € A.

Cuando Y = F es un espacio vectorial normado, diremos que una serie de funciones >~ ; gy
converge uniformemente en X (resp. puntualmente) si la sucesién (f,,) de las sumas parciales f,, =
22:1 g; de la serie converge uniformemente (resp. puntualmente) en X.

Como en el caso ya conocido en que X es un intervalo de R, tenemos que el limite uniforme de
funciones continuas es continuo.

29
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Proposicion 3.1. Si (f,,) es una sucesion de de funciones continuas de X en'Y que converge uniforme-
mentea f : X = Y sobre X, entonces f es continua.

Demostracion. Esigual que en el caso X = R =Y, salvo detalles obvios, y se deja como ejercicio. [J

Sin embargo el limite puntual de funciones continuas puede no ser continuo. Por ejemplo, la sucesion
de funciones f,, : [0, 1] — R definidas por f,,(¢) = ", converge puntualmente a una funcién discontinua
enl.

El siguiente resultado relaciona la convergencia uniforme de sucesiones de funciones con la conver-
gencia de la sucesion en el espacio métrico Cy(X,Y).

Proposicion 3.2. Una sucesion (fy,) de Cy(X,Y') converge uniformemente a f € Cy(X,Y) si y solo si
fn — [ en el espacio métrico (Cp(X,Y), doo).

Demostracion. Consiste en escribir las definiciones y observar que son equivalentes; se deja como ejer-
cicio. O

Definicion 3.3. Se dice que una sucesion (f,,) de funciones de X en'Y es uniformente de Cauchy si para
todo £ > (0 existe ng € N tal que si n,m > ng entonces d(fn(x), fm(x)) < € para todo x € X.

Cuando Y es completo, es fécil ver que toda tal sucesién es convergente uniformemente en X.
También es inmediato que si (f,,) C Cp(X,Y), entonces (f,,) es uniformemente de Cauchy si y sélo si
(fn) es de Cauchy en Cp(X,Y).

Es decir, tenemos lo siguiente.

Proposicién 3.3. Si Y es un espacio métrico completo, entonces el espacio métrico (Cy(X,Y), ds)
también es completo.
En particular, si’Y es un espacio de Banach, también lo es (Cy(X,Y), | - |loo)-

Demostracion. La demostracién es idéntica a la de la Proposicion [2.1] salvo cambios evidentes. Se deja
al cuidado del lector, O

Por supuesto las definiciones y resultados anteriores son también vdlidos para series de funciones
cuando Y es un espacio de Banach, pues basta aplicarlos a la sucesién de las sumas parciales. Se invita
al lector a que enuncie y demuestre la version para series.

Pasamos ahora a estudiar el teorema de Arzela-Ascoli, que nos proporciona una caracterizacién de
los subconjuntos compactos de C'(K,Y'), donde K es un espacio métrico compacto. En este sentido
es andlogo al teorema de Heine-Borel que caracteriza la compacidad de los subconjuntos de R". En la
mayoria de los espacios del tipo Cp(X,Y) el teorema de Heine-Borel es falso, como sucede mds en
general en todo espacio vectorial normado de dimensién infinita. En efecto, el siguiente teorema implica
que los Unicos espacios vectoriales normados en los que los cerrados y acotados son compactos son los
de dimension finita.

Teorema 3.4 (Riesz). Sean E un espacio vectorial normado, Bg su bola unidad cerrada, y supongamos
que Bg es compacto. Entonces E es de dimension finita.

Demostracion. Utilizaremos el siguiente lema.

Lema 3.5. Sean E un espacio vectorial normado y W C E un subespacio vectorial cerrado propio.
Entonces, para cada € > 0 existe u € E tal que ||u|| =1y d(u, W) > 1 —e.

Demostracion. Elijamos v € E'\W.Como W es cerrado tenemos que d(v, W) > 0, y podemos escoger

w € W tal que
d(v, W
a0, W) < o —w] < 421,

Entonces
v—w
U= —
v —wl]
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nos resuelve el problema. En efecto, para todo x € W tenemos que

v—w [o— (w+[lv—wlz)| _ d(v, W)
= afl = 22— g = _ > W) oy
[ — wll lo — wll lv — wll
puesto que w + ||v — w||x € W,y asi deducimos que d(u, W) > 1 —¢. O

Para demostrar el teorema de Riesz, supongamos que E tiene dimension infinita. Entonces, para
cada n € N existe un subespacio vectorial de F/ de dimension finita, n, y de modo que E,, C E, 1 para
todo n € N. Usando el lema anterior podemos construir entonces una sucesion de vectores (uy,) tales que
Up € Ep\ En—1, ||un|| = 1, d(un, En—1) > 1/2 para todo n. En particular se tendra ||w,, — w, || > 1/2si
n # m,y es evidente entonces que (u,,) no puede tener ninguna subsucesion convergente y en conclusion
que Bg no es compacta. O

Para enunciar el teorema de Arzela-Ascoli, que como ya hemos avanzado caracteriza los subconjun-
tos compactos de C'(K,Y"), necesitamos la nocién de equicontinuidad.

Definicion 3.4. Diremos que una familia F de funciones de C;(X,Y") es equicontinua si para todo e > 0
existe § > 0 tal que para todo x,y € X y paratoda f € F se tiene que d(f(x), f(y)) < € siempre que
d(z,y) < 6.

Es decir, en la definicion usual de continuidad uniforme se pide ademas que el mismo § sirva a la vez
para todas las funciones de F.

Diremos también que F es puntualmente compacto si F, := {f(x) : f € F} es compactoen Y para
cada x € X. Andlogamente, diremos que F es puntualmente relativamente compacto si la adherencia
de F, ;= {f(z): f € F} es compactaen Y paracadaz € X.

Teorema 3.6. Sea K un espacio métrico compacto, Y un espacio métrico cualquieray F un subconjunto
de C(K,Y). Entonces F es compacto en C(K,Y') siy sélo si F es cerrado, equicontinuo y puntualmente
relativamente compacto.

Demostracion. (=): Consideremos la funcién 7 : F x K — Y definida por 7(f, z) = f(z). Es fécil ver
que 7 es continua (queda como ejercicio para el lector), y como F x K es compacto (por ser producto de
dos espacios métricos compactos), entonces 7 es uniformemente continua. Esto significa que para todo
e > 0 existe § > O tal que, para todos z,y € K, f,g € F,sid(z,y) < dyd(f,g) < J, entonces
d(f(z),g(y)) < . En particular, poniendo f = g, obtenemos que para todo ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que,
paratodos x,y € Ky f € F,sid(z,y) < J entonces d(f(x),g(y)) < e; es decir, F es equicontinuo.
Por otro lado, como la funcién 7, : F — Y, m,(f) = f(z) es continua y F es compacto, se tiene que
que F,, = m;(F) es compacto en Y; es decir F es puntualmente compacto, y en particular es también
puntualmente relativamente compacto.
(«<=): Esta es la parte realmente interesante. Si (f,,) es una sucesién de F, veremos que (f,,) tiene una
subsucesion convergente a una funcién f en F. Como F es puntualmente compacto esto puede hacer-
se en cada punto x € K. Usando la equicontinuidad de F, la compacidad de K y un argumento de
diagonalizacion, veremos que puede obtenerse convergencia uniforme.

Como K es compacto es totalmente acotado, y asi, para cada n € N podemos encontrar un subcon-
junto finito C, de K tal que cualquier punto de K estd a distancia menor que 1/n de algtin punto de C,,.

Definamos
o0
c=Jcn,
n=1
y puesto que C' es numerable escribamos
C ={z,:neN}
Como F,, es compacto, la sucesion (f,,(x1)) tiene una subsucesion convergente en Y, que denotaremos

fii(zr), fiz(z1), ooy fin(z1), ...
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A su vez, como (fix)keny € F y Fz, es compacto, la sucesion (fix(z2))ren tiene una subsucesion
convergente en Y, que denotamos

Ja1(x2), foa(x2), ..., fon(w2), ...

Continuando el proceso de esta manera, obtenemos una sucesién de subsucesiones de (f,), a saber,
(fnk)ken, n € N, de tal manera que (f(,4+1)k)ken €s subsucesion de (fnx)ren paracadan € N,y la
sucesion (fx(zn))ren converge en Y para cadan € N.

Definamos ahora g, = fy,, paracadan € N (ésta es la diagonal de la matriz infinita ( f,x ) ken)- Es
claro que para todo m € N la sucesion (gy,)n>m €s una subsucesion de la subsucesion ( fy,x)ken, para
todo m € N, y por tanto la sucesion (g, (z))nen converge en Y para todo z € C.

Probaremos que de hecho la sucesién (g, (z)) converge en todo punto = € K, y que la convergen-
cia es uniforme (en particular la funcién limite x +— f(z) := lim,, o g, () serd continua), lo cual
demostrard que (g,,) converge a f en C(K,Y) y, como F es cerrado, también que g, — f en F.

Seae > 0, y elijamos § > 0 como en la definicién de equicontinuidad de F. Sea C5 = {y1, ..., Yr }
un subconjunto finito de C tal que todo punto de K esté a distancia menor que § de algin punto de Cj
(es decir, témese C5 = Cy,; con ng > 1/§). Puesto que las sucesiones

(9n(Y1))nen; (9n(Y2))neN; - (9n(Yk) )nen

son todas convergentes, existe N € N tal que si n, m > N entonces

d(gn(y5), gm(y;)) < €/3

paratodo j = 1,2, ..., k. Ahora, para cada x € K, podemos tomar y, € Cjs tal que d(x,y,) < 0, luego
por la hipétesis de equicontinuidad se tiene que

d(gn(z), gn(yz)) < €/3

para todo n € N. Por tanto, si n, m > N, tenemos

d(gn(z), gm (7)) < d(gn (), gn(Yz)) + A(9n(Yz), 9m(Yz)) + d(gm(Yz), gm(x)) < €.

Asi hemos visto que para todo € > 0 existe IV € N tal que si n, m > N entonces

d(gn(z), gm (7)) < € 3.1

paratodo x € K. En particular (g, (z)) es de Cauchy en Y paracadaz € K,y como (g,(z)) C Fr C Fr
y F es completo (por ser compacto), se deduce que (g, ()) converge para cada z € K. Si denotamos

fla) = lim gi(z),

fijando n € Ny tomando limite cuando m — oo en (3.1)), deducimos que para todo £ > 0 existe N € N
tal que sin > N entonces

d(gn(2), f(z)) < ¢
para todo € K, lo cual significa que (g,,) converge a f uniformemente en K, y en particular f €
C(K,Y)ygn— fenC(K,Y).Por iltimo, como F es cerrado en C'(K,Y), se tieneque f € F. [

El teorema anterior lo aplicaremos en el siguiente caso concreto.

Corolario 3.7. Sea I un intervalo cerrado y acotado de R, y B un subconjunto equicontinuo y pun-
tualmente acotado de C(I,R"™). Entonces toda sucesion de B tiene una subsucesion uniformemente
convergente a una funcion de C(I,R™).

Como es natural, decir que B es puntualmente acotado significa que B, := {f(z) : f € B} es
acotado en R™ paracadaz € K.

Demostracion. La demostracion de la implicacion (<) en el teorema anterior se aplica directamente a
este caso. Otra forma de verlo es usar que los subconjuntos acotados de R™ son relativamente compactos,
y aplicar directamente el enunciado del Teorema[3.6] O
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3.2. Elmétodo de Euler y el teorema de Peano.

Consideremos el problema

32
z(to) = o, G2
donde f: I x U CR x R™ — R"™ es continua, y g € U.

Sea a > 0 tal que [to,to + a] C I,y dividamos el intervalo [to, %o + a] en k subintervalos de igual
longitud [t;,?;41] denotando t; = to+ jh, donde h := a/k, paraj = 0, 1, ..., k. Definamos una solucién
aproximada xj, de poniendo zx(ty) = xo y, para j > 0, definiendo z;, de manera recursiva en los
puntos t; por

{x%t) = f(t,z(t))

w(tjr1) = zi(ty) + f (5, 2e(t5))h,
y en los demds puntos mediante interpolacion lineal, es decir,
wk(t) = xi(ty) + f (g, oe(ty))(E = t5) sit € [t tj].

Alas curvas xy, : [to, to + a] — R™, k € N, asi obtenidas se les llama poligonales de Euler.
Sea ahora 6 > 0 tal que [to — 0, %9 + 6] x B(x,0) C U, y definamos

M = max{||f(t,x)| : (t,z) € [to — J,to + ] x B(xo,d)}, y a=03/M.
Proposicion 3.8. Con la notacion anterior, se tiene que:

1.z : [to, to + a] — B(xo, ) para todo k € N.

5)
2. ai(t) =z + [} f(s,2k(s))ds + Ry(t), donde limy,_o0 || Ril|oc = 0.

3. Si una subsucesion de (xy) converge uniformemente a una funcion x : [to,to + a] — B(xo,d)
entonces x es solucion de (3.2).

4. La familia de funciones {zy, : k € N} es equicontinua y acotada en (C([to, to + a], R™), || - |loc)-

Demostracion. Observando que zy(to) = zo y zx(tj41) = zx(t;) + f(tj, zk(t;))h para cada j =
0,1,..., k, se tiene que ||zx(t1) — xo|| < ||f(to,zo)| < Mh, luego zx(t1) € B(xo, Mh) C B(:Uo,é),
entonces ||z (t2) — xk(t)| < ||f(t1,z(t1))||h < Mh, luego x(t2) € B(xo,2Mh) C B(xo,?).
Continuando el proceso asi llegamos en k£ — 2 pasos mds a que

xk(t]’) € B(io,th) C B(Io,&)

para todo j = 1, ..., k. Por otro lado, las funciones z;, son de clase C! a trozos y sus derivadas estdn
acotadas por maxo<j<n || f(tj, zk(t;))||, que a su vez estd acotado por M, pues como acabamos de
comprobar x(t;) € B(xg,0) paratodo j = 0, ..., k. Luego cada z, es M-Lipschitz. Como x(ty) = o,
se tiene entonces que

|lxg(t) — 2ol < Mt —to] < Ma<§

para cada t € [to,tp + «]. Esto prueba la primera propiedad. La cuarta propiedad es consecuencia
inmediata de que las funciones x; son M -Lipschitz, con M independiente de k: al tenerse

[k (t) — z(s)]| < Mt — 5]

para todos t, s € [to,to + a] y todo k € N, dado cualquier £ > 0 podemos tomar § = ¢/M de modo
que se cumple la definicién de equicontinuidad de {x : £ € N}. Ademds, por la primera propiedad,
llzk ()|l < ||zo|| + d para todo t € [to,to + a] y todo k € N, es decir, que {z}, : k € N} estd acotada en

(CLR™), 1)
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Demostremos la segunda propiedad. Dado t € [t;,t;41], tenemos

xp(t) —x0 =

f@g,2(ty)(t —t5) + f(tj—1, 2p(tj—1))h + . + f(t1, 2x(t1)) R+ f (o, 2k (o)) h =

t t
/t_ f(tj,xk(tj))der/t. ftj—1, xp(tj—1))ds + ... + t f(to, zx(to))ds =
t

f(s,zx(s))ds + Ry(t),

to
donde el resto Ry (t) viene dado por

=1

Ru®) = [ (Fltan(t) = Fsone)ds+ 3 [ (lan(t)) = fsao) s 63)

J i=0 Jti

Para ver que Ry(t) converge a 0 uniformemente en ¢ € [t, tp + a], observemos que f es uniformemente
continua en el compacto [ty — &,%y + d] x B(xo,d), asi que, dado ¢ > 0 existe 7 > 0 tal que si
(t,x),(s,y) € [to — d,t0 + 6] X B(x0,0) y |t —s| <7y |x—y| <rentonces

1t 2) = f(s,9)ll <e/a

Puesto que, para s € [t;,t;+1] se tiene
lzk(ti) — zk(s)| = | f(ti, 2k () (s — ti)[| < Mh = Ma/k,

podemos escoger ko € N suficientemente grande para que max{Ma/k,a/k} < rsik > ko, y por tanto
obtener

1f (ti, (i) — (s, 2n(s)) || < e/a
si k > ko, lo que combinado con (3.3]) muestra que

i+1 ¢

te =l € €
| Ry (8)]| < / “ds + Z/ —ds<j-h<k-h=¢
t]' a i—0 t; a a a

para todo k > kg y todo t € [to, to + al.

Finalmente demostremos la tercera propiedad. Supongamos por comodidad de notacién que la propia
sucesion (xy) converge a una funcién x uniformemente en [to, to + a]. Como z(t) € B(xg, d) para todo
t en este intervalo y todo k& € N, y puesto que f es uniformemente continua en [tg — d, tg + d] x B(xg, d),
se deduce que f(t,zx(t)) converge a f(¢,x(t)) uniformemente en ¢ € [to, %y + a]. Entonces, tomando
limites en la igualdad

xi(t) = x0 + /0 f(s,xx(s))ds + Ri(t),

y usando que limy_, Ry (t) = 0, deducimos que
t
w(t) = a0+ [ F(s2(s))ds
to

para todo t € [to,tp + a], lo que como ya sabemos equivale a decir que = es solucién de (3.2) en
[to, to + CL]. J

Lo mismo que se ha hecho en el intervalo [¢y, to+a| para construir una solucién de (3.2), con cambios
evidentes, puede hacerse en el intervalo [to—a, to], obteniendo asi una sucesion de funciones xj, definidas
en [top — a,to + a] que satisfacen las propiedades de la proposicion anterior en este intervalo en lugar de
[to, to + a]. Aplicando el corolario del teorema de Arzela-Ascoli[3.7|al conjunto de poligonales de Euler
{xy : k € N} definidas en el intervalo [to — a, to + a], se deduce entonces el siguiente resultado.
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Teorema 3.9 (Peano). Sean U C R"™ abierto, I un intervalo abierto de R, y f : I x U — R" continua.
Dados xog € Uy § > 0 tal que

[to—(s,to—}-é] X B(xo,(s) cIxU,

existe al menos una solucion x : [to — a, to + a] — B(x, d) del problema de valor inicial

{fwzﬂﬂm

x(tﬂ) = Xy,
en donde )
= M = , t .
a M’ (t,x)e[tof({rtlfi(b‘]xB(xové) ||f( 7:C)||

En general, como vimos en el Capitulo 1, las soluciones de (3.2) dadas por el teorema anterior no
serdn tUnicas, y puede haber diferentes subsucesiones de la sucesion (xy) de poligonales de Euler que
converjan a soluciones diferentes. Sin embargo, es interesante observar que, cuando f es localmente
Lipschitz, la propia sucesion (xy) de poligonales de Euler converge a la tnica solucién de (3.2) en el
intervalo [to, to + al.

Teorema 3.10 (convergencia del método de Euler). En las mismas condiciones del teorema de Peano,
si f es Lipschitz en la variable x, uniformemente respecto de la variable t, en el conjunto [ty — a,ty +
a + €] x B(xg,0), entonces xj, converge uniformemente (cuando k — o0) a la tinica solucion de (3.2)
en [ty — a,ty + al.

Demostracion. Podemos suponer to = 0 sin pérdida de generalidad. Sea L > 0 tal que || f(¢t,z) —
f(t,y)|| < L|jz—yl paratodo (¢, z), (t,y) € [—a, +a] x B(xg, d). Usando las dos primeras propiedades
de la Proposicién [3.8] tenemos

la(t) — 2;(0)] = H [ tsvnnts) = ss.as(s) s+ Bulo) - Rm)H
< 1Rel0) = R0 + [ 1570(5)) = Flssz () s

t
<R - Ryl + /0 L lak(s) — ()] ds.

Entonces, usando la desigualdad de Gronwall en la versién del Corolario 2.7)(con a = ||Ry — Rjl|cc»
b= Ly c = 0) obtenemos que

1 (t) = 2;()]| < || Rk — Rjlloce™ < ||Rk — Rjlloce™
para todo t € [—a, a], y por tanto
2 = zjlloc < | Rk — Rjlloce™,

de donde se deduce que la sucesion (zy) es de Cauchy en (C([—a,a],R™),| - [|s) ya que (Ry) lo es.
Como el espacio (C([—a,a],R™),|| - ||co) €s completo, resulta que (xj) converge a una funcién x en
(C([—a,a],R™),]| - |loc)- Es decir, (z}) converge a = uniformemente en [—a, a]. Pero por la Proposicién
[3.83), esto implica que z es solucién de (3.2).
Veamos que z es la tinica solucion de este problema en el intervalo [—a, a]. Por la demostracion del
teorema de Picard-Lindelof [2.4{ sabemos que esto es asi en un intervalo [—7", T'], con
J 1
T <min{——, -} < a.
min{ = gl s a
Sea
a = sup ({s € [0, a] : (3.2) tiene solucién tnica en [0, s]} .
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Sabemos que 0 < a < a, y deseamos ver que @ = a; supongamos que o« < a y llegaremos a una
contradiccién. Planteamos el problema

{y’(t) = f(ty(®) 3.4)
y(0) = (@),

Un andlisis cuidadoso de la demostracion del teorema de Peano demuestra que, para cualquier b € (0, a),
existe un r > 0 tal que
z(t) € B(xg,0 — 1)

para todo t € [0, b] y todo k£ € N; esto implica que
x(t) € B(xg,6 — 1)

para todo ¢t € [0, b]. Aplicando esto con « = b, tenemos en particular que
z(a) = 2ol <6 =,

y entonces, como x(a) € B(xg,d — 1) C B(xo,0) y f es Lipschitz en la variable x, uniformemente
respecto de la variable ¢, en el conjunto [to — a,ty + a] x B(zo,d), podemos aplicar el teorema de
Picard-Lindelof para encontrar un 8 € (a, a) tal que el problema (3.4) tiene solucién tnica en [«, /]. Si
fuera o < a, entonces existiria una solucién z(t) de (3.2)), definida en [—a, a], diferente de x(¢) en el
intervalo (v, al, pero igual a (¢) en el intervalo [0, «), y por tanto también igual a z:(¢) (por continuidad
de ambas funciones) en el intervalo [0, ]. Pero entonces z(t) seria solucion de (3.4) en [«, 3], y por la
unicidad de las soluciones de este problema en este intervalo, concluiriamos que z(t) = z(t) en [a, al,
una contradiccion. O

Observacion 3.11. En vista de los ejemplos elementales presentados en el capitulo 1, podria pensarse
que el conjunto de puntos (%o, o) donde puede fallar la unicidad de las soluciones de (3.2 debe ser
pequeiio. Nada mds lejos de la realidad: pueden construirse funciones continuas f : R? — R tales que
para toda eleccion de (to, zo) € R?, el problema (3.2) tiene al menos dos soluciones en cada intervalo
de la forma [tg — ¢, to + €|, donde £ > 0 es arbitrario. Ver las paginas 18-23 del libro de Hartman [6].

3.3. Prolongabilidad de soluciones

En toda esta seccion consideraremos el PVI

{x’(t) = f(t,z(t)) (3.5)

x(tg) = wo,

donde f: 2 C R x R® — R"™, siendo (2 abierto, y supondremos que este problema tiene solucién tnica
local para cada par (tg, zo) € € (lo que, como ya sabemos, sucede por ejemplo cuando f es localmente
Lipschitz en la variable x, uniformemente respecto de la variable ¢).

El intervalo de definicion [—«, «] de una solucién z de (3.5) que proporciona el teorema de Peano
(o el de Picarde Lindelof, que es incluso menor) en general no es 6ptimo: puede ocurrir que exista una
solucién Z de (3.3) definida en un intervalo mayor (por ejemplo, si consideramos z’(t) = x(t), z(0) = 1,
la solucién x(t) dada por el teorema de Peano estd definida en [—1, 1], pero realmente puede extenderse a
todo R, porque Z(t) = e’ es solucién de este problema). Sin embargo, la unicidad local de las soluciones
nos garantiza que x = Z en su intervalo comun de definicion.

Lema 3.12. Sean x1 : I} — R", x5 : Iy — R" soluciones de (3.5). Entonces x1(t) = x2(t) para todo
teliNl.



3.3. PROLONGABILIDAD DE SOLUCIONES 37

Demostracion. Por comodidad de notacion supongamos g = 0. Denotemos «; = inf I;, 8; = sup I},
j = 1,2. Supongamos por ejemplo que 51 < fa. Sea 5 = sup{d € [0,51] : x1 = x2en[0,0]}. Si
fuera 5 < (3 entonces, puesto que x1(t) = x2(t) para todo ¢ € [0, 3), se tendria por continuidad de
x1, 22 que también x1(B) = x2(B). Como el problema {y/'(t) = f(t,y(t)),y(B) = z1(B8) = z2(B)}
tiene solucién tnica en un intervalo [3 — 7, § + r| para algin r > 0, y obviamente x1, x2 son soluciones
de dicho problema en dicho intervalo (al menos cuando » < 1 — [, lo que podemos suponer que se
cumple), se deduciria que 1 = xg en [ — 7, + 7|, y por tanto también x; = x2 en [0, 8 + r], lo que
contradice la definicién de §. Por tanto 5 = 1y 1 = x2 en [0, 51] = I; N I2 N [0, 00). Andlogamente
se prueba que 1 = x3 en I; N I N (—o0, 0], y por consiguiente 21 = x5 en I1 N Is. ]

Proposicion 3.13. Sea Iy, ) la union de todos los intervalos I tales que to € 1y existe una solucion
xy : I — R™ de (3.5). Entonces se tiene que:

1. I3y 2) €s un intervalo abierto.

2. Existe una uinica solucion x de (3.5)) definida en I (to,0)-

3. Lity,z0) €5 €l mayor intervalo de R sobre el que puede definirse una solucion de (3.5).
A x se le llama la solucién maximal de (3.3).

Demostracion. I, ., es un intervalo por ser uniéon de una familia de intervalos con un mismo punto
to en comtn. Veamos que es un intervalo abierto. Sea so € (4, z,), entonces existe una solucién ¢ :
I — R" de (3.5) definida en un intervalo I con so € I. Como (s, ¢(s0)) € Qy Q es abierto, y
estamos suponiendo existencia y unicidad local de soluciones de y/(t) = f(t,y(t)), existen e > 0y
Y (so—¢,80+¢€) = R tales que ¢/ (t) = f(t,9(t)) y ¥(s0) = ¢(s0). Por el lema anterior, tenemos
que ¢ = @ en el intervalo I N (sp — €, so + €). Entonces podemos definir z : T U (sg —&,s0 +¢) — R"
por

o0 = {z(t) —p(t) sitel
z(t) =(t) sit e (so—e,80 +¢),

y es inmediato ver que 2 es solucién de (3.5). Por definici6n de Iy, ), esto implica que I U (so — ¢, so +
) C I(ty,2)- En particular se tiene (so—¢e,80+¢) C I(4y,2)> ¥ €sto prueba que I, ;. es abierto.
Ahora definamos z : Iy, ) — R" por

x(t) = xy(t) sit € I para algin intervalo [ tal que existe una solucion z; : I — R" de (3.5).

Por el lema anterior, si ¢ € I N J para dos soluciones zy : I — R", zy : J — R™ de , entonces
x7(t) = x;(t), luego x estd bien definida, y es inmediato que x es solucién de (3.3).

Por ultimo, es obvio por la construccion de Iy, ) que no puede haber una solucion de (3.5) que esté
definida en un intervalo mayor. O

Conviene observar que el intervalo [(;, ) depende fuertemente del dominio €2 de definici6n de f
que se esté considerando.

Observacion 3.14. Un argumento de zornicacion prueba que, ain cuando no haya unicidad local de
las soluciones de (3.3), sino solamente existencia (por ejemplo si f es continua), existen soluciones
maximale (es decir, definidas en un intervalo tal que no puede haber otro que lo contenga estrictamente
y en el que haya definida una solucién) de (3.5).

'En efecto, sea A el conjunto de las soluciones de @, y para cada par de soluciones 7 : I — R", z;: J — R" de @,
considérese la relaciéon x; < x5y <= I C Jyaxr = xs en I. No es dificil ver que < es una relacién de orden parcial en
A, y que todo subconjunto totalmente ordenado de (A, <) tiene una cota superior. Entonces, por el lema de Zorn, A contiene
al menos un elemento maximal, al que podemos llamar una solucién maximal de (3.3). Sin embargo, cuando no hay unicidad
local, las soluciones maximales no son dnicas.
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A continuacién vamos a estudiar la cuestién de como decidir si una solucién de (3.5) puede ser
extendida a un intervalo mayor o no.

Teorema 3.15. Sea ¢ : (a, ) — R"™ una solucion de (3.5). Entonces existe una extension de esta
solucion a un intervalo (v, B+ €) para algiin € > 0 si'y s6lo si existe una sucesion (t,) C (o, §) tal que
existe

k—o00
Andlogamente, existe una extension de esta solucion a un intervalo (o — €, ) para algin € > 0 si y sélo
si existe una sucesion (sy) C (o, B) tal que existe

lim (51, o(s58)) = (0, 2) € Q.
k—oo
Demostracion. (=): es evidente.

(«<=): Veamos que de hecho se tiene
lim ¢(t) = y. (3.6)
t—B~

Como (2 es abierto, existe § > 0 tal que [3 — §, 3 + d] x B(y,d) C Q. Sea

M= )Hf(t,-%')H-

max
(t,x)e[B—0,6+6]xB(y,0
Podemos suponer, tomando una subsucesioén de (¢j) si fuera necesario, que tx € (5 — 6, 53), ¢(tx) €
B(y, ),y ti < try1 para todo k. Si (3.6) fuera falso, existirfan una sucesién s; * § 'y un nimero r > 0
tal que
le(sk) —yll =7 >0

para todo k. Podemos suponer, tomando una subsucesion si hiciera falta, que ¢ < sy para todo k. Ahora,
para cada k € N, distingamos dos casos: 1) si ¢(t) € B(y,0) paratodo ¢ € [t, si| no hacemos nada; 2)
en caso contrario, considerando la funcion h(t) = ||¢(t) — y|| — 0 y definiendo s}, := sup{s € [tx, si] :
h(t) < 0 paratodo t € [ty, s]}, se tiene que h(s},) = 0y h(s) < 0 paratodo s € [ty, s.]; en este segundo
caso cambiamos sy, por sj, y asi podemos suponer sin pérdida de generalidad que ~ < 0 y que

©(t) € B(y,0) paratodo t € [t, sk].

Entonces tenemos

0 <7 <|le(sk) =yl < lle(sk) — el + lle(te) =yl <
/t £t @)t + lle(te) — yll < Mlsg — te| + llo(te) — .

De aqui se desprende una contradiccion, ya que el término de la derecha de la desigualdad tiende a 0
cuando k — oo. Esto prueba (3.06).

Ahora veamos que existe una tal extension. Puesto que estamos suponiendo la existencia y unicidad
local de soluciones de 2'(t) = f(t,z(t)), existene > 0y ¢ : (8 — ¢, + ) — R" tales que ¢/ (t) =
f(t,0(t)) y ¥(8) = y. Definamos entonces ¢ : (o, 5 + €) — R™ por

_Je) site(af)
&0 = {w(t) sit€ 3,8 +¢)

Por (3.6) se tiene que ¢ es continua. Por supuesto £ es derivable en (o, 8 + ) \ {8}, y cumple &'(t) =
f(t,&(t)) en este intervalo. Ademds en ¢t = [ la funcién £ también es derivable: en efecto, existen

M ¢(t) = Jim Q(t) = Jim [t o) = f(8,y)
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y también

t— B+
y son iguales, y £ es continua, lo cual implica (por el teorema del valor medio, aplicado coordenada a
coordenada) que existe

lim, £'(t) = M o'(t) = lim f(t,(5) = £(5.v),

§'(B) = f(B,y) = £(B,£(8))-
Por tanto &'(t) = f(¢,&(t)) paratodo t € (v, 8+ €), y como &(tg) = ¢(to) = o, concluimos que & es
solucion de (3.5). O

A continuacién enunciamos algunos corolarios del teorema anterior, cuyas demostraciones son féci-
les y se proponen como ejercicios para el lector.

Corolario 3.16. Sea ¢ : (a, 8) — R™ una solucion de (3.3), y supongamos que existe un compacto de la
forma [to, B] x K contenido en Qy tal que ©(t;) € K para todo k, siendo (t},) una sucesion contenida
en (o, B) que converge a [3. Entonces ¢ puede prolongarse como solucion a un intervalo de la forma
(v, B+ €), para algiin € > 0.

En particular, si existe un tal compacto K = Kpg para cada 3 > to, entonces existe una linica

solucion de (3.5)) definida en (v, 00).

Por supuesto, existen resultados similares que dan extensiones a intervalos de la forma (o — ¢, 5) o
(—o0, B); se invita al lector a formularlos.

Corolario 3.17. Sea Iy, ,,) = (T, Ty) el intervalo de definicion de la solucion maximal x de (3.3).
Supongamos que T'y < oo. Entonces x(t) debe salirse, cuando t — T, de cualquier compacto K C R"
con [tg,T+] x K C Q. Es decir, para cualquier compacto K con esta propiedad, existe tyz € (to,T4)
tal que x(t) € R™\ K para todot € (tx, T4 ).

En particular, si 0 = R x R, entonces lim;_,7, ||z(t)|| = oc.

Andlogamente para T_.

Corolario 3.18. Sea z : Iy = (T_,T4) — U C R" la solucion maximal de la ecuacion y'(t) =
f(t,yt)), y(0) = zo, donde f : R x U C R*! — R™ y se supone existencia y unicidad local.
Supongamos también que x(t) estd acotada, que OU # ), y que T'y < +o0. Entonces

lim dist (z(t),0U) = 0.
t*}T+

Por otra parte, si U = R" y T'y < 400, entonces siempre se tiene lim;_, 7, ||z(t)|| = oo.
Andlogamente cuando T_ > —oo.

Corolario 3.19. Sea = : (T-,T}) una solucion maximal de la ecuacion auténoma y' = f(y), donde
f:Q — R"™ es un campo vectorial localmente Lipschitz. Supongamos que existe un compacto K de )
tal que x(t) € K para todo t € [0,T4). Entonces Ty = oc.

Andlogamente para (T_,0].

Observacion 3.20. Con la notacién del Corolario si Ty < +o0 entonces todo z € R™ obtenido
como un limite z = lim,,_,o z(¢,) con lim,_,~ t, = T+ es necesariamente un punto de U .

Conviene evitar pensar que, en las condiciones del corolario anterior, siempre se tiene que o bien
limy_,7, ||z(t)|| = oo, o bien lim;_7, dist(x(t), 0U) = 0. Puede suceder que, para algunas sucesiones
tr Ty se tenga limy o ||2(tr)]| = ooy liminfy_, . dist(x(tx), 0U) > 0 a la vez que para otras
sucesiones si " T se tenga que existe limy_, o z(sx) € OU.

Lo que si es verdad en todo caso es lo siguiente.

Corolario 3.21. Sea x : Iy = (1T-,Ty) — U C R" la solucion maximal de la ecuacion y'(t) =
f(t,y(t)), y(0) = zo, donde f : R x U C R*"! — R" y se supone existencia y unicidad local.
Supongamos también que OU # (), y que Ty < +oc. Entonces

A R
tlir%1+ min {dzst (z(t),0U), 0] } =0.

Andlogamente cuando T > —o0.
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3.4. [Estabilidad del intervalo de definicion respecto de las condiciones ini-
ciales

Vamos a demostrar aqui un resultado de estabilidad de un intervalo cerrado de definicién de la solu-
cién respecto de las condiciones iniciales: si y(t) es una solucién de 2/(t) = f(¢, z(t)) con y(t9) = yo,
definida en un intervalo [to,t1], entonces existe 6 > 0 tal que si z9p € B(yp,d) entonces existe una
solucién z(t) de 2/(t) = f(t,x(t)) con z(tg) = 20, tal que z estd definida en [tg, t1].

Teorema 3.22. Sea f : ) C R x R™ — R" continua, y supongamos que es localmente Lipschitz en la
segunda variable, uniformemente respecto de la primera. Sea y(t) una solucion de x'(t) = f(t,xz(t)) con
y(to) = yo, definida en un intervalo cerrado [a, b], con ty € [a,b]. Entonces existen nimeros k, M,6 > 0
tales que si |so — to| + ||z0 — yo|| < 0 entonces existe una solucion z : [a,b] — R™ de 2’ (t) = f(t,x(t))
que satisface z(sg) = zo, y también

12(8) = y(O)] < M (Is0 — to| + |20 — yol|) !
paratodot € [a,b).

Demostracion. Seal' C I x U la gréfica de la soluci6n y, es decir, I' = {(Z,y(t)) : ¢ € [a,b]}. Sea Qo
un subconjunto abierto y acotado de €2 tal que ¢ C €, y sea € > 0 suficientemente pequefio para que

A:={(t,x) e Rx R" : dist ((¢,z),T) < e} C Q.

Entonces existe £ > 0 tal que f es k-Lipschitz en la segunda variable, uniformemente respecto de
la primera, en el compacto {2 (la justificacion detallada de esta afirmacion se propone al lector en el

ejercicio [3.23)). Sea
M= max |[f(t,2)].
(t,l‘) EQO

Entonces podemos elegir § tal que

0<6<mmi - c
= 2k’ 8(M + 1)ehl-a) [

Si |so — to| +||20 — yo|| < & entonces, teniendo en cuenta la definicién de § y la Observacion2.5), existe
una solucién z : [sg — 24, g + 20] — R"™ de la ecuacién 2/ (t) = f(t, z(t)) que satisface z(sp) = zp; en
particular z() estd definida en t, puesto que |tp — so| < 4. Sea («, 3) el intervalo maximal de existencia
de z(t) relatiwﬂ al abierto 2. Queremos probar que [a, b] C («, #). Supongamos por ejemplo que fuera
B < b, entonces tendriamos (ndtese que 3 > to) que para todo ¢ € [tg, ),

y@=m+LJ@w@m&aw=%+/f@4m@,

de donde

12(8) =y = l[z0 = yo +/ f(s,2(s))ds +/t (f(s,2(s)) = f(s,y(s))) ds]| <

0

¢
20— ol + Mlso = tol + & [ [12(5) = ).
to
Entonces por la desigualdad de Gronwall deducimos que

12(8) = y(@)II < (20 = yoll + Mlso — tol) €'~ < (M +1) (|20 — yoll + |s0 — to]) ") <e,

%Es importante recalcar que este intervalo maximal de existencia se refiere al problema de valor inicial en que f queda
restringida al abierto Qo, en el cual tenemos acotaciones adecuadas de f(¢,x) y de su constante de Lipschitz respecto de la
variable z. El argumento no seria vélido si se considerara («, 8) como el intervalo maximal de definicién de la solucién al
mismo problema de valor inicial sin restriccion en el dominio de f.
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donde en la tltima desigualdad hemos usado la definicién de d. Pero entonces la grafica de (¢, z(t)), t €
[to, B), queda dentro del compacto A, que a su vez estd contenido en el interior de 2y, en contradiccién
con el Corolario [3.17]y la definicién de (cv, ) como intervalo maximal de existencia de z(¢) relativo al
abierto €. Por tanto 8 > b, y asi z(t) estd definida en [so, b]. Andlogamente se prueba que o < a, y por
tanto z(t) también estd definida en [a, so|. Luego z(t) estd definida al menos en [a, b).

Volviendo a aplicar la desigualdad de Gronwall, ahora en [a, b], obtenemos también que

12(t) — y()|| < M (|so — to| + ||20 — yo|)) eXlE=10)!

para todo t € [a, b]. O

Observacion 3.23. Con la notacién del flujo, el teorema anterior prueba en particular que, sit — ¢(t, z)
estd definida al menos en [a, b] y consideramos una sucesion z; — g, entonces existe kg € N tal que
para todo k > ko la curva t — ¢(-, xy) estd definida al menos en [a, b], y esta sucesion de curvas
{6, ¥k) }y>p, converge a la curva ¢(-, xo) uniformemente en el intervalo [a,b]. Como veremos mds
adelante, esto también implica que el dominio del flujo es un abierto de R x R™.

3.5. Existencia de soluciones globales

En esta seccion exponemos un resultado que garantiza, bajo ciertas condiciones sobre el crecimiento
de f, que las soluciones maximales de una ecuacién x'(t) = f(t, z(t)) estdn definidas en todo R. Cuando
el intervalo de definicién de la solucién maximal de un PVI 2/(t) = f(¢,z(t)), x(t9) = zp estodo R,
se dice que esta es una solucion global.

Teorema 3.24. Sea f : R x R™ — R" localmente Lipschitz en la segunda variable, uniformemente
respecto de la primera, y supongamos que para cada T' > 0 existen constantes A(T'), B(T) > 0 tales
que

If(t,x)|| < A(T)+ B(T)||x| para todo (t,x) € [-T,T] x R".

Entonces, para cada (to, o) € R x R™, la solucion maximal de x'(t) = f(t,x(t)), x(ty) = o estd
definida en todo R (es decir, es una solucion global).

Demostracion. Denotemos el intervalo maximal de existencia [(;, .,y = (T-, 7). Podemos suponer
que to = 0y B(T) > 0 (por ejemplo, sustituyendo B(T") por max{1, B(T)}). Si T fuera finito se
tendria

[ = !xo+/0 (s, 2(s))ds|| < \wolH/O (A(Ty) + B(T) [lz(s)]]) ds

para cada t € [0, 7). Gracias a la desigualdad de Gronwall (Corolario deduciriamos que

A(Ty)
< BT )Ty | 222 4) (B(TH)Ty 1)
J#(t)] < ol P 4+ s (e )

Esto implicaria que ([0, 7)) estarfa contenido en una bola, lo que contradice la conclusién del Coro-

lario 3. 17 O

Otros resultados importantes sobre existencia global de soluciones se proponen en los problemas

B.IOB.ITy[B.12
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3.6. Problemas

Problema 3.1. Consideremos la ecuacién z/(t) = t'/3,/]z|(t2 + x2) ;Para qué valores iniciales (to, o)
puede asegurarse la existencia y unicidad de soluciones locales? ;Y la existencia al menos? ;Qué sucede
si o = 0?

Problema 3.2. Sea f(z) = xlog|x|siz # 0,y f(0) = 0. Probar que f es continua en R, pero no es
localmente Lipschitz en ningtn entorno de 0. A pesar de ello, probar que el PVI 2/ = f(x), (0) = 0
tiene solucién unica.

Problema 3.3. Sea f : R? — R de clase C! tal que, para ciertos o, 3 € Ry todo ¢t € R se tiene
que f(t,x) < 0siz > a,y f(t,z) > 0si x < (. Probar que todas las soluciones maximales de
2'(t) = f(t,z(t)) estdn definidas hasta +oo.

Problema 3.4. Estudiar para qué valores iniciales las siguientes ecuaciones admiten solucién local, y
cuéndo la solucién es tnica.

1. 2/ = arcsen(t + x)

2. 2 = /1 — (22 +12)

3. z2’ =1

4. ta" —ta' +2 = L5 +log|t — 2.
Problema 3.5. Demostrar el Corolario
Problema 3.6. Demostrar el Corolario
Problema 3.7. Demostrar el Corolario

Problema 3.8. Hacer un esbozo del diagrama de fases de una ecuacién auténoma x’(t) = f(x(t)), con
f definida en un abierto U del plano R?, para la que existan soluciones x(¢) con la siguiente propiedad:
para algunas sucesiones t; T se tiene limy_, ||2(t;)]| = oo y liminfy_, o dist(z(tg), 0U) > 0, a
la vez que para otras sucesiones s, T’y se tiene que existe limy_, . x(s) € OU.

Problema 3.9. Demostrar el Corolario [3.21]

Problema 3.10. Demostrar la siguiente variante del Teorema [3.24}
Sea f : R x R" — R” localmente Lipschitz en la segunda variable, uniformemente respecto de la
primera, y supongamos que existen funciones A, B : [0,00) — [0, 00) que son localmente integrables y
satisfacen

| f(t,z)|| < A(t) + B(t)||z|| para todo (¢,x) € R x R".

Entonces, para cada (tg,z9) € R x R", la solucién maximal de 2'(t) = f(t,z(t)), x(to) = zo estd
definida en todo R.

Problema 3.11 (Otra version mds de la desigualdad de Gronwall). Sea g(¢) una funcién definida en R,
localmente Lipschitz, y sea p(t) la tnica solucién (que suponemos definida en [to, ¢1]) del p.v.i.

{p'w = g(p(t))
p(to) = po-

Supongamos que z : [to,t1] — R" satisface

2" @1 < g(lz®)1), ll=(to)ll < po.

Entonces se tiene
[z@®)]| < p(t)
para todo ¢ € [to, t1].
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Indicacién: usar la desigualdad de Gronwall con ¢ (t) = |z(t)| — p(t).

Problema 3.12. Probar que si || f(z)| < g(||z||) y las soluciones de la ecuacién diferencial p’ = g(p)
estdn definidas en todo R, entonces las soluciones de 2’ = f(x) también estédn definidas en todo R.

Problema 3.13. Sean « : (a,b) — R, § : R — R continuas, «(t) > 0 para todo ¢t € (a,b), 5(u) > 0
para todo v € R. Supongamos que f;oo % = 00. Probar que el PVI u/(t) = «(t)5(u), u(to) = up tiene
solucidn Unica y es prolongable hasta b.

Problema 3.14. Sea f : (a,b) xR™ — R" continua y localmente Lipschitz en x uniformemente respecto
de t, y supongamos que

1t )| < a(t)B(|=]),

donde v y 3 son como en el problema anterior. Probar que las soluciones de x'(t) = f(¢,z(t)) son
prolongables hasta b.

Problema 3.15. Probar que si ¢(t,z1) y ¢(t,x2) son soluciones maximales de ' = f(x) (donde f
es localmente Lipschitz) entonces sus trayectorias {¢(t,x1) : t € I, } y {¢(t,x2) : t € I,,} o bien
coinciden o bien son disjuntas.

Problema 3.16. Dar un ejemplo que muestre que el intervalo de definicién [—«, «] de una solucién z de
(3.2) que proporciona el teorema de Peano no es 6ptimo: puede ocurrir que exista una solucién Z de (f)
definida en un intervalo mayor.

Problema 3.17. Dar un ejemplo que muestre que el intervalo [, depende fuertemente del dominio U
de definicién de f que se esté considerando.

Problema 3.18. Supongamos que existen constantes A, B tales que
If (@) < A+ Blz|

para todo = € R™. Probar que entonces todas las soluciones maximales de z'(t) = f(x(t)) estdn defini-
das en todo R.

Probar que este resultado es falso si la hipdtesis de acotacién se cambia por || f(z)|| < A + Bl|z||“,
cona > 1.

Problema 3.19. Sea (f,,) una sucesién de funciones continuas f,, : [a,b] — R uniformemente acotada,
y para cada n € N definamos

x
Fa(@)= [ fu)dt, w € a3,
a
Probar que (F,) tiene una subsucesién que converge uniformemente.

Problema 3.20. Sea f : U C R™ — R” continua y acotada, y sea (zy) : [0,7] — U una sucesién de
soluciones de z’(t) = f(z(t)). Supongamos que x4 (0) converge. Demostrar que existe una subsucesion
(zx,) de (1) que converge a una solucién de z'(t) = f(x(t)).

Problema 3.21. Usar el problema anterior para deducir un resultado de continuidad de las soluciones de
x’ = f(x) respecto de las condiciones iniciales.

Problema 3.22. Denotemos por C'!(R") el conjunto de todas las funciones ¢ : R" — R que son
diferenciables y tales que Vi : R™ — R" es de Lipschitz. Definamos

Vo(x) — Vely
pale) = s VEDZ RO
z,yeR™ x#£y |:E - y|

= Lip(Vy),

lellori@mny = le(zo)| + [Ve(zo)| + p1,1(¢),

donde z es un punto fijado de R™. Demostrar que (C'*(R™), || - HCI,I(Rn)) es un espacio de Banach.
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Problema 3.23. Continuando con el problema anterior, usar las ideas de la demostracién del teorema de
Arzela-Ascoli para probar que si A es un subconjunto acotado del espacio £ := (CHH(R™), || - | c1.1(gny)
entonces para toda sucesion (g )ren C A existe una subsucesion (¢y,)jen de (px)ken que converge
uniformemente en cada acotado de en R™ a una funcién ¢ € F, y tal que lim; o, Vi, (7) = V()
uniformemente en cada acotado de R".

Problema 3.24. Generalizar los dos problemas anteriores para C™ ! (R™), el espacio de las funciones de
clase C™ cuyas derivadas parciales de orden m son de Lipschitz.

Problema 3.25. Sea f : 2 — R” continua, donde 2 es un abierto de R x R™. Supongamos que f (¢, x)
localmente Lipschitz en la variable x, uniformemente respecto de la variable ¢. Demostrar que, para
cualquier compacto K C Q existe L > 0 tal que la restricciéon de f a K es L-Lipschitz en la segunda
variable, uniformemente respecto de la primera.

Problema 3.26. Sean K un espacio métrico compacto, € Y un espacio métrico completo. Demostrar
que si B C C(K,Y) es una familia equicontinua de funciones, entonces su adherencia B en C'(K,Y)
también es equicontinua.

Problema 3.27. Sean K un espacio métrico compacto. Demostrar que si B C C'(K,R"™) es una familia
equicontinua de funciones que estd puntualmente acotada, entonces su adherencia B en C' (K, R"™) es una
familia puntualmente compacta.

Problema 3.28. Consideremos la ecuacion del péndulo
0" +senf = 0.
Probar que todas las soluciones maximales 6(¢) de esta ecuacion estdn definidas para todo ¢ € R.

Problema 3.29. Probar que las soluciones maximales de 2’ = sen(2z) estdn definidas en R y satisfacen
|®(t, 2)—®(t,y)|| < ||z—y|e? paratodot € R. Deducir que si z,, — 2 entonces lim,, oo ®(t, x,) =
®(t, x) para todo t € R. ;Se tiene convergencia uniforme en R?

Problema 3.30. Sea f : R — R de Lipschitz y tal que f(0) = f(1) = 0. Consideremos la ecuacion
x’ = f(z). Probar que las soluciones que comienzan en [0, 1] nunca abandonan este intervalo. Hallar el
intervalo maximal de definicién (7_, 7) de las soluciones z(¢) que comienzan en algin punto de [0, 1].
Determinar si existe limy;_,,, 2(t).

Problema 3.31. Sea f : R x R® — R" continua, localmente Lipschitz en la segunda variable unifor-
memente en la primera, y periddica de periodo 7" en la primera variable (es decir, f(t + T, x) = f(t, x)
para todo ¢ y todo x. Consideremos la ecuacién diferencial periédica

2'(t) = f(t, z(t)). 3.7)

. Probar que z es solucién de esta ecuacion si y s6lo si z(t + T') es solucion.

[am—

2. Demostrar que una solucién z(t) es T-periddica si y sélo si z(7T") = x(0).

3. Demostrar que, si xg es tal que ®(7', z9) = x¢, entonces la solucién ®(t, z() es T-periddica. Por
tanto las soluciones periddicas de (3.7) se corresponden con los puntos fijos del operador periodo
x— O(T,x).

4. Seab : R — R una funcién continua de periodo T'. Probar que la ecuacién 2’ = az + b(t) tiene
una tnica solucién T-periddica si a # 0, y que puede no tener ninguna o infinitas si a = 0.

5. Obtener las soluciones periddicas de 2’ = ax + sent.
Problema 3.32. Consideremos la ecuacién ’ = ax — ex? + 2 + sent, donde a > 0.

1. Probar que existe una tnica solucién periddica para € = 0,

2. Obtener 0P (27, x,e)/Ox para e = 0 y probar, mediante el teorema de la funcién implicita, que la
ecuacién admite una solucidn periddica para todo € suficientemente pequeiio.



Capitulo 4

Repaso de la teoria de ecuaciones lineales

En este capitulo hacemos un breve repaso de la teorfa de ecuaciones lineales con coeficientes cons-
tantes, que el alumno debe ya conocer por la asignatura de ecuaciones diferenciales de segundo del
grado.

4.1. Normasy convergencia en el espacio de operadores lineales (0 de ma-
trices).

El conjunto £(K™,K™) de los operadores lineales A : K" — K" (dondle K = Ro K = C) Yy,
equivalentemente (una vez fijada una base en K"), el conjunto M,, de las matrices n X n con entradas
en K forman un espacio vectorial de dimensién n? sobre K. En este espacio, naturalmente isomorfo a
K”Z, consideraremos la norma

[Az]|
[A[l == sup{[[Az| : [|z]| <1} = sup 7= = Wf{a: [|Az| < afjz]|Vz}.
Puesto que todas las normas en un espacio vectorial de dimension finita son equivalentes, se tiene que

dicho espacio es un espacio de Banach, y ademds una sucesién Ay = (af”j) de matrices converge a una
matriz A = (a;;) en este espacio si y sélo si limy_, afj = aj; paratodo i,j € {1,...,n}.
A su vez esto equivale a la convergencia puntual; ver el problema[d.2]

4.2. Sistemas lineales autonomos. Exponencial de una matriz.

Consideremos el problema de valor inicial

(o

donde A € L(K",K").
Usando los resultados del Capitulo 2 es inmediato ver que este PVI tiene solucidn tnica definida en
todo R. De hecho, usando el método de las aproximaciones sucesivas de Picard se comprueba que su

unica solucién viene dada por
o0

_ U 4k
x(t) = i A" xg.
k=0
También puede usarse el método de las poligonales de Euler visto en el Capitulo 3 para probar que esta
solucién también es igual a
N
t
z(t) = lim <]I + NA> xo.

N—o0

45
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En particular se obtiene que
1 A\Y &1
Im (I4+—A4) =) —Aa*
Jn (1 54) - X
k=0
para todo A € L(K", K"), lo que generaliza el conocido caso particular en que A es un nimero real.

Definicion 4.1. Se define la exponencial de A € £(K", K") como

| —

k
!A.

o

exp(A) == e = Z
k=0

Usando que ||A¥|| < ||A||*¥ es inmediato ver que esta serie converge, y que ||e?|| < el4ll, para todo
A e LK™ K™).
Como consecuencia de las observaciones precedentes deducimos lo siguiente.

Teorema 4.1. Teorema. La tinica solucion de la ecuacion auténoma lineal [@.1)) viene dada por
z(t) = e'ay.

Algunas propiedades de la exponencial de un operador lineal se estudian en los problemas
HIT @12 y@d.13]

Definicion 4.2. Se dice que {g’ : t € R} es un grupo uniparamétrico de transformaciones de R™ en R"
si:

1. la aplicacién R x R" 3 (¢, z) — g*(z) € R™ es de clase C'!;

2. paratodo t € R, g' : R™ — R™ es un difeomorfismo con inversa (¢*) ™1 = g7%;
3. ¢t = g* o g paratodo s,t € R,y

4. en particular g° = I.

Se dice que {g' : t € R} es un grupo uniparamétrico de transformaciones lineales si ademds ¢' €
L(R™ R™) para todo t € R.

Teorema 4.2. {¢g' : R" — R" |t € R} es un grupo uniparamétrico de transformaciones lineales si y
s6lo si existe A € L(R™,R") tal que g* = ' para todo t € R.

Demostracion. (<): es consecuencia de los problemas 4.9 4. 11 4.12] y[4.13]
(=): basta poner A = 4g|,_o = limy_,0 (g* — I) y comprobar que g* = e'. O

Calcular la exponencial de una matriz puede resultar bastante dificil si se intenta hacer directamente.
La siguiente observacion, combinada con el teorema de Jordan, hace que la tarea sea facil, si bien algo
pesada.

Observacién 4.3. Sean A, B, P € L(K",K") con det P # 0, y supongamos que A = P~ !BP.
Entonces
exp A = P~ exp(B)P.

Teorema 4.4 (forma candnica de Jordan). Sea A € M,,(C) entonces existe un cambio lineal de coorde-
nadas P tal que
Ji
PAP™! =
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donde cada bloque Jy, es una matriz n(k) x n(k) bien diagonal o bien de la forma

o
1 o
J = Loy

1 (693

siendo ay, k =1, ..., m los autovalores de A (posiblemente repetidos).
En consecuencia, A puede escribirse de manera tinica en la forma

A=D+N,

donde D es una matriz diagonalizable y N es nilpotente (es decir N¥ = 0 para algiin v < n), y
DN = ND. Ademds, un cambio de coordenadas lineal Q) tal que

Q™ 'DQ es igual a la matriz diagonal formada por los autovalores de A

viene dado por la matriz Q) cuyas columnas son los vectores de R™ obtenidos al reunir bases de los
autoespacios generalizados correspondientes a los autovalores de A, expresados respecto de la base
canonica de R".

Por otra parte, si A € M,,(R), entonces A puede escribirse de manera tinica en la forma

A=C+N,
siendo N nilpotente y C' una matriz que conmuta con N y es semejante a otra de la forma

A1
A2

Cy

donde M1, ..., A\, son los autovalores reales de Ay

C: — (aJ J)
ToNb g

son submatrices formadas por los autovalores complejos de A que tienen partes imaginarias positivas,
es decir aj + 1b; con bj > 0 (recuérdese que si A es real entonces el conjugado de cualquier autovalor
complejo de A es otro autovalor complejo de A). Ademds, un cambio de coordenadas lineal Q) tal que

QtCQ es igual a la matriz C

viene dado por la matriz () cuyas columnas son los vectores de R™ obtenidos al reunir las partes
reales e imaginarias de las bases de los autoespacios generalizados correspondientes a los autovalo-
res A1, ..., Ak, a1 + b1, ..., ag + iby, expresados respecto de la base candnica de R™.

Usando el teorema de Jordan podemos encontrar una base de K™ tal que la matriz de A respecto
de esta base, digamos B = PAP~!, es 1a mas simple posible; entonces calcular exp B es ficil, y por
consiguiente calcular exp A = P~! exp(B)P también lo es.
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Mis fécil atn resulta usar la descomposicion A = C' + N del teorema anterior para deducir (recor-

dando que C'y N conmutan) que
otA — O tN _ QfletCN'QetN.

Se sigue de esta igualdad que cuando A = C' es diagonalizable con autovalores reales las soluciones
de 2/(t) = Ax(t) son combinaciones lineales de funciones de la forma t + e*iv;, donde {\1, ..., A}
son los autovalores de A y {v1,...,v,} una base de R"™ formada por autovectores de A. Si A = C
es diagonalizable pero con autovalores complejos, es decir, A es semejante a una matriz del tipo C,
entonces puesto que las entradas de la matriz €!“ son combinaciones lineales de las funciones €',
e cos(th;) y %' sen(th;), se deduce que las coordenadas x;(¢) de las soluciones de 2/ = Az son
también combinaciones lineales de estas funciones. Por otro lado es inmediato que las entradas de la
matriz 'V son polinomios en ¢ de grado menor o igual que n — 1, y por consiguiente en el caso general
las funciones coordenadas x;(t) de las soluciones de 2’ = Az son combinaciones lineales de funciones
de los tipos p;(t)eti, g;(t)e%® cos(tbj) y r;(t)e%! sen(tb;), donde p;, gj,; son polinomios de grado
menor o igual que n — 1.

El siguiente resultado resume estas observaciones.

Teorema 4.5. Sea A : R™ — R™ un operador lineal con autovalores reales M1, ..., Ay, de multiplicidades
respectivas vi, ..., Vg, y autovalores complejos (conjugados a pares) oy + 18y con multiplicidades g,
¢ = 1,...,m. Entonces toda solucion x de la ecuacion x'(t) = Ax(t) se puede escribir en la forma
x(t) = (x1(t), ..., xn(t)) con

k m
z(t) = Z eepso(t) + Z e (q;0(t) cos Bet + 1.4(t) sen Byt)
(=1 (=1

donde p; ¢, q; ¢y 7.0 son polinomios (con coeficientes reales) de grados menores que vy, jiy y [ip respec-
tivamente.

As{ pues muchas veces, para encontrar la solucion de un PVI lineal concreto, en lugar de llevar hasta
el final el cdlculo de la forma de Jordan J y de exp J, resulta mds sencillo usar el teorema anterior y los
datos iniciales para, habiendo calculado los autovalores de A, averiguar los coeficientes de los polinomios
P; 4, q; ., 7,0 mediante la solucion de un sistema de ecuaciones lineales.

Sin embargo, cuando necesitamos saber el comportamiento de fodas las soluciones de la ecuacién
2/ (t) = Ax(y), por ejemplo para estudiar con mucha precision el diagrama de fases de esta ecuacién,
entonces en general (y en especial cuando hay autovalores repetidos) si es necesario calcular la forma de
Jordan de A y la matriz P de cambio de base. Se recomienda consultar por ejemplo los libros [4] o [[7] si

se necesita refrescar estas cuestiones.

4.3. Un teorema de Liouville

Recordemos la definicién de flujo de una ecuacion diferencial v/ (t) = f(y(t)) vista en el Capitulo 2:
para cada z € R se considera el PVI

cuya solucion se denota ¢(t, x). Si f(z) = Az, donde A € L(R™,R"™), sabemos que en este caso
o(t,x) = el

estd definida para todo ¢ € R. Por tanto, para cadat € R podemos considerar la aplicacién ¢, : R™ — R"
definida por

oi(z) = o(t, x).
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A veces resulta util saber como cambia el volumen de una figura al aplicarle el flujo ¢; de una ecuacién
lineal, es decir, qué relacién hay entre vol(E) y vol(¢.(F)) si E es un subconjunto medible de R™,
y en qué condiciones dicho volumen se preservard. El siguiente teorema de Liouville responde a estas
cuestiones.

Teorema 4.6 (Liouville). El flujo {¢** : t € R} de la ecuacién ' (t) = Ax(t) en cada tiempo t cambia
el volumen de una figura por un factor de e®, con a = tr(A), y ademds preserva la orientacioén de la

figura.
Es decir, si F es cualquier conjunto medible de R™ entonces

vol(e"(E)) = e vol(E),

donde vol denota la medida de Lebesgue en R", y ademds si {e1, ..., e, } es cualquier base de R™ enton-
ces {Dg'(y)(e;) : 1 < i < n} es otra base con la misma orientacion, para todo y € R™.

Demostracion. Tenemos que

vol (etA(E)) :/ dy :/ | det et |dx :/ A gy = etr(At)/ ldz = " “vol(E),
etA(E) E E E

donde en la segunda igualdad hemos usado el teorema del cambio de variable y en la tercera el problema
La afirmaci6n sobre la orientacion se sigue del hecho de que det et4 = (4t > 0. O

Corolario 4.7. Si la traza de A es cero, entonces el flujo {eAt : t € R} de la ecuacion 2’ (t) = Ax(t)
preserva los voliimenes de las figuras.

4.4. Sistemas lineales con coeficientes no constantes
Ahora recordaremos la teoria de sistemas lineales de la forma
' (t) = At)x(t), 4.2)

donde I C R es un intervalo abiertoy A : I — L(K",K") es continua. De los teoremas de existencia y
unicidad y prolongacion vistos en los Capitulos 2 y 3 se sigue inmediatamente que para cada (to, zg) €
I x R™ existe una unica solucién de (.2)) que satisface la condicién inicial z(tg) = z y estd definida
para todo ¢ € I. M4s atn, la linealidad en z de la ecuacién implica que cualquier combinacion lineal de
soluciones de (4.2) es una solucién de @.2)). Por tanto, si &;(¢) denota la tinica solucién del PVI

{x’(t) = A(t)

4.3
z(to) = ey, (*3)
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donde {e1, ..., e, } denota la base canénica de R”, dado cualquier vector zo = > 7, xéej, la funcién
n .
SOEDIENI0
j=

es solucion de (4.2)) y satisface la condicion inicial £(tp) = xo, luego por la unicidad de las soluciones,
es la tnica solucién del PVI
"(t) = A(t
{xm (1 )

x(ty) = mo.

En particular este argumento prueba que el conjunto de las soluciones de (4.2) forma un espacio vectorial
de dimensi6n n, y nos da una manera de hallar cualquier solucién de (4.4) siempre que conozcamos las
soluciones fundamentales de {.2), esto es, las soluciones de los PVI (4.3) para j = 1, ..., n. Si denotamos

X(t) = (&), &2(t), -, &n (1)

e interpretamos este vector como una matriz del espacio M,, de las matrices n X n cuyas columnas son
los vectores £;(t), vemos que la solucion de (4.4) viene dada por

E(t) = X(t)xo.
A su vez, la matriz X (t), a la que vamos a llamar matriz solucién principal, es la tnica solucién del PVI

matriciaﬂ
?«sz@Y@>

Y (to) = I, @

donde I denota la identidad. Por supuesto, en el caso mds simple en que A(t) = A es constante, se tiene
que X (t) = e(t=*)4  Sin embargo, en general es falso que X (t) = exp ft'; A(s)ds); esto s6lo ocurre

cuando A(s) y A(t) conmutan para todo s, t. Para hacer mds patente la dependencia de esta solucion del
instante inicial ¢y, escribiremos en lo que sigue

X(t;to) = X (1)
para denotar la tinica solucion de (4.5). Nétese que
X (t;t1) X (t15t0) = X (t;5to),

ya que, como se comprueba inmediatamente, ambas funciones son solucién de la ecuacién matricial
Y'(t) = A(t)Y (t), y ambas satisfacen la condicion inicial Y (¢1) = X (¢1;¢0). En particular, poniendo
t = to y usando que X (to;to) = L, se ve que X (¢1;%0) es un isomorfismo lineal con inversa

X(t1;t0) ™' = X(to; 1),

para cada tg,t; € 1.
Al determinante de X (¢;to) se le llama Wronskiano, y satisface la siguiente propiedad.

Lema 4.8 (Férmula de Liouville). El determinante W (t) = det X (t;ty) de la tinica solucion de (4.5))
coincide con la tinica solucion de la ecuacion diferencial de variables separadas

W'(t) = tr(A(t)) W (t)

"La teorfa vista para ecuaciones diferenciales del tipo 2'(t) = f(t,z(t)), con z(t) € R™, se extiende inmediatamente
a ecuaciones del tipo X'(t) = F(t,X(t)), donde X (t) toma valores en el espacio M,, de las matrices reales n X n, que
es isomorfo al espacio R™. Las operaciones de cdlculo matricial son vélidas siempre que se tenga en cuenta la posible no
conmutatividad de los productos: por ejemplo, es cierto que - A(t) B(t) = A’(t)B(t)+A(t)B’(t),y también que £ A(t) ™" =
—A(t)"TA(t) A(t) ™, pero estos los productos en general no pueden reordenarse.
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con condicion inicial W (to) = 1. Por tanto

W(t) = exp < / t tr(A(s))ds>

to
para cadat € 1.

Demostracion. Por ser X (;tg) solucion de (4.3) tenemos

X(t+et)=X(tt) + X (tt)e+o(e) =1+ A(t)le + o(e) =
I+ A(t)e + o(e).

. . [ . . . , 2 . .
Si consideramos la funcién determinante como un polinomio n-homogéneo en R™" al identificar el es-
. . 2 L, .
pacio de las matrices reales n X n con R™, es facil ver que

det (I +¢cA(t) + o(e)) = det (I +A(t)) +o(e) = IIT_; (1 + Aj(t)e) + o(e) = 1 + tr(A(t))e + o(e),
donde A (t), ..., A, (t) son los autovalores de A(t). Por tanto

det X(t+¢;t) = 1 4+ tr(A(t))e + o(e).
Recordando que X (t 4 ¢;t9) = X (t 4 ;t) X (¢; o) esto implica que

W(t+e)=det X(t+¢e;tp) = det X (¢t + ;) det X (t;t0) =
(14 tr(A(t))e + o(e)) W (),

y por consiguiente

o (A +o(e) W)
dat e : = iy - = w(A()W(2),

es decir,
W'(t) = tr(A(t))W (1),

una ecuacion de variables separadas cuya tnica solucidn para la condicién inicial W (0) = 1 viene dada
por W (t) = exp ( I tr(A(s))ds). 0

En el siguiente capitulo veremos cémo el lema anterior permite probar una generalizacion del Teo-
rema[4.6| para sistemas no lineales.

Concluimos este capitulo recordando un método para resolver la ecuacién diferencial lineal no ho-
mogénea con coeficientes no constantes

2/ (t) = At)z(t) + b(t), (4.6)

donde A: I CR — L(R™,R™) yb: I — R"son continuas. La clave estd en observar que la diferencia
de dos soluciones de esta ecuacién es solucion de (4.2). Entonces bastard con encontrar una solucién
particular de (4.6): 1a suma de esta soluci6n particular con las soluciones de generard el espacio de
todas las posibles soluciones de (4.6). Para encontrar una solucién particular de (4.6)) nos inspiramos en
el método de variacion de las constantes, bien conocido en el caso unidimensional, para conjeturar que
dicha solucién tendrd la forma

x(t) = X (t;t0)k(t).

Entonces deduciriamos que
A)x(t) + b(t) = 2'(t) = A(t)z(t) + X (t;t0)K (t),

luego
K'(t) = X (t;t0) 'b(t) = X (to; t)b(t),
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que al integrar nos da
t

k(t) =ko+ | X(to;s)b(s)ds.

t
Combinando todas las observaciones anteriores Ver(;los que la solucién de
' (t) = A(t)z(t) + b(t)
{a;(to) = g
viene dada por .

x(t) = X(t;t0)xo + t X(t, s)b(s)ds,

donde como siempre X (¢; to) denota la dnica solucién de (&.5)).

4.5. Problemas

Problema 4.1. Probar que

Azx i
sup{||Az| : ||z| <1} = supu = inf{a : || Az|| < «af|z| Vz},
y que cualquiera de estas expresiones efectivamente define una norma en £(K", K™).

Problema 4.2. Sea (Aj) una sucesion en £(K",K"), y A un operador lineal de este mismo espacio.
Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. limy o0 ||Ax — A|| = 0.
2. Para cada subconjunto acotado B de K" se tiene que Axx converge a Ax uniformementeen x € B.
3. limg_,oo Apx = Ax paracada x € K",
Problema 4.3. Probar que:
L [[AB| < [|A[]|B]-
2. |47 < [lAJ.
Problema 4.4. Probar que si Ay — Ay By — B entonces Ay By — AB.

Problema 4.5. Supongamos que > 7o [|A¥|| < +o0. Probar que la serie > 3o, A¥ converge en el
espacio L(K™ K™).

Problema 4.6. Probar que (4.1) tiene una tnica solucién z(t) definida para todo t € R.

Problema 4.7. Usar el método de las aproximaciones sucesivas de Picard para probar que la tnica
solucién z(t) de (@.1)) viene dada por

Problema 4.8. Usar el método de Euler para probar que la tinica solucion z(t) de viene dada por

¢ N
z(t) = lim <]I+NA> xo.

N—o0

Deducir que

para todo A € L(K",K").
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Problema 4.9. Probar que si A y B conmutan (es decir [A, B] := AB — BA = 0) entonces
exp(A + B) = exp(A) exp(B).

Problema 4.10. Dar un ejemplo de que el resultado del problema anterior no es cierto en general si
[A, B] # 0.

(s+1)A _ sAtA

Problema 4.11. Probar que e y que

%em = Aet4,

Problema 4.12. Probar que det(e”) # 0 para todo A.
Problema 4.13. Probar que det(exp(A)) = exp(tr(A)) paratoda A € M,,.

Problema 4.14. Sean A, B, P € L(R",R") con det P # 0, y supongamos que B = P~!AP. Probar
que
exp B = Pl exp(A)P.

Problema 4.15. Probar que el conjunto de todas las soluciones de z’'(t) = Ax(t) forma un subespacio
vectorial de dimension finita igual a n del espacio vectorial (infinito dimensional) C*°(R, R™).

Problema 4.16. Probar que u es autovector (con autovalor «) de A siy sélo si u es autovector (con
autovalor ) de exp(A), y que las multiplicidades algebraica y geométrica de « son las mismas que las
de e”.

Problema 4.17. Calcular ¢! cuando A es diagonal, y deducir que en este caso las soluciones de z’ (t) =
Az(t) son combinaciones lineales de funciones de la forma ¢ — e**v;, donde {\y,..., A, } son los
autovalores de A y {v1, ..., v, } una base de R” formada por autovectores de A.

Problema 4.18. Suponiendo que A : R? — R? es diagonalizable (con autovalores reales), dibujar el
diagrama de fases de la ecuacién 2/(t) = Ax(t) dependiendo de las posibles combinaciones de signos
de los autovalores Aq, As.

Problema 4.19. Supongamos ahora que A : R2 — R? no es diagonalizable con autovalores reales
porque hay dos autovalores complejos A, X (con Im(\) # 0. Entonces existen u,v € R? tales que
Au + iv) = Mu + i), A(u — iv) = Mu — iv), es decir Au = au — Bv, Av = Bu + av, donde
a =Re(N), B =Im(N).

Probar que {u, v} forman una base de R2, que ¢ + e (u + iv) es solucién de 2/(t) = Az(t) en C2,
y tomar partes reales e imaginarias para deducir que

t > e'*(cos(tB)u — sen(tB)v), y t i+ e'*(cos(tB)v + sen(tB)u)

son dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion z/(t) = Ax(t).
Deducir que toda solucién es combinacion lineal de estas dos, y dibujar el diagrama de fases corres-
pondiente, dependiendo de las posibles combinaciones de signos de «, 5.

Problema 4.20. Supongamos que A : R? — R? no es diagonalizable pero tiene un autovalor real \ de
multiplicidad algebraica 2 y multiplicidad geométrica 1, es decir, su forma canénica de Jordan es

Al
7= (63);

y se tiene J = B~'AB, donde B es una matriz formada por dos vectores {u,v} donde Au = Au 'y
(A — Al)v = u. Probar que en este caso
o e)\f te)\t
€ = 0 e)‘t .

Deducir que todas las soluciones de 2’/(t) = Ax(t) son combinaciones lineales de funciones de la forma
t s eMuyt i (r 4 t)eMo, y dibujar el diagrama de fases de esta ecuacion.
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Problema 4.21. Los siguientes dibujos corresponden a diagramas de fases de sistemas lineales 2’ = A,
donde A € L£(R%,R?). En cada caso, decir cémo deben ser los autovalores de A, y poner ejemplos de
sistemas que tengan un comportamiento similar.

Problema 4.22. Calcular exp(J), donde J = al + N es uno de los bloques que aparecen en el teorema

de Jordan.

Problema 4.23. Sea A una matriz 3 x 3 real con un sélo autovalor real A de multiplicidad 3. Probar que

1
6tA — et)\ <]I+tQ + 2t2Q2> ,

donde () = A — Al Generalizarlo a matrices k X k.

Problema 4.24. Calcular ¢4 para las siguientes matrices A:



4.5. PROBLEMAS 55
1A= <(1) ;)
2. A= @ g)
3 A= <:‘1l _12)

y representar graficamente los diagramas de fases resultantes.

Problema 4.25. Resolver el problema de valor inicial

Ty =21 + 229 + 3
xh = x9 + 223

Tl = 2x3
conz1(0) = 22(0) =0y z3(0) = 1.

Problema 4.26. Consideremos el sistema z’(t) = A(t)z(t), donde A : I C R — L(R™,R") es
continua. Comprobar que para cada (tp, z9) € I x R™ existe una tnica solucién de (4.2)) que satisface la
condicién inicial z(tg) = z¢ y estéd definida para todo t € I.

Problema 4.27. Probar que si z(t) es una solucién de 2/ (t) = A(t)x(t),donde A : I C R — L(R™,R"™)
es continua, y z(to) = 0 para algin to € I, entonces z(t) = 0 paratodo ¢ € I.

Problema 4.28 (Transformada de Laplace). Sea z : [0, 00) — C” una funcién continua tal que existen
constantes M > 0, a € R tales que ||z(t)|| < Me? para todo t > 0. Se define la transformada de
Laplace de x por

E(x)(z):/ e *ta(t)dt.
0
Comprobar que:

1. L(x)(z) estd bien definida, es lineal en 1 variable z, y analitica en la variable z en {z € C : Rez >
a}.

2. Suponiendo ademds que z € C*([0,00),C") y ||(t)| + |2/ (t)|] < Me* para todo t > 0,
demostrar que, para Rez > a,

L(z")(z) = 2L(x)(2) — z(0).

3. Si f € C([0,00),C™) cumple || f(¢)|| < Me® para todo t > 0, demostrar que la el PVI lineal no
homogéneo =’ = Az + f(t), 2(0) = z se convierte, por accién de la transformada de Laplace,
en un sistema lineal homogéneo
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Capitulo 5

El flujo de un sistema auténomo. Orbitas y
diagramas de fases.

En todo lo que sigue vamos a centrarnos en el estudio de ecuaciones diferenciales auténomas

donde f es un campo vectorial localmente Lipschitz definido en un abierto de R™, y en las propiedades
del flujo asociado a esta ecuacion.

5.1. Sistemas dinamicos

Un sistema dindmico es un semigrupo (G, +) que actiia sobre un espacio M, es decir, existe una
aplicacién
Y:Gx M — M, (g,x)— Pg(x)

tal que

"bg oy = ¢g+ha y o =1,

donde I : M — M denota la aplicacién identidad. El espacio M suele ser una variedad diferenciable
(en este curso, M = €, un abierto de R™). Si G es un grupo se habla de un sistema dindmico invertible.
Cuando G = N o G = Z se dice que el sistema dindmico es discreto. Cuando G = R" 0 G = R se dice
que es un sistema dindmico continuo.

El ejemplo més bdsico de sistema dindmico discreto es el de la composicion iterada consigo misma
de una aplicacién f: en este caso ¢, = f o...o f (n veces).

El ejemplo m4s prototipico de sistema dindmico continuo es el del flujo de un sistema auténomo de
ecuaciones diferenciales ordinarias

y(t) = fy®), y(0) ==

(donde f € C*(Q2,R™), siendo  un abierto de R™), cuya tinica solucién denotamos por ®(, ), y que
estudiaremos a fondo en lo que sigue.

5.2. Elflujo de un sistema auténomo. Propiedades

Sea  un abierto de R”, y sea f : Q — R™ un campo vectorial de clase C'* (al menos).
Como ya hemos visto en el Capitulo 2, el teorema de existencia y diferenciabilidad local del flujo
nos asegura que la aplicacién
(t,z) — P(t,x)

57
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estd bien definida y es de clase C* en un entorno (—4,8) x B(zo,d) de cada punto (0,z0) € R x
Q, siempre que f : © C R® — R" sea de clase C*. En esta seccién vamos a ver que el conjunto
maximal de definicién del flujo es un abierto donde el flujo es diferenciable, y estudiaremos también
otras propiedades importantes del flujo.

El sistema 2’ = f(x) puede interpretarse como un campo vectorial de velocidades de curvas, y sus
soluciones son curvas (llamadas curvas integrales de f) que son tangentes a este campo vectorial en cada
punto de sus trayectorias.

i -

i e R

____________________

.............

...............
....................

- . — -

Sabemos también que dado = € () existe una Unica curva integral maximal de f, t — ¢(t,x) que
comienza en x (es decir ¢(0,z) = x), y que estd definida en un intervalo abierto I, = (o, 8;) (por
definicién, el mayor intervalo que contiene a 0 sobre el que existe una curva integral de f que comience
en x).

Definicion 5.1. En lo que sigue denotaremos

D=D(f)= | J I x {z} CRxQ,
z€eQ

al que llamaremos dominio del flujo ® : D — €, que es la aplicacién definida por (¢, z) — ®(t,z) =
o(t, ), donde t — ¢(t,x) es la curva integral maximal que comienza en z.

A veces (cuando nos interese fijar una de las dos variables y considerar la aplicacién definida al hacer
variar la otra) también denotaremos ®,(x) = ®(¢,x),y ®,(t) = (¢, z)

Proposicion 5.1. Si ¢ : I, — Q es una curva integral maximal de 2’ = f(z) que comienza en x entonces
&(- + s) es una curva integral que comienza en y = ¢(s). Ademds I, = —s + I,. Por tanto para todo
x € Q,s € I, setiene

D(s+t,x) = P(t,P(s,x))

paratodot € Ips ) = Iy — s.
Demostracion. Se tiene que
d
S0t +5) = ¢ (t+s) = f(d(t+9)), ¢t +5),_, = (s) =9,

luego ¢(- + s), que estd definida en —s + I, es solucién de

{z’(t) = f(2(t)) (5.1)

Luego la solucién maximal de este problema estd definida en un intervalo que contiene a —s + I. Es
decir, tenemos que —s + I, C I,.
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Por otro lado, si § : I, — € es la solucion maximal de (5.1, entonces o(t) := &(t — s), que estd
definida en s + I, es solucién de

{z’(t) = f(2(t)) (5.2)
z(s) = v.

Como ¢ también es solucién de este problema, se tiene que ¢ = 5 en I, N (s + I,) = I,. En particular
¢(0) = ¢(0) = x. Por tanto ¢ es solucién de

2 (t) = f(2(t))
{Z(O) . (5.3)

luego su intervalo de definicién, s + I, debe estar contenido en el intervalo maximal de definicion de
este problema, I,. Es decir, que también se tiene I, C —s + I,,. Hemos probado asf, con la notacion del
flujo, que Ip(s ) = I, — 5,y que ®(s +t,z) = (¢, P(s,z)) paratodo t € [g(s z). O

Teorema 5.2. El dominio D(f) del flujo ® de f es un abierto de R™, y la aplicacion ¢ : D(f) — Q es
de clase C*. Mds en general, ® es de clase C* si f € CF(Q,R™).

Demostracion. Sea (tg,z9) € D(f), y supongamos por ejemplo que ¢y > 0, entonces P (¢, xg) estd
definido al menos en [0,tp], y por tanto también al menos en un intervalo algo mayor [—¢,to + €].
Por el Teorema existe 0 > 0 tal que si z € B(xo,d) entonces ®(t, ) estd definida al menos
en [—¢,tg + €l; es decir, [—¢,ty + ¢] C I,. Como podemos suponer que 6 < &, esto implica que
(to — 6,t0 + 9) x B(xo,d) C D(f), y prueba que D(f) es abierto.

Veamos ahora que ® es de clase C* si f lo es. Sea (tg,29) € D(f), y supongamos por ejemplo
to > 0. Sabemos, por el Teorema [2.13] que para cada z € Q existe e(x) > 0 tal que ®(¢,y) estd bien
definido y es de clase C* para (t,y) € (—¢(x),e(x)) x B(x,e(z)). Como T := {¢(t, z0) : t € [0,%0]} es
compacto, podemos recubrirlo por una cantidad finita de estas bolas intB(z,e(x)). Se deduce entonces
que existen € > 0y un abierto {2y que contiene a I' y estd contenido en € tal que ® estd definido y es
de clase C* en (—¢,¢) x Qp. Sea ahora m € N tal que to/m < ¢, y definamos h := to/m. Denotemos
®y(x) := ®(h, ), y observemos que ®;, estd bien definido y es de clase C* en €. Sabemos que ® estd
definido y es de clase C* en (—dg, 6o) x B(zo,do) para algin 5y > 0. Nétese que la Proposicion
implica que

O(t,x) = P (P(t — to, x)).

Como la aplicacion (t,z) — ®(t — tg, ) es de clase C* en (ty — do,to + o) x B(zo,do), luego en
particular es continua, y en (¢, o) vale xg, que estd en €y, podemos encontrar un é; € (0, dp| tal que
‘I)(t — to,.ﬁlﬁ) € Qg si (t, .%') S (to — 01, ty + (51) X B(.%’(], (51), y asi

(I)h(q)(t — to, x))

estd bien definido y es de clase C* en (tg— 1, to+61) x B(z0, d1). Reiterando este mismo razonamiento
m veces llegamos a que existe un nimero d,, > 0 tal que

(I)hmil(q)(t — to, l‘)) € Qq
si(t,z) € (to — O, to + 0m) X B(xg,0m), lo que implica que
O(t,x) = ' (B(t — to, 2))

estd bien definido en (tg — dm, to + dm) X B(xo, d). Ademds, este argumento muestra que O (¢, x) es
composicién de m + 1 aplicaciones de clase C*, luego es de clase C* en este entorno de (g, ). Como
el punto (%o, zo) es arbitrario, se deduce que ® : D(f) — Q es de clase C*. O

Definicién 5.2. Se dice que un campo vectorial f € C1(Q, R™) es completo si el dominio D( f) del flujo
asociado es todo R x €.
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Observacién 5.3. Si f € C*(R",R") es completo entonces el flujo de f define un sistema dindmico
continuo de clase C*.

Usando el Teorema [3.24] obtenemos una condicion suficiente muy practica para determinar cudndo
un campo es completo.

Proposicién 5.4. Sea f € C'(R",R"). Si existen A, B tales que ||f(z)| < Al|lz| + B para todo
x € R, entonces f es completo.

La siguiente proposicion complementa la Observacién [5.3]

Proposicion 5.5. Sea ¢ : R x Q — Q un sistema dindmico continuo de clase C*°. Definamos el campo
vectorial f : Q) — R™ por

d
flw) = Zoto),,
(a f se le llama campo de velocidades de ). Entonces f es completo y 1 es el flujo de f.

Demostracion. Es claro que f es un campo vectorial de clase C*°. Ademds, cada curva t — (¢, z) es
solucién del PVI ¢/ (t) = f(y(t)), y(0) = z; en efecto, para cada t € R tenemos

lim ¢(t + 37x) - w(tv .%') = lim ¢(87¢(ta .%')) — ¢(t7$)

s—0 S s—0 S

zéwgwmwmﬂszwm»

Es decir, p
%@D(t’x) = f(w(tv x))v

y por supuesto ¢ (0, z) = x, ya que ¥ = I por definicion de sistema dindmico. Como cada curva integral
t — 1(t, ) estd definida en todo R, esto implica que 1) es el flujo del campo vectorial f, y que f es
completo. O

Incluso cuando un campo no es completo, siempre puede encontrarse otro campo que si es completo
y cuyas curvas integrales son geométricamente las mismas, s6lo que reparametrizadas y por tanto re-
corridas a diferente velocidad. Ver el Teorema [5.19] mds adelante en este capitulo. Por tanto, a efectos
del estudio tedrico de las propiedades de las drbitas de un sistema auténomo cuyo campo de vectores
estd definido en un abierto (2 de R", puede siempre suponerse que el flujo de dicho campo vectorial esta
definido en todo R x €.

El siguiente resultado resume las propiedades mds importantes del flujo que hemos visto hasta ahora.

Teorema 5.6. El flujo ® de un campo vectorial f € C*(Q, R") es una aplicacion de clase C* definida
del abierto D(f) en el abierto ) de R™, y que tiene las siguientes propiedades:

1. ®(0,x) = x para todo x € Q.
2. O(s+t,x) = D(t,P(s,x)) paratodo x € Q, s+t € I,.

3. Sit,—t € I, para todo x € S, entonces la aplicacion @y : Q — ) (definida por x — ®y(x) :=
®(t, x)) es un difeomorfismo de clase C* con inversa ®_;.

En particular, si [ es completo, el conjunto de aplicaciones {®; : Q@ — Q |t € R} es un grupo
uniparamétrico de difeomorfismos de ).

Corolario 5.7. Sea 1) : R x Q — Q. Equivalen:
1. WV es un sistema dindmico continuo de clase C°.
2. {Y : Q = Q|t € R} es un grupo uniparamétrico de difeomorfismos de clase C*°.

3. Existe f € C*°(Q,R"™) campo vectorial completo tal que ) es el flujo de f.
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Demostracion. Se deja como ejercicio para el lector. O

El Teorema [5.6] permite dar una demostracién sencilla de un resultado muy ttil en topologia diferen-
cial:

Teorema 5.8 (lema de Morse). Sea g € C?(R™, R). Supongamos que para dos valores reales a < b los
conjuntos de nivel g~1(a)y g~*(b) no son vacios, y que existe una constante c tal que

IVg(x)l| = ¢>0

para todo x € g~1([a, b]). Entonces los conjuntos de nivel g~*(a) y g~ (b) son difeomorfos (y de hecho
existe un difeomorfismo ¢ : R™ — R" que lleva un conjunto en el otro).

Demostracion. Consideremos el campo vectorial de clase C'!

1

f@) = o= Vel

)= e
definido en un entorno abierto de g~!([a, b]). Nétese que

1 1

F@) = o < =

WVl = 9@ =

para todo z € g~ '([a,b]), es decir f estd acotada en este conjunto. Entonces (usando por ejemplo
particiones de la unidad) f : 2 — R”™ admite una extension acotada a todo R", que seguimos denotando
f. Al ser este campo vectorial acotado, es completo, es decir, su flujo ® estd definido de R x R™ en R,
y es una aplicacién de clase C'! tal que para cada t € R la aplicacién ®; := ®(¢, z) es un difeomorfismo
de R™ en si mismo, con inversa ®_;.

En particular ®;_, : R® — R" es un difeomorfismo (con inversa ®,_;), y vamos a comprobar que
este difeomorfismo tiene la propiedad de que

®p—q (97" (a)) = g7 (b).

En efecto, consideremos la funcién 6, : R — R definida por

0:(t) = g(®(t, 2)).
Se tiene que

0,(t) = (Vg(2(t, ), %‘I’(tw» = (Vg(@(t,2)), f(D(t, 2))) = 1,

luego si x € g~ !(a) se deduce que 6,.(t) = a + t, ya que 6,(0) = g(®(0,7)) = g(z) = a. Por tanto
0.(b—a) =bsix € g~'(a), y esto significa que

Pp-a(g~ ' (a)) C g7 (b).

Por otra parte, si y € g~ (b) se tiene 0, (t) = b + t; en particular 6, (a — b) = a, y esto implica que

®a-s(g7' (b)) S 97 (a).

Veamos finalmente que ®;_,(g~!(a)) = g~ (b); s6lo falta comprobar que si y € g~ (b) entonces existe
z € g~ Y(a) tal que ®_,(z) = y. Y en efecto, dado y € g~*(b), tomando = = ®,_;(y), sabemos que
x € g~ 1(a), y se tiene

q)b—a(x) =Py ((I)a—b(y)) =Y

yaque ®p_, 0P, =1 ]
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Concluimos esta seccion con un resultado que generaliza el Teorema [.6] al caso de sistemas no
necesariamente lineales y nos dice precisamente cémo varia el volumen de un conjunto al aplicarle el
difeomorfismo ®;(x) = ®(¢, z) dado por el flujo para cada t € R.

Teorema 5.9 (Liouville). Sean Q) un abierto de R™, y f : Q@ — R™ un campo vectorial completo.
Entonces para todo subconjunto medible E de Q0 y todo t € R, el volumen de ®.(E) viene dado por la
formula

vol(®y(E)) = / exp ( /0 div (@(s,x))ds) dz.

E

Ademads, si E es compacto, también se tiene

ivol(q)t(E)) = / div(f(x))dx.

dt ®4(E)

Demostracion. En efecto, por el teorema del cambio de variables,
vol(®y(F)) = / det (D, ®(t,x)) dz,
E

pero sabemos por la demostracién del Teorema que D, ®(t,x) es la dnica solucién de la primera
ecuacion variacional

Y'(t) = A@t)Y (t)

Y (0) =1,
donde A(t) := D f(®(t,x)). Ahora bien, por la férmula de Liouville 4.8|también sabemos que

det Y (t) = exp ( /0 t tr(A(s))ds) :

que en nuestro caso equivale a

det D, & (t, ) — exp (/Ot tr(Df((b(s,x)))ds) ,

y como trD f = div f, obtenemos que

vol(34(E)) = / exp < /0 divy ((s, z)) ds> dz,

E

det (D, ®(t,x)) dx = /
E

lo que prueba la primera parte del enunciado.
Para demostrar la segunda parte, calculamos:

4 ol(@:(B)) = % /E det (D, ®(t, z)) do = / %det (D, ®(t,2)) dz =

E

at
/Ejtexp (/Ot divf (®(s, 7)) ds> do = /Edivf (®(t, 7)) exp (/Ot divf (®(s, 7)) ds) de =

/ divf (®(t,z)) det (D, P(t,x)) dx :/ divf(y)dy,
E

Dy(F)

donde en la primera y en la tdltima igualdad hemos usado el teorema del cambio de variable y en la
segunda el teorema de derivacion bajo el signo integral (aplicable gracias a la compacidad de E). O

Obsérvese que la hipétesis de compacidad en la segunda parte del enunciado del teorema anterior es
en general necesaria, porque de otra forma las integrales de la primera parte del enunciado podrian ser
infinitas, y no tiene sentido derivar funciones que toman valores infinitos.
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Corolario 5.10. Sean ) un abierto de R™, y f : Q0 — R™ un campo vectorial completo. Supongamos
que divf = 0. Entonces el flujo de f preserva los voliimenes de los subconjuntos medibles de ). Es
decir, para todo subconjunto medible E de )y todo t € R, se tiene que

vol(®(E)) = vol(E).
Reciprocamente, si sucede esto para cada F, t, entonces se tiene que divf = 0.

Asi, este tipo de campos vectoriales f con divf = 0 intuitivamente pueden representar el campo de
velocidades de un fluido incompresible que se mueve en el espacio de fases.

5.3. Orbitas, puntos de equilibrio, diagramas de fases

En esta seccién vamos a estudiar cémo pueden clasificarse las curvas integrales de un campo vectorial
y cudles son sus propiedades mas basicas. Esencialmente veremos que hay tres tipos de curvas: las que
son constantes (puntos de equilibrio), las que no se cortan a si mismas (inyectivas), y las que se cortan
en al menos un punto y entonces estan obligadas a ser periddicas.

Definicién 5.3. Sea f : O C R” — R™ un campo vectorial de clase C''. Se dice que zy € € es un
punto de equilibrio de f (o del sistema ' = f(z)) si f(x¢) = 0. A los puntos de equilibrio también se
les llama puntos estacionarios, o puntos singulares. Si x no es un punto de equilibrio se dice que x es un
punto regular.

Se definen la drbita positiva de un punto x como

O ={®(t,):t >0},
donde como es habitual ®(t, x) denota el flujo de f; la drbita negativa de x como
O, ={®(t,z): t <0},

y la orbita de x como
O, =000, ={®(t,z):tel,}.

Proposicién 5.11. Si O, N O, # 0 entonces O, = O,. Es decir, dos orbitas distintas son siempre
disjuntas.

Demostracion. La Proposicién[5.1]implica que O, = O, siempre que z € O,. En efecto, si denotamos
z = ®(s,x), tenemos que

O ={®(r,x):rel,}={P(s+t,x):t€ —s+1I,} =
{P(t, (s,x)) :t € —s+ I} ={P(t,z):t € —s+ [} ={P(t,2) : t € [,} = O,

donde en la segunda y la cuarta igualdad hemos usado la Proposicién Por tanto, si z € O, N O, se
tiene que O, = O, = O,. ]

Definicion 5.4. Llamaremos diagrama de fases de ' = f(z) a la particién de Q en érbitas.
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En la préctica el diagrama de fases consistird para nosotros en el dibujo de una cantidad finita de
6rbitas significativas de un campo f : 2 C R? — R? (significativas en el sentido de que esta seleccién
de curvas cubra todas las situaciones interesantes que presenta el conjunto de las orbitas de f, que por
supuesto es infinito y por tanto no puede dibujarse).

Proposicion 5.12. Si una curva integral t — ®(t, x) se corta a si misma entonces es periddica.

Demostracion. Si ®(ty,z) = ®(so,x), sp < to, entonces, denotando 7' = ty — so tenemos, por las
propiedades del flujo,

q)(t+T’ ‘T) = (I)(t+t0—50,$) = (I)(t_‘SO?(I)(thx)) = q)(t_s(]a CD(SO?m)) = (I)(t_50+50a$) = (I)(th)’

lo que implica que t — ®(t,x) es peridica de periodo T' (que no necesariamente coincide con su
periodo minimo). O

No es dificil ver que toda funcién periodica no constante y continua tiene un periodo minimo; ver el
problema [5.6]

Teorema 5.13. Sea f : Q — R™ un campo vectorial de clase C*. Consideremos la érbita O, de un
punto x. Hay exactamente tres posibilidades excluyentes entre si:

1. O, = {z}, lo que sucede siy sdlo si x es un punto de equilibrio.

2. Oy es difeomorfa a una circunferencia, lo que sucede si'y solo si la curva ®(t) es periddica (con
periodo minimo estrictamente positivo).

3. O, es difeomorfa a una recta, lo que sucede si 'y sélo si la curva ®,(t) es inyectiva.

Demostracion. Si O, no se corta a si misma entonces la curva t — ®(¢, z) es inyectiva, y esta misma
aplicacién proporciona un difeomorfismo entre I, (que a su vez es difeomorfo a R) y O,. Si por el
contrario O, se corta a si misma, entonces por la proposicién anterior la curva ¢ — ®(¢, z) es periddica.
Si su periodo minimo es 0 entonces ¢ — (¢, x) es constante, y por tanto O, es un punto de equilibrio.
Si su periodo minimo 7" es estrictamente positivo, entonces la aplicacién h : S' — O, definida por

- T
h(e') =@ | —t
@)= (5t0).

donde ¢ € [0,27], es un difeomorfismo C* entre la circunferencia unidad y la 6rbita O,, y en este caso
decimos que O, es periddica. ]

La siguiente proposicion nos dice que las érbitas inyectivas, si tienen limite dentro de €2 al aproxi-
marse a un extremo de su intervalo maximal de definicidn, entonces sélo pueden acabar en un punto de
equilibrio. Por supuesto, también pueden acabar en la frontera de €2, o, cuando el tiempo maximal es
infinito, permanecer dentro de {2 sin acabar en ningun punto concreto (por ejemplo porque den vueltas
aproximdndose en espiral a una 6rbita periddica).

Proposicion 5.14. Sean f : Q — R™ un campo de clase C', v € Q, y denotemos I, = («a, 3), el
intervalo maximal de definicion de ®,(t). Supongamos que existe lim;_,3- ®,(t) = x¢ € (). Entonces
8 = 400, y xg es un punto de equilibrio.

(Andlogamente, si existe lim;_,+ ®;(t) = yo entonces a« = —oo e yo es un punto de equilibrio.)

Demostracion. Como O = {®(t,x) : t € [0,3)} estd contenida en el compacto {®(¢,x) : t €
[0,8)} U {xo}, por el Corolario debe tenerse § = +o0. Entonces las hipétesis del eunuciado
implican que existe
lim ®(t) = lim f(D(t,2)) = f(xo).
t—o0

t—o00
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Entonces, si denotamos £(t) = ®(t,x), y &1(t), ..., & (L) son las funciones componentes de £(t), apli-
cando el teorema del valor medio en el intervalo [t, ¢ + 1] a cada una de estas funciones obtenemos que
existe s7 € [t,¢ + 1] tal que ‘

§i(t+1) = &(t) = &(s).
Tomando limites cuando ¢ — oo, y teniendo en cuenta que ya sabemos que existe limy_,~, &'(t) = f(xo),
obtenemos

— o 2d — 1 £ — () = lim £(s7) = lim &
0=uxp —ap= lim &t +1) = &(t) = lim &(sy) = lim &(?)
paracada j = 1,...,n, luego

0= lm &'(t) = f(z0),

t—o00

y asi resulta que x( es un punto de equilibrio. O

A continuacién enunciamos dos proposiciones que son bastante utiles en la practica a la hora de
dibujar diagramas de fases, y cuyas demostraciones, atln sin ser triviales, proponemos como ejercicios
muy interesantes para el lector (limitdndonos a indicarle que es conveniente usar la Proposicién [5.14).

Proposicion 5.15. Sea C una curva cerrada simple en Q0 C R" (conn > 2), ysea f : Q@ — R" un
campo C*. Supongamos que C no contiene puntos de equilibrio de f, y que O, C C. Entonces O, = C,
y en particular la curva t — ®(t, ) es periddica.

Proposicion 5.16. Sea C' un conjunto homeomorfo a una recta en 2 C R", y sea f : Q@ — R"™ un campo
C. Supongamos que C no contiene puntos de equilibrio de f, y que O, C C. Entonces O, = C, y en
particular la curva t — ®(t, ) es inyectiva.

5.4. Integrales primeras de un campo

En esta seccion estudiamos otra herramienta que resulta muy Ttil a la hora de dibujar diagramas de
fase.

Definicién 5.5. Sea f : 2 C R® — R”™ un campo vectorial C''. Se dice que una funcién continua y no
constante H : () — R es una integral primera del campo f si H es constante sobre las curvas integrales
de f, es decir si para todo z existe ¢, tal que H(®(t,z)) = ¢, paratodo t € I.

Por tanto si H es una integral primera de f, las curvas integrales de f estan contenidas en los con-
juntos de nivel de H. Esto resulta especialmente interesante en dimensién n = 2 ya que en este caso
los conjuntos de nivel de H son tipicamente curvas (o puntos). Cuando una de estas curvas no contiene
puntos de equilibrio entonces pueden aplicarse las Proposiciones[5.15|0[5.16] para deducir que este con-
junto de nivel es en realidad una curva integral del sistema. En la seleccion de problemas al final de este
capitulo pueden encontrarse ejemplos que ilustran esta técnica.

A continuacién vemos una condicién que caracteriza las integrales primeras de un campo vectorial.

Proposicion 5.17. Sea H una funcién diferenciable, no constante. Entonces H es una integral primera
de un campo f : Q@ — R" si 'y sélo si (VH(x), f(z)) = 0 para todo x € S.

Demostracion. (=): Si H(®(t,x)) es constante para todo ¢ entonces, derivando,

0= SH@(,2)) = (VH(®(t,2)), 5 8(t2)) = (VH(@(5,2)), f(B(t,2))

y en particular (haciendo ¢ = 0) tenemos que (VH (x), f(x)) = 0.
(<):Si(VH(y), f(y)) = 0 para todo y, entonces el mismo célculo (poniendo y = ®(t, x)) prueba que

G H@®(1,2)) = (VH(®(t,2)), f(2(1,2))) = 0,

luego la funcién ¢t — H(®(¢,x)) es constante para cada z, es decir, H es constante sobre cada curva
integral de f. O
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Una familia de ejemplos tipicos de sistemas con integrales primeras es la de los sistemas conservati-
vos, en los que la energia total permanece constante a lo largo de cada curva integral (y por tanto dicha
energia es una integral primera). Ver el problema

5.5. Reparametrizacion

Un cambio de pardmetro (o reparametrizacién) es una aplicacidn estrictamente mondtona y derivable
entre dos intervalos de R ,
o:J—=1.

Si se aplica un cambio de pardmetro a una solucién z(t) de la ecuacién ' = f(z), se tiene que la
funcién y(s) = z(o(s)) satisface la ecuacion y'(s) = o’(s) f(y(s)). El efecto es simplemente que varia
la velocidad con la que se recorre cada trayectoria, pero no la propia trayectoria: las imagenes de las
curvas x e y son la misma. Cuando o es creciente, la trayectoria se recorre ademds en el mismo sentido,
mientras que si o es decreciente, y recorre la trayectoria de x en sentido contrario al de esta.

Puesto que los cambios de sentido en el recorrido de las trayectorias son indeseables desde nuestro
punto de vista (porque, entre otras cosas, afectan a conceptos tales como la estabilidad de un sistema,
que estudiaremos en los préximos capitulos), en lo que sigue consideraremos sélo cambios de pardmetro
que sean crecientes.

A veces, mediante un cambio de pardmetro se puede simplificar una ecuacién diferencial.

Proposicién 5.18. Sea f un campo vectorial de clase C* definido sobre un abierto ) de R", y sea
p: Q — (0,00) una funcion continua y estrictamente positiva. Entonces, dada una solucion x(t) del

PVI
{x’(t) = pla(t)) f(x(t))

4
z(0) = xo, 54

es posible encontrar un cambio de pardmetro o tal que y(s) = x(o(s)) es solucion de

{y'<s> = [(u(s)) 5:5)

Por tanto, las drbitas de los sistemas ¥’ = p(z)f(x) y 2’ = f(x) son las mismas, y en particular los
diagramas de fases de estos dos sistemas son iguales.

Demostracion. Suponiendo x : I — €2, consideremos la funcién

(1) = /0 p((s))ds

definida sobre I. Nétese que 7/(t) = p(x(z)) > 0, luego 7 estrictamente creciente, y por tanto tiene una
inversao : 7(1) — I,
a(s) =77"(s),

que también es estrictamente creciente, y su derivada viene dada por

En particular o es un cambio de pardmetro. Entonces, si x(¢) es solucién de (5.4), y definimos y(s) =
z(o(s)), tenemos que

luego y(s) es solucién de (5.5)). O
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El siguiente resultado nos dice que, dado cualquier campo vectorial C'* en un abierto 2 de R”, no
necesariamente completo, siempre puede encontrarse otro campo que si es completo y tiene el mismo
diagrama de fases. Por tanto, a efectos del estudio tedrico de las propiedades de las 6rbitas de un sistema
auténomo en un abierto {2 de R”, puede siempre suponerse que el flujo de dicho campo vectorial esta
definido en todo R x €.

Teorema 5.19. Sean Q un abierto de R, y f : Q@ — R™ un campo vectorial de clase C*. Entonces
existe un campo vectorial completo g : 0 — R” de clase C' tal que, para cada x € ),

(’)j; ={P(f)(t,x):t € I,} ={P(g)(t,z) : t € R} =: O,

donde ®(f) y ®(g) denotan el flujo de f y el flujo de g, respectivamente. Es decir, f'y g tienen los mismos
diagramas de fases.

Demostracion. Para fijar las ideas fundamentales, veamos primero el caso mas facil en que {2 = R". En

este caso basta definir .

PO = TR

que es una funcién de clase C'! y estrictamente positiva en R™. Entonces, si ponemos

g(x) := p(x) f (),

es evidente que g : Q — R" es de clase C'! y acotado, luego por la Proposicién g es completo, y por
la Proposiciénlos sistemas ' = f(x)y 2/ = g(z) tienen los mismos diagramas de fases.

Consideremos ahora el caso mds dificil en que 2 # R™. Ahora ya no podemos usar la misma
funcién p y la Proposicion[5.4] porque las soluciones podrian acabar en la frontera de 2 en tiempo finito.
Lo que vamos a hacer para corregir este defecto es multiplicar la funcién p anterior por una funcién
6 : R™ — [0, 1] de clase C'! que sea estrictamente positiva en (2, e idénticamente nula fuera de Q. Este
tipo de funciones # siempre existen para cualquier abierto (e incluso con k = c0); véase por ejemplo [3}
Problema 10.34]. De hecho la misma construccion de esta funcion 6 puede modificarse de forma sencilla
para obtener que

m  O(z) (I[f (@)l + |1Df(@)]]) = 0 (5.6)

yeQ,y—x
para todo x € 0.
Definamos pues
O(z)f (x) :
G(a) = L THIF@E ST e
0 siz € R\ Q
y observemos que g € C(R™). Es también evidente que f € C1(R™\ 92, R™). Veamos que § también

es diferenciable, con derivada continua, en 9€2. Dado x € 952, tenemos g(z) = 0, 8(z) = 0, DO(x) =0
y, para todo y € (2,

I 0(y)f(y)
gy) —glo)|| =||——==51| < |0(y)| = 10(y) — O0(x) — DO(x)(y — )| = o(|ly — x|).
19(y) — g(2) H1+||f(y)\|2 10(y)| = 10(y) — () (@)(y — )] = o(ly — )

Por otra parte, si y € R"™ \ © entonces |g(y) — g(x)| = 0. Por tanto g es diferenciable en x, con

Dg(z) = 0. La derivada de g es entonces

(1+]1 £ (@)[12)(DO() (-) £ () +0(z) D f (2)(-)—20(x) (f (x),D f ()(-))
Dg(x) = (A+f @)1
0 siz e R™\ Q,

sixz €

y usando (5.6) es inmediato ver que D3 es continua en 92. Por tanto § € C'(R", R"). Ademds, es
evidente que g es acotado, y por tanto, por la Proposicién[5.4]su flujo estd definido en R x R™. Conside-
rando la restriccion de este campo ¢ a €2, denotdandola por g, y aplicando la Proposicién|5.18} vemos que
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los diagramas de fases de g y de f son iguales. Para terminar, s6lo queda ver que las curvas integrales
de g que comienzan en {2 permanecen en {2 para todo tiempo ¢t € R, lo que equivale a decir que el
flujo ®(g)(t, x) de g es también completo. Y en efecto, dado = € €2, si existiera t; € R\ {0} tal que
®(g)(t1,z) € 00 entonces t — P(g)(t, x) seria solucién del PVI

{z'(t) = §(=(1))
z(t1) = ®(g)(t1, x).

Pero la tnica solucién de este problema es la constante, z(t) = ®(g)(¢1, x), ya que todos los puntos de
052 son de equilibrio para el campo g. Entonces tendriamos que ®(g) (¢, x) = ®(g)(¢1, x) para todo ¢, lo
cual es absurdo, ya que ¢(¢)(0,z) =z ¢ 0Q 3 ®(g)(t1, x). O

Observacion 5.20. El enunciado del teorema anterior es también cierto cambiando C'' por C*, y la
demostracion es muy parecida, aunque las dificultades técnicas son mayores; se invita al lector a consi-
derarlas, y a resolverlas si este problema lo motiva suficientemente.

5.6. Problemas

Problema 5.1. Dibujar el campo vectorial f(x,y) = (y,—senx) asociado a la ecuacién del péndulo
2’ +senz = 0.

Problema 5.2. ;Puede ¢(t) = (sen(t), sen(2t)) ser solucién de una ecuacion auténoma x’ = f(z)? ;Y
de una ecuacién no auténoma?

Problema 5.3. Demostrar que ®(¢,z) = e'(1 + z) — 1 es un sistema dindmico continuo, y hallar el
campo vectorial del cual es flujo.

Problema 5.4. Calcular el flujo ®(¢, x, y) del sistema
=z
¥ =9

Problema 5.5. Calcular el flujo paramétrico ®(¢,z,a,b) de la ecuacion logistica 2’ = az — bz?, in-
dicando su dominio. Obtener y resolver las ecuaciones variacionales lineales asociadas a las derivadas
parciales del flujo respecto de las variables z, a,b, y comparar los resultados con los conseguidos al
derivar directamente la férmula para ®(¢, x, a, b).

y esbozar su diagrama de fases.

Problema 5.6. Demostrar que si v : R — R" es continua, periédica y no constante, entonces -y posee
un periodo minimo 7" > 0.

Problema 5.7. Sea C una curva cerrada simple en 2 C R" (conn > 2), y sea f : 2 — R" un campo
C'. Supongamos que C' no contiene puntos de equilibrio de f, y que O, C C. Demostrar que entonces
O, = C, y en particular la curva ¢t — ®(¢, z) es periddica.

Problema 5.8. Sea C un conjunto homeomorfo a unarectaen 2 C R”, y sea f :  — R™ un campo C'".
Supongamos que C' no contiene puntos de equilibrio de f, y que O, C C. Probar que entonces O, = C,
y en particular la curva t — ®(t, z) es inyectiva.

Problema 5.9. Hallar integrales primeras de los campos siguientes, y dibujar el diagrama de fases del
sistema (', y') = f(z,y):

L. f(x,y) = (yv _:E)
2. f(z,y) = (y, )
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3. flz,y) = (z(1 —y), —y(1 —y))
4. flz,y) = (x(y?® —z), —y(y* — x))

Problema 5.10. Probar que el campo f : R? — R2, f(x,y) = (x,y) no posee ninguna integral primera
(no constante).

Problema 5.11. Probar que todo sistema de la forma

admite una integral primera de la forma H(x,y) = A(z) + B(y).

Problema 5.12 (Teorema de conservacién de la energia). Consideremos un sistema x” = f(x), donde
f(z) = =VU(z), siendo U € C?(2,R). Se define la energia cinética del sistema como

1

T(@') = Slo'|?

la energia potencial como U (x), y la energia total como
E(t) =T(2'(t)) + U(z(t)).

Probar que se tiene

d
—E(t)=0
3 E®

para todo ¢, es decir, la energia total del sistema permanece constante a lo largo de cada curva integral.
Se dice que un sistema de esta forma es un sistema conservativo.

Problema 5.13. Los modelos de combate de Lanchester distinguen entre combates regulares (en los que
las bajas producidas en el ejército enemigo son proporcionales a la talla del ejército propio), y los de
tipo guerrilla (en los que el nimero de bajas es proporcional al nimero de encuentros entre las fuerzas
contendientes). El combate entre ejércitos regulares (sin refuerzos) corresponde al sistema lineal

= —ay
5.7
{y, ) (5.7)
con a, b > 0. El combate guerrilla (x)-regular (y) da lugar a
¥ = —cry
, (5.8)
y = —b.’E,
y el combate guerilla-guerrilla se comporta segin el sistema
7 = —cxy
, 5.9
Yy = —dzy.

En todos los casos las constantes a, b, ¢, d guardan relacién con la potencia de tiro por unidad de cada
ejéreito.

= Comprobar la ley de los cuadrados de Lanchester, segin la cual en el combate la cantidad
ay® — bx? permanece constante. Indicar para qué valores iniciales x, 7o resulta derrotado el ejér-
cito x, y para cudles los dos ejércitos se aniquilan mutuamente. ;Qué efecto tiene la duplicacién
de la razén yo/z¢?
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= Probar que en el combate se cumple la ley parabdlica cy® — 2bx = constante ;En qué medida
deberd incrementar y su potencial inicial yy para mantener su ventaja si se duplica el nimero inicial
xq de guerrilleros?

= Demostrar que en el combate se cumple la ley lineal dy — cx = constante.
Problema 5.14. Probar que toda solucién de 2/ 4+ x + 23 = 0 es periddica.

Problema 5.15. Usar el Teorema para demostrar el siguiente resultado (criterio negativo de Ben-
dixson): en un sistema plano (2’,y’) = f(z,y) no existen 6rbitas periddicas no constantes dentro de
ninguna regién simplemente conexa en la que div f tenga signo constante.

Problema 5.16. Mas en general, probar el siguiente criterio negativo de Dulac: si §2 es un dominio
simplemente conexo del plano y f,g : © — R son de clase C'! y existe una funcién y : 2 — (0, c0) de
clase C' tal que

0 0
- + -
5 ) ay(ug)
tiene signo constante en {2, entonces el sistema
a' = f(z,y)
Y =g(z,y)
no tiene 6rbitas periddicas no constantes en 2.

Problema 5.17. Probar que el sistema

{ﬁ=x+ﬂw
Y = g(z) — 2y,

donde f,g : R — R son de clase C', no tiene ninguna 6rbita periédica no trivial.

Problema 5.18. Sea H : R” — R convexa, de clase C?, y tal que H alcanza un minimo global en
un dnico punto zy € R™. Demostrar que, para ¢ > H/(xg), los conjuntos de nivel H(x) = ¢ definen
variedades diferenciables de clase C'!' y codimensién uno en R, todas ellas difeomorfas a esferas. En
particular, en el caso n = 2, probar que dichos conjuntos de nivel son curvas cerradas simples.

Problema 5.19. Sea H : R?" — R de clase C?. Encontrar una integral primera del campo f : R?" —
R?" definido por
_( OH OH O0H 0H

f = <8xn+1,..., 8$2n7_8w17.“7_83jn> .

Problema 5.20. Demostrar que el flujo del campo vectorial f del ejercicio anterior preserva los volime-
nes de las regiones en R?".

Problema 5.21. Demostrar que si €2 es un abierto acotado de R" y f : & — R" es un campo vectorial
de clase C'! y completo tal que divf > 0, entonces el flujo de f tiene la siguiente propiedad: para todo
abierto U de Q existen z € U y n € N tal que ®(n,z) € U.

Indicacion: considerar la sucesién de conjuntos {®(n, U) }nen.

Problema 5.22. Sea f : Q C R? — R? un campo vectorial C'' que posee una 6rbita periodica no
constante C' = O,,. Denotemos por U la region interior a C, y por @ el flujo de f. Demostrar que para
cada z € U se tiene que (¢, z) estd definido para todo ¢ € R, y que ®,(U) = U paratodo t € R.

Problema 5.23. Hallar una integral primera del campo asociado a la ecuacién del péndulo = + sen x =
0, y dibujar el diagrama de fases correspondiente.
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/
=2
Problema 5.24. Dibujar el diagrama de fases del sistema {x/ ;Uy 9
Yy =ax°—y°.

I — e _ 1]
Problema 5.25. Dibujar el diagrama de fases del sistema {$ ¢

Yy = —ye".
I‘, — yel+m2+y2
Problema 5.26. Probar que toda solucién del sistema 2, o  €speriddica.
y/ _ —x61+I +y

Problema 5.27. La carga z(t) en un circuito eléctrico no lineal viene dada por
(1 —2'(t)*)2" (t) + X2/ (t) + z(t) = 0.
Hallar una integral primera en el caso A = 0 y trazar las 6rbitas. ;Qué sucede en las rectas x = £1?

Problema 5.28. En todos los problemas anteriores, identificar los campos vectoriales cuyos flujos pre-
servan volimenes.
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Capitulo 6

Estructura local del flujo. Sistemas
conjugados. Clasificacion topologica de los
flujos lineales hiperbdlicos.

En este capitulo iniciaremos el estudio del comportamiento local del flujo de un sistema auténomo
x’ = f(x). Como es bien sabido, las ecuaciones diferenciales no admiten en general soluciones explici-
tas, y por ello resulta necesario disponer de métodos que permitan obtener informacién al menos sobre el
comportamiento del sistema en un entorno de un punto dado zy. Cuando este punto es regular (es decir
f(xo) # 0), veremos que el comportamiento del flujo es localmente trivial cerca de xg, en el sentido de
que al cortar las 6rbitas del sistema con un entorno adecuado de zg obtenemos una coleccion de trozos
de curvas casi paralelos al vector f(x); este resultado se conoce como el teorema del flujo tubular. Por
consiguiente, desde un punto de vista local, el sistema presentard un comportamiento interesante s6lo
en los puntos zg que sean de equilibrio. En estos puntos de equilibrio, la cuestiéon fundamental que nos
ocupara en este capitulo y que culminara en el siguiente es esta: ;hasta qué punto el comportamiento del
sistema lineal ' = D f(x()x es una buena aproximacién del comportamiento real de un sistema no lineal
x’ = f(x), al menos si estamos suficientemente cerca de xo? Como veremos, la respuesta mas rotunda a
esta pregunta es que si los autovalores de D f(z() tienen partes reales no nulas, se podran encontrar en-
tornos abiertos U y V' del punto zg y un homeomorfismo ¢ : U — V que lleva la interseccién de U con
el diagrama de fases del sistema 2’ = f(z) en la interseccién de V' con el diagrama de fases del sistema
2’ = Df(xg)z. En este sentido podra decirse que nuestra aproximacion lineal del sistema no lineal es
fiable, porque el diagrama de fases de la aproximacion lineal es similar al diagrama de fases del sistema
no lineal, en un entorno suficientemente pequefio del punto de equilibrio. Este tipo de preguntas esti en
estrecha relacién con una cuestién muy importante en la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias: la
de la estabilidad de un punto de equilibrio, que puede resumirse en estas dos preguntas (suponiendo por
ejemplo que el flujo de f es completo). ;Si x estd suficientemente cerca de un punto de equilibrio xg,
permanecerd (¢, x) cerca de xg cuando ¢t — 00? ¢ Sucederd incluso que limy_, o, P (¢, x) = z¢?

Para empezar a analizar estas cuestiones con mds precision necesitamos una nueva nocién, la de
campos vectoriales conjugados, y también hacer un estudio del comportamiento de los sistemas lineales
cerca del origen.

6.1. Cambios de coordenadas y campos conjugados

A veces un cambio de coordenadas adecuado puede simplificar un sistema, incluso hasta el punto de
poder obtener una solucidn trivial en las nuevas coordenadas. Por ejemplo, consideremos la ecuacién del
péndulo sin rozamiento 2" 4+ = = 0, que es equivalente al sistema lineal auténomo

=y

/
Yy =—I,
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cuya solucién podemos calcular mediante la exponencial de su matriz y la teoria recordada en el Capitulo
4. Una forma mas directa de encontrar las soluciones de este sistema es hacer un cambio a coordenadas
polares, es decir z(t) = p(t) cos0(t), y = p(t) sen 6(t). Igualando la derivada de la primera de estas
expresiones a la segunda expresion, y la derivada de la segunda expresion al opuesto de la primera
expresion, y después de ciertas simplificaciones sencillas, obtenemos el siguiente sistema equivalente

p(t)=0

el(t) = _17
cuyas soluciones son (p(t),6(t)) = (po, 6o — t), y se concluye deshaciendo el cambio de coordenadas
que las soluciones del primer sistema son z(t) = zg cost + ygsent, y(t) = yocost — xqsent.

Esta idea de transformar un sistema en otro potencialmente mds simple mediante el uso de un difeo-
morfismo local es la que nos lleva a la siguiente definicién.

Definicién 6.1. Sea h : U — V un difeomorfismo de clase C* entre dos abiertos de R™, y sea f : U —
R™ un campo de clase C'*. Se define el campo h. f : V — R" por

y = h(z) = h.f(y) := Dh(x) f(x) = Dh(h™(y)) f(h" (y)).

Con esta definicién de h, f se cumple que ~ es una curva integral de f que pasa por zg si y sélo
si h o7 es una curva integral de h. f que pasa por yo = h(zg). De hecho esta propiedad caracteriza al
campo h, f, como vemos a continuacion.

Proposicién 6.1 (Cambios de coordenadas). Sean f : U — R™ g : V. — R"™ campos C*, y sea
h: U — V un difeomorfismo de clase C*. Si ®(f) : D(f) — Uy ®(g) : D(g) — V son los flujos de f

Y g, respectivamente, las siguientes condiciones son equivalentes:
1. g=hf
2. (t,2) € D(f) <= (th(@)) € D(g), yh(®(f)(t 7)) = Bg)(t, h(x)) paratodo (t,x) € D(F).

Demostracion. (=): Sea x € U,y denotemos y = h(x). SeaN (t) = ®(f)(t,z), o(t) = h(y(t)).
Derivando obtenemos

o'(t) = Dh(v(t))Y'(t) = Dh((t))f(v(t)) = haf (R((1))) = D f (o (1)) = g(o (1)),

y por supuesto o(0) = h(v(0)) = h(xz) = y. Por tanto h lleva curvas integrales de 2’ = f(z) definidas
en un intervalo J en curvas integrales de z/ = g(z) definidas en el mismo intervalo .J. Andlogamente
h~! lleva curvas integrales del segundo sistema en curvas integrales del primero. Como h es biyectiva
esto implica también que I. L z(m) para cada x € U (donde I g]; denota el intervalo de existencia de la
solucién maximal de 2’ = f(z), 2(0) = x). En suma, D(f) = D(g),y h(®(f)(t,z)) = ®(g)(t, h(z))
para todo (t,z) € D(f).

(«<=): Partiendo de la igualdad h(®(f)(t,x)) = ®(g)(t, h(x)), derivando respecto de ¢ y luego poniendo
t = 0 se obtiene directamente Dh(x)f(z) = g(h(z)) para todo x, lo que significa que h. f = g. O

Definicion 6.2 (Campos conjugados). Cuando se cumple una (y por tanto ambas) de las condiciones
de la proposicién anterior, se dice que f y g son campos C* conjugados. También se dice que f y g
son campos topoldgicamente conjugados si existe un homeomorfismo h : U — V tal que se cumple la
segunda condicién de la proposicion (en este caso la primera condicién ya no tiene sentido en general).

Es facil demostrar (y se propone como ejercicio) que la relacién de conjugacién que acabamos de
definir es una relacién de equivalencia entre campos. Es inmediato que toda conjugacién topoldgica h
entre dos campos f y g leva las 6rbitas de f en las orbitas de g; es decir,

nOL) = h ({0(f)(t) :t € I}) = Of ) = {@(g)(t b)) s t € T}, }.
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donde I denota el intervalo de existencia de la solucién maximal de 2/ = f (2), 2(0) = x. También es
facil probar, y se deja como ejercicio, que h lleva puntos de equilibrio en puntos de equilibrio, érbitas
periddicas en Orbitas periddicas, y Orbitas inyectivas en drbitas inyectivas.

En general puede decirse que el aspecto cualitativo del sistema se conserva por conjungaciones to-
poldgicas.

El siguiente resultado nos dice exactamente cudndo dos sistemas lineales son C'*-conjugados ara
k > 1. El caso k = 0 (es decir, conjugacion topoldgica) es diferente y lo estudiaremos al final de este
capitulo.

Proposicion 6.2. Sean A, B € L(R"™,R"™). Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. Los sistemas &' = Az y 2’ = Bx son C* conjugados para algiin k > 1.
2. Existe P isomorfismo lineal tal que Pe' = e'B P para todo t € R.
3. existe P isomorfismo lineal tal que PA = BP (es decir A y B son semejantes).

Demostracion. (1) = (3): Como el flujo de 2’ = Az es ez y el de 2/ = Bz es e'Pr, 1a hipétesis
de conjugacion entre estos sistemas equivale a decir que existe un difeomorfismo h : R” — R"™ de clase
C* tal que

h(etz) = eBh(x)

para todo x € R", ¢t € R. Derivando esta igualdad respecto de ¢ obtenemos
Dh(ez)Aet z = Be!Ph(z),

y poniendo ¢ = 0 que
Dh(z)Ax = Bh(x)

para todo x € R™. En particular para x = 0 se tiene
0 = Dh(0)A0 = Bh(0).

Por tanto
Dh(z)Ax = Bh(x) — Bh(0) = B(h(x) — h(0))

Para todo = € R”. Fijando ahora y € R" y considerando x de la forma z = Ay, con A € R\ {0}
obtenemos

ADh(Ay) Ay = Dh(Ay)A(Ay) = B(h(Ay) — 1(0)),
luego
Dh(0)Ay = )1\15)% Dh(\y)Ay = )1\11)1?(1] Bh()\y))\—h(()) = BDh(0)y,
es decir, denotando P = DAh(0), tenemos
PAy = BPy

para todo y € R™, luego A y B son semejantes (ndtese que det P # 0 ya que h es difeomorfismo).
(3) = (2): Sabemos que esto es asi por la teoria del Capitulo 4.
(2) = (1): es trivial. O
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6.2. Estructura local de las érbitas cerca de un punto regular

El siguiente resultado nos dice que si x es un punto regular de 2/ = f(x) entonces f es localmente
C*-conjugado, cerca de z(, a un campo constante no nulo (por ejemplo g(z1, 2, ..., 2,) = (1,0, ...,0)).
Por tanto el aspecto del diagrama de fases de 2/ = f(z) cerca de z va a ser simplemente el de una
coleccion de trozos de curvas que estin muy cerca de ser paralelos al vector f(zp). En este sentido
puede decirse que el comportamiento local de cualquier sistema auténomo cerca de un punto regular es
bastante trivial.

.2'.'2 Y2
BN - =
b% | |-
SO e
%“Q
Z; S;r_

Teorema 6.3 (del flujo tubular). Sean f : Q — R™ un campo vectorial de clase C*, y xq un punto
regular (es decir f(xo) # 0). Entonces existen entornos U y V de xo y de 0 respectivamente, y existe un
difeomorfismo h : U — V de clase C* tales que h.f = g, donde g(y) = (1,0, ..., 0).

Es decir, para todo sistema autéonomo ' = f(x) existe un cambio de coordenadas local, en un
entorno de un punto regular, que lo transforma en el sistema

Y1
yp =0
Yp, =0

En particular, las intersecciones de las orbitas con dicho entorno son difeomorfas a una coleccion de
segmentos paralelos (flujo tubular).

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que g = 0 y también, salvo composicion
con un isomorfismo lineal, que f(0) = (1,0, ..., 0). Para los puntos z del hiperplano x; = 0, el difeomor-
fismo h que buscamos debe llevar el punto ®(¢, (0, x9, ..., x,)) al punto (0, z2, ..., ) + (1,0, ...,0) =
(t,z2,...xy,). Por tanto h debe ser una inversa local de

w(x) = (13(331, (O, T2y euny xn)),
aplicacién que estd bien definida en un entorno de 0. El jacobiano de v en 0 viene dado por

0® 00 0®

det Dl/J(O) = det <8t’ %7 ceey axn

> =detl=1+#0,
|t=0,2=0

ya que
0P 0P

_ — y _
0x |t=0,2=0 ’ ot [t=0,2=0
Entonces podemos aplicar el teorema de la funcién inversa para deducir que existen entornos V' 'y U de 0

tales que 1 : V' — U es un difeomorfismo de clase C*, con una inversa ¢! : U — V que denotaremos
h = 1~!. Observemos que

= f(0) = (1,0,...,0).

o 0

Dy(@)g(e) = D()(1,0,....0) = 70 = 7

(0,9, ...,xp) = f(P(x1, (0,22, ..., 23))) = f(¥(x)),

es decir f = 1,g, y por tanto g = h. f. O
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6.3. Clasificacion topolégica de los flujos lineales hiperbélicos

En esta secciéon vamos a responder a la siguiente pregunta: ;cuando dos sistemas lineales 2’ = A,
a2’ = Bz son topoldgicamente conjugados?
Comenzamos estudiando un dos casos especiales de sistemas lineales: los surtidores y los sumideros.

Definicion 6.3. Sea A € L(R™,R"). Se dice que A es una contraccion, y que 0 es un sumidero del
sistema ' = Az, si lfm;_,, o ez = 0 para todo 2 € R™.

Se dice que A es una dilatacién, y que 0 es un surtidor del sistema 2/ = Az, si lim;_, o, etdz = 0
para todo x € R™.

Es facil ver que si A es dilatacion o contraccion entonces det A # 0. También es facil demostrar que
si Ay B son topolégicamente conjugados entonces A es contraccion (resp. dilatacion) si y sé6lo si B lo
es, y que A es contraccion si y sélo si — A es dilatacion.

De hecho el siguiente teorema nos dice que todos los sumideros lineales son topolégicamente conju-
gadasax’ = —x.

Teorema 6.4. Sea A € L(R™,R™). Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
1. 0 es un sumidero del sistema ¥’ = Ax.
2. ReX < 0 para todo A autovalor de A.
3. Existen K,b > 0 tal que ||etz|| < K e~ %||z|| para todo = € R", t > 0.
4. El sistema ' = Ax es topolégicamente conjugado con v’ = —ux.

Antes de demostrar el teorema detengdmonos un momento para sopesar la fuerza de la afirmacioén
(4) de este enunciado. Por ejemplo si ImA # 0 para algtn autovalor A de A con ReA < 0, sabemos
que hay soluciones y(t) que convergen en espiral al origen, cuando ¢ — oo. Entonces una conjugacion
topoldgica h como la que proporciona (4) debe desenrollar esta espiral y(t), transformandolas en la
curva integral e *h(y(0)), que para t € [0, 00) parametriza el segmento de recta (0, h(y(0))] y converge
al origen en tiempo infinito. Que una aplicacién h sea capaz de producir este efecto de enderezamiento
de las espirales impide que su inversa h~! sea diferenciable en el origen. Por esta razén, entre otras, en
el teorema anterior la conjugacién h no puede obtenerse de clase C'!, salvo cuando A es semejante a —I
(ver la Proposicién[6.2).

i Y/
NN

Sin embargo, el teorema nos dice que si que puede obtenerse un homeomorfismo A : R* — R"
que desenrolla todas estas espirales, transformandolas en segmentos semiabiertos, lo cual es en si mismo
bastante notable.

A la vez este hecho muestra las limitaciones de las conjugaciones topolégicas para estudiar el aspec-
to cualitativo de un sistema auténomo: la informacién de que haya soluciones que converjan en espiral
al origen, dando infinitas vueltas cada vez mds cerradas antes de llegar a él, es ciertamente relevante,
y sin embargo las conjugaciones topoldgicas no preservan estos fendmenos. Por ello si uno quiere te-
ner una idea mds precisa del comportamiento cualitativo de un sistema auténomo, lo mejor es manejar
conjugaciones de clase C'* por lo menos, siempre que sea posible.
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Demostracion del Teoremal6.4l (4) = (1): es inmediata, teniendo en cuenta las observaciones ante-
riores (ver el problema , y el hecho evidente de que 2’ = —x es contraccién (su flujo es e~ 'x).

(1) = (2): si existiera un autovalor A = a+1i/3 de A con ReA = a > 0 entonces también existiria una
solucién de ' = Ax de laforma y(t) = e'® cos(t83)ug+ e sen(t3) vy (donde 3 puede ser nulo, y ug, vo
son vectores de R™, al menos uno de ellos no nulo. Para esta solucion no se tiene que lim;_,~, y(t) = 0,
lo que contradice (1).

(2) = (3): tomemos b tal que

0 < b < min{—ReA : X autovalor de A},

y observemos que

etA — eftbet(A+bH)‘ (61)

Por la definicién de b, y recordando el problema , todas las entradas de la matriz de e!(A*+%) estin
acotadas por funciones del tipo e/RAMIC(A)(1 + ¢ + 312 + ... + 1¢™), donde C(A) es una constante
que s6lo depende de A y A es un autovalor de A, y como ReX + b < 0, cada una de estas cotas tiende a
0 cuando ¢ — oo, luego (al ser continuas) estas cotas estdn acotadas uniformemente en [0, co). Por tanto

existe K > 0 tal que
Het(Aer]I)H <K

para todo ¢t € [0, 00), lo que combinado con (6.1]) nos permite concluir que
e < Ke™* ||

paratodo x € R™ ytodo t > 0.
(3) = (4). Definamos Q(z) = [;° [le™*x|2dt = [;°(e"x, e z)dt (aqui || - || se supone que es la
norma euclidea usual). Es facil comprobar que () esta bien definida y es una forma cuadratica definida
positiva (que proviene de un producto escalar en R™ y define una norma equivalente a la usual). En
particular existen o, 3 > 0 tales que af|z||? < Q(x) < B||x||? para todo x € R™,

Fijemos ahora z # 0 y definamos

g(t) = Q(ex).

Noétese que, para todo t > 0, (3) implica que

Q(e™2) > alle™ il > g™l x|? = £ |all,

K? K?
luego lim; s ||Q(e 4 2)|| = 00, lo que equivale a decir que
im0 = .

Por otro lado, para todo ¢ > 0,
g(t) = Q(e"'z) < Blle x| < BKe ||z,
luego

lim g(t) = 0.

t—o00

Por tanto existe algin ¢,, € R tal que g(¢,) = 1. Pero ademas

oo o0 o
ot) = [ leettaltas = [ e = [ e e,
0 0 t

luego
g'(t) = —lle"z|* <0 (6.2)

para todo ¢ € R, y por tanto este nimero ¢, es el inico con esta propiedad.
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Ademis, considerando la funcién F(x,t) = Q(e*42) y la ecuacién F(z,t) = 1, podemos usar el
teorema de la funcién implicita y el hecho de que OF/dt = ¢'(t) < 0 si & # 0 para deducir que la
funcién R \ {0} > x — t(x) :=t, € R es de clase C*°.

Definamos ahora h : R® — R" por

h(z) = {et(‘”)et(ﬂcmx s% x#0
0 siz =0.

Lo que va a hacer esta aplicacién h es enderezar el flujo ez, manteniendo invariante el elipsoide

E :={x € R": Q(x) = 1}. La manera en que esto se consigue es la siguiente: para cada x, averiguamos
el tiempo #(2) en que la érbita {e!4x : t € R} corta al elipsoide {Q = 1}, y transformamos esta 6rbita
en la semirrecta cuyo extremo es el origen y que pasa por el punto de corte et@ Az Tlevando el punto x
al punto que dista €'(*) del origen dentro de esta semirrecta.

Veamos que h es en efecto una conjugacién topoldgica entre los sistemas 2’ = Ax y 2/ = —ux.
Supongamos que x # 0, y que

entonces
e—t(x)y _ €t(x)Al',

y aplicando ) y usando la definicién de t(x) tenemos

e DQ(y) = Q) = 1,

es decir )
y por tanto
1 1
_ —t@)A,—t®), ) _ —3 log(Q(y))A
r=e (e Y) Q(y)l/Qe 2 Y.

Estos célculos muestran que h es una biyeccion con inversa

_ 1/2 .
h'(y) = auyree Wy iy o,
0 siy =0,

cuya restriccién a R™ \ {0} es un difeomorfismo C°.
Ademis h~! es continua en 0, ya que, para 0 < Q(y) < 1, usando (3), tenemos

Q') = Q (16—10g<Q<y>1/2>Ay) =L g (emenan ) <

Qy)'/? Qy)
L o ll—tee@w ), 12 <« BEZ aviog@w) )12 — g0y 191
Q(y)ﬂHe y < 0w Iol* = BK*Q(w)* 5 <
K2
%Q(y)bv

luego

lim Q(h~'(y)) =0,
Q(yHOQ( (y))

y como Q'/2 es una norma en R” se deduce que

lim Q(h ™" (y)) = 0 =h~"(0).

y—0
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Por otro lado, si y = h(z) # 0,

1, — 1 _ —tN1/2y4 1 _ —t 1/2
1 t log(Q(e A _—t log(e™ '@ A
e ty) = We 2(Qe™"y) /5 A, y (y)l/Qe g( (y)7%) y
1 _ —t\_ 1/2 1 _ 1/2 —
(—log(e=*)—log(Q(y)/*NA, _ tA —log(Q(y)t/*)A, __ tAh 1
y= e e y=e (y)a
Q(?/)l/z Q(y)l/z

es decir
(e th(x)) = e a,

que equivale a
h(etdz) = e7th(x).

Sélo queda ver que & es continua en 0. Obsérvese que si ()(z) = 1 entonces ¢g(0) = 1, luego t(z) = 0,
y asi h(z) = x. Es decir, h fija los puntos del elipsoide {@) = 1}, y en particular deja este elipsoide
invariante. Ademas, si 0 < Q(z) < 1 entonces g(0) = Q(z) < 1,y como g es decreciente y t(x) es la
tinica solucién de g = 1, tenemos ¢(z) < 0, luego

Q(h(z)) =Q (et(:v)et(;r)A$> — 2@ <et(;r)A$> _ Q) o
Es decir h, y por tanto también h =1, lleva {@Q < 1} en {Q < 1}. Entonces

o<1y = {Q<1}

l{@<1y

es biyectiva y continua, y como {@) < 1} es compacto entonces su inversa, que coincide con la restriccion
de h a {Q < 1}, también es continua. En particular esto implica que % es continua en 0. O

Observacion 6.5. En la demostracién del teorema anterior se ha construido una funcion positiva () tal
que DQ(z)Ax = —||z||* < 0 para todo = # 0 (es decir la funcién Q) decrece en la direccién del campo
vectorial A, o equivalentemente, dicho campo apunta hacia dentro de los elipsoides (Q(x) = constante).
Como veremos mas adelante, a este tipo de funcién se le llama funcién de Liapunov, y resulta muy ttil
para estudiar la estabilidad de los sistemas dindmicos.

El teorema anterior tiene una version andloga para surtidores.
Teorema 6.6. Sea A € L(R™,R"™). Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
1. 0 es un surtidor del sistema x' = Ax.
2. ReX > 0 para todo A autovalor de A.
3. Existen K,b > 0 tales que ||e*z| < K € ||z| para todo 2 € R™, s > 0.
4. Existen K;b > 0 tales que K~'e? < ||ety|| para todo y € R™ y todo t > 0.
5. El sistema ' = Ax es topoldgicamente conjugado con ' = x.

Demostracion. Se deja al cuidado del lector (basta aplicar el teorema anterior al sistema 2’ = —Ax). [

Pasamos ahora a estudiar la clasificacién de los sistemas lineales cuyos autovalores pueden tener
signos distintos.

Definicién 6.4 (Indice de estabilidad de los operadores hiperbdlicos). Sea A € L(R™, R"™). Se dice que A
es un operador hiperbdlico si todos sus autovalores tienen parte real no nula. En este caso se llama indice
de estabilidad de A al nimero de autovalores con parte real negativa, contados con su multiplicidad.



6.3. CLASIFICACION TOPOLOGICA DE LOS FLUJOS LINEALES HIPERBOLICOS 81

Definicion 6.5 (Variedades estable e inestable). Sea A € £L(R"™, R™) un operador hiperbélico. Se define
la variedad estable de A como

E,={zcR": lim ez =0},

t——+o0

y la variedad inestable de A como
_ no.o ¢ tA,. _
E,={zeR .tilzrlooe x = 0}.
Teorema 6.7. Sea A € L(R",R"™) un operador hiperbdlico con indice de estabilidad s. Entonces:
1. Eg, E, son subespacios vectoriales de R", con dimEs = s, yR" = E; & E,,.

2. Eq, E, son subespacios invariantes tanto por el campo A como por el flujo e (es decir, A(Es) C
E,, etA(ES) C Es, y andlogamente para E,,.

3. Existen k,b > 0 tales que
e x| < ke %|z|| paratodo x € E,
|ez| > keb||z| paratodo x € E,.

4. E, estd generado por los elementos de Ker(A — \;)%, donde los \j son los autovalores con parte
real negativa de A'y a; es la multiplicidad algebraica de \;. Andlogamente para E, (cambiando
autovalores con parte real negativa por autovalores con parte real positiva).

Demostracion. Se deja al cuidado del lector, con las siguientes indicaciones: en primer lugar, por la
Proposicién es facil ver que basta probarlo suponiendo que A coincide con su forma candnica de
Jordan J 4. En segundo lugar, si escribimos R* = E_ & F, y

J= 0
JA_J_(O J+)’

donde J~ : E_ — E_ agrupa los bloques de Jordan correspondientes a los autovalores de A con parte
real positiva, y J* : E, — E. agrupa los bloques correspondientes a los autovalores con parte real
negativa, es facil ver usando los teoremas[6.4]y[6.6|que E; = E_,y E, = E. O

Teorema 6.8 (Clasificacion topoldgica de los flujos lineales hiperbdlicos). Sean A, B € L(R™,R™) dos
operadores hiperbdlicos. Entonces los flujos de ' = Ax y de ' = Bx son topolégicamente conjugados
siy sdlo si Ay B tienen el mismo indice de estabilidad.

Demostracion. (=-): Nuevamente basta probarlo para A = J 4 (su froma canénica de Jordan) y B = Jp.
La matriz J 4 puede expresarse en la forma

(0
JA_(O J2>

donde J; : By — FE4p es una matriz de Jordan con autovalores de parte real negativay Jo : Ey —
F» es una matriz de Jordan con autovalores de parte real positiva, y R" = FE; & FEs. Por el Teorema

el sistema ) = Jyz; es topolégicamente conjugado (mediante un homeomorfismo h; : Ej —
Ey) con 2y = —xq, y por el Teorema xl, = Joxy es topolgicamente conjugado (mediante otro

homeomorfismo hy : EF5 — FEs) con xé = x9. Entonces es facil comprobar que el homeomorfismo
producto h(z1,x2) = (h1(x1), ho(z2)) define una conjugacion topoldgica entre los sistemas ' = Jz 'y
(27, 25) = (=21, 22).

De todo esto se deduce que si A y B tienen el mismo indice de estabilidad entonces son topoldgica-
mente conjugados al sistema (2, z,) = (—x1, z2), y por tanto también son topolégicamente conjugados
entre si.

(«<): Si h es una conjugacién topoldgica entre los flujos de A y de B entonces por el ejercicio
se tiene que h(Fs(A)) = Es(B). Y por el teorema de invariancia del dominio de Brouwer, los ho-
meomorfismos entre abiertos de espacios euclideos de dimensién finita conservan la dimensién, asi que
s(A) = s(B). O
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6.4. Problemas

Problema 6.1. Hacer un cambio a coordenadas polares en el plano para encontrar las soluciones de la
ecuacién z”/ + x = 0.

Problema 6.2. Probar que la relacién de conjugacién entre campos vectoriales C'! es una relacién de
equivalencia.

Problema 6.3. Sea h una conjugacién entre dos campos f y g. Probar también que A lleva puntos de
equilibrio de f en puntos de equilibrio de g, orbitas periédicas de f en orbitas periddicas de g, y Orbitas
inyectivas de f en drbitas inyectivas de g.

Problema 6.4. Dibujar el diagrama de fases del sistema

' =y
y =logx.

Problema 6.5. Encontrar las soluciones del sistema

ZC/
yl

Problema 6.6. Consideremos los sistemas

=y ¥=z-y
/ y /
y =y y =0

Comprobar que son conjugados y encontrar una conjugacion entre ambos.

$(x2 + y2)1/2
y(@® +y5)?

Problema 6.7. Esbozar el diagrama de fases y estudiar si son conjugados los sistemas lineales 2’ = Ax,
siendo A cada una de las matrices:

o) G o) (e 63) G

Problema 6.8. Consideremos el sistema

Expresarlo en coordenadas polares, y probar que las soluciones que comienzan en el disco D = {(z,y) :
22 + y? < 1} permanecen allf.

Problema 6.9. Consideremos los sistemas:
' = —y+z(2? + y?) = —y — x(2® + y?) = —y
@ 4, 2, .2 b9, 2, .2 © 9,
Yy =z +y@® +y°) Yy =z —y(@*+y°) y =z

Expresar (a) y (b) en coordenadas polares, esbozar el diagrama de fases, y estudiar si son localmente
conjugados.

Problema 6.10. Probar que si A es dilatacion o contraccion entonces det A # (. Probar también que si
A'y B son topoldgicamente conjugados entonces A es contraccion (resp. dilatacion) si 'y sélo si B lo es.
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Problema 6.11. Sea A € L(R™,R"™) una contraccién, y definamos @ : R” — [0, o0) por

Q(z) = / e |2dt = / (e Mgyt
0 0

Comprobar que () estd bien definida y es una forma cuadratica definida positiva que proviene de un
producto escalar en R", y por tanto define una norma equivalente a la usual. Comprobar también que
DQ(z)Azx = —||x||? para todo x € R".

Problema 6.12. Demostrar el Teorema[6.7]

Problema 6.13. Demostrar que si - es una conjugacién topoldgica entre los flujos de dos sistemas
lineales ' = Az y 2’ = Bux entonces h(FEs(A)) = E4(B) es decir, h lleva la variedad estable de A en
lade B.
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Capitulo 7

Estabilidad de los sistemas no lineales.

En este capitulo comenzaremos a estudiar la importanteﬂ cuestion de la estabilidad de un sistema
auténomo, y veremos que cuando un sistema no lineal 2’ = f(x) tiene un punto de equilibrio xz tal que
D f(zp) es un operador hiperbélico (es decir, todos sus autovalores tienen parte real no nula), entonces
la estabilidad del punto de equilibrio del sistema no lineal 2’ = f(x) equivale a la estabilidad del origen
para el sistema lineal 2’ = Ax, donde A = D f(x) es la parte lineal de f en z.

7.1. Estabilidad de un punto de equilibrio de un sistema auténomo

Definicién 7.1. Sea f :  C R™ — R" un campo C, y sea ¢ un punto de equilibrio de =’ = f(z).

1. Sedice que x es estable si para todo € > 0 existe § > 0 tal que para todo = € B(zg, ¢) la solucién
®(t, z) estd definida para todo t > 0y se tiene que ®(¢,x) € B(xg,¢) paratodo t > 0.

2. Se dice que x es asintoticamente estable si x es estable y ademads existe r > 0 tal que

lim ®(t,x) =z

t——+o00
para todo z € B(xo, ).

3. Sedice que xg es inestable si xy no es estable.

e
Sl

La afirmacién de que x( es estable equivale a la afirmacion de que para toda sucesion (zj) que
converge a xg se tiene que limy_, o, P(¢, ) = P(t, o) uniformemente en t € [0, +00) (ver el problema
7.1).

Conviene observar que existen sistemas auténomos con diagramas de fases como el de la siguiente
figura, que muestran que la condicién de que exista r > 0 tal que lim;_, 4o ®(¢,2) = xo para todo

"Un punto de equibrio puede ser irrelevante (por ejemplo desde un punto de vista fisico) si no es estable, porque pequeiias
perturbaciones en la condicién inicial pueden alejar mucho a la solucién del punto de equlibrio. Como en la realidad fisica
ninguna posicion ni cantidad puede medirse con precision absoluta, los puntos de equilibrio no estables no serdn verdaderamente
significativos para el fisico.

85
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x € B(xg,r) no es suficiente para que xo sea un punto de equilibrio estable de 2’ = f(x). Es decir, hay
puntos de equilibrio que son atractivos pero no estables.

Proposicion 7.1. Sean f : U — R"y g : V. — R"™ campos vectoriales de clase C* y seah : U — V
una conjugacion topologica entre f'y g. Entonces xg € U es un punto de equilibrio estable (resp. asin-
toticamente estable) si y solo si h(xg) es un punto de equilibrio estable (resp. asintéticamente estable)
de g.

Demostracion. Se propone como ejercicio para el lector. O
Ejemplo 7.1.1. Por lo visto en el Capitulo anterior, si A € L(R™, R™) tenemos que:

1. Si todos los autovalores de A tienen parte real negativa, entonces 0 es un punto de equilibrio
asintGticamente estable del sistema ' = Ax.

2. Si algin autovalor de A tiene parte real positiva, entonces 0 es un punto de equilibrio inestable de
/
' = Ax.

3. Si todos los autovalores de A tienen parte real menor o igual que 0 y alguno de ellos tiene parte
real nula y parte imaginaria no nula, entonces 0 es un punto de equilibrio estable, pero no asintéti-
camente estable, de 2’ = Az

7.2. Sumideros no lineales. El principio de linealizacion

A continuacién vemos que, en el caso en que la derivada de f en un punto de equilibrio zy sea un
operador hiperbdlico, la estabilidad del sistema linealizado 2’ = Az en 0, donde A = D f(x¢), implica
la estabilidad del sistema 2’ = f(x) en xo.

Teorema 7.2 (de primera aproximacion, o principio de linealizacién). Sea f : 0 C R™ — R" un campo
C1, y sea x¢ un punto de equilibrio de ' = f(x).

1. Si todos los autovalores de la derivada D f(x) tienen parte real estrictamente negativa, entonces
T es asintoticamente estable.

2. Si existe un autovalor de D f(x) con parte real estrictamente positiva, entonces x es inestable.

Cuando estamos en las condiciones de (1) se dice que el punto de equilibrio zo de 2’ = f(x) es un
sumidero no lineal. Si todos los autovalores tienen parte real positiva se habla de un surtidor no lineal.
Cuando hay autovalores con partes reales de signos opuestos se dice que el punto de equilibrio es un
punto de silla.
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Demostracion. Sea A = D f(xp). Si ReA < 0 para todo A € o(A) (que denota el espectro de A),
probaremos que de hecho existen R, k, b > 0 tales que

1@ (t, 2) — @oll < ke™ |z — o

para todos x € B(xg, R),t > 0. Es claro que esto implica la estabilidad asintética de x.
Podemos suponer que zy = 0, ya que los sistemas x’ = f(z) e ¥’ = f(y + () son conjugados por
una traslacién). Se tiene entonces que

f(z) = Az + R(x), con ilir%)R(@/HxH =0.

Definamos o
Q@) = [ ettt
0

que como ya vimos en la demostracién del Teorema[6.4]es una forma cuadratica definida positiva en R™,
asociada a la forma bilineal

o
B(z,y) = / (e, e y)dt,
0
y por tanto existen «, 8 > 0 tales que
allz]?* < Q(z) < |||

para todo x € R"™. Ademads

DQ)Ar = 4 Qe ) imo = el

donde en la dltima igualdad hemos usado la ecuacioén [6.2] de la prueba del Teorema [6.4] en el caso
particular ¢ = 0.
Entonces

DQ(x)f(z) = ~|lz|* + DQ(x) R(x),
y pueden combinarse los hechos de que DQ(x)y = 2B(x,y), que |B(z,y)| < B||z| ||y|| para todo z,y,
y que R(z) = o(]|z||) para encontrar un r > 0 tal que

DQ(z)f(z) < —|jz||” si Q(z) < 1. (7.1)

En efecto, como lim,_o R(z)/|[z]] = 0y Q'/2 es una norma en R", existe » > 0 tal que ||R(z)| <
ﬁlle si Q(z) < r,y por tanto

DQ(x)f(z) = DQ(x)Az+DQ(x)R(x) = —||z|*+2B(z, R(x)) < —|lz|*+28|z| | R(z)| < —%H%'H2

siempre que Q(x) < r.
Fijemos ahora z € B(0,r),  # 0. Afirmamos que

O(t,x) e {y e R": Q(y) < Q(x)} paratodo t € I,. (7.2)
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En efecto, consideremos ahora la funcién g : [0, c0) N I, — R definida por

9(t) = Q(®(t, z)).

Se tiene que

Lt x) = DQ(t,2)) f((t,2)), (1.3)

g(1) = Q1)) = DQB(t, )

y en particular ¢’(0) = DQ(z)f(x) < —||z]|?/2 < 0, luego g es estrictamente decreciente en un entorno
de 0, lo que implica que ¢(t) < ¢g(0) = Q(x) enun entorno de 0. Si (7.2) fuera falso entonces, definiendo

1 = sup{t € (0,00) NI, : g(t) < g(O)},

tendriamos que t; > 0, g(t1) = ¢(0), y g(s) < ¢(0) para todo s € (0,¢;). Entonces por el teorema del
valor medio existirfa un s; € (0,¢1) tal que

g(t1) — g(0)
t1

pero como Q(P(s1,x)) = g(s1) < g(0) = Q(z) < r, (7.1) y (7.3) implican que

0= =¢'(s1); (7.4)

g'(s1) = DQ(2(s1,2)) f(®(s1, 7)) < —%||(I>(sl,x)||2 < 21562(‘1)(81793)) <0,

contradiciendo ((7.4). Por tanto (7.2)) es cierto, y por el Corolario (3.16) se tiene que I, N[0, 00) = [0, 00).
Ademas, ahora (7.1)), (7.2) y (7.3) implican que

(0) = DQE(t.) f(B(t,)) < —5[B(t,)|} < ~55Q(B(t,2)) = —50(0)

es decir ]

g't) < —ﬁg(t)

para todo ¢ > 0, luego integrando (o usando la desigualdad de Gronwall) obtenemos que

para todo ¢ > 0, y por consiguiente

.= OIF < 2Q(B(t.2) = £o(t) < 2Q)TH < Eaffeh,

Q|+

para todo ¢ > 0. Esto prueba (1).

Veamos ahora la demostracion de (2). Como antes, podemos suponer g = 0. Suponiendo que
A = Df(0) tiene algin autovalor con parte real negativa, demostraremos que 0 es un punto de equilibrio
inestable de 2’ = f(x).

Descompongamos R"™ = Ej x Es, donde F es el autoespacio de A correspondiente a los autovalores
con parte real estrictamente positiva, y E el correspondiente a los autovalores con parte real negativa
o nula; sabemos que A lleva E; en E1, y A lleva Fs en Es. Definamos A = A‘El : Fy — Ei,y
Ay = A\Ez = Fy — FE», de manera que

A(xv y) = (Al(x)a A2<y))

para cada (x,y) € FE; x Es. Puesto que todos los autovalores de A; tienen parte real estrictamente
positiva, existen un nimero a > 0, un producto escalar en E; y una norma euclidea asociada a este, que
seguimos denotando (-,-) y || - ||, tales que

(Ayx,x) > al|z||? para todo x € By



7.2. SUMIDEROS NO LINEALES. EL PRINCIPIO DE LINEALIZACION 89

(la demostracién de esta afirmacion se deja como ejercicio para el lector). Andlogamente, o bien apli-
cando lo anterior a — Ay + dI, puesto que todos los autovalores de Ao tienen parte real menor o igual
que cero, dado cualquier nimero positivo d tan pequefio como se desee, por ejemplo d = a/4, existe un
producto escalar en E» y una norma euclidea asociada a este, que seguimos denotando (-, -) y || - ||, tales
que

a
—(Aoy,y) > —d|ly|* = —ZHyH2 para todo y € Es.

A partir de ahora consideramos en R = E; x FEs el producto escalar definido naturalmente a partir
de estos productos escalares en 7 y Fs, es decir,

((z,9), (u,v)) = (z,u) + (y,v),

y la norma euclidea asociada a este producto escalar en R"™ la denotaremos || (z, y)||.
Poniendo b = || A2||, tenemos

[{Azy, )| < blly*.

Elijamos ahora un nimero c suficientemente grande de forma que

y definamos el cono
C=A{(z,y) € E1 x Bz : [lz]| = c[ly]]}-

Lema 7.3. Existen niimeros 6 € (0,61) y o > 0 tal que, si U := B(0, ), entonces para todo (x,y) €
C N U se tiene que

L (f(z,y), (z,y)) = all(z,y)|*
2. <($, _Cy)af(xay» = <$,f1($,y)> - C<y,f2($,y)> > 0si (xay) 7& (070)’

Este lema nos dice, por un lado, que en la parte del borde de la bola U que esta dentro del cono C), el
campo f apunta hacia afuera de U, y por otro que en el borde del cono C' que esta dentro de la bola U el
campo f apunta hacia adentro del cono.

£

-

‘5{///%/ £,

L’

Como veremos, esto va a tener como consecuencia que las soluciones que comienzan en U N C'
necesariamente tienen que salir de U, lo que implica que 0 es un equilibrio inestable.
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Demostracion del lema Como f es de clase C'! tenemos
f(@,y) = (fi(z,y), f2(2,9)) = (Arz + Ri(z,y), A2y + Ra(z,9)) ,

donde R(IE,y) = (Rl(vf,y),RQ(l',y)) = 0(”(557.@)”) .
Tomando ¢ tal que
0<e< 9,

podemos entonces encontrar un nimero § > 0 tal que '
[1R(z,y)|| < ell(z,y)| para todo (z,y) € B(0,0) := U.
Si (z,y) € CNU tenemos que
(f(z,y), (2,9)) = (Arz, x) + (Aay,y) + (R(2,y), (2,9)) >
ol = 1P — ellol? = el > (= ) ol + ol = (ol + 11P) >

a b a
(5= 2) 1+ 5 Clal? + 101P) =& (lalP + 11P) >

(5 —<) (el + ).

Poniendo oo = § — ¢, esto prueba la primera parte del lema.
Para demostrar la segunda parte, observamos que, para todo (x,y) € C N U,

(z, fi(z,9)) =y, fa(2,9)) 2 (Arz,z) = {A2y, y) — [[(z, Y) [ R(z, y)|| =

ac ac ac
allz|” = Flyl* = el @ p)I” = Sl + Sl = holl” = el =
a
(5 —2) (2l +1191?) = all(z. w1
luego si (x,y) # (0,0) se tiene {(x, —cy), f(x,y)) > 0. O

Terminemos ahora la demostracién del teorema. Afirmamos que cualquier solucion no constante-
mente O que comience en el interior de C' N U debe salir de U en tiempo finito; es decir, si (xo,yo) €
int(C NU) \ {(0,0)} entonces ®(¢,x0,y0) ¢ U para algin ¢ > 0. Para comprobar esto, denotemos
O (t,z0,y0) = (z(t),y(t)) y consideremos la funcién

o(t) = 5 (@I = cly®)]?).

Por tanto, que g(¢) sea mayor que 0 equivale a decir que (z(t), y(t)) estd dentro del cono C, y decir que
sea menor que 0 equivale a decir que estéd fuera de este cono. Cuando g(¢) = 0 lo que sucede es que
(z(t), y(t)) estd en la frontera del cono. Por hipétesis tenemos ¢(0) = 3 (||zo||* — ¢[|yo[/?) > 0.

En primer lugar, veamos que no puede suceder que (x(t),y(t)) € C NU paratodot € I, ,y: en
efecto, como CNU es compacto, por los teoremas de prolongacion sabemos que si la solucién permanece
en este compacto entonces estd definida para todo ¢ € [0, 00). Pero entonces, usando la primera propiedad
del lema,

%ll(x(?f),y(f)ll2 = 2((2 (1), 5/ (), (2(t), y(1))) = 2(f (x(t),y(#)), (x(t), y(t))) > 2a]|(x(2), y(E)]%,
Para todo ¢ € [0, 00), luego

L tog I a(0) y(1)IP > 20,

de donde
(@), y()II* = €| (o, yo) ||,
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para todo ¢ € [0, 00), y esto implica que (x(t), y(t)) debe salirse de la bola cerrada U para ¢ suficiente-
mente grande.

Asi pues, debe existir algiin s > 0 tal que (z(s),y(s)) no estd en C N U. Podemos tomar el infimo
de tales nimeros s y llamarlo ¢;, de manera que se tiene que

(z(t1), y(t1)) € D(CNU), y (z(t), y(t)) € int(C NU)sit € [0, ). (7.5)

Noétese que
aCnU)cC((eC)nU)U((@U)NC).
Distinguimos ahora dos casos.

Caso 1. Si (z(t1),y(t1)) € (OU) N C, entonces usando la primera propiedad del lema se ve como antes
que

%H(w(t),y(t))ﬁ:tl > 2a|(z(t), y(t))[I* > 0,

lo que implica que existe un r > 0 tal que ||(z(t), y(t))|| > [[(x(t1),y(t1)| sit € (t1,t1 + r), es de-
cir, (x(t), y(t)) debe estar fuera de U para t € (t1,t1 + r). Esto muestra que las soluciones que tocan
(0U) N C deben salir de U.

Caso 2. Por otro lado, si (z(t1),y(t1)) € (0C) N U, entonces, usando la segunda propiedad del le-
ma anterior (y observando que (x(t1),y(t1)) # (0,0) porque (z(t),y(t)) no puede cortar al punto de
equilibrio) tenemos que

g'(t1) = (@' (tr), z(t1)) — c(y'(tr), y(t1))
(fi(z(t),y(t1)), z(t1)) — c(fa(z(t1), y(t1)), y(t1)) > 0.

Pero esto es imposible, porque (7.3) implica que g(t) > g(t1) = 0 parat € [0,t1), luego

t)—gl(t
¢'(t1) = lfim 9(t) —g(t) <0.
tt; U=l

Asi pues, necesariamente se da siempre el primer caso, es decir, (x(t1),y(t1)) € (OU)NC,y ya sabemos
que entonces (z(t),y(t)) sale de U después de ¢ = ¢;. Por tanto, existe un entorno int(U) de O tal que
para todo entorno V' de 0 existen puntos (xg,yo) € V Nint(C' N U) tales que ®(¢, xg, yo) sale de U para
algin ¢ > 0. Esto implica que 0 no es estable. O

Definicion 7.2. Si z es un punto de equilibrio asintéticamente estable de un sistema =’ = f(z), donde
f : Q — R" es un campo vectorial completo de clase C, se llama cuenca de atraccion de xq, y se
denota B(x(), a la union de todas las curvas solucién de 2’ = f(x) que tienden a ¢ en tiempo infinito.
Dicho de otra forma,
B(zg) ={z € Q: lim ®(t,z) = zo}.
t—o0

En la practica es importante saber estimar la cuenca de atraccion de un sumidero x, porque el tamafio
de esta cuenca de atraccion nos dice cudnto podemos perturbar un equilibrio y seguir estando seguros de
que el sistema retornard al estado de equilibrio.

Cuando 2/ = f(z) describe un sistema fisico, practicamente se pueden identificar los estados de
B(xp) con xg, puesto que después de un periodo de transicion, estardn tan cerca de zp como para no
poder distinguirse de zg. En el caso de los sistemas gradientes, que estudiaremos mds adelante, casi
todos los estados iniciales estdn en la cuenca de atraccién de algiin sumidero, y los que no estdn son
improbables (forman un conjunto de medida cero).

Observacion 7.4. La demostracion de la primera parte del teorema anterior proporciona una estimacién
de la cuenca de atraccion de z. La funcién @) construida en la prueba de (1) es una funcion de Liapunov
estricta. En el préximo capitulo veremos que la existencia de funciones de Liapunov (estrictas) en un
entorno de un punto de equilibrio x( implica la estabilidad (asintética) de xg.
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El teorema anterior es también consecuencia de un resultado mucho més fuerte que nos asegura que
de hecho, bajo las condiciones del teorema, el flujo de f es localmente topolégicamente conjugado (en
un entorno del punto de equilibrio x() al flujo de su parte lineal A = D f(x).

Teorema 7.5 (Grobman-Hartman). Sea f : Q@ C R” — R" un campo C', y sea xo un punto de
equilibrio. Supongamos que A = D f(xq) es un operador hiperbdlico (i.e. todos sus autovalores tienen
parte real no nula). Entonces existen V, U entornos abiertos de xq y de 0 respectivamente tales que los
campos f|,, y Ay, son topologicamente conjugados (i.e. existe un homeomorfismo ¢ : U — V tal que
poet =0 )

\7/
A

Omitiremos la demostracién de este teorema, que es algo dificil, aunque no inaccesible para un
alumno suficientemente motivado de este curso: en este caso recomendamos estudiarla por el libro de
Amann [1, p. 254-264].

3

N

N

7.3. Ejemplo: el péndulo con rozamiento

Consideremos un péndulo que se mueve en un plano vertical sometido a una fuerza gravitacional
constante igual a la masa m del peso del péndulo. Despreciamos la masa de la vara rigida que soporta el
peso del péndulo y asumimos que hay una fuerza de friccién que se opone al movimiento, proporcional a
la velocidad del peso. Denotemos por £ la longitud del hilo. El peso del péndulo puede moverse entonces
dentro de una circunferencia de radio ¢; podemos entonces denotar por 6(t) el angulo (en la direccion
contraria a las agujas del reloj) que forman la vertical y el segmento formado por el peso y el otro extremo
fijo del hilo.

La velocidad angular del péndulo es df/dt, y la velocidad es ¢df/dt; por tanto la intensidad de
la fuerza de rozamiento es —k¢df/dt, donde k > 0 es una constante, y esta fuerza es tangente a la
circunferencia en 6(¢). La componente tangencial a la circunferencia de la fuerza gravitatoria vertical
tiene intensidad —m sen 6(t); esta es la fuerza que produce el movimiento del péndulo y a la que se
opone la del rozamiento.

N

Por tanto la fuerza total tangente a la circunferencia en tiempo ¢ es

F=— <k€j§+msen9) .
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La componente tangencial a la circunferencia de la aceleracion producida en el peso por esta fuerza es

d*0

“=t

luego por la segunda ley de Newton tendremos

kl
00" (t) = ——0'(t) — senb(t).
(1) = =-0/(t) = sen ()
Introduciendo la variable
w(t) =6'(t),

que llamamos velocidad angular del péndulo, tenemos entonces el sistema auténomo no lineal

{9/@) = w(t)

W'(t) = —% senf(t) — %w(t), (7.6)

que también puede escribirse en la forma (', w’) = f(0,w), donde

fO,w) = (w,—zsene - Zw) .

Los puntos de equilibrio de este sistema son (nm,0), con n € Z, que corresponden a la posicién mas
baja posible del peso (para n par) y a la mas alta posible (para n impar). Centrémonos en el punto de

equilibrio (0, 0). Tenemos que
0 1
Df(ea w) = ( k > )

—%0059 -
luego
0 1
pro.o= (" ).
l m

cuyos autovalores son

2 1/2
1(_ k& (K _4 ,
2 m m2

Podemos suponer que 0 < k£ < m, y entonces la parte real de estos autovalores es negativa. Por tanto,
por Teorema (0,0) es un punto de equilibrio asint6ticamente estable. Esto significa que para todos
los pares de posiciones y velocidades iniciales suficientemente pequeiios, el péndulo tiende a quedarse
quieto en la posicion mds baja posible.

Un andlisis similar muestra que el punto de equilibrio (7,0) (que corresponde a la posiciéon mds
alta posible del péndulo) es inestable: pequefias perturbaciones en las condiciones iniciales alejardn a la
solucidn de este equilibrio.

7.4. Variedades estable e inestable

Definicién 7.3. Sean f : Q C R® — R™ un campo vectorial de clase C*, y z( un punto de equilibrio de
f. Definimos el conjunto estable del sistema 2’ = f(x) respecto del punto de equilibrio xy como

Ws(zo) :={z € : tliglm@(t,x) =0},

y el conjunto inestable de ' = f(x) como

Wiy (zg) :={z € Q: tEr_n O(t,z) = x0}.
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Por ejemplo, si f = A € L(R™,R"™) es hiperbdlico, ya sabemos que W(0) coincide con el autoes-
pacio de A correspondiente a autovalores con parte real negativa, y W,,(0) coincide con el autoespacio
correspondiente a los autovalores con parte real positiva.

No es cierto en general que cuando el sistema 2’ = f(z) es no lineal, si A = D f(x) es hiperbélico
entonces exista un entorno V' de x tal que Ws(z9) NV 'y Wy, (zp) NV sean variedades diferenciables;
ver la figura.

Sin embargo, podemos dar versiones locales de Wy (o) y Wy, (xo) para las que esto si es cierto.

Definicién 7.4. Sean f : Q C R” — R™ un campo vectorial de clase C*, o un punto de equilibrio de
f>y V un entorno abierto de (. Definimos el conjunto estable del sistema 2’ = f(x) respecto del punto
de equilibrio z¢ y el abierto V' como

Ws(zo,V) :={x € Q: ®(t,x) € V paratodot >0, y t_lgrn O(t,x) = x0},

y el conjunto inestable de 2/ = f(x) respecto de xo y V como

Wy(zo, V) :={x € Q: ®(t,x) € V paratodot >0, y th’m O(t,x) = x0}.
——00

Teorema 7.6 (Hadamard-Perron). Supongamos que xg es un punto de equilibrio de un campo f €
CH(Q,R"), y que Df(xq) es un operador hiperbdlico (i.e. todos sus autovalores tienen parte real no
nula). Entonces existe un entorno abierto V de x tal que Ws(xo, V') y Wy (x0, V') son subvariedades
diferenciables de clase C* de ), y sus espacios tangentes en xy son Eg y E,, respectivamente.

En particular W tiene dimension igual al nimero de autovalores de D f(x) con parte real negativa,
y la dimensién de W, es igual al nimero de autovalores de D f () con parte real positiva (en ambos
casos contados con su multiplicidad).

La demostracién del teorema anterior es algo técnica y la omitiremos en este curso, ya que no vamos
a usar este resultado en ninguna otra prueba. Puede consultarse por ejemplo en [1, p. 269-275] o en [10,
p. 257-261].
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7.5. Problemas

Problema 7.1. Probar que un punto de equilibrio z¢ de un sistema 2’ = f(z) es estable si y sélo si
para toda sucesion (xx) que converja a xg se tenga que limy_, o, ®(t, x;) = P(t, z¢) uniformemente en
t € 1]0,400).

Problema 7.2. Demostrar la Proposicién|/.1

Problema 7.3. En los sistemas siguientes, comprobar que el origen es un punto de equilibrio y estudiar
su estabilidad:

=z —y+ay o=z + a2ty o' = =22 —y —x(2? +y?)
y,:3x—2y—$y y/:y—xy y/:x—y+y($2+y2)

Problema 7.4. En los sistemas siguientes, comprobar que el origen es un punto de equilibrio y estudiar
su estabilidad:

v =y+ax(l—2%—y?) =y ' =xz(1—y— px)
= y=—ct+pl-2y ¥ =-yl-2+uy),

/

Y =—z+y(l-2>—y?)
donde p > 0.

Problema 7.5. En los sistemas siguientes, comprobar que el origen es un punto de equilibrio y estudiar
su estabilidad:

¥ =—x+y>+ 22 ¥ =—-y—=z
y’:—x—y—l—zQ ylzez_l
Z=—z—-y-—2z 2 =—z+2(e" —1).

Problema 7.6. En los sistemas siguientes, hallar todos los puntos de equilibrio y estudiar su estabilidad:

¥ =z +y? r=1-xy ¥ =x—z®—ay ¥=1-y
{y’=x+y {y’zx—y3 {y’=3y—xy—2y2 {y’sz—yQ-
Problema 7.7. En los sistemas siguientes, hallar todos los puntos de equilibrio y estudiar su estabilidad:
12" +e(@®> -1’ +2=0
2. 2" 4+ 2 +senx =0

3. 2" + 22 +x =23

4. 2" + ax’ +senz = 23
Problema 7.8. Demostrar que si xg es un surtidor no lineal de un sistema auténomo 2’ = f(x) entonces
existe un entorno U de x tal que toda solucion de este sistema que comienza dentro de U \ {0} sale de
U en tiempo finito, y nunca vuelve a entrar en U.
Indicacion: Usar las ideas de la demostracion de la segunda parte del Teorema [7.2] con otro conjunto C'y otra
funcién g.

Problema 7.9. Demostrar que la cuenca de atraccién B(x) de un punto de equilibrio asintéticamente
estable z( de un sistema 2’ = f () es un conjunto abierto

Problema 7.10. Sea x un punto de equilibrio estable de un campo vectorial f : Q — R” de clase C".
Demostrar que para todo entorno abierto U de xzq en €2 existe otro entorno V' de xg en U tal que para todo
x € V setiene ®(¢,x) € V paratodo t € [0,00). Ademds, si zg es asintdticamente estable, demostrar
que podemos elegir el entorno V' con la propiedad de que lim;_, o, ®(¢,x) = x paratodo z € V.
Indicacion: considerar el conjunto de puntos de U cuyas 6rbitas positivas entran en B(zg, ) de la deﬁnicién
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Problema 7.11. Demostrar que el sistema en R? cuyas ecuaciones en coordenadas polares son

01— r?sen(1/r) sir >0
’ sir =0,

tiene un punto de equilibrio estable, pero no asintéticamente estable. Dibujar el diagrama de fases.

Problema 7.12. Sean x( e yo puntos de equilibrio de ' = f(z) y de v/ = g(y) respectivamente, y
supongamos que D f(xg) y Dg(yo) son hiperbélicos. Probar que f y g son localmente topolégicamente
conjugados en entornos de g e g si y s6lo si las dimensiones de sus variedades estables coinciden.

Problema 7.13. Demostrar que si todos los autovalores de A tienen parte real estrictamente positiva,
entonces existen un ndmero a > 0 y un producto escalar en R”, que seguimos denotando (-, -), con
norma asociada denotada por || - ||, tales que (Az, x) > al|z||? para todo = € R™.

Problema 7.14. Deducir el principio de linealizacién como corolario del teorema de Grobman-Hartman.

Problema 7.15. Dar un ejemplo que muestre que el teorema de Grobman-Hartman falla si no se exige
que A = D f(x¢) sea hiperbdlico.

Problema 7.16. Sea f : R” — R” un campo vectorial C'!, y supongamos que f(0) = 0. Probar que si
algtin autovalor de D f(0) tiene parte real positiva, entonces existe una solucién z(t), —oo < ¢t < 0 de
' = f(x), tal que lim;_,_ o z(t) = 0.

Indicacion: usar la segunda parte del principio de linealizacion para encontrar un niimero § > 0 y una sucesion de
soluciones z,(t), t, <t < 0en B(0,9) tales que ||z, (0)] = J y limy, 00 5 (tr) = 0.

Problema 7.17. Sea f : R" — R™ un campo vectorial C!, y supongamos que f(0) = 0. Demostrar que
si algdn autovalor de D f(0) tiene parte real negativa, entonces existe una solucién y(y), 0 < ¢ < oo, de
2’ = f(x) tal que limy—_, o y(t) = 0.

Indicacion: usar el problema anterior.



Capitulo 8

Estabilidad por el método de Liapunov.
Conjuntos limite

Cuando el principio de linealizacién no puede aplicarse a un sistema no lineal 2’ = f(x) en un punto
de equilibrio zp porque D f(x() tiene autovalores con parte real nula hay que buscar otros métodos
para estudiar la posible estabilidad o estabilidad asintética de zy. Uno de los més ttiles es el método
directo de Liapunov, que consiste en encontrar funciones V' : R™ — R tales que el campo f apunta
hacia dentro de sus conjuntos de nivel en un entorno de g, y estos conjuntos de nivel engloban a zg y se
colapsan en xg al acercarse a este punto. En la primera seccidon exponemos los teoremas de estabilidad de
Liapunov. Las técnicas de Liapunov tienen también relacién con las nociones de conjuntos positivamente
(o negativamente) invariantes, y los llamados conjuntos omega-limites, que estudiamos en la segunda
seccion del capitulo, y pueden incluso aplicarse para estudiar la estabilidad de otro tipo de conjuntos
invariantes (por ejemplo Orbitas cerradas), como veremos en la tercera seccion.

8.1. Teoremas de estabilidad de Liapunov

En el capitulo anterior hemos visto que si un sistema 2’ = f(z) tiene un punto de equilibrio x tal
que los autovalores de su parte lineal D f(z) tienen todos partes reales negativas, entonces g es un equi-
librio asintéticamente estable. En la demostracion resulta fundamental construir una norma equivalente
Q'/2 con la propiedad de que la funcién

t— Q(P(t,x))

es decreciente. A.M. Liapunov vio que otras funciones (no necesariamente cuadrados de normas equi-
valentes) pueden usarse en lugar de () para demostrar la estabilidad de un sistema cuya parte lineal no
necesariamente es un operador hiperbdlico, y por supuesto sin tener que calcular todas las soluciones de
2’ = f(x), lo que en general es imposible.

Teorema 8.1 (de estabilidad de Liapunov). Sea zq un punto de equilibrio de un campo f € C*(Q,R™).
Supongamos que existe una funcion continua V : U — [0, 400) definida en un entorno U de x, que V
es diferenciable en U \ {x(}, y que

1. V() =0 <= z=up
2. DV (z)f(x) <O0paratodox € U\ {zo}

Entonces xg es estable. Ademads, si la desigualdad de (2) es estricta, entonces xq es asintoticamente
estable.

Noétese que si V' cumple (2) entonces V decrece a lo largo de las curvas integrales de 2’ = f(x)
contenidas en U \ {z¢}; en efecto, se tiene

Ly (@(t,2)) = DV(®(t, )

i 9 g(t,2) = DV(®(t,2)) F(2(t,2)) < 0.

dt
97
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A una funcién V' que satisfaga las condiciones (1) y (2) del enunciado del teorema se le llama funcion
de Liapunov de estabilidad para el campo f en un entorno de xo. Si ademds la desigualdad de (2) es
estricta, a V' se le llama funcion de Liapunov de estabilidad asintdtica para f. En general no hay un
método universal para construir funciones de Liapunov; cada caso puede ser diferente y requerir una
dosis considerable de ingenio y ensayo y error[] En el caso particular de sistemas mecénicos y eléctricos,
la energia suele ser una funcién de Liapunov. Por otro lado, en muchos de los problemas al final del
capitulo pueden considerarse funciones de Liapunov que son polinomios de grado 2 en varias variables,
y utilizar la condicién DV (x) f(x) < 0 para hallar los coeficientes de estos polinomios.

Demostracion del Teoremal8.1l Sea § > 0 tal que B(xo,d) C U, y denotemos

a:= min V(x),
le—zo||=0

que es estrictamente positivo gracias a la compacidad de 0 B(zo, d), la continuidad de V', y la condicién
(1) del enunciado. Definamos

Uy :={x € B(xp,9) : V(z) < a},
y para cada = € U; consideremos la funcién ¢(t) = g,.(¢) definida por
g(t) = V(®(t,z)).

Puesto que (por la condicién (2) del enunciado) g, es decreciente, ninguna solucién que comience en Uy
puede cortar la esfera 0B (xo, d) (en efecto, si para algin € Uy y t; se tuviera ||®(¢1,x) — zo|| = 6
entonces podemos suponer, tomando el infimo de tales ¢1, que ®(¢,x) € B(xg,d) paratodo ¢t € [0, 5],
y entonces, por definicion de o y de Uy, g(t1) = V(®(¢t1,z)) > a > ¢(0), con lo que g no seria
decreciente). Por tanto toda solucion que comienza en U; nunca abandona B(zg, ). Como este conjunto
es compacto, los teoremas de prolongacién del Capitulo 3 muestran que ® (¢, ) tiene que estar definido
para todo ¢ € [0,00). Y como ¢ > 0 puede tomarse arbitrariamente pequefio, este argumento prueba que
xo es un equilibrio estable.

cD el

Supongamos ahora que la desigualdad de (2) es estricta. Esto quiere decir que g, (¢) es estrictamente
decreciente (en los intervalos en que ®(¢,x) € U \ {zo}). Veamos que entonces x( es asintdticamente
estable. Como ya sabemos que es estable, s6lo hay que ver que existe un entorno W de z tal que para
todo z € W se tiene lim;_,, ®(¢, x) = x¢. De hecho vamos a probar que podemos tomar W = U1, es
decir que para todo z € U; \ {zo} se tiene limy_, o, ®(t, x) = z¢. En efecto, de lo contrario existirfan un
ndmero € > 0 y una sucesion t; " oo tales que

[ (tr, x) — @oll = €

'Sin embargo, y a pesar de que en muchos casos puede ser muy dificil encontrarlas, puede demostrarse que las funciones
de Liapunov siempre existen; es decir, si o es un punto de equilibrio estable de ' = f(z), existe una funcién de Liapunov de
estabilidad para f en un entorno de xo, y similarmente para la estabilidad asintética. Ver por ejemplo los libros [9} [11].
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para todo k£ € N. Puesto que ya sabemos que zj := ®(tx, x) € B(xg,0) paratodo k € Ny B(xg,J) es
compacto, podemos suponer, pasando a una subsucesion de () si fuera necesario, que () converge a
un punto zg € B(zo, ¢). Necesariamente se tiene

llzo — zol| > €,

y en particular zg € B(xo,9) \ {zo}. Ademds, al ser decreciente la funcién g, (t) y estar acotada infe-
riormente, existe el limite
lim g,(s) = lim V(®(s,z)).

S5§—00 S5—00
Por la continuidad del flujo tenemos

lim ®(t, z) = ®(t, 20),

k—o0

y al ser V decreciente sobre las orbitas contenidas en U \ {xo} y ser zo € B(x0,06) \ {zo} C U \ {z0},
parat > ( tenemos
V(®(t, z0)) < V(®(0,20)) = V(z20).

Pero por otro lado, usando la continuidad de @ y de V, y la existencia del limite de g,, en co, tenemos

V(zp) = lim V(®(tg,x)) = lim g,(tx) = lm g,(s) = lUm g, (tx +1) =
k—o0 k—o0 5—00 k—00

lim V(®(ty +t,2)) = lim V(®(t,x)) = V(P(¢, 20)),

k—o0 k—o0

lo que contradice la desigualdad anterior. O

Las funciones de Liapunov son muy ttiles no s6lo porque nos permiten demostrar la estabilidad de
un punto de equilibrio, sino porque también nos permiten estimar la cuenca de atraccién de un punto de
equilibrio asintéticamente estable, como vemos en el siguiente teorema, que generaliza el anterior.

Definicion 8.1. Se dice que un conjunto P C € es positivamente invariante (por el flujo & de un campo
f:Q CR® — R” de clase C!) si para cada z € P se eneti O} = {®(t,x) : t > 0} C P.
Andlogamente, si para cada y € D se tiene que O, := {®(¢t,z) : t < 0} C D, se dice que D es
negativamente invariante. Cuando un conjunto E es a la vez positivamente invariante y negativamente
invariante, se dice que F es invariante.

Teorema 8.2 (Principio de invariancia de Krasovskii-LaSalle). Sea xg un punto de equilibrio de un
campo f € C1(Q,R™). Supongamos que existe una funcion continua V : U — [0, +00) definida en un
entorno U de xo, que V' es diferenciable en U \ {xo}, y que

1. V(z)=0 <= z=u19
2. DV(x)f(x) < 0paratodox € U\ {xo}

Sea P C U un entorno compacto de xq, y supongamos que P es positivamente invariante y que para
cualquier orbita O, que esté enteramente contenida en P\ {xo} se tiene que V' no es constante sobre
O.. Entonces xq es asintoticamente estable, y ademds

P C B(zo),
es decir, la cuenca de atraccion de xq contiene a P.

Demostracion. Por el Teorema [8.1]ya sabemos que x es estable. S6lo tenemos que probar que es asin-
téticamente estable y que de hecho su cuenca de atraccion B(zg) contiene a P. Sea z € P. Como P es
compacto y positivamente invariante, por el Corolario sabemos que ¢(t, ) estd definida para todo
t €1[0,00).
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Supongamos que (¢, x) no tiende a 2y cuando ¢ — oo. Entonces, por compacidad de P, existe un
punto zp € P\ {zo} y una sucesién t;, oo tal que

lim @ (t,z) = 2.
k—o0
Como la funcién g, (t) = V(®(¢, x)) es decreciente, existe
B = lim g,(t) = mf{V(®(t,z)) : t > 0}.
t—o00
Definamos

w(z) = {z € Q: existe una sucesion (t;) / oo tal que z = kh’m O(tg,x) =z}
—00

(como veremos después, a este conjunto se le llama el omega-limite de x). Asi pues zgp € w(x), y en
particular w(x) # (. Como P es cerrado, se tiene también que w(z) C P.

Afirmamos que si z € w(x) entonces D(t, z) estd definido paratodot € R, y O, C w(z). En efecto,
por un lado ya sabemos que ®(t, z) estd definida y dentro de P para todo ¢ € [0, 00) (ya que w(x) C P
y P es compacto y positivamente invariante). Por otro lado, si (¢;) es una sucesion creciente que tiende
a infinito para la cual se tiene z = limy_,o (¢, ), entonces, para cada k € N, ®(t, D(tx, z)) estd
definida, y dentro de P, en [—tg, 0]. Puesto que limy_,o ®(tx,2) = 2y t1 < t2 < t3 < ..., el Teorema
3.22|implica que P (¢, z) estd definida en [—ty, 0] para cada k € N, y puesto que limy_, oo —tp = —00
se concluye que ®(t, z) estd definida en (—oo,0]. Por tanto ®(t,z) estd definida para todo ¢t € R.
Ademds, si t € R, entonces para k suficientemente grande ® (¢, ®(tx,z)) = P(ty + t,z), y como
limy o0 P(t, P(tg, 2)) = D(t, 2), se deduce que P(¢, z) € w(x); es decir, w(x) es invariante.

Ahora bien, para cada z € w(x) se tiene, para alguna sucesion ¢ oo,

V(z) = lim V(®(tg,z)) = lim g, (tx) = B.
k—o0 k—00

Es decir, V' es constante sobre w(x), y como ya sabemos que O,, C w(zx), en particular V' es constante

sobre O, lo que contradice la hipétesis sobre V' puesto que O, # {xo}. U

Observacion 8.3. Si existe una funcién de Liapunov de estabilidad asintética V' : U — [0, 00) para f
en xg entonces evidentemente se cumplen las condiciones del teorema anterior para cualquier compacto
positivamente invariante contenido en U, y por tanto resulta que P estd contenido en B(xg).

Ejemplo 8.1.1. Veamos qué conclusiones podemos sacar al aplicar el teorema anterior al sistema del
péndulo con rozamiento (estudiado en la seccidén 3 del capitulo anterior). Una técnica habitual con los
sistemas fisicos es tratar de ver que la energia es una funcién de Liapunov. En este caso, como el péndulo
tiene rozamiento, la energia (entendida como suma de la energia cinética mds la energia potencial) no
cabe esperar que se conserve, sino que decrezca con el tiempo.

La energia cinética es
1 1 1
E.= §mv2 = §m(€9)2 = §m€2w2.

La energia potencial es (salvo constante) la masa por la altura relativa,
E, =m({—{lcos?).
Por tanto la energia total es
1
E=m/{ <2€w2 +1-— cos@) ,

y entonces

%E(G(t),w(t)) = ml(lw' ()w(t) + 0'(t) sen ),
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que usando las ecuaciones (7.6) se puede simplificar en

d
£E(9(t),w(t)) = —klPw(t)? <0,

y por tanto efectivamente F/(6,w) es una funcién de Liapunov (nétese que también se tiene £(0,0) <
E(f,w) para (f,w) en un entorno de (0,0)). Para estimar la cuenca de atracciéon de (0,0), fijemos
nimeros ¢ € (0,2m/{) y € > 0 suficientemente pequefio para que mf(1 — cos(m — €)) > ¢, y definamos

Pc,e = {((9,&)) : E(e,w) < c, ’0| <7- E}.

Es claro que P, . es un entorno compacto de (0,0). Usando el Teorema vamos a ver que F. . es-
td contenido en la cuenca de atraccion de (0,0). En primer lugar, P, . es positivamente invariante: si
(6(t),w(t)) es una solucién que comienza en P, ., como la energia decrece a lo largo de esta curva,
tendremos E(6(t),w(t)) < cparatodo ¢t > 0; por otro lado, si |6(f) > 7m — e, existird un to € [0, ] tal
que |f(tp)| = ™ — &, y entonces

E(8(to),w(tg)) = ml (;Ew(tO)Z + 1 — cos(m — 5)) > ml(l —cos(m—¢)) >c> E(0(ty),w(to)),

lo cual es absurdo. Por tanto 6(t) < 7 — ¢ para todo t > 0. Obsérvese también que al ser P, compacto,
por los resultados de prolongacién del Capitulo 3 sabemos que las soluciones que permanecen en P, para
tiempos positivos deben estar de hecho definidas en [0, 00). Por tanto P, . es positivamente invariante.
En segundo lugar, si E' es constante en una trayectoria (6(t),w(t)), entonces

—klPw(t)? = %E(G(t),w(t)) =0,
luego w(t) = 0 para todo ¢. Las ecuaciones implican entonces que 6'(t) = 0y senf(t) = 0
para todo ¢, luego 6(t) = 6(0) es constate, y ademds como [#(0)| < 7y sen#(0) = 0 se deduce que
6(t) = 6(0) = 0. Asi que la tnica 6rbita contenida en P, . sobre la cual E puede ser constante es el
punto de equilibrio (0, 0).
Aplicando entonces el Teorema (8.2 obtenemos que P.. C B(0,0) para todos esos nimeros c, ¢, lo
que implica que

P:={(0,w) : E(0,w) < 2mL,|0] < 7} = J Pec € B(0,0).

¢

Interpretemos este resultado desde un punto de vista fisico: 2m/ es la energia total del estado (7, 0),
que corresponde al equilibrio inestable en que el peso del péndulo estd en el punto més alto posible,
sostenido por la vara. Entonces, si el péndulo no esta en este punto mds alto posible y la energia total es
menos que la energia total del estado (7, 0), el péndulo tendrd que caer e irse aproximando, oscilacion
tras oscilacién, al punto mds bajo posible, el equilibrio (0,0). También es interesante observar que hay
otros estados en la cuenca de atraccion del equilibrio (0, 0) que no estdn en el conjunto P; por ejemplo,
el estado (7, u), con u muy pequefio pero no nulo, no estd en P, pero el péndulo se mueve en corto
tiempo a un estado que si estd en P, y por tanto (7, u) € B(0,0).

Terminamos esta seccion con una condicion suficiente de inestabilidad.

Teorema 8.4 (de inestabilidad). Sean f € C1(Q,R™), zo un punto de equilibrio de f, y U un entorno
abierto de xo. Supongamos que existe una funcion continua W : U — R, que es de clase C* en U \ {z¢}

y que
1 W($0) =0.

2. Existe una sucesion xj — x tal que W (zy) > 0 para todo k.
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3. DW(x)f(xz) > 0paratodo x € U \ {xo}.
Entonces x es un equilibrio inestable.

Demostracion. Dado € > 0 con B(xg,e) C U, paratodo § € (0,¢) existe x = x5 € B(xp,d) con
V(z) > 0. Probaremos que no es cierto que ®(t,z) € B(xo,c) para todo ¢ > 0. Supongamos que si lo
fuera. Por continuidad de W, y puesto que W (zp) = 0, existe > 0 tal que W (y) < W (z) para todo
y € B(zo,r). Consideremos la funcién

g(t) = W((t,x)).
Entonces g es estrictamente creciente en [0, +00), y por tanto
r < ||®(t,z) — zo|| < e paratodot € [0,00) (8.1
(de lo contrario W (®(¢,x)) < W(x) para algin ¢ > 0, y g no seria creciente). Definamos
o= min{DW (y)f(y) : v < |ly — zoll < e},

que es estrictamente positivo gracias a la compacidad del conjunto que aparece en la definicién, la con-
tinuidad de DW'y f, y la condicién (3) del enunciado. De (8.1) se deduce que

g'(t) = DW(®(t,2))f(®(t, ) = @

para todo ¢ > 0, luego
g(t) = g(0) + at,

y haciendo ¢ — oo deducimos limy_, +, g(t) = o0, lo cual es absurdo porque al ser la funcién W continua
debe estar acotada en B(zo, ). O

8.2. Conjuntos invariantes y conjuntos limite

Al estudiar el principio de invariancia de Krasovskii-LaSalle (Teorema8.2) ya hemos definido lo que
son los conjuntos positivamente invariantes, negativamente invariantes, e invariantes.

Es facil probar, y se propone como ejercicio, que las intersecciones y las uniones arbitrarias de
conjuntos (+) invariantes son (4) invariantes, y que la adherencia de un conjunto (=) invariante es (+)
invariante.

También en la demostracién de este principio de invariancia han aparecido los conjuntos omega-
Iimite, cuya definicién recordamos y extendemos a continuacion.

Definicién 8.2 (Conjuntos w-limite y a-limite). Sea f : & — R™ un campo C'. Se define el conjunto
w-limite de un punto x € {2 como el conjunto en el que la érbita de = se acumula para tiempos que van
a infinito, es decir

w(z) = {y € Q : existe una sucesion (tx) — +oo tal que y = ka D(tg, )}
— 00
Andlogamente se define el conjunto a-limite de = como
a(r) ={y € Q : existe una sucesion (t) — —oo tal que y = ka D(tg,x)}.
—00

Estos conjuntos son vacios por definicién cuando I, no contiene a [0, +00) 0 a (—o0, 0].

Observacion 8.5. Es evidente que si y € O, entonces w(y) = w(z) y a(y) = a(x).
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Por ejemplo, si zg es un punto de equilibrio asintéticamente estable y x estd suficientemente cerca
de z, se tendrd w(x) = {zo}. Si z¢ es un surtidor entonces a(x) = {xp} para puntos = cercanos a .

{q}:m[x]

Un ejemplo menos trivial de conjunto w-limite es el de una 6rbita cerrada a la cual las 6rbitas de los
puntos cercanos se aproximan en espiral.

BN

También puede haber conjuntos limite que no son ni equilibrios ni 6rbitas cerradas, como en la
siguiente figura.

En realidad, como veremos en el siguiente capitulo, si un conjunto limite en el plano R? no es ni un
equilibrio ni una orbita cerrada, entonces estd compuesto de equilibrios y 6rbitas inyectivas que unen los
puntos de equilibrio, como en esta figura. En tres o més dimensiones los fenémenos que pueden ocurrir
son extremadamente complicados, y los conjuntos limite muy dificiles de describir en general. Hay libros
enteros dedicados a un sélo ejemplo, como el atractor de Lorenz.

A continuacién vemos algunas propiedades elementales de los conjuntos limites.
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Lema 8.6. Los conjuntos w(z) y a(x) son cerrados e invariantes.

Demostracion. Se deja como ejercicio para el lector (las ideas necesarias estdn contenidas en la demos-
tracion del Teorema 8.2)). O

Proposicién 8.7. Supongamos que O} C C, donde C' es compacto. Entonces w(z) C C, es no vacio,
compacto, y conexo. Ademds, se tiene que

lim d(®4(t),w(z)) =0.

t—+oo
Andlogamente para O y o(z).

Demostracion. La compacidad de C garantiza que w(z) # (). El lema anterior nos dice que este conjunto
es cerrado, y es obvio que estd contenido en C, y como C' es compacto se deduce que w(z) es también
compacto. Para ver que es conexo, su pongamos que no lo fuera, entonces podriamos descomponerlo en
dos compactos disjuntos a distancia positiva, digamos

w(x) = K1 UKy, cond(Ky, Ks) >0y K;, Ky compactos.
Existirian entonces dos sucesiones t; " 0o, s " oo tales que
z1 = lim ®(tg,x) € K1, 29 := lim ®(sg,x) € Ks.
k—o00 k—o00

Definamos
6 =d(K1,Ka), Uy = {y : d(y, K1) < 9/3}, U = {y : d(y, K2) < /3},

de forma que U; y Uz son disjuntos y entornos abiertos de K7 y de K respectivamente. Fijado k,
podemos suponer s < tj por ejemplo y usar el hecho de que el trozo de 6rbita Oy, = {®(t,x) : t €
[sk,tx]} es conexo para encontrar un nimero 73 € [sg, t] tal que

O(rp,z) € O\ (U UUy) C C\ (U UUs).

Ahora, como C'\ (U1 U Uz) es compacto, podemos extraer una subsucesion 7y, de 7 tal que ®(ry;, )
converge a un punto zg € C'\ (U U Us). Pero obviamente 1im;_, Tk; = 00,y pOr tanto zo € w(x) =
K1 UKy C Uy UUsy, lo que resulta en una contradiccion.

Finalmente, la comprobacién de que lim;_, 1 o, dist(® (), w(x)) = 0 se propone como ejercicio. [J

Definicion 8.3. Diremos que un subconjunto no vacio, compacto e invariante es minimal si no tiene
ningln subconjunto propio con estas tres propiedades (compacto, invariante, no vacio).

Un ejemplo de conjunto minimal es el de una drbita periddica, o el de un punto de equilibrio. En
dos dimensiones, como veremos en el proximo capitulo, estos dos son los tinicos ejemplos posible. Sin
embargo, en R™ con n > 3 hay orbitas densas en hipersuperficies compactas, y en este caso una tal
hipersuperficie serd minimal.

Es evidente que si C' es minimal entonces C' = w(x) = a(x) para todo z € C.

Proposicion 8.8. Todo compacto positivamente invariante C' # () contiene un conjunto positivamente
invariante minimal.

Andlogamente para negativamente invariante.
Si ademds C' es homeomorfo a un disco cerrado m-dimensional (con m no necesariamente igual a
n), entonces C contiene un punto de equilibrio.
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Demostracion. Para la primera parte, zornicamos: considerando la familia F de todos los subconjuntos
compactos, positivamente invariantes y no vacios de C, ordenada parcialmente por inclusion, se com-
prueba inmediatamente que toda subfamilia totalmente ordenada por inclusién tiene la propiedad de
interseccion finita, y por tanto, por compacidad, una cota inferior. Por el lema de Zorn, deducimos que
existe un compacto invariante no vacio minimal.

Para la segunda parte, consideremos una sucesion 7); ™\, 0. Por el teorema del punto fijo de Brouwer,
como C es homeomorfo a un disco cerrado e invariante, existe x; un punto fijo de i : ¢ — C. Como C
es compacto puede suponerse, salvo extraccion de una subsucesion, que existe z = lim;_,, x;. Para todo
t > 0 puede escogerse n; € N tal que t € [n;7T}, (nj + 1)T}). Entonces, usando que ®"7%i (x;) = z;,
tenemos, por la continuidad de ® y observando que lim;_,, n;Tj = t, que

O(t,z) = Jlggo O(n;Tj,zj) = Jli)lgo rj=x,

y como t es arbitrario se deduce que z es un punto de equilibrio. O

8.3. Estabilidad de compactos invariantes

Volviendo a las técnicas de Liapunov y conectdndolas con los conjuntos limite, es interesante ob-
servar que los argumentos de los Teoremas [8.1] y [8.2] pueden usarse para demostrar la estabilidad o la
estabilidad asint6tica de conjuntos invariantes mds grandes que un punto. Si, por ejemplo, C' es una Orbi-
ta cerrada de ' = f(x), es natural preguntarse cuéndo sucederd que toda solucién que comience cerca de
C serd atraida por C' en tiempo infinito, es decir, cudndo se tendrd w(x) = C para todo x suficientemente
cerca de M.

D

El siguiente resultado responde a esta pregunta.

Teorema 8.9 (de estabilidad asint6tica de compactos invariantes). Sean € un abierto de R™, f : (0 — R™
un campo vectorial C', y C C Q un subconjunto compacto no vacio invariante por el flujo de f.
Supongamos que existe una funcion continua V- : U — [0, 00) definida en un entorno abierto U de C
tal que:

1. V(z)=0 < z€C.
2. Vesdeclase Cl enU \ C.
3. DV (z)f(x) < 0paratodox € U\ C.

Entonces para todo entorno abierto A de C' existe un entorno abierto W de C tal que para todo x € W
se tiene OF C A,
lim d (®(t,x),C) =0,

t—o00
y también

w(z) C C.
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Si ademds C' es una orbita cerrada, se tiene que de hecho w(x) = C para todo x € W.

En este sentido puede decirse que C' es asintéticamente estable.

Por otro lado, si la desigualdad de (3) es no estricta, entonces al menos puede asegurarse que para
todo entorno abierto A de C' existe un entorno abierto W de C tal que OF C A paratodo x € W (y en
este sentido puede decirse que C' es estable).

Demostracion. Definamos, para cadar > 0
B(C,r)={y€Q:d(y,C) <r},
y fijemos § > 0 tal que B(xzg,d) C U (este 0 necesariamente existe por compacidad de C'). Nétese que
0B(C,0)={yeQ:dy,C)=r}CcU

es también compacto. Denotemos
a:= min V(x),
z€dB(C,5)
que es estrictamente positivo gracias a la compacidad de 9B(C, ¢), la continuidad de V, y la condicién
(1) del enunciado. Definamos

Uy :={x € B(C,0) : V(z) < a},
y para cada = € U, consideremos la funcién g(t) = g, (t) definida por

g(t) = V(@(t, x)).

Puesto que g, es decreciente, ninguna solucién que comience en U; puede cortar al conjunto dB(C, 9)
(en efecto, si para algtin x € U} y t; se tuviera d(®(t1,x), C') = § entonces podemos suponer, tomando
el infimo de tales 1, que ®(t,x) € B(C,J) paratodo ¢ € [0,d1], y entonces, por definicién de v y de
Ui, g(t1) = V(®(t1,x)) > o > g(0), con lo que g no seria decreciente). Por tanto toda solucién que co-
mienza en U; nunca abandona B(C, ¢). Como este conjunto es compacto, los teoremas de prolongacién
del Capitulo 3 muestran que ®(¢, z) tiene que estar definido para todo ¢ € [0,00). Y como ¢ > 0 puede
tomarse arbitrariamente pequeio, este argumento prueba que para todo entorno abierto A de C' existe un
entorno abierto W de C' tal que O} C A paratodoz € W.

Supongamos ahora que la desigualdad de (3) es estricta. Esto quiere decir que g, (¢) es estrictamente
decreciente (en los intervalos en que ®(¢,z) € U \ C). Veamos que entonces lim;_, d(®(¢,z),C) =0
para todo z € U; \ C. En efecto, de lo contrario existirfan un niimero € > 0 y una sucesion t; ' oo
tales que

d(®(t,x),C) > ¢

para todo k& € N. Puesto que ya sabemos que x := ®(tx,x) € B(C,¢) paratodo k € Ny B(C,J) es
compacto, podemos suponer, pasando a una subsucesion de (tx) si fuera necesario, que () converge a
un punto zy € B(C,¢). Necesariamente se tiene

d(Zo, C) > €,

y en particular zy € B(C,¢) \ C. Ademds, al ser decreciente la funcién g,(t) y estar acotada inferior-
mente, existe el limite
lim g,(s) = lim V(®(s,z)).

5§—00 S5—00
Por la continuidad del flujo tenemos

lim ®(t,x1) = (¢, 20),

k—o0

y al ser V' decreciente sobre las drbitas contenidas en U \ C'y ser zg € B(C,5)\C C U\ C, parat > 0
tenemos
V(®(t, 20)) < V(P(0,20)) = V(z20)-
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Pero por otro lado, usando la continuidad de ® y de V, y la existencia del limite de g,, en co, tenemos

V(zo) = lim V(®(tg,x)) = lim g,(tx) = lim g,(s) = lm g, (tx +¢) =
k—o0 k—o0 §—00 k—o0

lim V(®(ty +t,z)) = lim V(®(¢,x)) = V(P(¢, 20)),

k—oo k—oo

lo que contradice la desigualdad anterior. Por tanto necesariamente tenemos

lim d(®(t,z),C) = 0 paratodo x € U; \ C.

t—00
Esto implica que w(z) C C'sixz € U; \ C, ya que para todo z € w(z) existe una sucesion t;, ,* oo tal
que z = limy_, o, ®(tx, x), y por tanto, usando la propiedad triangular de la distancia,

0<d(zC) <d(z,®(tg,z)) + d(®(tx,z),C) = 0

cuando k — oo, de donde d(z,C) = 0, lo que por ser C cerrado conlleva que z € C.

Finalmente veamos que w(xz) = C si C' es una 6rbita cerrada de ' = f(x). Si tomamos z €
w(z) € C, como ya sabemos que w(z) es compacto e invariante, tendremos O, C w(x). Pero para
cualquier z € C se tiene O, = C' al ser C una 6rbita periddica. Por tanto C' C w(z), y en definitiva
w(x)=C. O

8.4. Problemas

Problema 8.1. Construyendo una funcién de Liapunov adecuada de la forma V (z, y, z) = ax? + by? +
cz?, estudiar la estabilidad en el origen del sistema

' =2y(z—1)
Yy =—-x(z—-1)
2 = xy.

Problema 8.2. Construyendo funciones de Liapunov adecuadas, de la forma L(z,y) = ax? + by?,
estudiar la estabilidad del origen en los sistemas

x = —a3 4 xy? x = —% + 22y x =z — P = —a% + 23
v =-22%y -y’ |y =-v y =2z’ +day +2°, |y =22
Problema 8.3. Consideremos el sistema
r' =y —xg(r,y)
Y =—z—yg(z,y),

donde g : R™ — R es de clase C'*. Probar que si g(,%) > 0 en un entorno del origen entonces el origen
es un punto de equilibrio asintéticamente estable, y que si g(z,y) < 0 en un entorno del origen entonces
éste es un punto de equilibrio inestable.

Problema 8.4. En el sistema siguiente (donde £ > 0), probar que el origen es un punto de equilibrio
asintéticamente estable, y estimar su cuenca de atraccion:

3
=y —c(r—-%)
y = —u.

Problema 8.5. Deducir el principio de linealizacién de los teoremas de estabilidad e inestabilidad de
Liapunov.
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Problema 8.6 (Sistemas gradientes). Un sistema de la forma 2’ = f(x), donde f = —VV para cierta
V :Q CR™ — R, se dice que es un sistema gradiente. Demostrar que:

1. Todo minimo local de V' que sea también un punto critico aislado de V' es un punto de equilibrio
asintéticamente estable de f.

2. En todo punto de equilibrio, los autovalores de la parte lineal del sistema son reales.
3. El sistema no posee curvas integrales periédicas no constantes.

4. En los puntos regulares, las curvas integrales de f cortan ortogonalmente a las superficies de nivel
de V.

5. Paracada z € €2, V es constante sobre w(z) y o(z). Deducir que todo punto w-limite es un punto
de equilibrio, y lo mismo para los a-limites.

6. Una trayectoria ®(¢,x) de un sistema ¢y’ = f(y) se dice que es recurrente si existe una sucesion
tr — oo tal que limy_, oo ®(tx, z) = x. Probar que si f es un campo gradiente entonces f no tiene
ninguna trayectoria recurrente que no sea constante.

Problema 8.7. Continuando con el problema anterior, supongamos ademds que para cada r € R, el con-
junto V1 (—o0, ] es compacto, y que DV () # 0 excepto para un nimero finito de puntos {p1, ..., prn }.
Probar que entonces toda curva integral de f estd definida para todo ¢t > 0, y converge, cuando ¢ — +0o0,
a alguno de los puntos p1, ..., Pm.-

Problema 8.8. Usando los dos problemas anteriores, esbozar el diagrama de fases de f en los siguientes
casos
V(z,y) =2+ 4% Viz,y) =2 =% V(z,y) =2' -2 + 4.

Problema 8.9. Encontrar funciones de potencial para los siguientes sistemas:

1. 2" = —kx (oscilador arménico);

2. 2" + ksenx = 0 (ecuacion del péndulo ideal);

3. 2" = f(x) (ecuacién de Newton unidimensional, correspondiente al movimiento de una particula
de masa unidad moviendose en R bajo la accién de una fuerza externa f);

4. 2" = —~GMz/||z|® (campo gravitatorio en R?).

Problema 8.10 (Teorema de Lagrange). Consideremos el sistema conservativo 2"/ = f(z) = —VU (x),
con U € C?(£2,R), siendo 2 un abierto de R™. Este sistema equivale a

es decir (2/,v') = F(x,v) = (v,—=VU(z)),con F € C1( x R*,R" x R").

Probar que si el potencial U tiene un minimo local estricto en xg, entonces el punto (zg,0) es un
punto de equilibrio estable de F'.
Indicacién: E(x,v) = 3||v||*> + U(x) — U(xo) es una funcién de Liapunov.

Problema 8.11. Sea U un potencial de clase C2(R", R) que estd acotado inferiormente. Demostrar que
las curvas integrales del sistema conservativo 2" = —VU (x) estén definidas para todo tiempo (es decir
el campo F'(z,v) = (v, —VU(x)) es completo).

Problema 8.12 (Sistemas conservativos con un grado de libertad). Sea f : R — R de clase C' y
definamos U (z) = — [ f(u)du.
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1. Probar que los conjuntos de nivel de la energia {(z,y) € R? : 1y? + U(z) = ¢} son curvas de
clase C'! alrededor de cada punto regular (es decir que no sea de equilibrio).

2. Sizf(x) < 0cuando z # 0, probar que el punto (0, 0) es estable pero no asintéticamente estable,
y las 6rbitas alrededor de (0, 0) son periddicas.

3. Esbozar las curvas de nivel de la energia cuando x f (x) > 0 para x # 0y deducir que en este caso
el origen es un equilibrio inestable.

4. Esbozar el diagrama de fases del sistema cuando la funcién U (z) tiene varios maximos y minimos
relativos, tiende a —oo en —o0, y tiende a 400 en +o00.

5. Probar que si lim;| 4 oo U (x) = +oc entonces todas las soluciones no constantes son periédicas.

Problema 8.13. Consideremos ahora el sistema con rozamiento:
2" +VV(x)+ ka' =0,

donde k£ > 0. Probar, escribiendo la ecuacién como un sistema de primer orden y construyendo una
funcién de Liapunov adecuada, que los puntos de la forma (z, 0), siendo xy un minimo local estricto de
V, son puntos de equilibrio asintéticamente estables.

Problema 8.14. Esbozar los diagramas de fases de los sistemas:
1. 2" = —u.
2. 2 =x — 223
3. 2 = ax + ba>.
4. " + sen z = 0 (péndulo sin rozamiento: un sistema conservativo).

5. 2" + bx’ + csenx = 0, con b,c¢ > 0 (péndulo con rozamiento: un sistema disipativo, donde la
energia se va perdiendo).

En el caso del péndulo sin rozamiento, cuando la energia total es £ = 2, calcular el tiempo que le lleva
alpénduloirdex =0az = 7.

En el caso del péndulo con rozamiento, probar que para todo n € Ny todo dngulo 6 existe un estado
inicial (6p,wo) tal que limy_, o ®(t,60p,wo) = (0,0) y que recorre n veces, pero no n + 1 veces, la
circunferencia.

Problema 8.15. Consideremos un sistema mds general con rozamiento:
" / !
" +n(z) +U'(z) =0,

con n(x) > 0. Usar la energia como funcién de Liapunov para probar que no hay 6rbitas periddicas no
constantes, y que todos los minimos de U(x) dan lugar a puntos asintéticamente estables del sistema
equivalente en R2.

Problema 8.16. Consideremos la ecuacién
2+ ax’ + 2xe™ = 0,

con a > 0. Enel caso a = 0, estudiar la estabilidad del origen y esbozar el diagrama de fases. En el caso
a > 0, probar que el origen es asintéticamente estable y estimar su cuenca de atraccion.

Problema 8.17. Se dice que un campo de fuerza f : R3 \ {0} — R? es central si es de la forma
f(z) = \(x)z para alguna funcién \ : R3\ {0} — R. Supongamos que f : R3\ {0} — R3 es un campo
vectorial de clase C'! y que es conservativo, es decir, f = —VV para alguna funcién V : R?\ {0} — R
de clse C2. Demostrar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1. f escentral.
2. fesdelaforma f(x) = u(||x||)x, donde p : (0,00) — R.
3. f(z) = —=VV(x), donde V es de la forma V(z) = ||z

),cona: (0,00) — R.

Indicacion: para probar (1) == (3) basta ver que V es constante en cada esfera S, = {z € R® : ||z| = r},
r > 0. Para ello considerar una curva cualquiera v : [a,b] — S, y derivar la funcién V ((¢)).

Problema 8.18. Demostrar que si una particula se mueve en R? por accién de una fuerza central f :
R3\ {0} — R?, entonces su trayectoria x(¢) estd contenida en un plano que pasa por el origen. Si m es
la masa de la particula y v(t) su vector velocidad, probar también que el vector m(z(t) x v(t) (al que se
llama momento angular es constante (no depende de ).

Indicacion: considerar el sistema

{v’ = f(x) = A(z)x

y derivar el producto vectorial z X v.

Problema 8.19. Continuando con el problema anterior, si z(t) = (x1(t), x2(t), z3(t)) es la trayectoria
de una particula de masa m sometida a un campo de fuerza central f, tomando coordenadas adecuadas
podemos suponer que z3(t) = 0, y el momento angular es constante e igual al vector (0,0, mz1v2 —
mxovy). Es decir,

t=m(z1(t)vz(t) — z2(t)vi (1))
es constante.

1. Reeescribir esta ecuacién usando coordenadas polares en el plano x3 = 0 y deducir que
(=mr(t)*0(t)
es constante.

2. Usar la conocida consecuencia de la férmula de Green que da una férmula para el drea del recinto
encerrado por una curva plana -, es decir A = % f7 xdy — ydz, en el caso particular en que
v(t) = (r(t) cosb(t),r(t) send(t)), para demostrar que el drea de la region del plano z3 = 0
delimitada por los vectores z(t) y x(to), y la curva z(t), t € [to, t], viene dada por

At) = / ()% 0 (s)ds = %(t —tp).

to

3. Deducir la segunda ley de Kepler: el segmento que une el Sol con un planeta del sistema solar
barre dreas iguales en tiempos iguales.

Problema 8.20. Consideremos ahora el caso especial del campo gravitatorio newtoniano, f : R3\{0} —
R3,

x
donde sin pérdida de generalidad se ha realizado un cambio de escala para que el producto de la masa por
la constante de gravitacion universal resulte 1. Por los problemas anteriores sabemos que una solucién
x(t) de esta ecuacion se moverd en un plano fijo que pasa por el origen (y que podemos suponer z3 = 0),
que la energia se conserva, y que el momento angular se conserva.

1. Usar que 20" = constante para probar que r puede considerarse una funcién de 6.

2. Denotando W = 1/r, observar que W también es funcién de 6 (ya que r lo es), y que W(t) =
—V(x(t)), y demostrar que la energia cinética del sistema es

1, , . 2 [ /dw?
K::2((T)2+(T0)2):2<<d6> +W2>
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3. Denotando E la energia total del sistema, observar que K = E — U = E + W. Aplicando la
férmula del apartado anterior se tiene

AWN? ., 2
(d&) W= SE+W).

Derivar dos veces esta ecuacién respecto de 6, y usar el teorema de conservacién de la energia
dE/df = 0 para deducir que

d*W 1

—+ W =—.

az T T

4. Resolver la dltima ecuacién para probar que
1
W) = (1 + /1 + 2502 cos(6 + eo)) .

5. Recordar, o demostrar si no se sabe, que la ecuacion de una cénica en coordenadas polares es
1 1
— = —(1+e€cosh),
T K

donde el origen es un foco, € es la excentricidad de la conica y « es su latus rectum.

6. Deducir la primera ley de Kepler: 1a trayectoria de una particula sometida al campo gravitatorio
newtoniano es una cénica de excentricidad v'1 4+ 2E¢2. Si E > 0 esta trayectoria es una hipér-
bola; si £ = 0 es una pardbola, y si & < 0 es una elipse.

7. Suponiendo que se ha observado experimentalmente que un planeta tiene una 6rbita periddica
alrededor del sol, concluir que dicho planeta describe una elipse de la cual es sol es uno de sus
focos.

Problema 8.21. El siguiente sistema de ecuaciones (llamadas de Lotka-Volterra) representa un modelo
de dos especies que interactdan, donde la especie x es el alimento (presa) de la especie y (predador). El
sistema (no lineal) viene dado por

{:J:’ = (a —by)x

donde a, b, c,d > 0. La constante a nos indica la tasa de crecimiento de la poblacién x en ausencia de
la poblacién predadora y. La constante d indica la tasa de mortalidad de la especie predadora cuando se
extingue la poblacién presa. Las constantes b y ¢ determinan el efecto de la interaccion entre ambas es-
pecies. Por ejemplo, b mide la cantidad proporcional de individuos de la especie presa que son devorados
por unidad de tiempo por la especie predadora.

1. Interpretar la constante c.

2. Demostrar que los semiejes positivos son trayectorias de soluciones, y concluir que el primer
cuadrante es un conjunto positivamente invariante.

3. Determinar los puntos de equilibrio del sistema en el primer cuadrante.
4. Estudiar el sistema linealizado en estos puntos de equilibrio ;Qué puede concluirse?

5. Determinar una funcién de Liapunov de la forma V' (z,y) = F(z) + G(y) en el primer cuadrante.
Probar que el punto critico (d/c, a/b) es estable, y demostrar que todas las demés soluciones que
empiezan en el primer cuadrante describen Orbitas cerradas alrededor de este punto de equilibrio.
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Problema 8.22. Si en el modelo anterior de Lotka-Volterra se supone que un cierto ntimero de presas x,
puede encontrar un refugio que las hace inaccesibles a a los depredadores, las ecuaciones se convierten

en
{x' =azx — by(z — z,)

/ —_—

Yy =—dy + cy(z — x,)

Analizar el diagrama de fases de este sistema, comparandolo con el original de Lotka-Volterra, en los
dos casos siguientes:

1. El ndimero de presas en el refugio es una fraccion constante del total, es decir, z, = k.
2. El nimero de presas en el refugio es constante, es decir, z,, = k.
Problema 8.23. Consideremos el sistema
¥=—-x+2—-2)y
{y’ =-—y+2-y
Se pide:
1. Determinar y clasificar sus puntos de equilibrio.
2. Probar que el conjunto §2 = (0,2) x (0, 2) es positivamente invariante.

3. Probar que toda solucién que comienza en {2 converge a un punto de equilibrio del sistema en
tiempo infinito.

4. Dibujar el diagrama de fases.

Problema 8.24. Dibujar los diagramas de fases de los sistemas

m’:x2+y2—1 x/:yQ—l
y' = xy, y = xy.

Indicacion: observar que si (x(t),y(t)) es solucién entonces también lo es (z(t), —y(t)).

Problema 8.25. Una poblacién estd dividida en z individuos susceptibles de contraer una enfermedad e
y individuos infectados por ella. Si la probabilidad de contagio por contacto es r y la enfermedad tiene
vida media log 2/~ > 0, se obtiene el sistema

¥’ = —ray
y' = —vy+rry.

1. Estudiar si la estabilidad de los puntos de equilibrio se puede decidir por linealizacion.

Se pide:

2. Hallar una integral primera. Dibujar las érbitas del primer cuadrante. ;Hacia donde convergen las
trayectorias? Interpretar el resultado.

3. Discutir el llamado teorema del umbral de la epidemiologia de Kermack-McKendrick: para que se
extienda una epidemia debe haber un ndmero inicial zg suficiente (mayor que un cierto umbral u)
de individuos susceptibles, y si xg — u > 0 es pequefio, el nimero de individuos que terminaran
contrayendo la enfermedad es, aparoximadamente, 2(xg — u).

Problema 8.26. Sea V' una funcién de Liapunov estricta para un punto de equilibrio xy de un sistema
2’ = f(z),ysear > 0 tal que V1[0, 7] es compacto y no contiene ningiin otro punto de equilibrio.
Probar que V1[0, 7] C B(xo).
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Problema 8.27. Esbozar el diagrama de fases y hallar los conjuntos w-limite y a-limite del sistema
o =~y —a(a? + )
y =+ py —ya® +y?)

segun los valores del pardmetro p € R.

Problema 8.28. Probar que las intersecciones y las uniones arbitrarias de conjuntos (4) invariantes son
(4) invariantes, y que la adherencia de un conjunto (%) invariante es (4) invariante.

Problema 8.29. Probar que los conjuntos w(x) y «(x) son cerrados e invariantes.
Indicacion: ver la demostracién del Teorema[8.2]

Problema 8.30. Supongamos que O] esté contenida en un compacto. Probar que

lim dist(®,(t), w(x)) = 0.

t—r00
Andlogamente para O y o(z).

Problema 8.31. Identificando R* con C x C, consideremos el siguiente sistema
w' = 2miw
2 = 2mbhiz,

donde # € R\ Q.

1. Si € := > probar que el conjunto {£" : n € N} es denso en la circunferencia unidad T :=
D={zeC:|z| =1}

2. Si ®4(w, z) = ®(t, w, z) denota el flujo de este sistema, demostrar que para cualquier n € 7Z se
tiene
b, (w,2) = (w,£"2).

3. Si (wo, z0) estd en el toro T x T C C?, demostrar que sus conjuntos limite satisfacen

w(wo, z0) = c(wo, 20) = T x T.

4. Hallar w(w, z) y a(w, z) para cualquier (w, z) € C x C.

Problema 8.32. En el problema anterior, suponer ahora que # € Q, y en este caso hallar w(w, z) y
a(w, z) para cualquier (w, z) € C x C.

Problema 8.33. El siguiente caso particular de la ecuacién de Liénard

o =y - f(@)
y/ = -,

donde f € C*(R,R) (y que corresponde a la ecuacién de segundo orden z” + f'(z)x’ + z = 0= tiene
importancia en la teorfa de sistemas eléctricos (por ejemplo en el caso f(z) = x> — 2 se obtiene la
ecuacion de Van der Pol).

1. Determinar la estabilidad del punto de equilibrio del sistema en funcién de f/(0).

2. Sizf(x) > 0 parax # 0, probar que el origen es asintGticmente estable, y estimar su cuenca de
atraccion.

Problema 8.34. Continuando con el problema anterior, supongamos que:
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M f(=z) = —f(z);
() f(z) <Opara0 <z < o
() liminf, , f(z) > 0;
(1v) f es estrictamente creciente para za.

Demostrar que el sistema tiene una tinica 6rbita cerrada que engloba el origen, y que esta drbita cerrada
es estable; de hecho, demostrar que su cuenca de atraccién es R? \ {(0,0)}.

Problema 8.35. Sea C' es una 6rbita cerrada de un sistema 2’ = f(x), y supongamos que C' es asintoti-
camente estable en el sentido del Teorema[8.9] Sea T el periodo de C'. Demostrar que existe un entorno
W de C'tal que para todo z € W se tiene

Jim (|9t + T, ) — B(t,)]| = 0.

Se dice en este caso que x tiene periodo asintético igual a 7T'. Por tanto, las trayectorias cercanas a la
Orbita cerrada C' se comportan, después de un cierto periodo de tiempo, casi como C': no sélo se acercan
arbitrariamente a C, sino que en intervalos de tiempo 7" vuelven a pasar casi por el mismo lugar.



Capitulo 9

Sistemas planos. Teorema de
Poincaré-Bendixson.

En este capitulo final nos centramos en el estudio de los sistemas auténomos en R?, y mas en concreto
en la cuestion de cémo decidir si un sistema auténomo plano (z/,y’) = f(x,y) tiene o no Grbitas
periddicas no constantes. El teorema de Poincaré-Bendixson, que estudiamos en la segunda seccién nos
da una respuesta a esta pregunta. La version mds simple de este teorema dice lo siguiente: si f : €2 C
R? — R? es un campo vectorial de clase C' y K C (2 es un compacto positivamente invariante que no
contiene puntos de equilibrio (o que contiene sélo surtidores), entonces K contiene una 6rbita periddica
no constante.

Para abordar la demostracién de este teorema necesitaremos algunos preliminares técnicos que co-
menzamos a estudiar a continuacion.

9.1. La aplicacion de Poincaré

Recordemos que un subconjunto H de R™ es una hipersuperficie de clase C* de R™ si puede escri-

birse en la forma
H={xeW:S(zx)=0},

donde W es un abierto y S : W — R es una funcién de clase C* tal que V.S(z) # 0 para todo = € H.
Se dice que esta hipersuperficie es transversal a un campo vectorial f si f(x) no estd en el plano tangente
a H en z para ningtn = € H (es decir si (V.S(z), f(x)) # 0 para todo x € H).

Lema 9.1. Sean f € C*(Q,R™) un campo vectorial, = € Q, T € I,. Sea H una hipersuperfice de R™
de clase C¥, transversal a f, y tal que ®(T,x) € H. Entonces existe un entorno abierto U de x y una
iinica aplicacion T : U — R de clase C* tal que 7(x) = T'y

o(r(y),y) € H
para todoy € U.
Demostracion. St H = {x € W : S(x) = 0}, consideremos la funcién
G(y,t) = S(2(t,y))-
Tenemos G(z,T) = 0,y como f es transversal a H en ®(T',z) € H, se tiene

oG d
T~ (TS@EW): GO, =

(VS(@(t,9)), [(2Y))|egyee = (VS(R(T, 2)), f(R(T, 2))) # 0,

luego por el teorema de la funcidn existe una tnica funcion 7, definida en un entorno abierto U de z, y
que toma valores en R, tal que 7(z) = T'y G(y, 7(y)) = 0, lo que equivale a decir que ¢(7(y),y) € H,
paratodoy € U. O

115
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Definicién 9.1. Sea f € C''(Q2, R™) un campo vectorial, y £ un punto regular de f (es decir f(zq) # 0).
Sea H un hiperplano vectorial tal que f(z) es transversal a H. Diremos que un entorno V' de z¢ en el
hiperplano afin xg + H es una seccion transversal de f en x si se tiene f(x) ¢ H paratodo x € V (es
decir si el trozo de hiperplano afin V' es transversal al campo f).

Obsérvese que si h es una aplicacion lineal tal que H = Kerh, la condicién de transversalidad
equivale a h(f(x)) # 0 para todo = € V. Ademads, si V es conexo, entonces o bien h(f(x)) > 0 para
todo z € V, o bien h(f(x)) < 0 paratodo x € V.

Para cualquier punto regular xy de f, la forma lineal h(y) := (f(xz¢),y) verifica que xog + Kerh
define una seccion transversal de f en un entorno de x(. Por tanto, entorno a los puntos regulares de un
campo vectorial C'' siempre existen secciones transversales al campo.

Definicion 9.2 (Aplicacién de Poincaré). Sea f € C*(©2, R™) un campo vectorial, O, una érbita peri6-
dica de perfodo T (es decir ®(T’, z¢) = ), y H una hipersuperficie transversal a f y de clase C* que
contiene a xg. Sabemos que existen U un entorno de xg y 7 € C*(U) tales que ®(7(x),x) € H para
todo z. Sea W = U N H. A la aplicaciéon Py : W — H definida por

se le llama aplicacién de Poincaré asociada a . Esta aplicacion es de clase C*, y a cada punto fijo de esta
aplicacion le corresponde una érbita periddica de f.

9.2. Sistemas planos. El teorema de Poincaré-Bendixson

En lo sucesivo consideraremos f un campo vectorial en un abierto 2 de R?. En este caso las secciones
transversales de f se llamaran segmentos transversales de f, y la aplicacion de Poincaré correspondiente
a un segmento transversal .S la denotaremos 7(x) = ®(7(z), x).

En todo segmento transversal S podemos considerar una relacion de orden natural entre los puntos
del segmento, y definir el concepto de sucesiéon mondtona en este segmento. Por otro lado diremos que
una sucesion y, = ®(¢,, z) es mondtona sobre la trayectoria O, si la sucesion (t,,) es mondtona en R.

Lema 9.2. Sea S un segmento transversal de f, y sea (r, = ®(tn,x0)) la sucesion (quizds finita,
mondtona sobre la trayectoria) de las intersecciones de la orbita (’);0 con el segmento S. Entonces (x,,)
también es mondtona sobre el segmento S.
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Ly

Demostracion. Podemos suponer por ejemplo que zoy < x respecto del orden de S. Considerando la
region interior a la curva de Jordan formada por la parte de O, que va de zp a x1 mds el segmento que
va de =1 a xg, se comprueba que dicha regidn es o bien positivamente invariante, o bien negativamente
invariante, y entonces se deduce que x5 tiene que ser mayor que ;1 respecto del orden considerado en el
segmento.

X

Continuando por induccidn se concluye el resultado. O

Lema 9.3. Si S es un segmento transversal de f y z € S Nw(x), existe una sucesion (z,) contenida en
S N OF que es monétona sobre la trayectoria O, y que satisface z = lim,, z,,. Andlogamente para O,

y a(z).

Demostracion. Sit, / +ooy ®(t,,z) — z, puede aplicarse el Lemapara encontrar un entorno U
de z y una funcién 7 : U — R de clase C'! tal que 7(2) = 0y ®(7(y),y) € S paratodo y € U. Entonces
tn =t +7(®(tn,x)) — +o0, y podemos suponer, pasando a una subsucesion si fuera necesario, que
t, es estrictamente creciente. Definiendo z,, := ®(f,,, ) hemos acabado. O

Lema 9.4. Sea S un segmento transversal, © € ). Entonces w(x) corta a S a lo sumo en un punto.
Andlogamente para o(x).

Demostracion. Supongamos que hubiera dos puntos distintos y, z € w(x) N.S. Por el lema anterior exis-
tirfan (y,,), (25,) contenidas en S N O (z) que convergen a y, z respectivamente. Pero esto es imposible
porque (y,), (2) son subsucesiones de la sucesion (z,,) del lema[9.2que es monétona sobre S. O

Lema 9.5. Si S es un segmento transversal de f y {z} = SNw(x) entonces la sucesion (x, = ®(t,, x))
de las intersecciones de la érbita O} con el segmento S satisface:

1. x, es mondtona sobre el segmento S;

2. lim, x, = z;

3. ®(t,x) ¢ S paratodot € (ty,tni1).
Andlogamente para ().

Demostracion. S6lo hay que probar (2). La sucesion (z;,) del lema converge a z y es subsucesion de
(), luego, al ser ésta monétona sobre S, también converge a z. ]
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Proposicién 9.6. Supongamos que w(x) N O (x) # 0. Entonces ®(t,x) es periddica, y en particular
w(z) = a(x) = Oy. Andlogamente para o(x).

Demostracion. Seay € w(x) N O (z). Si y es un punto de equilibrio el resultado es obvio. Si no, por
el Lema[9.3|podemos escoger un segmento transversal S que contenga a y, y una sucesién

yneSﬁOggSﬂw(az)

mondétona sobre la trayectoria y tal que y,, — y. Por el Lema se tiene ¥, = v, y al ser (y,,) monitona
sobre la trayectoria esto impone que O, = O, sea una 6rbita cerrada. U

Corolario 9.7. Un compacto invariante minimal en R? es siempre una érbita periddica (una curva
cerrada o un equilibrio).

Demostracion. Six € C entonces w(x) = C por ser C' minimal, luego = € O Nw(x), y se aplica la
proposicién anterior. O

Teorema 9.8 (Poincaré-Bendixson). Sean 0 C R™ abierto, x € 0, y f : Q — R? un campo de clase
C. Supongamos que w(zx) # 0 es compacto y no contiene puntos de equilibrio. Entonces w(x) es una
orbita cerrada regular.
De hecho, hay dos posibilidades excluyentes entre si: o bien O, es periddica no constante (y O, =
w(x)), o bien ®(t,x) se acerca en espiral (cuando t — o) a la érbita periddica no constante w(x).
Andlogamente para o(x).

Demostracion. Seay € w(zx),ytomemos z € w(y) C w(z). Por hipdtesis z no es un punto de equilibrio.
Sea S un segmento transversal que contiene a z, y tomemos (usando el Lema[9.3) una sucesién y, — 2z
cony, € SNO,, mondtona sobre la trayectoria. Puesto que SNO," € SNw(x) = {2} porel Lema
se tiene que y, = z, luego z € O, Nw(y) y, por la Proposicién O, = w(y) es una 6rbita periddica
regular.
Finalmente, veamos que de hecho O, = w (). Para ello basta demostrar que
tlgrnoo dist(®(t, ), Oy) = 0.

Seaz € Oy NS C w(x). Por el Lema|9.5|la sucesién (z,,) de las intersecciones de O con S cumple
que =, = ®(t,, ) — z mondtonamente en S,y ®(t,x) ¢ S parat € (tn,tni1).

/)

o

Veamos que existe > 0 tal que 0 < t,,41 — ¢, < « para todo n € N. En efecto, como ®(¢, z) es
periddica, existe T > 0 tal que ®(7’, z) = z. Por el lema[9.1] existe un entorno U de z y una funcién 7
de clase C! tal que ®(7(u),u) € S paratodou € U,y 7(z) = 0, y por continuidad podemos suponer
que U es suficientemente pequeifio para que |7(u)| < 1 si u € U. Asi, para n suficientemente grande
se tendrd (T, x,) € U, y por tanto ®(7((T, x,,)), ®(T,x,)) = (T + 7((T, x4)), z,) € S, luego
tng1 —tn <T+7(®(T,2,,)) <T+1:=qu

Ahora, dado € > 0, como & es uniformemente continua en el compacto [—a, | x ({z, : n €
N} U{z}), existe § > O tal quessi [t| < ay ||z, —ul| < J entonces || D (¢, x,,) — P (¢, u)|| < e. Eligiendo
no suficientemente grande para que ||z, — z|| < 0 si n > ng tenemos ||®(s, zy,) — P(s,2)|| < € si
|s|] < a'yn > ng. Entonces, dado cualquier ¢ > ¢, y eligiendo n > ng tal que ¢,, < t < t,,11 tenemos

dist(®(t, x), 0,) = dist(B(t, x), 0.) < [|B(t,x) — Bt — tn, 2)|| = [|B(t — tn, 20) — B(t —tn, 2)|| <€,

lo que completa la prueba. O
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Corolario 9.9. Sean Q C R"™ abierto, x € Q, y f : Q — R? un campo de clase C*. Supongamos que
O estd contenido en un compacto de Q0 y que w(x) no contiene puntos de equilibrio. Entonces w(x) es
una orbita cerrada regular.

Andlogamente para OF y o(zx).

Demostracion. Como O} estd contenido en un compacto, sabemos que w(z) es no vacio, compacto,
invariante y conexo, y por hipétesis no contiene puntos de equilibrio, luego por el teorema anterior es
una 6rbita cerrada regular. d

Corolario 9.10. Sea f : Q C R? — R?) un campo vectorial de clase C'. Supongamos que K C ) es un
compacto positivamente invariante que no contiene puntos de equilibrio (o que contiene sélo surtidores).
Entonces K contiene una orbita periodica no constante.

Con las mismas ideas y un poco mds de trabajo se puede demostrar la siguiente versién mds general
del teorema de Poincaré-Bendixson.

Teorema 9.11 (Poincaré-Bendixson). Sean Q un abierto de R?, x € Q, y f € C1(Q, R?). Supongamos
que w(z) # () es compacto, conexo, y contiene a lo sumo una cantidad finita de puntos de equilibrio.
Entonces se cumple una y solo una de las siguientes alternativas

1. w(z) es un punto de equilibrio; o
2. w(x) es una drbita periddica regular; o

3. w(x) contiene una cantidad finita de puntos de equilibrio x1, ..., T, conectados por drbitas inyec-
tivas Oy tales que w(y) € {x1,..., Tm }.

Andlogamente para o(x).

Hasta aqui los resultados positivos sobre existencia de drbitas cerradas. Recordemos ahora un resul-
tado que ya fue propuesto en el Problema [5.15|como consecuencia del Teorema[5.9]

Teorema 9.12 (Criterio negativo de Bendixson). Sea Q un abierto simplemente conexo de R?, sea f €
C1(Q,R?), y supongamos que

dft | 0f2

- _l’_ =

Oz oy

tiene signo constante y no es idénticamente cero en §2. Entonces ) no contiene ninguna orbita periddica.

divf =

Otra demostracion de este resultado, que también se propone como ejercicio, consiste en aplicar el
teorema de Green al campo g = (— fa, f1).

Definicién 9.3. [Ciclo limite] Sean f € C'(2,R?), y C un 6rbita periédica (no constante) de f. Se dice
que C' es un ciclo limite si C posee un entorno W que no contiene ninguna otra drbita periddica.

Proposicion 9.13. Sea C' un ciclo limite de f. Entonces se cumple una y solo una de las siguientes
propiedades:

1. C es estable, en el sentido de que existe un entorno U de C tal que limy_, 1~ dist(P,(t),C) =0
para todox € U, o

2. C es inestable, es decir, existe U entorno de C' tal que lim;_, o dist(®(t),C) = 0 para todo
reUo

3. C es semiestable, cuando existe un entorno U de C' tal que lim;_, | o dist(®,(t),C) = 0 para
todo x € U N Dy ylimy_,_ o dist(P,(t),C) = 0 para todo x € U N Dy, donde D1, Dy son las
regiones conexas del plano limitadas por la curva de Jordan C.
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Demostracion. Se propone como ejercicio (hay que usar la aplicacién de Poincaré y el teorema de
Poincaré-Bendixson). O

Observacion 9.14. Recordemos que el Teorema en el caso n = 2, nos ofrece una condicion sufi-
ciente bastante iitil para demostrar la estabilidad de un ciclo limite.

9.3. Problemas
Problema 9.1. Estudiar el sistema
{x’ =z —y—x(x®+ %yQ)
v =a+y—y@®+39°),
y comprobar que tiene una 6rbita periddica no constante.

Problema 9.2. Considerar la ecuacién de segundo orden 2" + h(z,z")z’ 4+ g(x) = 0, donde h(z,y) =
22 +y% — 1, g(x) = 3. Probar que hay una érbita periédica no constante.

Problema 9.3. Considerar la ecuacién z” + p(z)a’ + q(x) = 0. Probar que si p(z) > 0 para todo z
entonces no hay soluciones periédicas no constantes.

Problema 9.4. Estudiar si los sistemas siguientes tienen alguna solucién periédica:
¥=1-ay =y o=z +y?+ a3
y =z, y =~z +y(l-32% -2y, y =~z +y+ya’

Problema 9.5. Dibujar los diagramas de fases de los sistemas cuyas expresiones en coordenadas polares

r=r(r—1)(r—2) v =r(r—1)2
0 =1, 0 =1.

Problema 9.6. Sea f ¢ C'(Q2,R?). Supongamos que f admite una integral primera no constante en
ningtin abierto de ). Probar que entonces f no tiene ningtn ciclo limite.

Problema 9.7. Probar que si la regién interior a una 6rbita periédica no constante de f € C*(Q, R?)
estd contenida en €) entonces dicha region contiene un punto de equilibrio.

Problema 9.8. Supongamos que w(z) es conexo y contiene una orbita periédica regular O,,. Probar que
w(x) = Oy.

Problema 9.9. Probar que si w(z) N a(z) contiene un punto regular, entonces O, es periédica no cons-
tante.

Problema 9.10. Una trayectoria ®(¢, x) de un sistema y’ = f(y) se dice que es recurrente si existe una
sucesion t; — 4oo tal que limy_, o P(tx,z) = x. Probar que si f es un campo gradiente entonces f
no tiene ninguna trayectoria recurrente que no sea constante. Probar que si el sistema es plano entonces
o bien = es un equilibrio, o bien estd contenido en una érbita periddica. ;Qué ocurre en dimensiones
n > 3?

Problema 9.11. Demostrar el Teorema

Problema 9.12. Demostrar la Proposicion[9.13]
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Problema 9.13. Sean f, g : R? — R? campos vectoriales C''. Supongamos que {f(x), g(z)) = 0 para
todo z € R?, y que f tiene una 6rbita cerrada. Demostrar que ¢ tiene un cero.
Problema 9.14. Sea H una integral primera de un campo f :  C R? — R2,

1. Si z estd en un ciclo limite, probar que VH (z) = 0.

2. Supongamos que z estd en un compacto invariante sin puntos de equilibrio en el que VH no se
anula. Probar que x estd en una orbita cerrada.

Problema 9.15. Sean Q C R? un dominio doblemente conexo, y f € C'(Q,R?), p € C*(, R). Probar
que sidiv(pf)(z) # 0 paratodo x € Q entonces el sistema 2’ = f(z) tiene a lo sumo una 6rbita cerrada.

Problema 9.16. Probar que el sistema

v =—y—xz+ (22 +2y)x
Y =z—y+(a®+2%)y

tiene exactamente una solucién periddica no trivial.
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Apéndice A
Apéndice: Funciones de Lipschitz

En el capitulo 2 vimos cémo la condicién de que una funcién f(¢,x) sea localmente Lipschitz en
la variable x, uniformemente respecto de ¢, nos permite asegurar la existencia y unicidad locales del
PVIZ/(t) = f(t, X), z(ty) = xo. En este Apéndice revisaremos diversos resultados que nos permitirdn
averiguar cudndo una funcién es Lipschitz, y estimar su constante de Lipschitz.

A.1. Propiedades generales de las funciones de Lipschitz

Definicion A.1. Sea f : X — Y una funcién entre dos espacios métricos. Se dice que es de Lipschitz si
existe una constante I > 0 tal que

d(f(x), f(y)) < Ld(z,y)

para todos z,y € X. Se dice también, cuando se cumple esta condicién, que f es L-Lipschitz. Si esta
condicidn se cumple para todos los x, y de un subconjunto A de X, diremos que f es L-Lipschitz en A.
Esto, obviamente, equivale a decir que la restriccién de f a A es L-Lipschitz (cuando en A se considera
la distancia de X restringida a A). Al menor de todos los nimeros L con esta propiedad se le llama la
constante de Lipschitz de f, y se denota Lip( f). Es decir,

Lip(f) :==mf{L >0 : d(f(z), f(y)) < Ld(z,y) para todos z,y € X}.

Es fécil ver, usando las propiedades de los supremos y los infimos de conjuntos de niimeros reales, que

d(f(@), f(y))
d(z,y)

Por ejemplo, cualquier funcién de R en R que tenga derivada acotada es Lipschitz en R (basta
aplicar el teorema del valor medio). Mds en general, tenemos que, si U es un abierto convexo de R", y
f : U — R es diferenciable y su gradiente estd acotado por L, entonces f es L-Lipschitz en U. Ver la
siguiente seccidn.

Otro ejemplo fundamental de funcién de Lipschitz es el valor absoluto en R, o mds en general cual-
quier norma en R"”, ya que se tiene

Lip(f):sup{ ::c,yEX,x;éy}.

ezl = lylll < [l =yl

para cualesquiera z, y € R™. Ambos son ejemplos de funciones distancia (a subconjuntos de un espacio
métrico), que también son 1-Lipschiz.

Ejemplo A.1.1. Sea A un subconjunto no vacio de un espacio métrico X. La funcién distancia a A,
definida por
d(z,A) = inf{d(x,y) : y€ A}, z € X,

es 1-Lipschitz.

123
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Demostracion. Fijados z,y € X,y e > 0, elijamos z = z(y,¢) € A tal que
d(y,z) <d(y,A) +e.
Entonces se tiene
d(z,A) —d(y,A) < d(z,A) —d(y,z) +e < d(x,2) —d(y,z) + e < d(z,y) + ¢

es decir,
d<x7 A) - d(y7 A) S d(x7y) + €,

de donde, haciendo tender € a 0 deducimos d(z, A) — d(y, A) < d(x,y). Intercambiando los papeles de
x e y se tiene también d(y, A) — d(x, A) < d(y,x) = d(x,y), luego concluimos que

’d(l’,A) - d(yvA)‘ < d(l‘,y).
O

Para probar que una funcién con valores en R™ es de Lipschitz basta ver que sus funciones compo-
nentes lo son.

Proposicion A.1.1. Sea X un espacio métrico, y f : X — R"™ una funcion. Denotemos f(x) =
(fi(z),..., fm(2)) para cada x; es decir fj : X — R son las funciones componentes de f. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. f esde Lipschitz.
2. Paracada j =1, ...,m, la funcion f; es de Lipschitz.

Demostracion. (1) = (2) es consecuencia de la desigualdad

1/2
15(@) r<(2\f1 i r) = d(f(x), f(y)) < Lip(f) d(z, ).

En particular Lip(f;) < Lip(f) para cada j.
(2) = (1): es consecuencia de que

1/2 m 1/2 m 1/2
d(f(x (Zm — fil )!) < <2Lip<fi>2d<x,y>2> = (ZLip(f»Q) d(z,y).
i=1 =1

En particular Lip(f) < (37", Lip(f;)?) 2, O
Proposicion A.1.2. Sean X un espacio métrico, y f, g : X — R funciones de Lipschitz. Entonces:

1. f 4+ g es de Lipschitz.

2. Si fy g sonacotadas, fg es de Lipschitz.

3. Siexiste a > 0 tal que |g(x)| > a para todo x € X, entonces 1/g es de Lipschitz. Si ademds f es
acotada, entonces f /g es de lipschitz.

Demostracion. La desigualdad

[(F+9) (@) = (f+ 9Dyl < (@) = f(y)l +19(z) — g(y)]
implica (1), con Lip(f + ¢g) < Lip(f) + Lip(g). Para probar (2) escribimos

|f(x)g(z) — f(W)g(y)| = [f(x)g(x) — f(y)g(z) + f(v)g(z) — f(y)g(y)| <
lg@)[f(z) = FW)I + 1 F W) g(x) = fFW)] < gllool f (@) = FW)| + | flloo l9(z) — F(W)],
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lo que implica que fg es Lipschitz, con

Lip(fg) < [lgllocLip(f) + [[fllocLip(g)-

Finalmente, en las condiciones de (3) se tiene

‘ 1 1 ‘: 9(y) —g(@)| _ l9(=) — 9(y)|

g(z) g lg(z)g(y)] ~ a2

desigualdad que implica que 1/g es Lipschitz, con

1 1
Lip( - ) < =Li .
ip <g> < Lip(9)
Si ademds f es acotada, se deduce de esto y de (2) que f/g es Lipschitz, con

[1floo

a2

Lip(fg) < aLip(f) + Lip(g).

O

Proposicion A.1.3. Si f : X — Y, g : Y — Z son funciones de Lipschitz entre espacios métricos,
entonces g o f : X — Z es de Lipschitz, con Lip(g o f) < Lip(g)Lip(f).

Demostracion. Se tiene d (g(f(x)),9(f(y))) < Lip(g) d (f(z), f(y)) < Lip(g) Lip(f) d(z,y). O

Ejemplo A.1.2. Combinando los resultados anteriores es inmediato probar, por ejemplo, que la funcién

| cos z| 4 elY! )

sen?(zy) + cos*(zy)

f(x,y) = (Sen (Jzy + 1),

es de Lipschitz en cualquier conjunto acotado de R?.

A.2. Estimacion de la constante de Lipschitz por medio de la derivada

Las funciones de Lipschitz tienen relaciones muy estrechas con las funciones que son derivables en
muchos puntos y poseen derivadas uniformemente acotadas en dichos puntos.

Por una parte, hay un resultado importante debido a Rademacher que nos dice que las funciones de
Lipschitz en R” son diferenciables en casi todo punto. No demostraremos aqui este resultado dado que
la prueba no es elemental y no vamos a usarlo.

Teorema A.2.1 (Rademacher). Si U es un abierto cualquiera de R™ y f : U — R es de Lipschitz,
entonces el conjunto {x € U : f no es diferenciable en x} tiene medida cero.

Ademds, la derivada de una funcién de Lipschitz, en los puntos donde exista, siempre estd acotada
por la constante de Lipschitz.

Proposicion A.2.2. Si f : U CR"™ — R™ es de Lipschitz y f es diferenciable en x, entonces

IDf ()|l := o 1D f(z) ()]l < Lip(f)-

Demostracion. Se tiene || f(z + tv) — f(x)| < Lip(f) ||tv|| = Lip(f) |¢] si ||v]| = 1, ¢t € R, de donde

o L@+ 1) = S (@) fla+ to) - f(a)

t—0 t t

= lim

i < Lip(/).

I1Df(z) ()]l =
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La proposicién anterior tambien proporciona un criterio negativo bastante Util en la prictica, ya que
su prueba muestra en particular que si f es Lipschitz entonces todas sus derivadas parciales, cuando
existan, estdn acotadas por Lip(f). Por tanto, para probar que una funcién diferenciable en U no es
Lipschitz, basta encontrar una derivada parcial de f y una sucesion en U a lo largo de la cual el valor
absoluto de dicha derivada parcial tienda a infinito.

Por otra parte, si una funcién es diferenciable y tiene derivada acotada en un abierto convexo, en-
tonces es de Lipschitz; esto es una consecuencia sencilla del teorema del valor medio que recordamos a
continuacion.

Proposicion A.2.3. Si U es un abierto convexo[] de R", y f : U — R es diferenciable y su gradiente
estd acotado por L, entonces f es L-Lipschitz en U.

Demostracion. En efecto, para cada x,y € U, si denotamos [z, y| el segmento que une x con y, se tiene
por hipétesis que [z, y] C U,y aplicando el teorema del valor medio obtenemos que existe un £ € [z, y]
tal que
fy) = fe) = (V) y— =),
de donde
[f(z) = f(y)l < Sup IVF@)Hz =yl < Lllz = yll.

Se deduce entonces de este resultado y de la demostracién de la Proposicién[A.T.T]lo siguiente.
Corolario A.2.4. Si una funcion f = (f1,..., fm) : U € R™ — R™ definida en un abierto convexo
tiene derivadas parciales acotadas en U, entonces f es Lipschitz, y de hecho

. 1/ 1/2

2
Lip(f) < Z:sugllvfj(z)ll2 =D D sup

J=1% J=1 i=1 zeU

2

af;
5o )

Este resultado puede hacerse mas preciso usando la siguiente desigualdad del valor medio (recuér-
dese que el teorema del valor medio no es cierto para funciones con valores vectoriales).

Teorema A.2.5 (Desigualdad del valor medio). Sea U un conjunto abierto y convexo de R™. Sea f :
U — R™ diferenciable en U. Entonces, para cada x,y € U existe ¢ € |x,y] tal que

1f (@) = FI <Dy — =) <Dz =y,

donde la norma considerada es la euclidea.

Demostracion. Pongamos h = y — z, u = f(y) — f(x). Como U es convexo, el segmento [z, y| estd
dentro de U. Definamos g : [0, 1] — R por

9(t) = (u, f(z + th)).
Es claro que g es diferenciable, con
g'(t) = (u, Df (z + th)(h)).
Por el teorema del valor medio, existe 6 € [0, 1] tal que

g(1) — g(0) = ¢'(9),

Conviene advertir que el resultado anterior es en general falso si U es conexo pero no convexo. Pueden incluso construirse
abiertos conexos acotados U de R? y funciones f : U — R de clase C* tales que |V f|| estd acotada en U mientras que f no
lo esta.
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es decir,
(u, f(y) = f(@)) = (u, Df(x + 6h)(h)).

Por tanto, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

1£(y) = F@)II* = (u, f(y) = f(2)) = {u, Df(x + Oh)(h)) <
[ulll[Df(z+0n) (M) = IIf (y) = F)IIDf(z + 0h) ()],

de donde se obtiene el resultado cancelando || f(y) — f(z)|| y poniendo ¢ = x + 6h. O

Recuérdese que || D f(c)|| se define como

IDf(e)l = sup [[Df(c)(w)l,

v||=1
y que en general la norma de una aplicacién lineal 7' : R™ — R™ es

T[] := sup [ T(v)]l;

l[vll=1

es decir, | D f(c)|| es simplemente la norma del la aplicacion lineal D f(c) : R™ — R™.
Combinando el teorema anterior con la Proposicién[A.2.2]se deduce facilmente lo siguiente.

Corolario A.2.6. Sea U un conjunto abierto y convexo de R"™. Sea f : U — R™ diferenciable en U.
Entonces f es de Lipschitz en U siy solo si la funcion derivada D f estd acotada en U. En tal caso se
tiene ademds que

Lip(f) = sup | Df(2)|.
zeU

Sin embargo, el cdlculo exacto de la norma de una aplicacion lineal (y en particular el de la norma
de Df(z) para cada z € U) resulta bastante dificil en la prictica cuando n, m > 2, como veremos en la
siguiente seccidn. Por tanto, salvo en casos especiales, no resulta aconsejable aplicar el corolario anterior,
ni tampoco fatigarse en el calculo de constantes de Lipschitz exactas. En la mayoria de las aplicaciones
una estimacién razonablemente buena de la constante de Lipschitz es suficiente, y eso puede hacerse
usando directamente el Corolario[A.2.4] o incluso la siguiente consecuencia inmediata de éste.

Corolario A.2.7. Si una funcion f : U C R™ — R™ definida en un abierto convexo tiene derivadas
parciales acotadas en U por una constante M, entonces f es Lipschitz, y de hecho

Lip(f) < v/nmM.

Una version de este Corolario para funciones del tipo f(¢, ) como las que consideramos en el capi-
tulo 2 es la siguiente.

Corolario A.2.8. Sean U un abierto convexo de R", I un intervalo abierto de R, y f : I x U — R"
una funcion continua, que denotamos f(t,x). Si f es diferenciable respecto de la variable x, y ademds
existe M > 0 tal que

af;
al’i
para todo (t,x) € I x U, entonces f es Lipschitz en la variable x, uniformemente respecto de t, en el
conjunto I x U; de hecho

(t,x)' <M

1f(t,2) = f(& )]l < VamM |z —y]|

para todos x,y € U, t € I.

Demostracion. Basta aplicar el corolario anterior a la funciéon U 3 = — gi(z) := f(t,z), para cada
tel. O
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A.3. Calculo de la norma de una aplicacion lineal

Recordemos que la norma de una aplicacion lineal A : R™ — R se define como

|All := sup || Az]|. (A.1)

llz]l=1

Esta definicion puede parecer algo extrafa a primera vista; después de todo A viene determinada por una
matriz n X m, y el espacio de tales matrices es isomorfo a R™™, con lo cual podria parecer mds natural
identificar el espacio de estas matrices con R™™ y definir la norma de A, representado por la matriz (a;;),
como la norma del vector (a1, ..., @1n, @21, -, G20, -y A1, Gmpn ) de R™. Una enorme desventaja (y no
la dnica) de esta posible definicion es que entonces la norma de A dependeria de las base elegidas en R"
y R™. Una virtud de la definicién (A1) es que || A|| s6lo depende de A y de las normas fijadas en R" y
R™. Esta definicién también tiene muchas otras ventajas de caricter geométrico y analitico, las cuales
no vamos a entrar a discutir ahora.

Por supuesto, la definicion (A.T)) también tiene un inconveniente evidente y fundamental: fijada una
aplicacion lineal A, con matriz (a;;) respecto de las bases canonicas de R™ y R™, no es en absoluto
claro cémo calcular ||A|| en funcion de (a;;). Hallar maximos de normas de aplicaciones no es facil, ni
siquiera cuando éstas son lineales y el conjunto sobre el que se quieren maximizar es una esfera euclidea.

A continuacién presentamos un método que permite calcular ||A|| en el caso en que en R"” y R™
consideremos la norma euclidea (para otras normas diferentes de la euclidea, la tarea puede resultar atin
mucho més complicada).

Recordemos que si A : R® — R™ es lineal, su traspuesta se define como la tnica aplicacién A’ :
R™ — R™ tal que

(x, A'y) = (Az,y).

Si A tiene matriz (a;;) respecto de las bases canénicas, entonces A’ tiene por matriz, respecto de las
mismas bases, la matriz traspuesta (a;) (es decir, la matriz obtenida al cambiar filas por columnas en la
matriz de A). Es inmediato que

B:=A"A:R" -5 R"

es una aplicacion lineal simétrica, y por tanto es diagonalizable. Observando que
| Az|]? = (A, Az) = (2, A' Az = («, Ba),
se deduce que

1/2
|All = méx ||Az| = <rnzix <a:,Ba:>> :
l|zll=1 [|lz(l=1
Por tanto hemos reducido el problema a calcular la raiz cuadrada del médximo, en la esfera unidad, de la
forma bilineal simétrica
x v+ g(x) = (z, Bx)

(que es en general semidefinida positiva). Esto puede hacerse usando el teorema de los multiplicadores
de Lagrange: es fécil ver que
Vg(z) = 2Buz,

y seglin ese teorema, si ponemos h(z) = ||z||? — 1, entonces el maximo de g en S := {x € R" : h(z) =
0} se alcanza en puntos = € S para los que exista algin A € R tal que

Vy(z) = AVh(z),

es decir
2Bx = A2z,

o equivalentemente
Bx = \x.
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Es decir, el mdximo de g en S ha de alcanzarse en alguno de los autovectores vg de B que estdn en la
esfera unidad S. Si X es el autovalor de B correspondiente a tal vy, entonces el valor de dicho maximo
serd

9(v0) = (vo, Bug) = {vg, o) = Allwol® = A.

Por otra parte, si 1 es cualquier otro autovalor de B, con autovector v € .S, entonces se tiene
A= g(vo) 2 g(v) = (v, Bv) = (v, pv) = plfo]* = p.

Esto prueba que

|m|zix<x, Bzx) = max{\ : \ es autovalor de B}.
v|=1

El siguiente resultado resume nuestros hallazgos.

Teorema A.3.1. Sea A : R" — R™ una aplicacion lineal, y consideremos B = At A; entonces
|A|| = (méax{\ : X es autovalor de B})l/2 :
Corolario A.3.2. En el caso especial en que A : R™ — R" sea simétrica, se tiene
|A|| = max{|u| : n es autovalor de A}.

Demostracion. En este caso se tiene A'’A = A2,y por tanto

|A|l = (max{\ : A es autovalor de A*}) 12 _ méx{|p| : p es autovalor de A}.
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