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Introduccion

Uno de los problemas bésicos de la teoria de 1a medida es determinar sobre qué clase .4 de subconjun-
tos de R™ (estables por uniones finitas, complementacion, traslaciones y rotaciones) puede definirse una
funcién i : A — [0, oo] no trivial que sea finitamente aditiva e invariante por traslaciones y rotaciones, es
decir, que si 4, Ay, ..., A; € A son disjuntos entonces /L(U?:l Aj) = Z?Zl w(A;),y i(T(A)) = n(A)
para toda T que sea traslacion o rotacion. El teorema de Banach-Tarski nos dice que A no puede coinci-
dir con el conjunto de partes de R™ al menos cuando n > 3 (dados dos conjuntos cualesquiera acotados
y con interior no vacio en R3, puede descomponerse uno de ellos en un nimero finito de piezas que,
mediante traslaciones y rotaciones se ensamblan para recomponer el otro). Por otro lado, para que las
operaciones de paso al limite que a los analistas nos gusta hacer puedan tener éxito en condiciones razo-
nables, es necesario pedir también que la clase .4 sea estable por uniones e intersecciones numerables y
que contenga al menos a todos los conjuntos abiertos.

Esto nos lleva al problema de averiguar cudl es la mayor clase A de subconjuntos de R"™, que sea
estable por uniones numerables, por complementacién, por traslaciones y rotaciones, y que admita una
funcién i : A — [0, 0o] de manera que:

L p(0) = 0;

2. 1 (U‘;‘;l Aj) = > 5= 1(A;) siempre que {A;}jen C Ay A;j N Ag = 0 para j # k;
3. w(T(A)) = p(A)siAe Ay T : R™ — R” es una isometria;

4. p([0,1)™) = 1.

En la primera parte de esta asignatura resolveremos esta cuestion fundacional: A serd la clase de los
conjuntos medibles Lebesgue, y 1 la medida de Lebesgue en R".

El concepto de medida esta ligado al de dimensién: incluso dentro de un mismo espacio euclideo R"
nos interesa poder medir longitudes, dreas (bidimensionales), volimenes (tridimensionales), o en general
volimenes de objetos de dimension k. Para ello debemos considerar diferentes tipos de medidas, porque
cualquier medida que nos permita medir dreas de forma adecuada asignard medida cero a los objetos
que intuitivamente pueden considerarse unidimensionales (por ejemplo las curvas diferenciables), y la
medidas que nos ayudan a medir longitudes de curvas necesariamente asignardn medida infinita a los
objetos bidimensionales. Lo mismo sucede con medidas o conjuntos de dimensiones k,n con k # n.
Todo esto suena muy impreciso, y lo es: precisamente, uno de los objetivos de esta asignatura es dotar
de precision y rigor a estas ideas. Veremos como asignar medidas razonables a objetos de R™ que son de
dimension ¢ (con 0 < ¢ < n), en algun sentido mds o menos intuitivo cuando ¢ es entero (y quizd muy
poco intuitivo cuando ¢ no es entero): apareceran asi las medidas de Hausdorff en R".

En general, de una clase .A de subconjuntos de un conjunto dado X que sea estable por uniones
numerables, por complementacién, y que contenga al propio X, se dice que es una a—élgebraE] Y de una
funcién p con las dos primeras propiedades de las cuatro sefialadas antes se dice que es una medida.

Vemos asi que incluso limitdndonos a los objetos de R™ es necesario ya considerar una infinidad de
medidas diferentes (y clases diferentes de objetos medibles) con interés propio. Fuera de R™ hay también

'Si cambiamos estabilidad por uniones numerables por estabilidad por uniones finitas, se tiene lo que se llama un 4lgebra
de conjuntos, pero este concepto no resulta tan util en Andlisis.
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espacios métricos mds generales en los que pueden definirse medidas con diversas utilidades. Sin hablar
de los espacios probabilisticos, que son conjuntos X (no necesariamente espacios métricos) con una
medida que asigna el valor 1 al conjunto X.

Todo esto hace que resulte muy util estudiar de manera unificada las propiedades generales de las
o-dlgebras y las medidas abstractas, y como a partir de una medida abstracta puede definirse la integral
de Lebesgue asociada a esa medida.

La medida y la integral son conceptos ligados muy estrechamente (la integral nos da la medida del
conjunto bajo la grafica de una funcién positiva, y por otro lado la integral de Lebesgue se sustenta en una
medida en el conjunto donde estd definida la funcién que se integra). Y sobre todo, para poder calcular
medidas de forma eficiente, necesitamos la maquinaria de la integral.

Asi como no todo conjunto puede ser medido en general, tampoco toda funcién puede ser inte-
grada. Si A es una o-dlgebra en un conjunto X y p es una medida en A, diremos que una funcién
f: X — Res A-medible si f~(I) € A para todo I intervalo de R. Las funciones medibles positivas
[+ X — [0, 00] si las podremos integrar: definiremos su integral de Lebesgue | « Jdp como el supremo
de " | a;pu(A;), donde el supremo se toma sobre los n € N, Ay, ..., A, € A disjuntos, o; € [0, 00),
i =1,..,n,ytales que Y ;" a;xa, < f,siendo x4, la funcién caracteristica del conjunto A; (o sea
la funcién que vale 1 en A; y O fuera de A;). Esto generaliza la idea intuitiva de aproximar el drea del
conjunto {(z,t) : * € X,0 <t < f(z)} por medidas de uniones finitas de conjuntos mds o menos
razonables, de tipo rectangular en X x R (o sea los conjuntos A; x [0, «;]), que quedan por debajo de la
grifica de la funcién f.

La teoria bésica de la medida y la integral de Lebesgue la desarrollaremos en los capitulos 1-8, y 10,
aunque sin perder de vista los dos ejemplos motivadores y fundamentales de las medidas de Lebesgue y
de Hausdorff en R"™.

En los capitulos 9, 11, 12 y 13 investigaremos algunas de las propiedades mas particulares y sutiles
de las medidas de Lebesgue y de Hausdorff en R"”, y veremos cémo las técnicas desarrolladas de forma
general pueden utilizarse también para resolver cuestiones importantes del calculo integral en R (por
ejemplo, para caracterizar la clase de funciones para las que el teorema fundamental del célculo es
valido).

La teoria de la medida es una asignatura de gran interés intrinseco que ademads resulta fundamental
para entender otras mds avanzadas (por supuesto todas las de Andlisis Matemaético, pero no sélo estas:
también es esencial en algunos problemas de Geometria Diferencial, en EDPs, y por supuesto en Proba-
bilidad). Por eso te animo, querido lector, a estudiarla con el mayor cuidado, y espero que este manual te
ayude en esa tarea.



Capitulo 1

Medidas y o-algebras

Como ya hemos apuntado en la introduccién, en general no puede definirse una medida no trivial con
propiedades adecuadas (invariancia por traslaciones y rotaciones) para todos los subconjuntos de R", y
lo mismo pasa en otras situaciones interesantes. Por este motivo es necesario estudiar las propiedades de
las clases de conjuntos para las que si pueden definirse medidas no triviales. Para ser ttiles en Anélisis,
dichas clases deben ser estables por uniones numerables, intersecciones numerables y complementacion.
Esto da pie a la definicién de o-élgebra.

1.1. o-algebras.

Definicion 1.1. Sea X un conjunto. Una coleccion A de subconjuntos de X se dice que es una o-algebra
en X si A tiene las siguientes propiedades:

1. X € A;
2. Ae A = A°=X\Aec A
3. Si{A;}nen C Aentonces | J,2 | A, € A

Del par (X, A) se dice que es un espacio medible, y alos elementos de A se les llama conjuntos medibles
(o, para ser mds precisos, A-medibles).

Ejemplos 1.2. Sea X un conjunto.

1. El conjunto 2% de las partes de X es una o-dlgebra en X (esta es la mayor o-algebra que puede
existir en X).

2. {0, X} es una o-algebra en X (esta es la menor o-algebra que puede existir en X).

3. Si E C X, entonces A = {0, X, E, X \ E} es una o-dlgebra en X (y A es la menor o-algebra en
X talque E € A).

Las demostraciones de las dos proposiciones siguientes son muy faciles y se dejan al cuidado del
lector.

Proposicion 1.1. Sea (X, A) un espacio medible. Entonces:
1. 0 e A
2. AABeA = A\Bec A
3. A es cerrado por uniones finitas o numerables, y por intersecciones finitas o numerables.

Proposicion 1.2. Si { A;}ics es una familia de o-dlgebras en un conjunto X entonces A := ;. A; es
una o-dlgebra en X.
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Definicion 1.3. Sea R una familia cualquiera de subconjuntos de un conjunto X . La proposicién anterior
muestra que la interseccidon de todas las o-dlgebras en X que contienen a R es una o-algebra. Dicha
interseccion es no vacia ya que hay al menos una o-dlgebra en X que contiene a R (a saber, el conjunto
2% de las partes de X), y todas las o-dlgebras en X contienen al menos a {(}, X }. A esta interseccion la
llamaremos la o-dlgebra generada por R,y la denotaremos o (R ).

Asi, 0(R) queda caracterizada por las siguientes dos propiedades:

1. o(R) es una o-dlgebra en X que contiene a R.

2. 0(R) es la menor o-dlgebra que contiene a R, en el sentido de que si A es una o-dlgebra en X
que contiene a R entonces o(R) C A.

Ejemplo 1.1. Si R = {E}, donde E C X, entonces 0(R) = {0, X, E, X \ E}.
Proposicion 1.3. Un conjunto A C 2% es una o-dlgebra en X si y sélo si satisface las siguientes tres

propiedades:
1. X € A;

2. SiA,B € Aentonces A\ B € A;
3. Si{An}tnen C Ay A; N Aj = 0 parai # j, entonces | ;- | Ap € A

Demostracion. La necesidad de estas tres propiedades es obvia. Veamos que son suficientes para que A
sea una o-dlgebra en X. Lo tnico que hay que demostrar es que la condicién (3) se cumple incluso si
los conjuntos A; no son disjuntos dos a dos. Sea pues una familia numerable cualquiera { A, },en C A,
y definamos By = Ay, By = As \ Bj, y en general, por induccién, supuesto definido B,,, pongamos

Bpy1 = An \ (Bl U...u Bn) =A,41 \ (Al U...u An)

Es obvio que By € A, y By € A por la propiedad (2). Obsérvese también que los conjuntos B,
son disjuntos dos a dos. Suponiendo que Bi,..., B, € A, es entonces también claro, usando (2) y
(3), que B,4+1 € A. Por tamto, por induccién, { B, },en C A. Entonces, usando (3) obtenemos que
Uo2, Br € A Y asi

o0 oo
U 4n=JBneA,
n=1 n=1
lo que completa la prueba. O

1.2. Conjuntos borelianos

Sea X un espacio métricoE] Denotaremos por B(X) la o-dlgebra en X generada por la familia de
todos los conjuntos abiertos de X. A los elementos de B(X) los llamaremos conjuntos borelianos (o de
Borel), y de B(X') diremos que es la o-dlgebra de los borelianos en X .

Se sigue inmediatamente de las propiedades de las o-dlgebras que:

1. Todos los conjuntos cerrados son borelianos.
2. B(X) es también la o-dlgebra generada por los subconjuntos cerrados de X.

3. Si {Uy,}nen es una sucesion de abiertos de X, entonces ﬂf:;l U,, es boreliano. De este tipo de
borelianos se dice que son conjuntos G.

4. Si {C)}nen es una sucesién de cerrados de X, entonces | ;2 | C,, es boreliano. De este tipo de
borelianos se dice que son conjuntos F,.

En R? existen conjuntos borelianos que no son ni F,, ni G5. Véase la seccién de problemas.

' X también puede ser un espacio topolégico, pero los espacios métricos separables bastaran para todos los propésitos de
esta asignatura.
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1.3. Medidas

Definicion 1.4. Sea (X, .A) un espacio de medida. Una medida en (X, .A) es una funcién p : A — [0, 00]
tal que:

2. p es numerablemente aditiva, esto es, si {A4;}jen C A son tales que A; N A = () para k # j,
entonces

plUJA ] =D u4). (1.1)
j=1 j=1

Si u es una medida en (X, .A), se dice que (X, A, i) es un espacio de medida.

Si pu(X) < oo, diremos que x4 es una medida finita.

Cuando p(X) = 1, también se dice que u es una probabilidad, o una medida de probabilidad.

Cuando existen { A, }pen C Atales que X = [Jo7; A, y p(A;) < oo para todo n, se dice que 1 es
una medida o-finita.

Ejemplo 1.2. Sea X un conjunto cualquiera, y definamos s : 2%X — [0, o] como p(E) igual al cardinal
de E'si E es finito, y u(F) = oo en otro caso. Entonces p es una medida, a la que se llama medida de
contar. En esta asignatura denotaremos esta medida por . Es fécil ver que la medida { es finita si y s6lo
si X es finito, y también que { es o-finita si y sélo si X es a lo sumo numerable. En particular, cuando
X = R? la medida £ no es o-finita.

Ejemplo 1.3. Sean X un conjunto, y a € X. Definamos 6, : 2% — [0, oo] por
1 siaelE
5a(E) = .
0 sia¢E.

Es facil ver que d, es una medida, a la que se llama medida de Dirac en a. Esta medida es finita cualquiera
que sea X.

Las medidas de los dos ejemplos anteriores, a pesar de su simplicidad casi trivial, tienen cierta utili-
dad. Para construir medidas menos triviales y que sean ttiles en R™ (por ejemplo para obtener una medida
que nos permita medir las 4reas de los conjuntos abiertos y cerrados del plano), necesitaremos algunas
herramientas mas. Dejamos aparcada esta cuestién por un momento, y en lo que queda de capitulo nos
centraremos en estudiar las propiedades méds elementales comunes a todas las medidas.

Teorema 1.4. [Propiedades elementales de las medidas]. Sea (X, A, i) un espacio de medida. Enton-
ces:

(a) Para toda coleccion finita y disjunta Ay, ..., A, € A se tiene (A1 U...UA,) = p(A1) + ...+
1(An).

(b) Si A,Be€ A, AC By u(B) < oo, entonces (B \ A) = u(B) — pu(A).
(c) SiA,Be Ay A C B entonces i(A) < u(B).

(d) Si{A;}jen C A entonces
p(Ua ] =X ny.
j=1 j=1

(e) Si{A;}jen C Ay p(A;) = 0 para todo j, entonces 1 <U(;i1 Aj> =0.
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(f) Si{A;}jen C Ay A; C Ajq1 para todo j, entonces

pl U4 ) = lim u(ay).
j=1

j—00

(g) Si{A;}jen CA Ajp1 C Ajparatodo j, yu(Aj,) < oo paraalgiin jo, entonces

Jj—0o0

pl ()45 ] = lim p(4y).
j=1

Demostracion. (a): es obvio, puesto que en (I.1]) puede tomarse A; = () para j > n.
(b)y (¢):si A C Bsetiene B= AU (B\ A), unién disjunta, luego

W(B) = u(A) + (B \ A) > méx{u(A), (B \ A)},
lo que prueba (c), y como pu(B) < oo se deduce que también pu(A) y u(B \ A) son finitos y que

1(B\ A) = u(B) — u(A).
(d): Definamos By = A y,paran > 2, B, = A, \ (A1 U...U A4,,_1), como en la demostracién de

la Proposicién[I.3] Se tiene que
o0 o0
LJ-An:: LJ-Bna
n=1 n=1

los conjuntos B,, son disjuntos dos a dos, y B,, C A,, para todo n. Luego, usando (I.1) y (¢) deducimos

que
u <U An) =p (U Bn> => u(Bn) <Y u(An).
n=1 n=1 n=1 n=1

(e): se deduce inmediatamente de (d).

(f): definiendo los conjuntos B,, como en la demostracién de (d), puesto que A; C A, ahora se
tiene B, = A,, \ A,,—1 paran > 2. Como los conjuntos B, son disjuntos dos ados,y (B;U...UB,,) =
A, concluimos que

n—00

oo o0 n
1 (U Bn) = Z,u(Bn) = nlin;oZu(Bj) = nlingo,u(Bl U...UBy) = lim u(Ay).
n=1 n=1 Jj=1

(9): se deduce de ( f) aplicdndolo a los conjuntos A, \ A; para j > jo. En efecto, como A1 C A;,
entonces Aj, \ A; C Aj, \ Aj41 paratodo j > jo. Aplicando (f) obtenemos

I A ﬂ Aj ) =p U (Ajo \ A7) | = lim 1 (Ajo \ Az)

J=Jo J=Jo

y usando ahora (b), deducimos que
pi) = | () Ay | = lin (n(450) = p(4)) = plAy,) = lim p(Ay),

J=Jjo
de donde

p ﬂ Aj | =p ﬂ Aj | = lim pu(A4;),

J=1 J=jo

lo que termina la prueba. O

Observacion 1.5. En la propiedad (g) del Teorema anterior, la condicién de que alguno de los conjuntos
tenga medida finita es esencial. Por ejemplo (g) no se cumple en (N, 2N 4) con 4,, = {k € N: k > n},
n € N.
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1.4. Problemas

Problema 1.1. Dar un ejemplo que muestre que la unién de una familia de o-algebras no necesariamente
es una o-algebra.

Problema 1.2. Demostrar que la o-dlgebra de los borelianos de R™ estd generada por los compactos de
R?’L

Problema 1.3. Demostrar que Q es un F,, pero no un Gy. [Para la segunda parte, usar el teorema de
categoria de Baire.]

Problema 1.4. Encontrar un subconjunto de R que no sea ni un F}; ni un Gj.

Problema 1.5. Sean X, Y conjuntos, y f : X — Y una funcién. Si S es una o-dlgebra en X, demostrar
que la familia Sy := {B C Y : f71(B) € S} es una o-dlgebraen Y.

Problema 1.6. Sean X e Y dos conjuntos, y f : X — Y una funcién. Si S es una o-dlgebraen Y,
demostrar que:

1. ¥x :={f"%B): B € S} esunaoc-ilgebraen X.

2. Si S estd generada por un conjunto £ C 2% entonces Y x es la o-dlgebra generada por Ex :=

(f~Y(B): Beé&).

Problema 1.7. Dar siete ejemplos de subconjuntos de 2% cada uno de los cuales genere la o-algebra de
los borelianos de R.

Problema 1.8. Sean X un conjunto infinito, y & C 2%. Demostrar que para cada A € o(&) existe
&y C & finito o numerable tal que A € o(&).

Indicacién: Sea A la unién de las o-dlgebras o(C), donde C recorre las subfamilias contables de £. Probar que A
es una o-dlgebra tal que £ C A C o(&) y por tanto A = o(E).

Problema 1.9. Sea X = R",ysea & = {{z} : x € R"}. Demostrar que la o-dlgebra generada por £
estd estrictamente contenida en B(R").

Problema 1.10. Demostrar que, para todo conjunto no vacio X, la medida de contar x : 2% — [0, o0],
definida por pu(E) = m si E es finito con m elementos, y u(F) = 0o en otro caso, es en efecto una
medida. Demostrar también el resto de afirmaciones hechas en el Ejemplo[1.2]

Problema 1.11. Si en el problema anterior ponemos p(E) = 0 cuando E es finito, jes x4 una medida?

Problema 1.12. Sean X un conjunto no numerable, y A la coleccién de todos los subconjuntos A C X
tales que A 0o X \ A es no numerable, y definamos v(A) = 0 si A es numerable y v(A) = 1 en caso
contrario. Comprobar que (X, A, 1) es un espacio de medida.

Problema 1.13. Sea .4 una o-dlgebra de subconjuntos de X, y (1 )nen una sucesion de medidas en
(X, A) que es creciente (en el sentido de que ji,,(A) < pp+1(A) paratodos n € N, A € A). Demostrar
que p(A) := im0 pin (A) define una medida en (X, A).

Problema 1.14. Dar un ejemplo de una sucesién de medidas () tales que x4 = lim,, 4, no sea una
medida.

Problema 1.15. Si (p,)nen €s una sucesion arbitraria de medidas en (X, .A), probar que p(A) :=
Y nen Mn(A) define una medida en (X, A).

Problema 1.16. Sea (), una sucesién de RY, y definamos una medida en (R?, B(R%)) por 1 =
> nen Oz, - ¢Para qué sucesiones (z,,) se tiene que p(K) < oo para todo compacto K C R%? ;Y para
qué sucesiones (x,,) es u o-finita?
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Problema 1.17. Si y es una medida en (X, .A) y fijamos A € A, probar que v(B) := u(A N B) define
una medida en (X, A).

Problema 1.18. Sean (X, A, 1) un espacio de medida, y Ay, ..., A,, € A de medida finita. SiZ}' = {I C
{1,...,n} : 4(I) = k}, demostrar el principio de inclusién-exclusion:

n
p(AU.UA) =) (DR (ﬂ Ai> .
k=1 Iezy  \iel
Como caso particular, deducir la férmula de Poincaré para el cardinal de una unién de conjuntos finitos:
n n
i (U Ak) =D (=DM > (ﬂ Ai) :
k=1 k=1 Iezr  \iel

Problema 1.19. Sea (X, A, 1) un espacio de medida. Se dice que una sucesioén (A;,),en C A es casi
disjunta si (A, N Ag) = 0 siempre que k # n. Demostrar:

1. Si (Ay) es casi disjunta, g (U,en An) = D nen #(An)-

2. Si (Ay) verifica que 1 (U,eny An) = 2 nen #(An) < 00, entonces (Ay,) es casi disjunta.

3. Si) oy #(An) = oo entonces la conclusion del apartado anterior puede ser falsa.
Problema 1.20 (Lema de Borel-Cantelli). Si )y u(Ayn) < oo, demostrar que

w({z : x € Ay, para infinitos valores de k}) = 0.

Indicacion: considerar (2, Ur=,, Ak-



Capitulo 2

Medidas exteriores. Construccion de
Carathéodory. Mas propiedades de las
medidas.

2.1. Medidas exteriores. Construccion de Carathéodory

En general construir medidas con propiedades deseables en R™ es dificil. El proceso se facilita si
se construye primero lo que se llama una medida exterior, mas sencilla de definir, y luego a partir de
ella, por un proceso debido a Carathéodory (que se puede aplicar a todo tipo de medidas exteriores)
se obtiene una medida. De esta forma se ahorra también trabajo si se quiere manejar varias medidas,
porque el proceso de pasar de medida exterior a medida es el mismo siempre y puede establecerse una
s6la vez de forma general. Utilizaremos esta estrategia en el siguiente capitulo para definir una infinidad
de medidas muy ttiles en R™: la medida de Lebesgue £,,, y las medidas de Hausdorff ! en R", con
0<t<n.

Definicién 2.1. Sea X un conjunto. Una aplicacién u* : 2% — [0, o] se dice que es una medida exterior
en X si:

L p*(0) = 0;
2. ACB = p*(A) < p*(B);
3. Para toda familia numerable {A;} en C 2X se tiene

o0

U4 | <DouAy).
j=1

J=1

Nos referiremos a la segunda propiedad diciendo que la medida exterior es mondtona, y a la tercera
hablando de subaditividad numerable de la medida exterior. Cualquier medida definida en la o-4lgebra
2X es obviamente una medida exterior. Como ejemplos fundamentales y no triviales de medidas exte-
riores, nos remitimos al siguiente capitulo, donde se definen las medidas exteriores de Lebesgue y de
Hausdorff en R".

Definicion 2.2. Sea p* una medida exterior en X . Diremos que un subconjunto £ C X es u*-medible
si
(A =p (ANE)+ p (AN E®) paratodo A C X. (2.1)

Aqui E¢ denota X \ E, el conjunto complementario de F respecto de X.

9
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A la condicion (2.1) se le llama condicién de Carathéodory. Obsérvese que, puesto que (E€)¢ = E,
esta condicion es simétrica, y resulta que F es medible si y sélo si E¢ lo es. También es obvio que X y ()
son siempre conjuntos y*-medibles. Por otra parte, puesto que por la propiedad (3) de la Definicién 2.1}
siempre es verdad que

WH(A) < p*(ANE) + " (AN E°),

para comprobar que un conjunto £ es medible basta demostrar que
i(A) > pH(ANE) + (AN E°).
Proposicion 2.1. Si u*(E) = 0 entonces E es medible.

Demostracion. Si p*(E) = 0 entonces también p*(ANE) = 0,yaque 0 < p*(AN E) < u*(E). Por
tanto
p(A) = p(ANES) = p* (AN E®) + " (AN E).

Teorema 2.2 (Carathéodory). Sea p* una medida exterior en un conjunto X, y definamos
M* ={FE C X : E es u*-medible}.
Entonces M* es una o-dlgebra, y la restriccion de u* a M* es una medida.

Demostracion. Dividiremos la prueba en varios pasos.
Paso 1. X € M*. Esto es obvio, como ya hemos observado: () y X siempre son medibles.
Paso 2. Si E, F € M*, entonces E'U F € M*. En efecto, para cada A C X tenemos

AN(EUF)=(ANE)U(ANFNE°,
luego

pr(AN(EUF))+ p (AN (EUF)%)
<P (ANE)+ p* (ANFNE®) + p* (AN E°N F°)
=W (ANE) 4+ p* (AN E°) = pn*(A),

donde en la primera desigualdad hemos usado la subaditividad de la medida exterior, en la pendltima
igualdad hemos usado que F' es medible, y en la dltima igualdad que E también lo es.
Paso 3.Si E, F' € M* entonces ENF, E\ F' € M*. En efecto, sabemos que un conjunto es medible
si y s6lo si lo es su complementario. Puesto que ya sabemos que la unién de dos medibles es medible y
se tiene
ENF = (E°UF9S,

se deduce de esa observacidon que £ N F' es medible si E'y F' lo son. Ademas
E\F=ENF°

también es medible, volviendo a aplicar lo ya demostrado y observado.

Paso 4. Por induccion, se sigue de los pasos anteriores que M™ es cerrado por complementaciones,
uniones e intersecciones finitas.

Paso 5. Si {F;} jen C M* son disjuntos dos a dos, entonces para cada A C X, se tiene que

0o 0o
/.L* AN UE] = M*(AQE])
j=1 1
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En efecto: para una familia de a lo sumo dos elementos no vacios esto es verdad porque, si F/, F' € M*
son disjuntos entonces para cada A C X se tiene (usando que E es medible)

PHAN(EUF)) =@ (AN (EUF)NE) + 1 (AN (EUF) N E®) = (AN E) + u* (AN F).

Luego, por induccién también se tiene
n n
wANUE | =) u(ANE)
j=1 j=1
para todo n € N. Por tanto, usando la monotonia de y*,
n n oo
Zu*(AﬂEj):,u,* AOUE]‘ < u* AﬂUEj ,
j=1 j=1 j=1

de donde, haciendo n — oo obtenemos

o0 o0

S wrAnE) <p |AnJE ],
j=1 Jj=1

y como la otra desigualdad siempre se tiene por subaditividad, tenemos lo que queremos.
Paso 6. Si {E;}jen C M* son disjuntos dos a dos, entonces | J;2, E; € M?*. En efecto, para todo
A C X, puesto que U?Zl E; € M*paracadan € N,

Ay =p [AN|JE |+ [ANUE | 2D wAnE)+u A\ JE; ],
j=1 j=1 j=1 j=1

y tomando limites
o0 oo [e.@] o0
pA) 2D ANE)+pt | AN E | = (AnUE |+ | ANUE ],
j=1 j=1 j=1 j=1

donde en la igualdad hemos usado el Paso 5. Por tanto Ujoi1 E; es medible.

Paso 7. Ya sabemos que M* es cerrado por uniones numerables disjuntas y por complementacion, y
que contiene a X. Por tanto, aplicando la Proposicién tenemos que M* es una o-dlgebra. Ademas,
por el Paso 5 con A = X, se tiene que la restriccion de p* a M* es una medida. O

Definicion 2.3. Se dice que una medida x : A — [0, 0o] es completa si todo subconjunto de un conjunto
medible de medida cero es también medible. Por la Proposicién [2.1] la medida descrita por el teorema
de Carathéodory es completa.

Sea (X, d) un espacio métrico. Recordemos que, si £, F' son subconjuntos no vacios de X, se definen

d(E, F) = et d(z,y),

diam(F) = sup d(z,y),
zyel
que la aplicacién X > x — d(x, E) es 1-Lipschitz (esto es, |d(z, E) — d(y, E)| < d(x,y) para todo
z,y € X),y que se tiene E = d(-, E)~1({0}) si y sélo si E es cerrado.
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Definicion 2.4. Una medida exterior ©* en un espacio métrico X se dice que es una medida exterior
métrica si
pW(EUF)=p"(E)+ p*(F) siempre que d(E,F) > 0.

Las medidas exteriores métricas tienen la importante propiedad de que los borelianos son conjuntos
medibles para ellas, como vemos a continuacién.

Teorema 2.3. Si u* es una medida exterior métrica en X, entonces todos los subconjuntos borelianos
de X son p*-medibles; es decir, con la notacion del teorema de Carathéodory, B(X) C M*.

Demostracion. Puesto que M* es una o-dlgebra y B(X) es la menor o-dlgebra que contiene a los
abiertos de X, basta probar que todos los abiertos son p*-medibles: dados G abiertode X y A C X,
tenemos que ver que u*(ANG) + p*(A\ G) < p*(A). Podemos suponer que 1*(A) < oo ya que en
otro caso la desigualdad es obvia. Para cada n € N, definamos

Gn—{meG:d(x,X\G)>1},

n

que es un abierto con la propiedad de que

1
d(Gp, X \G) > —>0.
n
Sea
1 1
D, =G, n = P— <d(z,X < —7.
Gnt1 \ G {:I:EG n+1< (z, X\ G) n}
Obviamente
G\G,=|JDj,
j=n
y
d(D;,D;) > LI si t+2<
D) 2 g =2 <J

Puesto que las distancias entre dos cualesquiera de los conjuntos D1, D3, ..., Do, _1 son estrictamente
positivas y p* es medida exterior métrica tenemos que

;L*(A N Dl) + M*(A N Dg) + ...+ ,LL*(A N Danl) = ,u* (A N (Dl U D3 U ...Dgnfl)) < ,LL*(A),
y de forma andloga
(AN D)+ pu (AN Dy) + ... + u* (AN Day) < u*(A).

Luego

> pr(AND;) < 257 (A) < oo,
j=1

Como G\ Gy, = |J32,, Dj, se tiene
AN G\ Gy)) Z (AN D)

de donde haciendo n — oo se deduce que

lim y*(AN(G\ Gn)) =0.
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Puesto que p* es medida exterior métrica y d(G,, X \ G) > 0 tenemos
(AN Gr) + p*(A\G) = 1" (AN Gn) U A\ G)) < *(A),
y asi

pr(ANG) +p*(ANG) < p (AN(G\Gr) + 7 (ANGy) + 1 (AN G)
< p(AN(G\ Gn)) + 17 (A),

con lo que haciendo n — oo concluimos

WANG) + 1 (A\ G) < *(A).

2.2. Mas propiedades de las medidas

Usaremos medidas exteriores métricas para demostrar un resultado que nos serd de gran utilidad més
adelante: nos permite aproximar la medida de cualquier boreliano por las medidas de abiertos que lo
contienen, y también por las de los cerrados que estdn contenidos en éI.

Teorema 2.4. Sean X un espacio métrico, y | una medida de Borel en X, es decir, una medida
p o B(X) — [0,00]. Supongamos que X es union numerable de conjuntos abiertos de medida fini-
ta. Entonces

w(E) =mf{u(U) : E C U, U abierto} = sup{u(C) : C C E, C cerrado} (2.2)
para cualquier E € B(X).

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que

- O

donde los V,, son abiertos, V,, C V,,11y u(V;,) < oo para todo n. Definamos, para cada £ C X,

H (E) - U:)E,l?]fabiertou(U)'

Es facil ver (y queda como ejercicio para el lector) que p* es una medida exterior métrica. Por tanto, al
restringir 1* a los conjuntos borelianos se tiene una medida de Borel. Es claro que

p*(U) = p(U) paratodo U abierto, (2.3)

y que
w(E) < p*(E) paratodo E € B(X). (2.4)

Por la desigualdad anterior tenemos, para cada F € B(X),
p(Va \E) S p* (Vi \ E), y p(Va NE) < p* (Vo N E).
De hecho las desigualdades anteriores son igualdades, porque en caso contrario tendriamos

1(Vn) = p(Va \ E) + p(Va N E) <" (Va \ B) + 1" (Vo N E) = i (Vi),
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lo cual contradirfa (2.3)). Por tanto
p(Vo NE) =" (VN E),
y tomando limites obtenemos, gracias al Teorema[[.4]f), que

u(E) = 1im p(V, N E) = lim (VN E) = u*(E).

n—oQ

Esto implica que
)= f U). 2.5
'u( ) UDEH(} ablertou( ) (2:5)

Veamos ahora que p(E) también puede aproximarse por las medidas de cerrados contenidos en E.
Obsérvese que p(V,, \ E) < oo, y por tanto se sigue de (2.5)) que existe un abierto G,, tal que

Vo \E C Gn, u(Gy\ (Vi \ E)) < zin

Entonces G = J,; Gy, es abierto, y C' := X \ G es cerrado y estd contenido en E. Puesto que

E\C:Em[jc:nc GGn\(Vn\E))

n=1 n=1

se deduce que
[e.e]

HENC) < Z Gn \ (Vu \ B)) <

lo que completa la prueba. O
Corolario 2.5. Si ju es como en el Teorema2.4|y v : B(X) — [0, 00| es otra medida que cumple
v(U) = u(U) paratodo U abierto,

entonces
w(E) =v(E) paratodo E € B(X).

Demostracion. Como p 'y v coinciden en los abiertos, v también satisface las hipétesis del Teorema[2.4]
Entonces se sigue inmediatamente de dicho teorema que p = v. O

Definicion 2.5. Sea X un espacio métrico, y 1 una medida de Borel en X. Diremos que s es una medida
de Radon si (K < oo para todo compacto K C X'y

p(E) =inf{u(U) : E C U, U abierto} = sup{p(K) : K C E, K compacto}
paratodo F € B(X).

Corolario 2.6. Sean X un espacio métrico separable y localmente compacto, y p una medida de Borel
tal que (K) < oo para cada compacto K C X. Entonces X es union de una familia numerable de
conjuntos abiertos de medida finita, y | es una medida de Radon.

Demostracion. Como X es localmente compacto, es unién de una familia de abiertos con adherencias
compactas, y al ser también separable podemos extraer un subrecubrimiento numerable; es decir, pode-

mos escribir
o0
=Ju
Jj=1
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donde 7] es compacto para cada j € N. Puesto que p(U;) < #(ﬁj) < 00, esto prueba la primera parte
del enunciado. Para probar la segunda parte, observemos que para cada cerrado C' C X,

C= G CﬂLnJﬁj: = GK”’
n=1 j=1 n=1

unidn creciente de compactos, por lo que

u(C) = lim p(K;) < sup  p(K) < u(C),
J—o0 KCC, K compacto

y asi

W) = swp (k)
KCC, K compacto

lo que en combinacion con (2.2)) implica que
w(E) =inf{u(U): E C U, U abierto} = sup{u(K) : K C E, K compacto}

para todo F € B(X). O

2.3. Problemas

Problema 2.1. Sean X un espacio métrico y p una medida de Borel en X. Para cualquier ¥ C X
definamos p*(F) = inf{u(U) : E C U, U abierto}. Demostrar que p* es una medida exterior métrica.

Problema 2.2. Si f : X — Y es un homeomorfismo entre dos espacios métricos, probar que f(A) es
boreliano si y sélo si A es boreliano.

Problema 2.3. Demostrar que si p* es una medida exterior en un conjunto X que verifica p*(AU B) =
p*(A) + p*(B) para todos A, B C X disjuntos, entonces ;* es una medida en (X, 2%).

Problema 2.4 (Lema de Borel-Cantelli). Sea * una medida exterior en un conjunto X, y sea (A, )nen C
2% tal que Y, .y ¥ (Ay) < co. Demostrar que p* ({z € X : z € A, para infinitos n}) = 0.

Problema 2.5. Sea (X, A, 1) un espacio de medida. Probar que p*(A) := inf{u(E) : E € A, A C E}
define una medida exterior en X. [Se le llama medida exterior generada por .]
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Capitulo 3

Dos ejemplos fundamentales: las medidas
de Lebesgue y de Hausdorff

En este capitulo, usando el teorema de Carathéodory, a partir de medidas exteriores construiremos las
medidas de Lebesgue (que nos permitirdn medir volimenes n-dimensionales de subconjuntos de R"), y
las de Hausdorff (que para cada ¢t € [0, n] nos permitirdn medir subconjuntos ¢-dimensionales de R™, o
incluso de un espacio métrico).

3.1. Medidas de Hausdorff

Para cada s € [0, c0), sea
7.‘.3/2
r(1+3%)’

donde recordemos que la funcién I' estd definida por
oo
I'(z) = / t*le~tat.
0

Cuando s = n es un ndmero natural, w,, es justamente el volumen de la bola unidad de R”E]

Ws 1=

Definicion 3.1. Sea X un espacio métrico. Para cada ¢ > 0 se define

HI(F) = inf % Zdiam(Aj)s EC U A;, diam(4;) < e »,
j=1 j=1

conviniendo que si alguno de los conjuntos A; no es vacio pero tiene didmetro cero (lo que ocurre si y
s6lo si A; consta de un tnico punto) entonces diam(A;)* = 0 para s > 0, pero diam(A;)° = 1 cuando
s = 0. En cambio, si A; es vacio, entenderemos que diam(A;)° = 0 en todos los casos.
Puesto que la funcién (0, 00) 5 ¢ — HZ(F) es decreciente (lo cual es facil demostrar y se deja como
ejercicio para el lector), el limite
H¥(F) = lim H:(E)

e—0t
existe para cada ¥ C X.
A la funcién 2% > E +— H*(E) se le llama medida de Hausdorff (aunque en general es una medida
exterior y no una medida, es muy usual denominarla asf).

! Algunos autores prescinden de esta constante en la definicién de las medidas de Hausdorff. Se obtiene en ese caso una
medida proporcional a la medida de Hausdorff aqui considerada. La simplicidad de notacién que supondria prescindir de la
constante w; (0 incluso de w,/2°) exigiria pagar el precio de obtener, en el caso s = n, una medida H" que es proporcional a
la de Lebesgue £, pero no igual a ella. Dicho de otro modo, si queremos que H"™ asigne medida 1 al cubo unidad [0, 1]" (o
que H* coincida, en variedades de dimensién k, con la nocién habitual de volumen k-dimensional) es necesario introducir la
constante ws/2° en la definicién de la medida #°.

17
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Es fécil ver que cuando s = 0, H° es la medida de contar en X.
Teorema 3.1. H? es una medida exterior métrica en X.

Demostracion. Es obvio que H*(()) = 0, y muy fécil de ver que si A C B entonces HE(A) < HE(B),y
por tanto también H*(A) < H®(B). Veamos que H® es numerablemente subaditiva. Dada { £} en, si
Z;’;l H*(E;) = oo no hay nada que probar, asi que podemos suponer que esta suma es finita. En este
caso también se tiene

o0
> HI(E)) < o0
j=1
para cada e > 0. Dado 6 > 0, para cada j € N podemos encontrar { A; 1. } ;e tal que

4]

E; C U Aji, con diam(A;,) <e, y HI(E;) > % Zdiam(Ajyk)s ~ 5
k=1

k=1

Por tanto, puesto que {A; ;};ren es un recubrimiento de | J32, Ej, tenemos

G s Ws : s s =
;HE(Ej) > o > diam(Ajp) -0 >H [ |JE; | -0

J,keN Jj=1
Haciendo § — 01 deducimos que

(e o] o0

Ho(E)) = Y HE(E;) > HE E;
1 j=1

j=1

j=
Luego, pasando al limite cuando € — 0, obtenemos que

o0

1| JE; SZIHS(E]-).
iz

Jj=1

Esto prueba que H?® es una medida exterior (y de hecho que H{ también lo es, para cualquier € > 0).
Veamos por ultimo que H*(A U B) = H*(A) + H*(B) siempre que d(E, F') > 0. Para ello basta ver
que,si0 < e < d(A, B) entonces HZ(AUB) = HZ(A)+HZ(B). Sea {C}} jen una familia de conjuntos
tal que

[e.e]

AuBc |G y diam(C)) <e.

j=1
Podemos suponer que C; N (A U B) # () para todo j, porque en otro caso podemos eliminar C; del
recubrimiento sin ninguna consecuencia. Para cada j € N, como diam(C}) < d(A, B), el conjunto C;
cortaa A o a B, pero no a ambos. Por tanto podemos escribir N = J4 U Jp, con

JA:{jENlcjﬂA#w,CjﬂB:@}, JB:{jGNSCjﬁB#(D,CjﬂA:(D}.
Entonces
s s Ws . s Ws . s __ Ws . Y
HE(A) +HE(B) < Z 5o diam(C5)° + Z Sediam(Cj)° = nglam(cj) .
Jj€Ja Jj€JA jEN

Tomando infimos sobre todos los recubrimientos C; de este tipo obtenemos que
HI(A)+HE(B) < HI(AUB),

y como hemos visto antes que la desigualdad opuesta es siempre verdad, concluimos que Hi(A U B) =
HE(A) + HE(B). O
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Observacion 3.2. La demostracién anterior también prueba que H? es una medida exterior en X, para
cadae > 0, s € [0,00). Sin embargo, H$ no necesariamente es una medida exterior métrica: en general
s6lo se cumple que d(A, B) > 0 = HZ(A) + HI(B) = HI(AU B) cuando 0 < € < d(4, B).

Proposicion 3.2. Sean X un espacio métrico, s € [0,00). Si T : X — X es una isometria sobreyectiva
(es decir, T es sobreyectiva’y d(T(x), T (y)) = d(x,y) para todo z,y € X), entonces

H(T(A)) = H(A)
para todo A C X.
Demostracion. Es fécil y se deja como ejercicio. O

Corolario 3.3. Si L : R™ — R" es una isometria afin, entonces para todo A C R" se tiene H*(L(A)) =
H*(A). En particular H?® es invariante por rotaciones.

Proposicion 3.4. Para todos A C R", X > 0, se tiene que H*(ANA) = NH?(A).
Demostracion. Se deja como ejercicio. 0
Proposicion 3.5. Sea E un subconjunto de un espacio métrico X. Se tiene que:
1. Si H*(E) < oo entonces H'(E) = 0 para todo t > s.
2. SiH*(E) > 0 entonces H'(E) = oo para todo t € (0, s).
Demostracion. Se deja como ejercicio. O

Definicion 3.3. Se deduce de la proposicién anterior que para cada £ C R existe un tnico s = s(F) €
[0, 00] tal que HY(E) = O parat > sy H!(E) = copara0 < t < s. A este s se le llama dimension de
Hausdorff de E. Més precisamente, la dimensién de E se define como sigue. Si H*(E) > 0 para todo
s > 0 entonces dimg (E) = co. En cualquier otro caso, se define

dimy (E) = inf{s € [0,00) : H*(E) = 0}.

Proposicion 3.6. Sean X un espacio métrico, y { Ay } ken una familia numerable de subconjuntos de X.
Entonces

dimpy (U Ak> = supdimp (Ag) .

Pt keN
En particular, si A es numerable entonces dimp (A) = 0.
Demostracion. Es féacil y se propone como ejercicio. O

Recordemos que una funcién f : X — Y entre dos espacios métricos es de Lipschitz si existe una
constante C' > 0 tal que d(f(x), f(y)) < d(z,y) para todos =,y € X. Al infimo de tales C' se le llama
la constante de Lipschitz de f, y se denota Lip(f).

Proposicion 3.7. Sean X,Y espacios métricos, y f : X — Y de Lipschitz. Entonces, para todo A C X
se tiene H*(f(A)) < (Lip(f))*H*(A).

Demostracion. Sea C' > Lip(f). Es fécil ver que diam(f(B)) < Cdiam(B) para cualquier B C X.
Entonces, si {A4;};en es tal que A C U;’il A; y diam(A;) < ¢ para todo j, se tiene que f(A) C
U2 f(4)) y diam(f(4;)) < Cdiam(A;) < C4, luego

Hes(£(A) < 52 D diam(f(4)))" < C* 22D diam(4;)".
=1 i=1
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Tomando fnfimos sobre tales {A;}, deducimos que
Hes(f(A)) < CH(A),

y haciendo § — 0 concluimos que H*(f(A)) < C*H®(A). Como C' > Lip(f) es arbitrario, esta
desigualdad también vale con C' = Lip(f). O

Corolario 3.8. Sin > ky P :R" — R” es la proyeccion lineal candnica, entonces para todos A C R"™,
s € [0,00) se tiene H*(P(A)) < H*(A).

3.2. Lamedida de Lebesgue en R"
Dado cualquier rectdngulo
R = [al,bl] X ... X [an,bn} C Rn,

definimos su volumen por
n

Bl =[] —ay),
j=1

y, para cada A C R", la medida exterior de Lebesgue de A como
o0
£(A) = inf 3[Ry,
j=1

donde el infimo se toma sobre todas las colecciones a lo sumo numerables de rectdngulos cerrados
{Rj}jen tales que A C Uj’;l R; (no excluimos la posibilidad de que en algunos casos sean R; = () para
todo j > k).

Teorema 3.9. L es una medida exterior métrica.

Demostracion. Es muy facil probar, y se deja como ejercicio, que pu() = 0y que A € B =
Ly (A) < L, (B). Veamos que Ly, es numerablemente subaditiva. Sea {A;};jen C R”. Queremos ver
que

Si la suma de la derecha es infinita no hay nada que probar. Si es finita, también es finita £}, (A;) para
cada j, y dado cualquier ¢ > 0, por su definicién podemos encontrar una coleccién de rectangulos
{Rj k}ken tales que

€

Aj C U Rjk, vy Z |Rj’k’ < ,C:L(Aj) + YR
k=1 k=1

Entonces, puesto que [, e Rjx O UjZ; Ay, se tiene que

ol U4 < D IRkl <D £5(4)) +e.
7j=1 7,keN 7j=1

Como ¢ > 0 es arbitario, se deduce que

(0.9]

Ly,

o0
Aj | <) LL(A),
j=1 j=1
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como querfamos probar.

Finalmente, veamos que si d(A, B) > 0 entonces L} (AU B) = L (A) + L} (B). Basta probar que
Ly (AUB) > L (A)+ L, (B), y podemos suponer que L (AU B) < oo. Dado € > 0 existe { R, } jen
familia de rectangulos tal que

AUBC|JRj y Liy(AUB)+e>) |Rjl.
j=1 j=1

Podemos suponer que R; N (AU B) # () para todo j, porque en otro caso podemos eliminar R; del
recubrimiento. Subdividiendo cada rectdngulo 1?; en una cantidad finita de rectingulos suficientemen-
te 71;>Ie;queﬁos con .interiores disjuntlo.s dos a dos, digamos R; = (J;”, ij ob.servando que |R;| =
> k21 1Qj k|, y reindexando la familia numerable () ., podemos suponer sin pérdida de generalidad que
el didmetro de cada rectdngulo I2; es menor que %d(A, B). Entonces cada rectdngulo R; cortaa A o a
B, pero no a ambos. Por tanto podemos escribir N = J4 U Jpg, con

JA:{jeN:RjﬂA;é(ZJ,RjﬂB:Q)}, JB:{jENZRjﬂB#(D,RjﬂA:@}.

Entonces
Co(A) + Lu(B) < Y IBj+ Y IRl = ) IR < L (AUB) +e,
j€Ja j€JB JjEN
es decir,
Lr(A)+L:(B) < L:(AUB)+e¢,
y como ¢ > 0 es arbitrario se deduce que L (A) + L} (B) < L} (AU B). O

Definicion 3.4. Asi pues, por el teorema de Carathéodory, la familia de los subconjuntos E de R" tales
que LS (ANE)+ LE(ANES) = L (A) es una o-dlgebra que contiene a los borelianos B(R™). A tales
subconjuntos E se les llama medibles Lebesgue.

A la restriccion de £}, a la o-dlgebra de los subconjuntos medibles Lebesgue se le llama medida de
Lebesgue en R™, y se denotard L.

Observacion 3.5. Todos los conjuntos borelianos son medibles Lebesgue. Y todos los subconjuntos
E C R™ tales que £ (E) = 0 son medibles Lebesgue (aunque no necesariamente son borelianos; ver
el problema , y verifican £,,(E) = 0. Dicho de otro modo, la medida de Lebesgue es completa
en la o-algebra de los conjuntos medibles Lebesgue (pero no lo es al restringirla a la o-algebra de los
borelianos).

Notese también que un conjunto £ C R tiene medida de Lebesgue cero si y sélo si puede recubrirse
por una familia numerable de rectidngulos cuya suma de volimenes puede hacerse tan pequefia como se
quiera.

En lo sucesivo, cuando hablemos de subconjuntos medibles de IR™, si no hay mencién expresa en
otro sentido, entenderemos que se trata de subconjuntos medibles Lebesgue.

Proposicion 3.10. Se tiene que
Li(A) = Ly + A)

para todo x € R, A CR", y que
Lr(rA)=r"L)(A)

para todo r > 0.

Demostracion. Es fécil y se deja como ejercicio. O

Corolario 3.11. Si E C R" es medible entonces también lo son a + E y rE, para cualesquiera a €
R™ r > 0.

Demostracion. Se deja al cuidado del lector. O
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Proposicion 3.12. Si R es un rectdngulo cerrado de R"™, entonces L, (R) = |R|.

Demostracion. Es obvio que L,,(R) < |R|. Para probar la otra desigualdad tenemos que demostrar que
si {R;}jen es una familia de rectdngulos tales que R C [J;2, R; entonces [R| < 3772, |R;[. Dado
€ > 0, observemos que cada rectangulo R?; estd contenido en un rectdngulo abierto R ligeramente
mayor tal que

— £
| < IRy + o

Como R C U}’il RSy R es compacto, existe k € N tal que
k k
Rc|JRc T
j=1 j=1

Proyectando los lados de los rectdnculos Ej en las direcciones coordenadas y haciendo todos los produc-
tos cartesianos de los intervalos asi obtenidos (un sélo intervalo por cada direccion para cada producto),
se obtiene una familia finita de rectdnculos con interiores disjuntos dos a dos cuya unidn recubre a R. Al
intersecar cada miembro de esta familia con el rectdngulo R se obtiene otra familia finita de rectdngulos
@; con interiores disjuntos dos a dos cuya unién es exactamente R, y con la propiedad de que cada
rectangulo (); estd contenido en alguno de los rectangulos E;. Entonces se tiene

k [e's)
RI="1Qi1 <Y [R5 <D IRyl +e.
j j=1 j=1

Como e > 0 es arbitrario, se deduce que |R| < 372, |R;[, como querfamos probar. O

Notacion 3.6. En lo que sigue, cuando no haya ambigiiedad respecto de la dimensién n, denotaremos
Ln(A) = [A]

para cada A C R™ medible Lebesgue.

Proposicion 3.13. Para cada rectdangulo abierto y acotado R = (a1,b1) X ... X (an, by,) en R™, se tiene

que
n

IRl =[] (b5 —ay),
j=1
OR| = 0.

Por otro lado, si R es un producto cartesiano de n intervalos, alguno de los cuales es no acotado, y con
interior no vacio, entonces |R| = oc.

Demostracion. Para cada € > 0, los rectangulos
Q° =la1—¢e,bi+e] x .. x[ap—e,bp+e|l y Qc=a1+¢&,b1 —¢] X ... X [an +¢&,b, — €]
cumplen que
Q: C R C Q.
Por tanto
Qe < |R[ < [Q°]
para todo ¢, y en el limite

n

bi —a;)= U <RI < Ii fl = b: —a;).
jl;[l(J a;) 5_1>%1+|Q6’_‘ ’_6_1>%1+|Q| ]1;[1(1 a;)

La segunda afirmacién se sigue de los hechos de que |R| = |R| + |OR| y que |R| = |R|. La tercera
afirmacion es obvia porque R contiene rectangulos acotados de medida arbitrariamente grande. O
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Corolario 3.14. Para cualquier a € R, se tiene L,,(R* x {a}) = 0; en particular L, (R¥ x {0}) = 0.

Demostracion. R* x {a} puede recubrirse por una familia numerable de fronteras de rectangulos acota-
dos, y por la proposicion anterior cada una de estas fronteras tiene medida cero. O

El siguiente resultado nos dice que se puede calcular la medida de cualquier abierto representdndolo
como una unién numerable de cubos con interiores disjuntos dos a dosE] Diremos que un rectangulo es
un cubo diddico si sus lados tienen todos la misma longitud, igual a 2% para algiin k € N U {0}.

Teorema 3.15. Todo abierto U de R"™ es union numerable de cubos diddicos con interiores disjuntos
dos a dos. Por tanto |U| es igual a la suma de las medidas de estos cubos.

Demostracion. Denotemos por F la familia de todos los cubos cerrados de la forma

X oo X ,

gm’ gm om’  om

conk; € Zym € N. Sea Q; la familia de todos los cubos cerrados ) de la forma [k1, k1 + 1] X ... X
[kn, kn, + 1], donde los k; € Z, y tales que @@ C U. Supuesto definida Q,,,, sea Q,,,+1 la familia de todos
los cubos () de la forma [2’%, kéil] X oo X [f—:,g, kgi 1], donde k; € 7Z, tales que no estdn contenidos en
ningtin cubo Q' € Q; para j < m, y tales que Q C U. Por induccién queda definida Q,, para todo

m € N, y ponemos

2=J on
m=1

Es obvio por construccion que si Q, Q' € Qy Q # @', entonces Q y @' tienen interiores disjuntos.
También es claro que que UQeQ @ C U. Veamos que de hecho

v=J e

QEeQ

Dado z € U, usando que U es abierto y que el conjunto {k/2" : k € Z,m € N U0} es denso en R,
es facil ver que existe algin cubo @), € Ftalque z € Q y @ C U. El lado de (), mide 27"™= para
algin my; € NU {0}. Si Q; € Q,,, ya hemos terminado. En otro caso, por definicién de Q,,,, existe
algin j < m, tal que @, estd contenido en algin cubo @, € Q;, y por tanto x pertenece a este cubo.
En cualquier caso se ve que z € |J;2, Q;. O

PCUSo 4
Pogo 2

2Sin embargo las aplicaciones de este teorema serdn mds teSricas que précticas.
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Teorema 3.16. Para cualquier E C R", se tiene

Ln(E) - ECU,lgf;thiertr) En(U)
Demostracion. Es obvio que L} (E) < inf gy, v abiero £n(U). Para ver la otra desigualdad, podemos
suponer que L7, (E) < co. Entonces, dado cualquier € > 0, existe { R} jen familia de rectiangulos cerra-
dos tales que 2 C J;Z Ry y D°72 [Rj| < L5,(E) + ¢/2. Cada R; estd contenido en un rectdngulo
abierto R; de tamafio ligeramente mayor, digamos |R5| < [R;| + ¢/ 2/F1 Entonces V = Uj2, RS es
abierto, contiene a E, y tiene medida |[V'| < 3°7° ) |R5| < 3772 |Rj| + /2 < L} (E) + €. Por tanto
1/nfECU, U abierto £n(U) < E;(E) M

El siguiente teorema de estructura de los conjuntos medibles Lebesgue es fundamental. Nos dice,
entre otras cosas, que cualquier conjunto medible Lebesgue, aunque pueda no ser boreliano, sélo se
diferencia de algin boreliano en un conjunto de medida cero.

Teorema 3.17. Sea A C R". Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. A es medible Lebesgue;
2. Para cada e > 0 existe un abierto G tal que A C Gy L (G \ A) < ¢;
3. Existe H, conjunto G, tal que A C Hy L (H \ A) =0,
4. Para cada e > 0 existe F cerrado tal que F C Ay L (A\ F) < ¢;
5. Existe M, conjunto F,, tal que M C Ay L5 (A\ M) =0;
6. Para cada € > 0 existen G abierto y F cerrado tales que F C A C Gy L,(G\ F) < e.

Demostracion. (1) == (2): todo conjunto medible A puede escribirse A = (J7Z; Aj, con |4;] < oo
(por ejemplo puede tomarse A; = AN B(0, j) para cada j). Por 61 teorema anterior, para cada j existe
G abierto tal que A; C G;y |G\ 4j| = |Gj| — [A4;] < ¢/27. Entonces A C G == |32, G}, y
|G\ A] <e.

(2) = (3): Basta definir H = (;Z; Uj, donde los U; son abiertos tales que L}, (U; \ 4) < 1/j.

(3) = (1) es obvio.

(1) <= (4) <= (5) se sigue facilmente de las equivalencias (1) <= (2) <= (3) aplicadas
al conjunto R™ \ A.

(1) = (6): esto se sigue inmediatamente de que (1) = (2)y (1) = (4).

(6) = (2) es inmediato. O

El siguiente resultado muestra que existen subconjuntos de R™ que no son medibles Lebesgue. Esto
no es un defecto particular de 1a medida de Lebesgue: la misma prueba muestra que si x es una medida en
R™ invariante por traslaciones y que asigna un nimero positivo al cubo unidad, entonces hay conjuntos
que u no puede medir.

Teorema 3.18 (Vitali). Existe un conjunto E C R™ que no es medible Lebesgue.

Demostracion. Por simplicidad de notacién haremos la prueba para n = 1, pero el mismo argumento
vale para cualquier n con cambios obvios. La idea bdsica es encontrar una familia numerable de conjuntos
disjuntos dos a dos que son traslaciones unos de otros, cuya unién F contiene al intervalo (0, 1) y estd
contenida en (—1,2). Si estos conjuntos disjuntos son distintas traslaciones de un mismo conjunto V',
entonces V' no puede ser medible, porque si lo fuera entonces su medida, un nimero entre 1 y 3, seria
igual a una suma infinita de nimeros iguales.

Para cada z,y € (0, 1), definimos Ry si y s6lo si x —y € Q. Es claro que R es una relacién de
equivalencia. Por tanto, denotando F el conjunto cociente (0,1)/R, tenemos que

(071): U F,

FeF
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unién disjunta. Por el axioma de eleccion, existe un conjunto V' C (0, 1) que contiene exactamente un
elemento de cada conjunto F' € F; es decir, V contiene un y s6lo un representante x € (0, 1) de cada
clase de equivalencia F' = [xp| = (zr + Q) N (0, 1). Sea

E = U Vo, donde V,:=a+V ={a+z:2e€V}.
acQn(—1,1)

Es facil ver que
VanV, =10

sia,b e Qcona #b,yque
(0,1) C E C (—1,2).

Supongamos que V' fuera medible. Entonces V, es medible para cualquier a € @, con £1(V) =
L1(Vy), y E es medible por ser unién numerable de medibles. Si £;(V)) > 0 entonces Li(E) =
>acon(-1,1) £1(Va) = > seqn(-1,1) £1(V) = o0, lo cual es imposible porque £ C (—1,2). Y si
L1(V) = 0entonces L1 (E) = 0, lo cual también es imposible ya que (0, 1) C E. Por tanto V' no puede
ser medible. O

Sabemos que la medida de Lebesgue es invariante por traslaciones y asigna el nimero 1 al cubo
unidad [0, 1]™. Vamos a ver que cualquier otra medida que tenga estas dos propiedades coincide con
la de Lebesgue. Por tanto la medida de Lebesgue nos proporciona la Gnica manera natural de medir
volumenes n-dimensionales en R".

Teorema 3.19. Si i : B(R™) — [0, 00| es una medida tal que p(a + E) = u(E) para todo a € R™ y
todo E € B(R™) y u([0,1]™) = 1, entonces u(E) = L, (E) para todo E € B(R™).

Demostracion. Por el Corolario basta probar que (U) = L,,(U) para cada abierto U de R™. A su
vez, puesto que cada abierto es unién numerable de cubos diddicos con interiores disjuntos dos a dos,
basta probar que p y £, coinciden en cada cubo diddico, y que ambas asignan medida cero a la frontera
de cada cubo (esto dltimo ya lo sabemos de la medida de Lebesgue, pero habra que probarlo para p).

Consideremos el cubo abierto @, = (0,27%)" de lado 1/2*. Hay 2*" cubos abiertos disjuntos dos a
dos contenidos en el cubo [0, 1], cada uno de los cuales es una traslacion a; + Qi de Q. Como p es
invariante por traslaciones, se tiene que

9kn

2 u(Qr) = la;+ Qi) = p | Jas +Qr) | <p([0,1") =1,
j=1 Jj=1
de donde
1(Qr) <270 3.1)

Supongamos por un momento que ya sabemos que ©(9Q) = 0 para cada cubo diddico ). Entonces,
como [0, 1]" se puede recubrir por 2" cubos cada uno de los cuales es una traslacién a; +Qp de Qry
1 es invariante por traslaciones, se tiene que

o0 2kn
L= p((0,1)") < p | Ulaj +@Qr) | <D mlaj +Qr) = 2" w(@y),
J=1 J=1
luego
u(@r) = 275",
Por tanto
27" < p(Qr) = n(Qr) <277,
y asi

1(Qr) = p(Qr) =27 = L, (Qp),
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que es lo que queremos.

Por tanto s6lo queda ver que u(9Q) = 0 para cada cubo diddico @ en R™. En dimension n, las 2n
caras de la frontera de un cubo diddico de lado 2% pueden recubrirse por 2n2¥("=1) cubos diddicos de
lado 27**, la suma de cuyas y-medidas, en vista de (3.1, es menor o igual que 2n2k(—Dg—in—kn —
n27F="_ Como n estd fijo y k es arbitrario y 1imy,_,o, n27*~™ = 0, esto muestra que x(0Q) = 0. [

BRI BEERNENES

WE OB SR W LG

TSGR RERERAN

AESHEREBLEEEER

Demostraremos mds adelante (ver el Teorema [12.5) que en R™ las medidas 1" y L}, coinciden. De
momento vamos a probar un resultado mds elemental que nos dice que estas dos medidas son proporcio-
nales; esto serd suficiente para poder deducir algunas propiedades para una de las medidas del hecho de
que la otra las tiene. Por ejemplo, es muy sencillo ver que H™ es invariante por rotaciones, pero no lo es
el ver directamente que £, también tiene esta propiedad.

Proposicion 3.20. Si A es un abierto acotado de R™ entonces 0 < H™(A) < oo. Por tanto la dimension
de Hausdorff de cualquier abierto de R" es n.

Demostracion. Observemos que si A; C R" tiene didmetro d; entonces, dado cualquier z; € Aj, Q :=
Boo(x,05) es un cubo de lado 2d; que contiene a A;. Por tanto, si A C |J;2, A; y diam(A;) = d; <4,
también se tiene
oo
AC U Q]’,

J=1

(o] (o]
w ) w . Wn Ay
2—Z Z diam(A4;)" = 4—: Z diam|Q;| > 4—Z£n(A)
j=1 j=1
En particular, si A es abierto se tiene, tomando infimos sobre tales {Aj}, que
Wn,

n(4) >
Hy(A) > n

L,(A) > 0.
Haciendo 6 — 0 obtenemos que

Wn
4n
Por otro lado, si R = [0,1/2]", para todo k € N, este cubo diddico R puede descomponerse como la
unién de 2*" subcubos diddicos R; de lado &, := 1/2*+%. Entonces

HY(A) > L (A) > 0.

9okn okn 9kn

n Wn ; n Wn n,.n Wn n Wn p
J=1 j=1 j=1
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Haciendo &k — oo deducimos que
w
H"(R) < in"?|R|.

Como H™ es invariante por traslaciones y todo abierto A es unién numerable de cubos diddicos con
interiores disjuntos dos a dos, esto implica que, para todo abierto A,

H'(A) < %nn/%nm).

En particular, si A es un abierto acotado, se ve que

0< %En(A) < HI(A) < Erpn/2r,(A) < oo

2n

Corolario 3.21. Existe una constante \,, > 0 tal que H"(E) = A\, L,,(E) para todo E € B (R”)EI

Demostracion. Puesto que la medida de Hausdorff H™ es invariante por traslaciones, se deduce que la
medida

1
F)=—+7-——
HEN = o, 17
también lo es (esta medida estd bien definida porque, como consecuencia de la proposicion anterior,
0 < H™([0,1]") < o0). Como ademés p ([0,1]") = 1, el Teorema nos dice que u = L, en
B(R™). O

H'(E), E € B[R

Corolario 3.22. Para toda isometria afin sobreyectiva T : R™ — R" y todo A C R" se tiene que
Lo(T(A)) = L,,(A).
En particular L3, es invariante por rotaciones.

Demostracion. Supongamos primero que A es abierto. Entonces, como H" es invariante por isometrias
sobreyectivas,

1 1
Ln(T(A)) = —H"(T(A)) = —H"(A) = Ln(4)
An An
Una vez probado para abiertos, el resultado se extiende inmediatamente a cualquier subconjunto de R"
usando el Teorema[3.16 O

3.3. Problemas

Problema 3.1. Probar que #° coincide con la medida de contar.
Problema 3.2. Para todos A C R", A > 0, probar que H*(AA) = N*H*(A).
Problema 3.3. Si L : R” — R" es una isometria, probar que #*(L(A)) = H*(A) para todo A C R™.
Problema 3.4. Sea F un subconjunto de un espacio métrico. Probar que:
1. Si H¥(F) < oo entonces H'(E) = 0 para todo t > s.
2. Si H*(E) > 0 entonces H'(E) = oo paratodo t € (0, s).

Deducir que para cada E C R" existe un dnico s = s(E) € [0, 00] tal que H!(E) = O parat > sy
HYE) =ocoparal < t < s.

3Como hemos dicho antes, probaremos més adelante que A, = 1.
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Problema 3.5. Demostrar que dimpy (| J;—; Ax) = suppey dimp (Ay). Deducir que si A es numerable
entonces dimg (A) = 0.

Problema 3.6. Probar que H"(A) = inf{H"(U) : U abierto, A C U} para todo A C R" (es decir,
la medida de Hausdorff es exteriormente regular). Suponiendo que H" = £,, en B(R"), deducir que
H" = L} en P(R™).

Problema 3.7. Probar que £} (A) = L (x+ A) paratodo x € R", A CR", yque L} (rA) =r"L}(A)
sir > 0.

Problema 3.8. Probar que sin < m, f : R"™ — R™ es de Lipschitz, y £,(A) = 0, entonces
Lm(f(A)) =0.

Problema 3.9. Demostrar que si U es un abierto de R”, n < m,y f € C1(U,R™), entonces f(A) tiene
medida cero en R™ para todo A C U de medida cero en R". Probar también que si n < m entonces

Ln(f(U)) =0.
Problema 3.10. ;Son ciertos los enunciados de los dos problemas anteriores si se supone n > m?

Problema 3.11. Si f : A C R™ — R™ es de Lipschitz y H"(A) > 0, probar que la dimensién de
Hausdorff de la grafica de f en R™ x R = R" ™" es n.

Indicacion: Para ver que dicha dimensién es menor o igual que n, dados un cubo ) de lado 1en R" y k € N,
subdividir @) en k™ cubos (); de lado 1/k, considerar un recubrimiento adecuado de la gréfica G(f) por cubos
cuya proyeccion sea {Q1, ..., Qjn }, estimar 17, /i donde C es una constante adecuada que s6lo depende de n, de
m,y de f,y finalmente hacer £ — oc.

Problema 3.12. Sean s € (0,n] y M C R™ un conjunto cerrado tal que H*(K) < oo para todo
compacto K C M. Demostrar que H*(A) = sup{H*(C) : C C A, C cerrado} para todo boreliano
ACM.

Problema 3.13. Demostrar que el resultado anterior se aplica con s = k a cualquier subvariedad di-
ferenciable M de dimensién k de R". Mds en general, también es cierto si M = (J;Z, f;(C;), donde
fi:CjC R* — R” es de Lipschitz, C) es abierto acotado de RF, y f (C;) es abierto relativo a M para
todo j.

Problema 3.14. Sea V' C R el conjunto no medible de Vitali. Demostrar que, para todo A C V, si A es
medible entonces £1(A) = 0.
Indicacion: Sea {ry, }nen = (0,1) N Q, y considerar los conjuntos disjuntos B, = r,, + V,n € N.

Problema 3.15. Demostrar que si A es un subconjunto de R con £} (A) > 0, entonces A contiene un
subconjunto no medible.

Indicacion: Suponer primero que A C (0, 1). Considerar A, = AN V,, donde V, es la familia de conjuntos
considerados en la demostracion de la existencia de un conjunto no medible V' C (0, 1). Si cada A, es medible,
por el ejercicio anterior se tiene |A,.| = 0. Pero por otra parte 0 < Li(A) < LI (A,).

Problema 3.16. Usar las propiedades de la medida exterior de Lebesgue para demostrar que, para cua-
lesquiera a, b € R con a < b, el intervalo [a, b] es un conjunto no numerable.

Problema 3.17. Demostrar que si A C R"™ es medible Lebesgue y £,,(A) > 0 entonces existe K C A
compacto tal que L, (K) > 0.

Problema 3.18. Sea £ C R medible Lebesgue y con medida positiva. Demostrar que para todo o €
(0, 1) existe un intervalo abierto I tal que |E N I| > «|I].

Indicacion: aproximar F por un abierto adecuado, y escribir dicho abierto como unién numerable y disjunta de
intervalos abiertos.
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Problema 3.19. Demostrar que si £1(E) > 0 entonces £ — E := {x —y : x,y € E} contiene un
intervalo abierto centrado en 0.

Indicacion: usar el ejercicio anterior.

Problema 3.20. Sea {r,},cn una enumeracién de Q. Demostrar que existen infinitos nimeros irracio-
nales = que no cumplen |z — r,,| < 1/n? para ningiin n.

Problema 3.21. Demostrar que el conjunto {x € [0, 1] : x no tiene el digito 5 en su desarrollo decimal }
tiene medida cero.

Problema 3.22. Dar un ejemplo de conjunto A C R que no sea medible en Ry que A x {y} sea medible
en R? para todo y € R.

Problema 3.23. Demostrar que si A C R es medible Lebesgue entonces {(z,y) € R? : z € A} es
medible Lebesgue en R2.

Problema 3.24. Sea (X, A, ;1) un espacio de medida, y sea A* la coleccién de todos los E C X para
los cuales existen A, B € Atalesque A C E C By u(B\ A) = 0. Abusando de notacién, definamos
pu(E) = p(A) en tal situacion. Probar que p estd bien definida y A* es una o-dlgebra, sobre la cual esta
extension de p es una medida completa.

Problema 3.25. Demostrar que la medida de Lebesgue £,, restringida a B(R™) no es completa, y que su
complecion es igual £,, definida en la o-dlgebra de los conjuntos medibles Lebesgue.

Problema 3.26 (Construccion de conjuntos de Cantor). Sea (my,)nen una sucesion estrictamente de-
creciente de nimeros reales positivos tal que mg = 1. Para cada n se denota ¢,, = 27 "m,,. Definamos
Cy = [0, 1], y por induccién, supuesto definido C),, como una unién de 2" intervalos cerrados disjuntos
de longitud /,,, se define C), 1 como la unién de los 2"+ intervalos cerrados disjuntos de longitud £, |
que quedan al eliminar, de cada uno de los intervalos de C),, un invervalo abierto con el mismo centro
que dicho intervalo y longitud ¢, — 20,41 = (my — My41)27". Definamos entonces C' = (2 Ch,.
A C se le llama conjunto (generalizado) de Cantor. El caso particular en que m,, = (2/3)" se le llama
conjunto ternario (o cldsico) de Cantor. Demostrar:

1. C, C C,_1 paratodon € N.
2. (' es un compacto no vacio, tiene interior vacio, y no tiene puntos aislados.
3. LYC) = limy, 00 M.
En los casos en que lim,,_, o, m,, > 0, diremos que C' es un conjunto de Cantor gordo.

Problema 3.27. Observar que el conjunto ternario de Cantor es el conjunto C' de los niimeros reales del
intervalo [0, 1] cuyo desarrollo en base 3 sélo tiene ceros y doses. Concluir que C' es no numerable.

Problema 3.28. Para cada conjunto de Cantor C del ejercicio construir una funcién estrictamente
creciente, continua y biyectiva f : [0, 1] — [0, 1] tal que f(C') = K, donde K es el conjunto ternario de
Cantor. Deducir que todos los conjuntos de Cantor son no numerables y homeomorfos entre si.

Problema 3.29. Sea C' el conjunto de Cantor asociado a la sucesién m,, = (2X)", donde 0 < A < 1/2.
Demostrar que dimy (C') = —log2/log A. [Por tanto hay conjuntos con dimensién de Hausdorff igual
a cualquier nimero real del intervalo (0, 1).]

Indicacion: De C' C C,, deducir que HY,, < (2AP)™; eligiendo p de forma que 2\? = 1 se obtiene H?(C) < 1.
Por otro lado, si (I,)nen s un recubrimiento de C' por intervalos abiertos, por compacidad puede extraerse un
recubrimiento finito: C' C Iy U...UI,,. Paracada k € {1,...,m}, seany € Ntal que \"* < (1 —2X\)"1LY(I) <
Akl puesto que los intervalos de C,, distan entre si al menos (1 — 2)\))\”*1, I}, corta a lo sumo a un intervalo
de Cy,,.. Luego, si j > ny, I corta alo sumo 27" intervalos de C;. Tomando j suficientemente grande para que
(1 —2\)N < LY(1I,) paratodo k € {1,...,m}, deducir que

2J<Zzﬂ ”kuQJ)\p”k<2J (1—2)\) Piﬁl
k=1

k=1 k=1
y concluir que 0 < (1 — 2X)P < HP(C).
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Problema 3.30. Probar que no existe ninguna funcién continua f : R — R tal que f = X[o,1) en casi
todo punto.



Capitulo 4

Funciones medibles

Asi como en general no todo conjunto puede medirse, tampoco toda funcién puede integrarse. En
este capitulo definiremos la clase natural de funciones que luego podemos integrar, y estudiaremos sus
propiedades mds relevantes.

4.1. Funciones medibles

Definicion 4.1. Sean (X,.A) un espacio medible, e Y un espacio métrico. Diremos que una funcién
f: X — Y es medible si
f~Y(U) € A paratodo abierto U C Y.

Puesto que f~1(Y \U) = X \ f~}(U) y los complementarios de los abiertos de Y son los cerrados
de Y, es obvio que una funcién es medible si y sélo si la imagen inversa de cualquier cerrado es medible.

Definiciéon 4.2. Si (X, .A) es un espacio medible, Y es un espacio métrico y E € A, se dice que una
funcién f : E — Y es medible si f~(U) € A para cada abierto U C Y.

Ejemplo 4.1. Si f : R™ — R™ es continua, entonces f es medible (tanto respecto de la o-dlgebra de
los borelianos de R™ como con respecto a la o-dlgebra de los conjuntos medibles Lebesgue). En efecto,
para todo U C R™, por ser f continua, el conjunto f~1(U) es abierto, y en particular medible en R"
(con respecto a estas o-dlgebras).

Ejemplo 4.2. Recordemos que la funcidn caracteristica de un conjunto A C X es la funcién y 4 : X —
[0, 1] definida por
() 1 sizeA,
xX) =
x4 0 siz¢ A
Si (X, .A) es un espacio medible, es fécil ver que x4 : X — R es medible si y sélosi A € A.

Proposicion 4.1. Sean (X, A) un espacio medible, Y un espacio métrico, E € Anovacio,y f : E —Y
una funcion. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f: E—Y esmedible;

2. Existe f: X — Y medible tal que f: fenE;

3. [+ E —Y esmedible respecto de la o-dlgebra Ap :={ACE:Ac A} ={BNE:BecA}
Demostracion. (1) = (2): dado yo € Y, definamos

= . ) flx) sizekFE
f(x)_{yo size X\ E.

31
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Entonces, para todo U C Y abierto se tiene que

1) siyo & U

f1(U):{wEE:f(x)EU}U{xeX\E:yOGU}:{f_l(U)U(X\E) R

y como f~1(U) € A por ser f medible,y X \ E € A, es obvio que fYU) € A.
(2) = (3): es fécil comprobar que Ag es una o-dlgebra. Si f = fen E'y f : X — Y es medible,
entonces, para todo U abierto es f~1(U) € A. Luego

AU ={zcE: fx)eUl={zcE: f(zx)cU}=f"(U)NE € Ag,

y esto prueba que f es Ap-medible.
(3) = (1):si U C Y es abierto entonces por hipétesis f~1(U) € Ag, y como A C A (por ser
E € A), setiene f~1(U) € A. O

Proposicion 4.2. Sean (X, A) un espacio medible, f : X — Y una funcion medible, y g : Y — Z una
funcion continua. Entonces la funcion go f : X — Z es medible.[]

Demostracién. Para cada U abierto de Z, g~ (U) es abierto de Y (por ser ¢ continua), luego, al ser f
medible f~(¢g~1(U)) € A. Por tanto

(go N)THU) = fHg (V) € A,
y asi g o f es medible. O

Proposicion 4.3. Sean (X, A) un espacio medible, e Y un espacio métrico. Si u,v : X — R son
funciones medibles y ® : R?> — Y es continua, entonces la funcion h : X — 'Y definida por

es medible.

Demostracion. Definamos f : X — R? por f(x) = (u(z),v(x)). Bastard probar que esta funcién es
medible, porque entonces por la Proposicién tendremos que h = ® o f serd medible. Sea R =
(a,b) x (c,d) un rectdngulo abierto en R?. Se tiene

FHR) = uH((a,0) NvTH((e,d)) € A

Entonces, si U es un abierto de R?, U es unién (no necesariamente disjunta) de rectidngulos abiertos,
digamos U = |J72, R;, y por tanto

o= r'm)eA
j=1

Esto completa la prueba. ]

La proposicién anterior tiene bastantes aplicaciones: por ejemplo, deduciremos facilmente que las
combinaciones algebraicas mds comunes (suma, producto, etc) de funciones medibles dan lugar a fun-
ciones medibles.

Proposicion 4.4.

(a) Si f=u+1iv: X — C, donde u,v : X — R son medibles, entonces f es medible.

'Aqui es muy importante el orden: la funcién que actdia en segundo lugar debe ser la continua. La composicién de una
funcién continua seguida de una medible no tiene por qué ser medible; ver el problema[zr_m}
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(b) Si f =u+iv: X — C es medible, entonces las funciones u, v, |f| : X — R son medibles.

(c) Si f,g: X — R (o con valores complejos) son medibles, entonces las funciones f + gy fg son
medibles.

(d) Un conjunto E C X es medible siy solo si su funcion caracteristica,

(2) 1 sizeF
T) = ,
XE 0 siz¢ E

es medible.
(e) Si f: X — C es medible entonces existe o : X — X tal que |a| = 1y f = aff|.

Demostracion. (a): basta tomar ®(u,v) = u + iv y aplicar la proposicién anterior.

(b): puede tomarse @1 (u + iv) = u, P2(u+iv) = v, Pg(u+iv) = |u+iv|y aplicar la proposicion
anterior.

(c): puede tomarse 1 (21, 22) = 21 + 22y Pa(21, 22) = 2122 y aplicar la proposicién anterior.

(d): esto se sigue del hecho de que

0 si0gU,1¢U
Esi0¢U1leU
X\E si0eU,1¢U
X si0eUl1eU

(xe)"'(U) =

(e): Sea E = f~1({0}), que es medible por serlo f. Entonces la funcién h(x) := f(z) + xe(z) es
medible, y h(z) # 0 para todo 2 € X. Luego h : C — C\ {0} es medible, y como ¢ : C\ {0} — C,
©(z) = z/|z| es continua, se sigue de la proposicion anterior que

a(z) = ¢ (f(z) + xe(2))
es medible. Paraz € Fes a(r) = 1,y sixz ¢ E entonces a(x) = f(x)/|f(z)|. Portanto f = «|f|. O

Definicion 4.3. Sean X, Y espacios métricos. Se dice que f : X — Y es de Borel si es medible con
respecto a la o-dlgebra de los borelianos de X; es decir, si f~1(U) € B(X) para todo U abierto de X.

Es obvio que toda funcién continua es de Borel.

Proposicion 4.5. Sean (X, A) un espacio medible, Y un espacio métricoy f : X — Y una funcion
medible.

(a) Si E CY es boreliano, entonces f~1(E) € A.

(b) Si Z es otro espacio métricoy g : Y — Z es de Borel, entonces go f : X — Z es medible.

Demostracion. (a): Sea M = {A C Y : f~}(A) € A}. Por definicién de funcién medible, M
contiene a todos los abiertos de Y. Bastard probar que M es una o-dlgebra, porque entonces se tendrd,
por definicién de B(Y'), que B(Y') C M, que es justo lo que queremos ver. Y en efecto se tiene que:
DY € M,yaque f71(Y) = X € A;2)si A € Mentonces f~1(A) € A, luego X \ f~1(A) € A,
ycomo f~HY \ A) = X \ f1(A), se obtiene que Y \ A € M;y 3)si {4,}jen C M entonces
ft (U;”;l Aj) =52, f71(4;) € A, por ser A una o-dlgebra, y asi ;2 A; € M.

(b): si U es un abierto de Z entonces por ser g de Borel g~!(U) € B(Y), luego por (a) se tiene
(go N)THU) = fHg™(V)) € A. O

Definicién 4.4. Sea (X, A) un espacio medible. Diremos que una funcién f : X — [—o0, co] es medible
si f71(U) es medible para cada U C R abierto y ademds los conjuntos f~1({+oc}) y f~1({—oc}) son
medibles.
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Proposicion 4.6. Sea (X, A) un espacio medible. Una funcion f : X — [—00, o] es medible si y sélo
si f71((t,00]) € Aparatodot € R.

Demostracion. Es fécil y se propone como ejercicio. O

4.2. Limites de funciones medibles

Sea (an)nen C [—00, 00]. Recordemos que

limsup a,, = hm sup{an, : n > k}.
n—o0

Obsérvese que by, := sup{a,, : n > k} define una sucesién decreciente, de forma que

limsupa,, = 1nf {bk}
n—oo
Este valor es el supremo de todos los posibles valores de limites de subsucesiones de (ay,), y es igual al
limite de alguna de ellas. Andlogamente se define

liminf a, = hm mf{an n >k} = sup inf ay,
n—00 keNn>k

valor que es el infimo de todos los posibles limites de subsucesiones de (a,,), y que es igual al limite de

alguna de ellas. Es fécil ver que

liminf a,, = —limsup(—ay,).
n—o0 n—o0o

Recordemos también que el limite 1im,,_,~ a,, existe siy s6lo si existen lim sup,,_, . an y liminf,, . a,
y son iguales (y en ese caso son iguales también a lim, oo ay).

Si fn : X — [—00, 00] es una sucesion de funciones, se definen las funciones sup,,cy fr, infren fr,
lim sup,,_, o fn, liminf, o f : X — [—00, 00| por

(sup £ ) (0) = sup fulo). (faf £ ) (0) = it (o)

neN neN neN

<lim sup fn> () = limsup fi(z), <hnrr_1>1£f fn) (x) = hnrr_1>1£f fn(2)

n—o0 n—oo

paracadazx € X.
Si limy, 500 fn(x) := f(x) existe para cada x € X, diremos que la sucesién f,, converge puntual-
mente a f.

Teorema 4.7. Sea f, : X — [—00,00| una sucesion de funciones medibles. Entonces las funciones
SUPpen fn fpen fr, imsup,,_ o frn yliminf, o fn : X — [—00, 00] son medibles.

Demostracion. Paratodo t € R se tiene

(sup fn> B ((t, 00]) = n[jl fal ((t,00]) € A,

neN

luego por la proposicion anterior sup,,cy fr €s medible. Entonces

Inf fn = — sup(—fn)
neN

es también medible. Y por tanto, combinando estos dos hechos,

limsup f, = ]inf {SUP fi}

n—o0
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es medible. Se deduce entonces también que

liminf f, = — lim sup(—f,)
n—0o0 n—oo

es medible. O

Corolario 4.8. Si f,, : X — [—00, 00| es una sucesion de funciones medibles que converge puntualmente
a f, entonces f : X — [—00, 0] es medible.

En particular, si g, : X — [0, 00| es medible para todo n entonces > o> 1 gn : X — [0,00] es
medible

Corolario 4.9. Si f,g: X — [—00, 00| son medibles entonces también lo son las funciones
méx{f, g}, min{f,g},
fT=méx{f,0} y f~ =—min{f,0}.

La funcién f se llama la parte positiva de fy,y f~ es la parte negativa de f. Notese que f, f~ >
O.f=fT—fylfl=f"+f".

El Corolario {.8] se puede generalizar al caso de funciones con valores en espacios métricos como
sigue.

Teorema 4.10. Sean (X, A) un espacio medible, Y un espacio métrico, y f, : X — Y una sucesion
de funciones medibles. Supongamos que fy(x) converge a f(x) para cada x € X. Entonces la funcion
f:X =Y es medible.

Demostracién. Sea U un abierto de Y. Tenemos que probar que f~!(U) € A. Para cada m € N,
definamos

Fno={yeU:dy,X\U)>1/m}.

Es facil ver que F},, es cerrado, y
o
U= ] Fn
m=1

Por consiguiente, si f(x) € U entonces existe m tal que f(z) € F,,, y como f,(x) converge a f(x)
existe k € N tal que d(fn(z), f(z)) < 1/2m para todo n > k, lo que implica que f,(z) € Fayy, si
n > k. Por otro lado, si existen £ y j tal que f,,(z) € Fy paratodo n > j, entonces por ser Fy cerrado se
tiene f(x) € Fy C U. Esto prueba que

o= U N E.

meN keNn>k

y como el conjunto a la derecha de la igualdad estd en A (por ser cada f,, medible y F;,, cerrado), tenemos
lo que necesitamos. O

Definicion 4.5. Sea (X, .4) un espacio medible. Una funcién s : X — R (o con valores en C) se dice
que es simple medible si es medible y toma un nimero finito de valores. Si dichos valores son o, ..., ay,

entonces
n
s = E anAja
J=1

donde los conjuntos A; = s~!({c;}) son disjuntos dos a dos y medibles. Reciprocamente, si s puede
representarse de esta forma (con los conjuntos A; disjuntos dos a dos y medibles), entonces s es simple
medible.
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Aqui, de forma explicita o implicita, uno de los «; puede ser igual a cero. Mas precisamente, si
s = 0 entonces s6lo hay un a; = «; que es cero, con A; = s71(0) = X. Si s # 0 pero s(z) = 0
para algin z, entonces s toma al menos dos valores, uno de los cuales es cero, y podremos escribir

—\n . -y . - — 1 i i

§ =2 5-105XA; = D5 oXa; conag =0y Ag = s ({0}). Es decir, el valor cero y su imagen
inversa pueden aparecer (0 no) explicitamente en la suma que define a s, seglin nos convenga (0 no),
cuando la funcién toma al menos dos valores y uno es nulo. Obviamente el cero es el tinico valor para
el que tenemos esta libertad. El resto de valores de s y sus imédgenes inversas siempre deben aparecer
explicitamente en la suma que define a s.

Teorema 4.11. Sea (X, A) un espacio medible. Si f : X — [0,00] es medible, entonces existe una
sucesion (sy) de funciones simples medibles en X tales que.

1. 0< sy < spqp1paratodon € N,y
2. limy, 00 Sn(x) = f(x) para todo v € X.

Ademds s,, converge uniformemente a f en cualquier subconjunto de X donde f esté acotada. En par-
ticular, si f es acotada, lim,,_, o s, = f uniformemente en X.

Demostracion. Consideremos primero el caso en que f = ¢ : [0, 00] — [0, o0] es la identidad, p(t) =t
para todo ¢ > 0. Entonces es facil ver que la sucesién

n sit>n,
ent) =9 % . & << kil o
on 3127_ <2—n_n

tiene las propiedades del enunciado. En el caso general, sea s,, = @, o f, es decir,

() = {n si f(z) > n,

£ s < flz) < Bl <n.

Es claro que s, = Z;ﬁq ajXxa,;,con {ay,...,an} = {1/2",...,n} donde los conjuntos Ay, ..., Apon =
f7H([1/27,2/2M), ..., f~1([n, oc]) son medibles y disjuntos dos a dos; por tanto s,, es simple medible.
Ademads, puesto que ¢,, converge a y puntualmente, se obtiene inmediatamente que s,, = 0 f converge
puntualmente a ¢ o f = f. De hecho se tiene 0 < f(z) — sp(z) < 1/2" si f(x) < n,y por tanto la
convergencia es uniforme en cualquier conjunto donde f esté acotada. O

4.3. Problemas

Problema 4.1. Sean f,g : X — Y medibles, A C X medible, y definamos h : X — Y por h(z) =
f(z)siz € A,y h(x) = g(z) siz € X \ A. Comprobar que h es medible.

Problema 4.2. Demostrar que una funcién f = (fi,..., fm) : X — R™ es medible si y sélo si f; :
X — R es medible paracada j = 1,...,n.

Problema 4.3. Demostrar que f : X — [—o0, o0] es medible (en el sentido de que f‘Fl(R) es una fun-

cién medible y f~1({oo}), f~({—00}) son conjuntos medibles) si y s6lo si f~!((t, +oc]) es medible
paracadat € R.

Problema 4.4. Sean X un espacio medible, y ( f,,) una sucesion de funciones medibles de X en [—o0, +00].
Demostrar que el conjunto {x € X : 3lim,_, frn(x)} es medible.

Problema 4.5. Demostrar que toda funcién mondtona f : R — R es medible Borel.

Problema 4.6. Demostrar que si f : R — R es continua en casi todo punto entonces f es medible
Lebesgue.
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Problema 4.7. Sea f : R — R derivable. Demostrar que f’ es medible Borel.

Problema 4.8 (Construccién de funciones de Cantor). Con la notacién del ejercicio [3.26] para cada n
definamos f,, : [0,1] — [0, 1] por f,(x) = £ (C,, N[0, x]) /m,,. Representar grificamente f; y f2 en
el caso my = 2/3y ma = (2/3)2. Probar lo siguiente:

1. Si0 <z <y < lentonces 0 < f,(y) — fu(z) < (y — x)/my, y en particular f,, es creciente y
1/m,,-Lipschitz para cada n.

2. En cada uno de los intervalos abiertos disjuntos que forman [0, 1] \ C,,, f,, es constante; en parti-
cular f/ (z) = 0 paratodo x € [0, 1] \ C),.

3. Si (a,b) es el k-ésimo intervalo abierto de [0,1] \ C,,, entonces, para todo = € (a,b), fn(z) =

fn(a) = k/2n.
for1(z) = fu(x) siz & C,.
|fa(@) = fap1] <277 siz € Cy.

Para todo = € [0, 1], | fn (%) — frip(z)| < 2771

N R

(fn) converge uniformemente a una funcién creciente f : [0,1] — [0,1] tal que f(0) = 0,
f(1) =1,y f'(x) =0 paratodo x € [0,1] \ C.

A f se le llama funcién de Cantor.

Problema 4.9 (Existencia de conjuntos medibles Lebesgue que no son borelianos). Sean C un conjunto
de Cantor gordo, y f : [0,1] — [0,1] la funcién del problema[3.28]tal que f(C) = K. Por el problema
20 de la Hoja 2, existe A C C' no medible. Probar que B = f(A) es medible, pero no boreliano, y
f~1:0,1] — [0, 1] es un homeomorfismo que lleva un conjunto medible en otro no medible.

Problema 4.10. Sea f : [0,1] — [0, 1] la funcién de Cantor correspondiente al conjunto ternario, y sea
g : [0,1] — [0,2] definida por g(x) = x + f(z). Demostrar: g es un homeomorfismo, £!(g(C)) = 1,
existe A C g(C) no medible Lebesgue, y B = g~ (A) es medible Lebesgue pero no boreliano. Luego
XA = XB © g no es medible Lebesgue, pese a que xp silo esy g es continua.

Problema 4.11. Si f,g : X — R son medibles, demostrar que los conjuntos {z € X : f(z) < g(x)},
{reX: f(x)<g(x)}y{r e X: f(x) = g(x)} son medibles.

Problema 4.12. Dar un ejemplo de una funcién f : R — R continua en casi todo punto pero que no
coincida en casi todo punto con una funcién continua. Dar otro ejemplo de una funcién g : R — R que
coincida en casi todo punto con una funcién continua pero que no sea continua en casi todo punto.

Problema 4.13. Dar un ejemplo de una funcién f : [0, 1] — R no medible tal que f~1({¢}) sea medible
paratodo ¢ € R.

Problema 4.14. Sea (X, A, ;1) un espacio de medida, y supongamos que x es completa. Demostrar que
si f = g en casi todo punto y f es medible, entonces g también lo es. Si (¢,,) es una sucesién de
funciones medibles que converge a una funcién ¢ en casi todo punto, demostrar que ¢ es medible. Dar
ejemplos que prueben que estas afirmaciones son falsas si ¢ no es completa.

Problema 4.15. Sean (X, .A, 1) espacio de medida o-finito, y f : X — R medible. Demostrar que
{teR:pu(f~1({t})) > 0} es alo sumo numerable.

Problema 4.16. Construir un conjunto boreliano £ C [0, 1] tal que para todo subintervalo abierto no
vacio I C [0,1] se tiene [ENI| > 0y |E°NI| > 0 (o, dicho de otra forma, 0 < |E N I| < |I|).
Indicacion: considerar un conjunto de Cantor gordo en [0, 1], y afiadir, en cada uno de los intervalos que se quitan
en el primer paso de su construccidn, otro conjunto de Cantor gordo. Continuar este proceso indefinidamente.

Problema 4.17. Construir una funcién medible Borel f : [0, 1] — R tal que, para toda g : [0,1] — R,
si LT ({z €[0,1] : g(z) # f(x)}) = 0, entonces g es discontinua en todo punto de [0, 1]. Indicacion:
considerar f = x g, donde F es el conjunto del problema anterior.
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Capitulo 5

Integracion de funciones. Teoremas de
convergencia

En todo lo que sigue, cuando aparezcan valores de funciones o medidas de conjuntos posiblemente
infinitos o nulos, convendremos que 0 - co = 0.
En todo este capitulo, si no se dice nada en otro sentido, (X, A, 1) serd un espacio de medida.

5.1. Integracion de funciones positivas

Definicion 5.1. Sea s : X — [0, 00) una funcién simple medible, escrita en forma candnica como

n
s = E anAja
J=1

donde los o # aj y A; N Aj = () para todo i # j. Para cada E € A definiremos

/E sdp:=Y_ o;u(4; NE). (5.1)

J=1

Sif:X —[0,00] es medible y E' € A, definimos la integral de Lebesgue de f en E como

/ fdp =sup {/ sdp 0 < s< f, sessimple medible} . 5.2)
E E

Ahora mismo, si f es una funcién simple medible, tenemos dos definiciones para | g Jdu, asaber la
dada por (5.1) y la dada por (5.2)) y lo primero que debemos hacer es comprobar que las dos definiciones
coinciden.

Proposicion 5.1. Si f : X — [0,00) es una funcion simple medible, entonces las definiciones (5.1)) y
(3.2) coinciden para f.

Demostracion. En esta demostracion |5, se interpretard exclusivamente en el sentido de (5.I). Sean
f= Z?Zl ajXa;,donde los A; son disjuntos dos a dos, y s = Z;nzl Bjx B, donde los B; son disjuntos
dos a dos. Supongamos que 0 # s < f. Notese que si x € A; N Bj N E entonces de s(x) < f(z) se
sigue que 3; < ;. Es decir, A, N B; N E # () = B; < ;. Entonces, puesto que

xX=JA=JB;={J4inB,

=1 j=1 %,

39
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donde todas las uniones son disjuntas, se tiene, para todo F € A,

/Esdu =Y BiuBiNE) =Y 8> wBinAiNE) =Y Bju(AinB;NE)
j=1 j=1  i=1 i

< ZaiM(AiﬂBjﬂE) ZZQiZM(AiﬂBij) :ZaiM(AiﬂE) :/Efdﬂ-

ij i=1  j=1 i=1

Es decir, para toda funcién simple medible s con 0 < s < f, es f S < f B f. Por tanto

sup {/ sdu : s simple medible, 0 < s < f} < / f <sup {/ sdu : s simple medible, 0 < s < f} ,
E E E

de donde se obtiene la igualdad entre las dos definiciones de integral de f en E. O

En lo sucesivo, si la medida 1 se sobrentiende, con frecuencia escribiremos || [ enlugarde J g fdu.
También, si el espacio X y la medida p se sobrentienden, escribiremos | f en lugar de [ x I

Proposicion 5.2. Sean f,g: X — [0, 00| funciones medibles, y A, B, E € A. Se cumplen:
1. Si0 < f < g entonces fE fdu < ngdu.
2. SiAC By f>0entonces [, fdu < [5 fdp.
3. 8i f(x) = 0 paratodo x € E entonces [ fdu = 0 (incluso si p(E) = oo).
4. Sic € [0,00) entonces [p(cf)dp = c [ fdpu.
5. Si pu(E) = 0 entonces [ fdu = 0 (incluso si f(x) = oo para todo x € E).

6. [pfdp= [y fxedu.

Demostracion. (1): Si s es una funcion simple medible y 0 < s < f, entonces, como f < g, también se
tiene 0 < s < g. Esto implica que el conjunto cuyo supremo define a | p J segln estd contenido en
el conjunto cuyo supremo define a |’ 5 9>y por tanto el primero de estos supremos es menor o igual que
el segundo.

(2): es un argumento parecido y se deja como ejercicio.

(3): Sea s = 37", Bjxn; (donde los B; son disjuntos) una funcién simple medible tal que 0 <
s < f.Sixz € EN Bjentonces 0 < s(z) = f; < f(xz) = 0, luego 5; = 0. Es decir, §; = 0
siempre que £ N B; # (). Por tanto ZTZl Biu(B; N E) = 0. En otras palabras [,s = 0,y asi
Jp I =sws<y [ps=0.

(4): Si ¢ = 0 esto es consecuencia de la propiedad anterior. Si ¢ > 0 se tiene que

c/f-csup/s-supc/s-sup/cs-sup/go—/cf,
E s<fJE s<f E s<fJE p<cfJE E

donde s, ¢ denotan funciones simples medibles positivas.

(5): es facil y se deja como ejercicio.

(6): comprobémoslo primero en el caso en que f = s = > ; es una funcién simple. Observemos
que entonces sy también es una funcién simple. Puesto que, para cualesquiera conjuntos A, B se
cumple x AnB = XAXB, tenemos:

n n n
/S=Zam(x4mE):/ ZaiXAimE:/ ZaiXAiXE:/ SXE-
B = Xi=1 Xi=1 X
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Por tanto, en el caso general de una funcién medible positiva f, se tiene

/fzsup/szsup/ SXE = Sup /sDZ/fXE
E s<fJE s<fJX p<fxeJX X

donde s, ¢ denotan funciones simples medibles positivas. La tercera igualdad se justifica observando que
si0 < s < f es simple medible entonces ¢ = sy g también es simple medible y cumple 0 < ¢ < fxpg,
lo que da media igualdad (<), y por otro lado si 0 < ¢ < fx g es simple medible entonces 0 < p < fy
¢ = 0 fuera de F, luego ¢ = ¢xp y [y ¢ = [y ¥XE. lo cual da la otra media igualdad (>). O

Para demostrar los dos teoremas siguientes usaremos el siguiente lema.

Lema 5.3. Sean s,t : X — [0, 00) funciones simples medibles. Entonces la funcion

ASE— ps(E) ::/ sdu
E

define una medida en A. Ademds, ps+1 = s + @y, es decir,
/(s—i—t)d,u:/ sdu—i—/ tdpu
E E E

Demostracion. Es obvio que ¢4()) = 0. Veamos que ¢, es numerablemente aditiva. Escribamos s =
Z?Zl a;jXxa,- Si{Ek}ren C A es una familia numerable de conjuntos disjuntos entonces

(05) - S (U mna) -5 wisenn

para todo E € A.

k=1 =1 =1 k=1
o0 n o
=3 i (B0 A) = (B
k=1 1=1 k=1

Esto prueba que ¢ es una medida en .A. Para ver la segunda parte del enunciado, escribamos ¢ =
Z}”:l Bjx B, con los B; disjuntos. Obsérvese que los conjuntos E;; := A;NB;, 1 <i<n,1<j<m,
son disjuntos, y en Ej; el tinico valor que toma s + ¢ es a; + 3. Entonces, para todo I/ € A se tiene

/ (s+t)dp = (a;+ B))(Eij NE) = a;u(Eij N E) + Bjpu(Ey; NE) = / sdu+/ tdp.
EijﬂE EijﬂE EijﬂE

Luego, como ¢, ©1 y s+ son medidas y los E;; N E son disjuntos y su union es F, se tiene

ps+t(E) = s | JEBGyNE | =) 0ort (ByNE) =) lps (BN E) + ¢y (Bij N E)]

ij i, Y]
= "0 (B NE)+ Y ¢t (Eij NE) = ¢s(E) + @1(E).
i, 2%
Esto prueba la aditividad de la integral para funciones simples medibles. O

El siguiente teorema tiene una importancia fundamental en la teoria de integracion.

Teorema 5.4 (de la convergencia monétona de Lebesgue). Sea ( f,,) una sucesion de funciones medibles
en X tales que 0 < fn(x) < fni1(x) para todo © € X, y sea f(x) = lim,, o0 frn(z), definida para
cada x € X. Entonces f : X — [0, 00| es medible, y

lim fndu:/ fdu.
X X

n—o0



42 CAPITULO 5. INTEGRACION DE FUNCIONES. TEOREMAS DE CONVERGENCIA

Demostracion. Ya sabemos que f es medible por el Corolario Como f, < fany1 < f se tiene
Jx fadp < [ fasrdp < [ fdp para todo n, y por tanto existe

n—oo

o := lim fnd,ug/ fdu.
X X

Por tanto el trabajo se reduce a probar que [ « fdp < . Sea s < f una funcién simple medible positiva,
y fijemos una constante ¢ € (0, 1). Definamos

E,={ze€ X: fo(z) > cs(z)}

para cada n € N. Como f,(z) / f(z) cuando n — oo, se tiene que E,, C F,, 41 paratodon € N,y

-
n=1

En efecto, dado =z € X, si f(x) = 0 entonces f,(z) = s(z) = 0y por tanto = € E,, para todo n;
por otra parte, si f(z) > 0 entonces f(x) > cf(x) > cs(x), y como f,(x) — f(x) existe n, tal que
cs(z) < fu(x) < f(x) paratodo n > ng, y por tanto x € E,, sin > n,.

Entonces, por definicién de F,,

/ fodn> | fodp>c / sdp. (5.3)
X En n

Puesto que por el lema anterior ¢(E) := [, sdu define una medida en A y la sucesién de conjuntos
{E,} es creciente con unién X, tenemos que

lim sdp = lim @(E,) = ¢(X) :/ sdp.
X

n—oo E n—oo
n

Por tanto, tomando limite cuando n — oo en (5.3) obtenemos

a>c/ sdjt.
X

Y al ser esto verdad para cualquier ¢ € (0, 1), deducimos que

o 2/ sd,
X

como querfamos ver. 0

Teorema 5.5. Si (f,,)nen es una sucesion de funciones medibles f,, : X — [0,00] y

f@):=> falz), z€X,
n=1

entonces f es medible y

/X fdu=g:1 /X fudp.

Demostracion. Como f = limy oo 27]:[:1 fn es limite de una sucesion de funciones medibles, es me-
dible. Sean (sg) y (tx) sucesiones crecientes de funciones simples medibles tales que f1 = limy_, o Sk
y fo = limy_, tx. Entonces (si + ti) converge de forma creciente a f1 + fa, y por el Lema y el
Teorema de la Convergencia Mondtona obtenemos que

/(f1+f2)du: lim / (sg + tx)dp = lim (/ skdu+/ tkdu>
X k—o00 X k—o0 X X

= lim sgdp + lim / tkdu:/ fld,u—i—/ fodpu.
k—o0 X k—o0 X X X
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Entonces por induccién se obtiene que

/){(éf) duzijl/xfndu

para cualquier N € N, y tomando limites y aplicando el Teorema de la Convergencia Mondtona otra vez
concluimos que [ fdu = >"7"1 [y fadp. O

Corolario 5.6. Si f1, fo : X — [0, 00] son medibles entonces

[ [ n+ [

Teorema 5.7 (Lema de Fatou). si f,, : X — [0, 00| es medible para cada n € N entonces

/ liminf f, < hmlnf/ In-
X n—oo

Demostracion. Definamos gy, (z) = infy>,, fi(x); entonces g, < f,, paratodo n,y (g,) es una sucesion
mondtona creciente de funciones medibles cuyo limite es precisamente lim inf,,_, o, f,. Luego podemos
aplicar el Teorema de la convergencia monétona y obtener

/ liminf f, :/ lim g, :lim/ Jn :liminf/ In gh'minf/ fn-
X X X X X

Teorema 5.8. Sea f : X — [0, co] medible. Entonces

=/ Jdu

E

/ gdyp = / gfdu (5.4)
X X

para toda funcion medible g : X — [0, 00].

define una medida en A. Ademds,

Demostracion. Es obvio que ¢(f)) = 0. Veamos que ¢ es numerablemente aditiva. Sea { £, }nen C A,
disjuntos dos a dos, y pongamos E = | J;~ , E,. Entonces

o
fxe=>_ fxe.,
n=1

luego
E)—/XfxEdu—/X;fxEndu—;/XfxEndu—;w(En)-

Esto prueba que ¢ es una medida. Para ver la segunda parte, observemos primero que (5.4) es verdad
cuando g = x g es la funcién caracteristica de un conjunto medible, ya que

/XXEd‘P:SD(E):/Efd,“:/XXEfdM-

Entonces también es cierto si g = 2?21 ajxA; es una funcion simple medible positiva:

[ate=3"a; [ xado=3a; [ xfiu= [ gsan
b o Ux o Ux X
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En el caso general, si g : X — [0, oo] es una funcién medible, existe una sucesion de funciones medibles
positivas s, " g, luego también s, f " ¢f, y usando lo anterior y el Teorema de la Convergencia
Monétona deducimos que

gdy = lim / spdp = lim / Spfdu = lim/gfd,u.
/X n—oo Jx n—o00 Jx n—oo [y

O
Corolario 5.9. Sea f : X — [0, co| medible. Si A,B € Ay u(AN B) = 0, entonces
fau= | sau+ [ fdn.

AUB A B
Demostracion. Con la notacién del teorema anterior,

e(ANB) = fdu =0,

ANB
yaque u(AN B) = 0. Luego, por ser ¢ una medida,
@(B\ (ANB)) =¢(B\ (AN B))+¢(ANB) = ¢(B)
y asi
p(AUB) = ¢(A) + (B \ (AN B)) = p(A) + ¢(B),

lo que equivale a la igualdad del enunciado. O

5.2. Integracion de funciones con valores reales o complejos

Definicion 5.2. Sean (X, A, 1) un espacio de medida y f : X — R una funcién. Diremos que f es
integrable si f es medible y
/ | fldp < o
X

En este caso, definiremos la integral de f = f™ — f~ en X por

/X fdp = /X fdp - /X fdp. (5.5)

Obsérvese que en el caso de que f : X — [0, 00] setiene f~ = 0, | f| = f = fT, y por tanto, suponiendo
S x Jdp < 0o, la integral de f conincide con la ya conocida para funciones positivasﬂ Noétese también

que (5.3) estd bien definida ya que
[ rrans [ e <.
X X

Si f =u+iv: X — C toma valores complejos, diremos que f es integrable si lo son sus partes real e
imaginaria, las funciones u y v. Puesto que |u|, |v| < |f], esto equivale a decir que f es medible y

[\l < .

'Como hemos visto en la seccién anterior, toda funcién medible positiva tiene asociada una integral, pero eso no quiere
decir que sea integrable (y nos hemos cuidado de no usar esta terminologia). Decimos que es integrable s6lo cuando su integral
es finita.
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En ese caso, definiremos la integral de f por

/fdu—/udu—i—i/vdu.
X X X

Definiremos el espacio L' (1) como el conjunto de todas las funciones integrables f : X — C. También
usaremos la misma notacién para el espacio de todas las funciones integrables f : X — R. Por el
contexto quedar claro si nos referimos a uno u otro espacio. Asimismo L!(X) denotara cualquiera de
estos dos espacios. Usaremos L' (X ) cuando queramos enfatizar el espacio en el que trabajamos, o L* (1)
cuando queramos hacer lo propio con la medida. En los casos en que consideremos varias medidas sobre
un mismo espacio fijo, deberemos usar la notacién L' (1) para evitar confusiones. Si en algin momento
necesitamos la mdxima precisién notacional, usaremos L' (X, u1, C) o L*(X, 1, R) para referirnos a los
conjuntos de funciones integrables sobre X, respecto de la medida u, que toman valores complejos o
reales.

Proposicion 5.10.

(a) LY(X, u,R) es un espacio vectorial real, y la integral es un funcional R-lineal en este espacio; es
decir,

/ (af+ﬂg)du—a/ fdu+B/ gdp
X X X
para todas f,g € L'(X, u,R) y todos a, 3 € R.

(b) L*(X, u,C) es un espacio vectorial complejo, y la integral es un funcional C-lineal en este espa-
cio; es decir,

[ (@r+sgdn=a [ a5 [ ga
X X X
para todas f,g € L'(X, u,C) y todos o, 3 € C.

Demostracién. Haremos la demostracién de (a), dejando la (b) como ejercicio. Si f, g € L'(X) enton-
ces

/X\aerﬁg\S/X(!a!\f\HBHgD=\a\/X\f!+IB!/X\g\<oo

y por tanto of + Bg € L'(X). Veamos que la integral es lineal. Comenzamos probando que es aditiva:
puesto que

fT=f+gt—g =f+9=0U+9" - (f+9),
tenemos también
ffrgr+(f+o =(F+9"+f +g7,

donde todas las funciones son positivas. Integrando esta igualdad y usando la aditividad ya conocida de
la integral para funciones positivas, obtenemos

/Xf++/Xg++/X(f+g)—=/f+g /f +/g,
Jvar = [arar=[ =[]t [ o

es decir, [ (f +¢) = [y f+ [x 9. Veamos ahora que [, oof = o [ f paratoda f € L*(X) y todo
a € R; combinando esto con la aditividad ya probada, la linealidad queda clara. Para a = 0 esto es
obvio. Para a > 0, como f¥ son positivas, ya sabemos que

oz/Xfiz/(afi),

de donde
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luego

a/sza/Xﬁ—a/Xf—=/Xaf+—/Xaf—=/X<af>+—/X<af>—=/Xaf.

Para a < 0 tenemos, usando lo ya probado para o > 0y toda f, y el hecho de que (—f)* = fT,

/Xafz/x<—a><—f>=—a/}((—f>=—a</xf—/){f*)za/Xf.

En todo caso se cumple lo que queremos. O

Definicién 5.3. Definimos L' (X, 11, R™) como el espacio de las funciones medibles f : X — R™ tales
que [y |fldp < oco. En este caso definimos también la integral de f = (f — 1, ..., f;) por

/deuz (/Xfldu,...,/xfmdu>.

Es facil comprobar que L'(X, 1, R™) es un espacio vectorial real y que la integral asi definida es
una funcién lineal de este espacio en R™. Ademds se tiene lo siguiente.

Proposicion 5.11. Sea L' cualquiera de los espacios L*(X, u, R), L*(X, 1,C) o LY(X, u,R™). Para

toda f € L' se cumple queﬂ
[ rau] < [ 151an
X X

Demostracion. Puesto que |u + iv| coincide con la norma euclidea de (u,v), el caso de L' (X, u, R™)
engloba a todos los demads, y podemos limitarnos a considerar sélo este. Denotemos

o = (01, oy ) = </Xf1,...,/xfm> - /s

Podemos suponer e # 0. Tenemos entonces, usando la linealidad de la integral de funciones con valores
en R y la desigualdad de Cauchy-Schwarz en R™, que

2 __ _ - . . — - f. —
o] —<a,a>—;a3 /X fydp /X ;%J}dué /X o |f1dt = |af /X 7l

de donde deducimos la desigualdad deseada al dividir por |«|. O

Definicién 5.4. En el espacio vectorial L' (j1) se define

1711 = /X Fldp

para cada € L'(X). Es inmediato comprobar que

1+ glle < [lfll +[lgllx

para todas f,g € L'(u). También es obvio que ||0]|; = 0,y que |Af|l1 = [Alllf]l1si f € LY(u),y
A € R (o C, dependiendo del caso). Por tanto || - ||; define una seminorma en L' (1).

Sin embargo || - ||; no es una norma, puesto que si f es igual a cero salvo en un conjunto no vacio de
medida cero entonces || f||; = 0 aunque f # 0

’Encel caso L' (X, £, R™) lanorma | - | considerada en R™ es la euclidea. El resultado es cierto para cualquier norma, pero
una demostracion de este hecho basada en la misma idea requeriria el uso del teorema de Hahn-Banach.

3En la préxima seccién veremos que si identificamos las funciones que son iguales salvo en subconjuntos de medida cero
entonces || - ||1 sf es una norma en el espacio cociente respecto de esta relacién de equivalencia.
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El siguiente teorema es otro de los resultados fundamentales de la teoria de integracion.

Teorema 5.12 (de la Convergencia Dominada de Lebesgue). Sea (fy,)nen una sucesion de funciones
medibles en X (con valores reales, complejos o vectoriales) tales que existe lim,,_,~ fn(x) := f(x)
para todo x € X. Supongamos que existe g € L'(X) tal que

|fn(2)| < g(x) paratodox € X, n € N.

Entonces: f € L'(X),
Tim. /X o — Fldu =0,

n—o0

lim fndu / fdu.
X

Demostracion. Es claro que f es medible, y |f| < g € L(X). Por tanto f € L'(X). Es f4cil ver que
— |fn — f| > 0, y esta sucesion tiene limite 2¢g. Aplicando el lema de Fatou tenemos entonces

Jx 29 < h’rginf/ (29 = [fn = f1)
n—oo X

:/ 29 -+ lim inf <—/ \fn—f\>
/lelﬁsgp/ | fn — fl.

Puesto que 0 < [ 29 < 00, deducimos que

h’msup/ |fn— f1 <0,
X

n—oo

lo que implica que limy, o0 [ |fn — f| = 0. Por otra parte,

o= [a]= | [0 < [ o0

cuando n — o0, y esto prueba la tltima afirmacion. 0

Corolario 5.13. Si (X)) < 00y (fn)neny C L'(11) converge uniformemente a f, entonces f € L*(u),

i [ 1~ fldu=o.
X

n—o0

i [ fudn = [ |fld

Demostracion. Para todo n > ng, con algiin ng suficientemente grande, se tiene que | f, — fn,| < 1,
luego | fn| < |fnol +1:=g € L' (1) (yaque u(X) < o0), y puede aplicarse el teorema anterior. O

Teorema 5.14 (Continuidad absoluta de la integral). Sea f € L'(u). Para todo € > 0 existe § > 0 tal
que si ji(E) < & entonces [, | f| < e.

Demostracion. Paracadak € N,sea Ay = {z € X : k —1 < |f(z)| < k}. Puesto que X = ;= ; Ay,

unidén disjunta, tenemos que
(o9}
[ =" [ 1<,
X o J Ak
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y por tanto para cada ¢ > 0 existe k. € N suficientemente grande tal que

k;g/%mq/z

Definamos ¢ := ¢/2k.; entonces para cada E € A con u(E) < ¢ se cumple

ke—1

s kZ:l/EmAklflJrk:Z]%/EmAklfl<ksu(E)+6/2§€~

5.3. Propiedades que ocurren en casi todo punto

Definicion 5.5. Sea (X, A, i) un espacio de medida. Si existe un conjunto N' € A con p(N) = 0y tal
que una propiedad P(z) es verdad para tdo z € X \ V, entonces decimos que P(z) se cumple para casi
todo x € X.

Cuando la medida p es completa, esto equivale a decir que el conjunto {x € X : -P(X)} tiene
medida cero. Pero si la medida no es completa, puede suceder que este conjunto no sea medible; entonces
decir que P(z) es verdad para casi todo x € X equivale a decir que existe un conjunto medible de medida
cero que contiene a {x € X : ~P(X)}.

Observacion 5.6. No obstante, recordemos que por el Problema incluso si g no es completa,
siempre existe una extension Adela o-algebra A que incluye a todos los sunbconjuntos de conjuntos con
medida cero, y puede definirse en esta nueva o-dlgebra una extension g de la medida i que es completaE]
También es ttil observar que si una funcién es A-medible entonces en particular es A-medible, y en caso
de ser positiva (o integrable) su integral respecto de 4 en cualquier E € A es igual a su integral respecto
de la complecién 1 de p. En efecto, dada f : X — [0, 00|, si f es A-medible, existe una sucesion (s,,)
de funciones simples .A-medibles (luego también j—medibles) tales que s, " f; entonces, puesto que

i = fien A, es obvio que
/ Spdp = / Sndji
X X

para todo n, y tomando limites y aplicando el Teorema de la Convergencia Monétona se deduce que

/X fp = /X fd.

Por tanto, si en algin momento lo necesitamos para demostrar algiin resultado de integraciéon, podremos
trabajar con la complecién (o incluso, en determinadas situaciones, y con las debidas precauciones,
suponer sin pérdida de generalidad que la medida es completa).

Ejemplo 5.1. Una sucesién de funciones (f,,) estd definida en casi todo punto de X si y sélo si para
cada n existen D, F,, C X con f : D,, = [—o0,0], B, € A, u(X \ Ep,) =0, E,, C D,,. Adems,
fn(z) converge en casi todo x € X a f(x) siy s6lo si existe N € A con u(N) = 0 de modo que
X\N Cc N, Dpylimy oo fr(x) = f(x) paratodo x € X \ N.

Ejemplo 5.2. Sean (X, A, 1) un espacio de medida, e Y un conjunto cualquiera. En el conjunto de las
funciones f : X — Y definimos fRg si f(z) = g(x) para casi todo z € X. Es facil comprobar que R
define una relacion de equivalencia en este conjunto (la propiedad transitiva se sigue del hecho de que la
unién de dos conjuntos de medida cero tiene medida cero). Cuando Y = R o C y restringimos esta rela-
cién al espacio L' (1) obtenemos un conjunto cociente L' (1) /R cuyos elementos son las distintas clases

“Esto serd particularmente itil cuando estudiemos las medidas producto, que rara vez son completas.
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de equivalencia [ f] asi generadas. Por ejemplo, si X = R, [xq] = [0], ya que la funcién caracteristica de
los racionales es igual a cero en casi todo punto.

Por abuso de notacién, salvo en casos muy especiales en los que para la claridad de la discusién sea
imprescindible hacerlo de otra forma, seguiremos denotando este conjunto cociente L (1)/R (que es
también un espacio vectorial cociente) como L (1), y la clase [f] de f por f. Por el contexto quedaré
claro si identificamos o no funciones que coinciden en casi todo punto, y si estamos hablando de clases
de equivalencia de funciones o de funciones propiamente dichas. En muchos de los casos dard lo mismo
si lo hacemos o no, ya que la integral de dos funciones que coinciden en casi todo punto es siempre la
misma: para todas f,g € L'(u),

si f = g en casi todo punto, entonces / fdu = / gdu paratodo E € A. (5.6)
E E

En efecto, si f = gen X \ N, donde 1(N) = 0, entonces, dado F € A, es

/fdu:/ fdu+/ fdu = fdu:/ gdu=/ gdu+/gdu:/gdu-
E E\N N E\N E\N E\N N E

Por tanto puede definirse la integral de una clase de equivalencia como la integral de uno cualquiera de
sus representantes, conservando las propiedades ya conocidas (linealidad de la integral, etc). También
podemos decir que una sucesion {[f,,]}nen de clases de equivalencia converge a otra clase de equivalen-
cia [f] si f,, converge a f en casi todo punto. Es fdcil comprobar que si g, € [f,,] paracadany g € [f]
entonces f,, converge a f en casi todo punto si y sélo si g, converge a g en casi todo punto, y por eso
esta definicion tiene sentido.

El siguiente resultado nos da un reciproco de (5.6).
Teorema 5.15. Sea (X, A, 1) un espacio de medida.
1. Si f: X — [0,00] es medible y fE fdu =0, entonces f = 0 en casi todo punto x € E.
2. 8ifeLYu)y [ fdu = 0 para todo E € A, entonces f = 0 en casi todo punto.
3.8if,ge LYw)y [p fdu = [, gdp paratodo E € A, entonces f = g en casi todo punto.

Demostracion. (1). Definamos A,, := {x € E : f(x) > 1/n} para cada n € N. Entonces
1
—pu(An) < | fdp < [ fdu=0,
n An E

de donde yi(A,,) = 0 para todo n, y por tanto {z € E : f(z) > 0} = |J,2; A, tiene medida cero.
(2). En el caso de valores reales, sea £ = {z € X : f(x) > 0}. Entonces

/Ef+du=/Efdu=0,

y por tanto por (1) se deduce f* = 0 en casi todo punto de E; por otro lado por definicién de parte
positivaes fT = 0 fuerade E. Luego f™ = 0 en casi todo punto de X. Andlogamente se ve que f~ = 0
en casi todo punto de X. Por consiguiente f(x) = 0 para casi todo x € X. El caso complejo se obtiene
aplicando el mismo tipo de argumento a las partes reales e imaginarias de f.

(3) es consecuencia inmediata de (2). O

A propésito de la demostracién anterior, al tipo de desigualdad usada para probar (1) se le suele
Ilamar desigualdad de Tchebychev. Aunque su demostracidn es trivial, enunciamos explicitamente este
resultado porque lo usaremos mds adelante en diferentes contextos.
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Proposicion 5.16 (desigualdad de Tchebychev). Si f € L'(p) entonces para cualquier \ > 0 se tiene

p({o e X f@) > A) < ~[1flh.

Antes hemos visto que || f||1 := [y | f|du define una seminorma en el espacio L*(u) (sin identificar
funciones que coinciden en casi todo punto). Al identificar funciones que coinciden en casi todo punto y

poner
1A = [ 1fldn
b's
se ve facilmente que || - ||; estd bien definida en L' (1) /R, y como consecuencia del teorema anterior,
If)lh =0 = [f]=0.
Asf pues, identificando funciones que coinciden en casi todo punto, (L' (1), ||-||1) es un espacio vectorial

normado. En el Capitulo [9] veremos que este espacio normado es completo (es decir, toda sucesién de
Cauchy en este espacio es convergente).

Observacion 5.7. Supongamos que y es una medida completa en (X, .A). Si una funcién f estd definida
s6lo en casi todo punto de X, es decir, f : X \ N — Y, donde p(IN) = 0, entonces por la Proposiciéon
f es medible si y sélo si tiene alguna extension medible definida en todo X . Equivalentemente, dado
cualquier yg € Y tal que la funcién

= ) flx) size X\N,
J(@) = {yo six € N

es medible en X. En este tipo de situacion, abusando de notacién escribimos f : X — Y definida en
casi todo punto. La siguiente proposicién nos dice que, en cuanto a la medibilidad de sus extensiones a
X, da exactamente igual como las definamos en N.

En particular los representantes de las funciones de L' (1) s6lo necesitan definirse en casi todo punto
para poder definir una clase de equivalencia de este espacio.

Proposicion 5.17. Sean (X, A, 1) un espacio de medida completa, y f una funcion definida en casi todo
punto de X, es decir, f : X \ N — Y, donde (N) = 0 e Y es un espacio métrico. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. f: X\ N =Y esmedible;
2. Toda extension de f a X es medible.

Demostracion. (1) = (2):Sea F': X — Y talque F = f en X \ N. Entonces, paratodo U C Y
abierto,

FHO)=(F Y O)NX\N)U(FU)NN) = U)u(F1U)NN).

Como 1 es completa, u(N) =0y F~Y{({U)N N C N, se tiene que F~1(U)N N € A. Como también es
f~YU) € A, por ser f medible, resulta que F~(U) € A.
(2) = (1) es trivial usando la Proposicién[4.1] O

Es importante observar que en todos los teoremas de convergencia estudiados en este capitulo, las
hipétesis sobre convergencia puntual pueden reemplazarse por las de convergencia en casi todo punto.
Por ejemplo, el Teorema de la Convergencia Dominada puede formularse como sigue.
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Teorema 5.18 (Teorema de la Convergencia Dominada). Sea (fy,)nen una sucesion de funciones me-
dibles definidas en casi todo punto de X (con valores reales, complejos o vectoriales) tales que existe
1im,, 500 fn(x) := f(x) para casi todo x € X. Supongamos que existe g € L' (X) tal que

|fn(x)| < g(x) para casitodo x € X, n € N.

Entonces: f es igual en casi todo punto a una funcion (denotada igual) f € L'(X),

i [ 1~ fldu=o.
X

n—o0

e / fdp.

Demostracion. Sean D,, el conjunto donde esta definida f,,, C' el conjunto donde f,, converge a f,y G,
el conjunto donde |f,,| < g. Por hipétesis existen A,,, B, E' € A de medida cero tales que X\ D,, C A,,
X\ G, C B,, X\ C C E.Entonces

N:EUGAnuBn

n=1
es medible, tiene medida cero, y

X\NcCulJD,UGy;

n=1

es decir, en cada punto de X \ NV se cumplen las hipétesis del teorema. Asi podemos redefinir todas las
funciones que intervienen en el enunciado de forma que valgan 0 en AV y coincidan con las antiguas en
X \ V. Entonces las nuevas funciones asi definidas, que denotaremos f,,, f etc, satisfacen las hipdtesis
del Teorema (es decir, las cumplen en todo punto x € X). Por dicho teorema, se tiene que f €
LY (), imy oo [y | frn = fldp = 0,y limp o0 [ frdp = [y fdp. Como la integral no distingue entre
funciones que difieren en conjuntos de medida cero, estas mismas conclusiones valen con f, en lugar de
fn,y fenlugarde f. O

El mismo tipo de argumento sirve para demostrar la version del Teorema de la Convergencia Mono6-
tona que enunciamos a continuacion.

Teorema 5.19. Sea (f,,) una sucesion de funciones medibles definidas en casi todo punto de X tales
que 0 < fn(x) < foy1(x) para casitodo x € X, y sea f(x) = limy, o0 fn(2) (definida para cada casi
todo x € X). Entonces f coincide en casi todo punto con una funcion medible (que denotamos también

hy
lim fndu:/ fdpu.
X X

n—oo
Sabemos (ver el Problema.10) que una aplicacién medible Lebesgue no tiene por qué ser medible
Borel. Sin embargo el siguiente resultado muestra que al menos coincide en casi todo punto con una
funcién medible Borel P

Teorema 5.20. Sea Y un espacio métrico separable, y f : R™ — Y medible Lebesgue. Entonces existe
g : R™ — Y medible Borel tal que f = g en casi todo punto.

3 Asi pues, todos los fenémenos relativamente extrafios que suceden con las funciones que son medibles Lebesgue pero
no de Borel, ocurren en subconjuntos de medida cero del espacio donde estin definidas; sin embargo, la repercusion de estos
efectos en los conjuntos imdgenes de esas aplicaciones puede ser brutal.
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Demostracion. Sea {U,} jen una familia numerable de abiertos de Y tales que todo abierto de Y es union
de alguna subfamilia suya (por ejemplo las bolas abiertas de radio racional con centro en un subconjunto
denso numerable de V). Para cada j € N sea M; un F,, tal que

M;C f7HUy) y Lo (F7HU))\ M) = 0.
El conjunto

oo
E:=J (F 71U\ M)
j=1
tiene medida cero, y por tanto existe H conjunto G tal que £ C Hy L,(H) = 0. Fijemos yp € Yy

definamos
x) sixé¢ H,
o(a) = {f( ) siwd
i) siz € H.

Es obvio que f = g en casi todo punto. Sélo queda por ver que g es medible Borel. No es dificil ver que

o (U;) = M; UH siyg € Uy,

Mj \ H  siy, ¢ Uj7
y en cualquiera de los casos resulta g~!(U;) € B(R"). Entonces, dado cualquier abierto U C Y,
podemos escribir U = | J,~, Uj, para alguna sucesion (ji) C N, y por tanto

g W) =g Uy
j=1

es boreliano. O

5.4. Observaciones sobre la integracion de funciones en R"

Hasta aqui hemos expuesto la parte mds bésica de la teoria de la integral de Lebesgue. Obviamente en
general no resulta muy practico calcular integrales a partir de la definicién. Para ello, en el caso principal
de X = R" con u = L,,, las herramientas esenciales de calculo son el Teorema Fundamental del Célculo
y el Teorema de Fubini (y también, en menor medida, el teorema del cambio de variables). La version
general del teorema de Fubini (para producto de medidas cualesquiera) la estudiaremos en el Capitulo[3]

A partir de este momento, si no especificamos nada en sentido contrario, la medida que considera-
remos en R” y sus subconjuntos mas usuales (abiertos, intervalos, etc) serd siempre L, y la integral en
R™ serd la de Lebesgue respecto de la medida £,,. Denotaremos en este caso

/E fdL, = /E F(x)da.

El Teorema Fundamental del Cédlculo que se estudia en primero es vdlido, con la misma demos-
tracién, cambiando la integral de Riemann por la de Lebesgue en R. Lo enunciamos a continuacién y
dejamos a cargo del lector la verificacion de esta afirmacion.

Teorema 5.21. Si f : [a,b] — R es continua y F(x) := [’ f(t)dt, entonces F es derivable, con
Fl(x) = f(x).

La regla de Barrow y el método de integracion por partes, que son consecuencias inmediatas de este
teorema, valen por tanto igualmente para la integral de Lebesgue. Todas las herramientas para el calculo
de primitivas son vélidas en este contexto y pueden usarse sin problema a partir de ahora.
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El teorema del cambio de variables para la integral de Lebesgue en R"™ también es cierto, pero no lo
estudiaremos tal cual en este curso, sino que veremos resultados mucho mas potentes que lo generalizan,
a saber las formulas del 4rea y de la codrea, y que sirven ademads para calcular medidas de Hausdorff de
dimensién k de subconjuntos de R™, con k entero menor o igual que n; estos resultados mds avanzados
los expondremos en el capitulo

Por tanto en este curso podemos prescindir totalmente de la integral de Riemann. No obstante, en
lo que resta de este capitulo vamos a hacer un breve estudio de las relaciones fundamentales entre la
integral de Riemann y la de Lebesgue en R™. En particular veremos que toda funcién integrable Riemann
es integrable Lebesgue, con la misma integral; sin embargo el reciproco no es cierto. Vamos a suponer
n = 1 por simplicidad, aunque todo lo que vamos a decir a continuacion es cierto para dimensiones
mayores cambiando intervalos por rectdngulos.

En la teorfa de integracién de Riemann se demuestra que una funcién acotada f : [a,b] — R es
integrable Riemann si y s6lo si el conjunto D := {z € [a, b] : f es discontinua en z} tiene medida cero.
Entonces, si f es integrable Riemann, f es medible, porque D'y A := [a,b] \ D lo son, y para cada
abierto U de R, al ser f|4 continua, (f|4)~*(U) es un abierto relativo a A, es decir, un abierto de R
intersecado con A, y en particular un conjunto medible, y as{ resulta que

FHU) = (fla) M U) U (FH(U) N D)

es medible (pues el primer conjunto de esta unién es medible y el segundo también, al ser un subconjunto
de un conjunto de medida cero). Como toda funcién medible y acotada en un espacio de medida finita es
obviamente integrable, deducimos que f € L' ([a, b]).

Esto prueba que toda funcién integrable Riemann es integrable Lebesgue. El reciproco no es cierto:
por ejemplo, f = Xqn[o,1] €s discontinua en todo punto, y por tanto no es integrable Riemann; sin
embargo si es integrable Lebesgue, con integral cero, ya que es igual a cero en casi todo punto.

Veamos ahora que si f : [a,b] — R es integrable Riemann entonces su integral de Riemann coincide
con la de Lebesgue. Dada una particion P, de [a, b] en subintervalos I3 de longitud (b — a)/n y con
extremos t;‘_l < t;?, definamos

n

M]n = sup f(x)v m? = inf f(w)v L(f> Pn) = Zm?(t?_t?—l)7 U(f’ P") = ZM;L(t?_t?_l)'
j=1

el
zel? J j=1

Consideremos la funcion
n

. n
9n = Zsj X(t7_1,t7)
j=1

donde, para cada j = 1,...,n, s7 es un nimero cualquiera del intervalo [m;‘, M J"]

Veamos que lim,, o gn(z) = f(x) paratodo z € E := [a,b] \ (D U {t? :neN,j=1, ,n})
En efecto, si z € E entonces f es continua en x, luego dado e > 0O existe 0 > O tal que si |y — x| < 4
entonces |f(y) — f(z)| < e/2.Seang € Ntal que (b — a)/ng < J. Entonces para todo n > ng, como
x € F, existe un tnico k = k! € {1,...,n} talque x € (t}_,t}),con (t} —t} ;) =(b—a)/n <4,y
por tanto

lgn(2) = f(@)] = |si — f(2)| < My} —mig < M, — f(2) + f(2) —mp <e/2+¢/2=e.

Asi g, converge a f en casi todo punto.
Como ademds g;, estd acotada por M = sup,¢(, | ()], que es independiente de n, y [a, b] tiene
medida finita, usando el Teorema de la Convergencia Dominada se ve que

[ g (1)t = / " foy

n—0o0 a
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Por otro lado, es claro que

b
L(f, Pn) < / gn(t)dt < U(f, Pn)

para todo n € N, y por ser f integrable Riemann se tiene que

b
lim U(f,P,) = lim L(f, P,) = (integral de Riemann)/ f.

n—oo

Esto, junto con la desigualdad anterior, implica que

b b
/ f(t)dt = (integral de Riemann) / f.

Finalmente, permitdmonos una breve observacion sobre las integrales de Riemann impropias: no se
trata de verdaderas integrales, sino de limites de integrales. Por ejemplo,
o a
(integral de Riemann impropia) / f(t)dt = ali)rglo (integral de Riemann) f(t)dt.
—o —a
Estos limites pueden existir o no, y si existen para la integral de Riemann, entonces de forma obvia
(puesto que la integral de Riemann de una funcién acotada en un intervalo compacto coincide con la de
Lebesgue) también existirdn para la integral de Lebesgue. Sin embargo de la existencia de estos limites
no se puede concluir que la funcién sea integrable Lebesgue (por ejemplo en R, en el caso del limite
anteriormente considerado). Conviene insitir en este hecho: las integrales impropias de Riemann son
limites de integrales, no son integrales.

5.5. Problemas

Problema 5.1. Sea X un espacio métrico, ;1 una medida en (X,.A4), y G un grupo de isometrias so-
breyectivas de X. Supongamos que 7'(A) € Ay u(T(A)) = p(A) paratoda A € AytodoT € G.
Demostrar que entonces [ fdu = [ foTdpparatodaT € Gy toda f € L*(y). Indicacién: considerar
primero el caso en que f = yg para F € A.

Problema 5.2. Sea X un espacio métrico, A la o-dlgebra de los conjuntos #*-medibles, y 7" : X —
X una isometria sobreyectiva (es decir, una aplicacion sobreyectiva tal que d(T'(z),T(y)) = d(x,y)
para todos =,y € X). Demostrar que entonces, para todo s > 0y toda toda f € L'(#*), se cumple

[ " = [y (f o T)H:.

Problema 5.3. Deducir del problema anterior que para toda f : R™ — R integrable se tiene que

Jgn f(x + h)dx = [g, f(x)dz para todo h € R,y que [p, f(R(z))dx = [g,. f(x)dx para toda
rotacién R de R"™.

Problema 5.4. Si f : X — [0, 00] es medible y f,, = min{f, n}, probar que [ f = lim, o0 [ fn-
Problema 5.5. Dar un ejemplo de f,g € L'(R) tales que fg ¢ L'(R).

Problema 5.6. Construir una sucesioén (fy,),ecn de funciones medibles f,, : R — [0,00) tal que la
desigualdad del Lema de Fatou es estricta.

Problema 5.7. Probar que lim,, o [; e 7"*0dt = 0.

Problema 5.8. Sea (X, A, 1) un espacio de medida. Supongamos que A D B(X), y que p es finita en
cada bola de X. Demostrar que, para toda funciéon medible f : X — R estrictamente positiva en casi
todo punto, para todo o € X y para todo R > 0 se tiene que

lim e @ du(z) =0,
t—o0 B(IU,R)
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Problema 5.9. Si >« [y |fn| < oo, demostrar que Y7 | fn(x) converge para casi todo z € X a
una funcién f integrable, para la cual se tiene [y f = > v [x fn-

Problema 5.10. En el espacio de medida (N, 2", #), donde # denota la medida de contar, demostrar que
una funcién a : N — R es integrable si y s6losi ), . a(n) es absolutamente convergente, en cuyo caso

fN adf = Zfﬂ a(n)

Problema 5.11. Dar ejemplos de sucesiones de funciones (f,,), (gn), (hn) en L'(R) que converjan a
cero en todo punto y tales que: limy, o [ fn = 005 [p gn = 1 para todo n; limsup,, o [phn = 1,
lim inf,, fR h, = —1.

Problema 5.12. Demostrar que si f € L'(R") entonces lim inf |, | f(z)] = 0.

Problema 5.13. Dar un ejemplo de f € C'(R) N L' (R) tal que lim SUD|g| 00 f (T) = 00.
Problema 5.14. Probar que si f € L'(R") es uniformemente continua, entonces im0 f(x) = 0.

Problema 5.15. Si f € L'(X) con u(X) < oo, probar que |f|'/™ es integrable para todo n € N, y
calcular lim,, o0 [ |f| Unqy.

Problema 5.16. Si X es un conjunto no vacio y J, es la medida de Dirac en a, demostrar que toda
funcién f : X — R es integrable, con [ fdd, = f(a).

Problema 5.17. Demostrar que no existe ninguna serie trigonométrica del tipo » 7, a, sen(nx) +
by, cos(nx) que converja a 1 en casi todo z y tal que ), - |an| + |bn| < 00.

Problema 5.18. Sean (X, A, 1) espacio de medida finita, f : X — R medible, y definamos A4,, = {z €
X :|f(x)|>n},Bp={re X :n—1<|f(x)| <n},n e N. Demostrar que son equivalentes:

1. fe LY (X);
2. > penni(Bp) < oo

3. Y nen #(An) < oo

Problema 5.19. Calcular los siguientes limites, justificando cada paso:

a) lim oo fg' (14 )" €*¥da; b) iy o0 [o (1= 2)" e *da; ©) lmy o0 [5° %dm

Problema 5.20. Demostrar que si X es de medida finita y (f,,) es una sucesion de funciones integrables
que converge uniformemente a f en X, entonces f es integrable y | v = limy | x Jn- Dar un
ejemplo que muestre que esta afirmacion es falsa si X tiene medida infinita.

Problema 5.21. Sea f : R — [0, c0) medible. Si paratodon € Nes [ nfijﬂf(x)daz < 1, deducir que
fesintegrabley [, f < 1.

Problema 5.22. Sea (f,,) una sucesién de funciones medibles f,, : X — [0, o] que converge puntual-
mente a una funcién f tal que f,, < f para todo n. Probar que | v J =1limy 00 S < fn-

Problema 5.23. Sea (f,) una sucesién decreciente de funciones medibles positivas. Si [y fn, < 00
para algin ng, demostrar que [y lim, oo fr, = limy, o0 [ fa-

Problema 5.24. Sea (f,,) una sucesién de funciones integrables que converge puntualmente a una fun-
ci6n integrable f, y supongamos que [y f = limy o0 [y fn. Probar que lim, o [y [fn — f| = 0.
Deducir que para todo £ C X medible se tiene f pf =m0 f g Jn- Mostrar que este enunciado es
falso en general si f, > 0 para todo n pero [, f = oc.

Problema 5.25. Si f € C[0, 1], calcular lim, o0 1 [}y 2" f (x)da.
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Problema 5.26. Si f : [0,1] — [0, co] medible tiene la propiedad de que fol f(x)"dz es finito e inde-
pendiente de n, probar que existe & medible tal que f = x g en casi todo punto.

Problema 5.27. Transcribir el enunciado del teorema de la convergencia dominada en el caso particular
X=NS=2Nypu=4

7’VL2(L'

2
Problema 5.28. Demostrar que lim,,_, fan %dw = ( para todo a > 0, pero que esto no es
cierto para a = 0.

Problema 5.29. Si f € L'(R), probar que g(z) = [*__ f es uniformemente continua en R.

Problema 5.30. Sean (X, A, 1) un espacio de medida completa, f : X — [0, co] una funcién arbitraria,
Y (fn)nen, (gn)nen sucesiones de funciones medibles en X tales que

0< fu<for1 < f<9gn+1<9n

para todo n € N. Supongamos que lim,,_,«, [ (gn — fn)dp = 0. Probar que f es medible.



Capitulo 6

Los tres principios de Littlewood.
Teoremas de Lusin y Egoroff.

“There are three principles, roughly expressible in the following
terms: Every (measurable) set is nearly a finite sum of intervals;
every function (of class L*) is nearly continuous; every
convergent sequence of functions is nearly uniformly conver-
gent.”

— J. E. Littlewood, Lectures on the Theory of Functions (1944)

La cita de Littlewood alude a los tres principios bdsicos que él recomendaba seguir, como guia
intuitiva, a los principiantes en la teoria de la medida en R"™. El primero de ellos ya lo hemos visto en
capitulos anteriores: todo conjunto de medida finita se aproxima interiormente en medida por compactos,
y los compactos se aproximan exteriormente en medida por uniones finitas de rectdngulos; por tanto
podria decirse que todo conjunto medible Lebesgue y de medida finita en R™ es, aproximadamente, una
union finita de rectangulos.

El segundo principio alude al teorema de Lusin, que estudiaremos en este capitulo: toda funcién
medible definida en un conjunto medible con medida finita de R™ es, salvo un conjunto de medida
arbitrariamente pequeiia, la restriccién de alguna funcién continua.

Y el tercer principio parafrasea el teorema de Egoroff, que probaremos también en este capitulo: si
una sucesion de funciones, definidas en un conjunto medible de medida finita, converge puntualmente a
una funcién, entonces también lo hace uniformemente salvo en un conjunto de medida arbitrariamente
pequeia.

6.1. El teorema de Lusin

Daremos dos versiones del teorema de Lusin: una para funciones medibles Borel definidas en espa-
cios métricos (y con valores en espacios métricos separables), y otra para funciones medibles Lebesgue
definidas en subconjuntos de R".

Teorema 6.1 (Lusin). Sea X un espacio métrico, y p una medida en B(X) tal que X es union numerable
de conjuntos abiertos de medida finita. Si Y es un espacio métrico separable y f : X — Y es medible
Borel, entonces para todo € > 0 existe un cerrado F' C X tal que u(X \ F) < €y f|r es continua.

Demostracion. Sea {U,;};cn una familia numerable de abiertos de Y tal que cualquier abierto de Y es
unién de una subfamilia de {U; };cn. Por el Teorema 7, para cada i € N existe un abierto V; C X tal que

F7HU) € Vi wVi\ £ U) < i
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Sea

E=Jvi\ o).
=1

Es claro que p(E) < ¢/2. Vamos a probar que g = f|x\ g es continua. Observemos que, para cada
1 €N,
g U) =Vin(X\ B). ©6.1)

En efecto, g1 (U;) C V; N (X \ E), y por otro lado
Vin (X\B) CVin(X\ (Vi\ fH (W) = £ (U0,

luego
Vin(X\E)C fTH{U) N (X\E) =g ' (Uy).

Para ver que ¢ es continua bastard probar que para cada abierto U C Y existe un abierto V' C X tal que
g (U) =V N(X\E).Escribamos U = | J;2 ; U;, para una subsucesion (i) C N adecuada. Entonces
por (6.1) se tiene g~ 1(U) = (Us2; Vi) N (X \ E), y tenemos lo que queremos.

El conjunto X \ E no es necesariamente cerrado, pero por el Teorema 7 existe G C X abierto tal
que E C Gy u(G\ E) < €/2. Poniendo F = X \ G, resulta que f|p es continua, F' es cerrado y
WX\ F) = u(G) = n(E) + p(G\ B) < <. =

Observacion 6.1. El teorema no dice que f sea continua en F: esto puede ser falso. Por ejemplo, si f =
X@» entonces f es discontinua en todos los puntos. Sin embargo, incluso para una funcién discontinua
en todo punto como esta, sigue siendo verdad que para todo € > 0 existe un cerrado F' C R tal que la
restriccion de f a F' es continuay [R\ F| < e.

Teorema 6.2 (Lusin). Sean E C R™ medible Lebesgue, y f : E — R. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. f es medible Lebesgue;

2. Paratodo € > 0 existe F' cerrado de R" tal que F' C E,

E\F| <e¢,y f|r es continua;
3. Para cada € > 0 existe g : R™ — R continua tal que L}, ({z € E : f(x) # g(x)}) < e.

Demostracion. (1) = (2): Si f : E — R es medible Lebesgue, sabemos que existe b : £ — R
medible Borel tal que f = h en casi todo punto, digamos f = hen E \ Z, donde |Z| = 0. Al ser
E\ Z medible, dado £ > 0 existe un cerrado F; de R" talque F} C E\ Zy [(E\ Z) \ Fi| < ¢/2,
luego también |E \ F1| < £/2. La funcién h|g, es medible Borel, y coincide con f|r,. Por el teorema
anterior, existe I' C F} cerrado de F (y por tanto también cerrado de R™) tal que |F} \ F| < /2y
flF = h|p = (h|p )|F es continua. Ademds |E \ F| < |[E\ Fi|+ |F1\ F| < e.

(2) = (3): Siguiendo con el argumento anterior, como F' es cerrado de R"” y f|r es continua,
por el teorema de extensién de Tietze existe g € C'(R™) tal que g|p = f|p. Ycomo |[E\ F| < ey f
coincide con g en F, se tiene también que

{z e E:g(x) # f@)} < |E\F| <e.
(3) = (1): Paracada k € N, sea g, € C'(R") tal que
% 1
L € B: () £ (o)) < o
y denotemos Ay, = {z € E : f(z) # gr(x)}. Como Y 72, L} (Ak) < oo, por el lema de Borel-Cantelli

(Problema[2.4), se tiene
L ({x € E:x € Ay parainfinitos k}) = 0;
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es decir, para casi todo punto x € E se tiene que x pertenece a lo sumo a una cantidad finita de los
conjuntos Ay, lo que equivale a decir que existe k, € N tal que si k& > k, entonces gi(z) = f(x).
Esto implica que limy_, o gx(z) = f(z) para casi todo x € E. O sea, que salvo en un conjunto de
medida cero, f es el limite puntual de una sucesion de funciones continuas. Como el limite puntual de
una sucesion de funciones medibles es medible y la medida £,, es completa, de esto se deduce que f es
medible Lebesgue. 0

Corolario 6.3. Toda funcion medible f : E C R"™ — R es limite en casi todo punto de una sucesion de
funciones continuas.ﬂ

Demostracion. Se ha visto en la prueba del anterior teorema. 0

6.2. El teorema de Egoroff

En el teorema de Egoroff X puede ser cualquier espacio de medida (no necesariamente un espacio
métrico), pero es crucial que tenga medida finita.

Teorema 6.4 (Egoroff). Sean (X, A, i) un espacio de medida con (X) < 00, ¥ (fn)nen una sucesion
de funciones medibles f, : X — Y, donde Y es un espacio métrico separable. Si f,, — f en casi todo
punto, entonces para cada € > 0 existe E C X medible tal que (X \ E) < €y f, converge a f
uniformemente en E.

Demostracion. Quitando a X un subconjunto de medida cero, lo que no afecta a la conclusién, podemos
suponer que f es medibleE] Entonces

Apm = A{z : d(fx(z), f(z)) <1/m paratodo k > n}

es medible para cada n, m € N. En efecto, observemos que la funcién F, = (fi, f) : X =Y x Yes
medible, ya que si {U; };cn es una coleccion de abiertos de Y tal que cualquier abierto de Y es unién de
una subfamilia suya, entonces todo abierto de Y x Y es union de una subfamilia de {U; x U;}; jen, y
puesto que
FoH Ui x Uy) = f 1 (U) 0 f~H(0y)

y fi, f son medibles, se ve que F' es medible. Entonces, como A, = s, Fir ' (471 ([0, 1/m])),
resulta que A, ,, es medible.

Para cada m € N, (A, »)nen forma una sucesién creciente de conjuntos, y por tanto sus comple-
mentarios una sucesién decreciente; como (X)) < oo se obtiene que

nlggoﬂ(X\Am,n) =H m (X \NApp) | =p | X\ U Amn | =0,
n=1 n=1

ya que como fj, converge puntualmente a f en casi todo punto, casi todo z € X estden | J;~ | Ay, . Por
tanto para cada m € N podemos elegir n(m) € N tal que

Definiendo E = (,_, Ay n(m)» S€ obtiene que p(X \ E') < ¢,y f, converge uniformemente a f en E:
para todo m € N, si k > n(m) entonces d(fi(z), f(z)) < 1/m paratodo z € E. O

'No es cierto en general que f sea limite en fodo punto de una sucesién de funciones continuas. Por ejemplo, si f = xg
esto es falso. Las funciones que son limite en todo punto de sucesiones de funciones continuas se llaman de clase Baire-1,
y puede probarse que tales funciones tienen la propiedad de que su restriccion a cada cerrado tiene al menos un punto de
continuidad. Sin embargo, xq si es limite puntual de una sucesién de funciones de clase Baire-1 (a las funciones con esta
propiedad se les llama de clase Baire-2): se tiene Xq (%) = limg— o0 (1fm;_ oo cos(k!mz)>?). Por induccién puede definirse la
clase de funciones Baire-k para cualquier & (como limites puntuales de funciones de la clase Baire-(k — 1)), y tales funciones
son siempre medibles Borel. Por tanto, si f es medible Lebesgue pero no medible Borel, entonces f no es de clase Baire-k para
ningun k.

2Sabemos que el limite puntual de funciones medibles es medible, pero si la medida  no es completa, un limite en casi
todo punto de una sucesién de funciones medibles puede no ser medible.
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Como hemos avanzado antes, la conclusion del teorema de Egoroff es falsa en general si (X)) = oc.
Por ejemplo, la sucesién de funciones f,(z) = x2/n converge a 0 cuando n — oo paratodo z € R, y
no puede existir ningdn conjunto £ C R tal que |R \ F| < ooy (f,) converja a 0 uniformemente en E.
En efecto, tal conjunto E' no podria estar acotado, con lo cual existiria (,)n,eny C F con |z, > n,y se
tendria f,(z,) > n — oo cuando n — oo.

6.3. Problemas

Problema 6.1. Si (f,,) converge a f en ctp de R?, demostrar que para cada ¢ > 0 y cada compacto
K C R? existe otro compacto C' C K tal que |K \ C| < €y (f,,) converge uniformemente a f en C.

Problema 6.2. Dar una version del teorema de Egoroff para sucesiones de funciones medibles que
convergen a co en casi todo punto.

Problema 6.3. Sea K C R" compacto. Si f; : K — R es medible para cada j € N, probar que existe
una sucesién (¢;) C R tal que lim;_, f;(x)/c; = 0 para casi todo x € R™.

Indicacion: primero demostrar que existe (c;) tal que |{z : | f;(z)/c;| > 1/j}| < 1/27; luego aplicar el lema de
Borel-Cantelli.

Problema 6.4. Dar un ejemplo de una funcién f : R — R medible Borel tal que no existe ningtin
conjunto B C Rcon |R\ B| =0y f|p continua.



Capitulo 7

Diversas nociones de convergencia

7.1. Convergencia en media y convergencia en casi todo punto

El el capitulo hemos definido el espacio vectorial normado L' (;1). Como veremos en el capitulo@
este espacio es completo. El lector puede estudiar ahora la demostracién del Teorema 9.6} no incluimos
la demostracién de la completitud de L' (1) en este capitulo simplemente porque es la misma que la que
se hace para LP (1), para cualquier p € [1, 00).

Cuando una sucesién de funciones (f,) C L'(u) converge en el espacio (L' (u), || -||1) a una funcién
f,aveces se dice que f,, converge a f en media

La convergencia en media no implica convergencia en casi todo punto, ni la convergencia en casi
todo punto implica la convergencia en media. El lector queda invitado a encontrar ejemplos de estas
situaciones. Sin embargo, como consecuencia del Teorema de Riesz que demostraremos en la siguiente
seccion, toda sucesion que converja en L!(u) tiene una subsucesién convergente en casi todo punto
(a la misma funcién limite). Por otro lado, el Teorema de la Convergencia Dominada nos proporciona
condiciones que afadidas a la convergencia en casi todo punto implican la convergencia en media.

Otra nocién 1til, que se usa por ejemplo en probabilidad, es la de convergencia en medida.

7.2. Convergencia en medida

Se dice que una sucesion de funciones medibles f, : X — R converge en medida a una funcién
f:X = Rsiparatodoe > Oes

i (o € X < |fula) — f(2)] > 2}) = 0.

Se suele denotar, en este caso, f, LN f.
Proposicion 7.1. Si (f,,) converge a f en L' (1) entonces f, L

Demostracion. Por la desigualdad de Tchebychev y la convergencia en media,

P € X 5 |fule) = S@] 2 ) < Zfa = S =0,
U

El reciproco de la proposicién anterior es falso (queda propuesto como ejercicio justificar esta afir-
macion).

Teorema 7.2 (Lebesgue). Si pu(X) < 0oy una sucesion de funciones medibles f,, : X — R converge a
una funcion medible f en casi todo punto, entonces f, LN I

'Similarmente, si (f,,) converge a f en el espacio L?(u), a veces también se dice que converge en media cuadrdtica.
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Demostracion. Dado € > 0, definamos

Ej={ee X :|fi(z) - f(2)] = e}.

La sucesion de conjuntos U;’C:’n E; es decreciente, y son conjuntos de medida finita, luego se tiene

(0.9] oo [e.9]
nlinolou UEj =L ﬂUEJ =0.
j=n n=1j=n

La dltima igualdad es porque si z € (2, U/, Ej entonces |f;(x) — f(2)| > € para infinitos j, lo cual
s6lo puede ocurrir en un conjunto de medida cero. Por tanto

pe e X |fule) = f@)| 2 ep) =p(B) < | |JE; | =0
j=n

cuando n — oo. OJ

Teorema 7.3 (Riesz). Si f,, = f entonces (fn) tiene una subsucesion que converge a f en casi todo
punto.

Demostracion. Para cada j € N existe n; € N tal que
1 1
pl{r e X |fn; (@) = f2)] = 3} = u(Ej) < 55
Podemos suponer que (1) es estrictamente creciente, y asf (f,,) es una subsucesién de ( f,,). Puesto que
[e.@]
> By < oo,
j=1

por el Lema de Borel-Cantelli (Problema [[.20)) resulta que
u(E) = p({x € X : © € E; para infinitos valores de j}) = 0,

y esto significa que para todo z € X \ F existe j, € N tal que, para todo j > j,,

1
[y (@) = fl2)] < G
Esto implica que f,,, () converge a f () para casi todo z € X. O

Corolario 7.4. Si (f,,) converge a f en L' (1), entonces ( f,,) tiene una subsucesion que converge a f en
casi todo punto.

Demostracion. Se sigue de la Proposicion[/.1|y del teorema anterior. O

Definicién 7.1. Se dice que una familia de funciones F C L'(u) es uniformemente integrable (o equin-
tegrable) si para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que si (E) < & entonces [ | f|du < e.

Obsérvese que el Teorema [5.14] implica que toda familia finita de funciones integrables es equinte-
grable Mas en general se tiene lo siguiente.

Proposicién 7.5. Si (f,,) converge a f en L' (1) entonces { fn}nen U {f} es uniformemente integrable.

2 Asimismo la unién de una cantidad finita de familias equintegrables es equintegrable
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Demostracion. Dado € > 0, sea ng € N suficientemente grande tal que

/X |fn — fldp < /2 paratodon > ng.
Por el Teoremaaplicado alf|+|fil+ .+ fnol € LY (1), existe § > 0 tal que si pu(E) < J entonces

/E(\f|+|f1|+---+fnol)du<6/2-

Luego, si u(E) < 4 se tiene que, cuando n < ng,

max{/Eu\du,/Eunwu}g/E<|f|+|flr+...+|fm|>du<e;

ysin > nges

L= [ A= slns {11 [ 1=l [ 1< epzeesz=c

En todo caso se tiene lo que queremos. 0

Por tanto, si (f,,) converge en L' (1), también converge en medida y esta sucesién forma una familia
uniformemente integrable. El siguiente resultado dice que el reciproco también es verdad si pu(X) < oo.

Teorema 7.6 (Vitali). Supongamos que (X ) < 0o, y sea (fn)nen C L' (1), f € L'(u). Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. (fn) converge a f en L' (p);
2. o B £y {falnen es uniformemente integrable.

Demostracion. Antes hemos probado (1) == (2). Demostremos (2) == (1): por reduccién al
absurdo, supongamos que existieran € > 0 y una subsucesion ( fy,, ) de (f,,) tales que

/ | fr, — fldp > ¢ paratodo k € N. (7.1)
X

Por el Teorema de Riesz, puesto que f, LN f , podemos suponer (salvo tomar otra subsucesién que
denotamos igual) que f,, converge a f en casi todo punto. Para dicho ¢, por hipétesis existe ¢ > 0 tal
que

wE) <o = /E(|f|+|fn)<5/2 para todo n € N.

Por otro lado, por el Teorema de Egoroff, existe F' € A tal que u(X \ F) < 0y fn, converge a f
uniformemente en f en F'. Como u(F') < oo, por el Corolario se tiene que

i [ 10

k—o0

/X\fnk—fZ/Flfnk—flJr/X\F!fnk—f!

g/F|fnk—f|+/X\F<\fnkr+|fr>s/Frfnk—st/z%/z

Entonces

cuando k — o0, y esto contradice[7.1] O
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7.3. Problemas

Problema 7.1. Dar ejemplos de sucesiones de funciones (fy,), (gn), (hy) tales que: (fy,) converge en
casi todo punto pero no converge en media; (g,,) converge en media pero no converge en casi todo punto,
y (hy) converge en medida pero no converge en media.

Problema 7.2. Sea (A,,) una sucesion de conjuntos medibles de medida finita en un espacio de medida
X, y supongamos que (x4, ) converge a f en L'(X). Demostrar que existe £ medible tal que f = xg
en casi todo punto.

Problema 7.3. Sea (A,,) una sucesion de conjuntos medibles en un espacio de medida X . Definamos
limsup,, A, = ooy Up,, Am, y liminf, Ay, = UpZ (oo, Am. Observar que limsup,, x4, =
Xlimsup,, Ans Y liminf,, x4,, = Xifminf,, 4,,- Demostrar que:

1. (xa,) converge a 0 en medida si y sélo si lim,,_,oo pt(Ay) = 0.
2. (x4, ) converge a 0 en casi todo punto si y sélo si p (limsup,,_, 4,) = 0.

3. Si A es un conjunto medible, (x4, ) converge a x 4 en casi todo punto si y sélo si los conjuntos A,
lim sup,, 4,, y lim inf,, A,, tnicamente difieren en conjuntos de medida nula.

Problema 7.4. Si (f,,) y (gn) son sucesiones de funciones medibles que convergen en medida a f y
g respectivamente, probar que (f, + g,) converge en medida a f + g. Si ademds u(X) < oo, probar
también que ( f,,g,,) converge en medida a fg.

Problema 7.5. Si (f,,) C L'(X), f € LY(X) y >°0° [ |fn — f] < 0o, demostrar que ( f,) converge
en casi todo punto a f.

Problema 7.6. Probar que (f,,) converge en medida a f en el espacio (N, 2", #) siy sélo si (f,,) converge
uniformemente a f.

Problema 7.7. Si ;u(X) < oo, probar que una sucesion de funciones medibles ( f,,) converge en medida
a una funcién medible f siy sélo si cada subsucesion de ( f,,) tiene una subsucesion que converge a f en
casi todo punto.

Problema 7.8. Probar que el limite en medida es tinico en casi todo punto.

Problema 7.9. Estudiar los diferentes tipos de convergencia para las siguientes sucesiones de funcio-
nes: frn = Xjon enR; gn(a) = ﬁX(og/n}(l‘) en (0,1]; hn(z) = 1X(0,1/n)(x) en (0,1]; n(z) =
ne~ " en [0, 1].

Problema 7.10. Si f,, > 0 converge a f en medida, probar que [ f < liminf, o [y fn.



Capitulo 8

Medidas producto. Teorema de
Fubini-Tonelli

En este capitulo definiremos el producto de dos medidas y demostraremos el teorema de Fubini que
nos permite calcular la integral de una funcién de dos variables como una integral iterada.

8.1. Medidas producto

Definicién 8.1. Sean (X, S), (Y, 7)) dos espacios medibles. Llamaremos rectdngulo medible de X x Y
a cualquier subconjunto de X x Y delaforma S x T,donde S € Sy T € T

A las uniones finitas disjuntas de rectingulos medibles las llamaremos conjuntos elementales. Es
decir, A C X x Y es un conjunto elemental si A = U;L:1 Rj, donde cada R; = S; x T es un rectangulo
medible, y se tiene R; N R; = () si i # j. Denotemos

€ ={A C X xY : Aesun conjunto elemental }.

Definimos la o-dlgebra producto S ® T := o(&). Es decir, S ® T es por definicién la menor o-algebra
en X X Y que contiene a todas las uniones finitas disjuntas de rectangulos medibles.

Definicion 8.2. Una clase mondtona es un conjunto M de conjuntos que tiene las siguientes propiedades:
1. Si{A;}jen C My A; C Aj4q paratodo j, entonces U;il Aj e M,
2. Si{Bj}jen C My Bj D Bj;1 paratodo j, entonces ﬂj’;l B; € M;

es decir, si contiene a las uniones de sucesiones crecientes y a las intersecciones de sucesiones decre-
cientes de conjuntos de M.

Es evidente que toda o-dlgebra es también una clase mondétona. El reciproco no es cierto.

Definicion 8.3. Si £ C X x Y, x € X, definimos la seccién de E por z como
E,:={yeY:(x,y) € E}.
Andlogamente, si y € Y, definimos la seccién de E por x como
EY:={zre X :(z,y) € E}.

Noéteseque £, C Yy BY C X.

"Esto no quiere decir que, si por ejemplo X = Y = R, el conjunto S x T sea geométricamente un rectangulo en R2. Por
ejemplo cuando S = T = M, la o-édlgebra de los conjuntos medibles Lebesgue de R, los conjuntos S, 7" € M pueden ser
extremadamente complicados, y S X T en general no va a parecerse ni remotamente a un rectangulo en el sentido usual (es
decir, a un producto cartesiano de intervalos) de R2.

65
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Obsérvese que, si { E; };cs es una familia cualquiera de subconjuntos de X x Y, se tiene

(U E>x =J (&), (ﬂ E>x = (B, 8.1)

iel il iel il
y andlogamente
y Y
(U E) =J &), (ﬂ E) =) (E:)". (8.2)
i€l i€l iel iel
También es obvio que
(E) =Y \E, =(XxY)\E), =(E),,

y una igualdad similar es vdlida para la seccién por y. Ademds, si A C B C X x Y entonces, obviamente
A, C B,y AY C BYparatodosz € X,y €Y.

Teorema 8.1. Si £ € S ® T entonces E, € T y EY € Sparatodor € X,y €Y.

Demostracion. Sea
N={EcS®T:E, €T paratodozr € X}.

Es facil ver que € es una o-dlgebra: en efecto:
l. X xY eQ,yaque (X xY), =Y paratodo x € X;

2. Si E € Qentonces (E€), = (E;)° € T paratodo z € X. luego E° € ;
3. Si{Ej}ljen CQy E =2, Ej entonces E; = J7Z, (Ej), € T para todo z (por definicién de
Q y por ser 7 una o-dlgebra). luego E € (.

Ademads, si £ = A x B es un rectangulo medible entonces

B, - B size A,
0 sixzé A

en cualquier caso es F, € S,y por tanto A x B € ). Como () es g-dlgebra, resulta que £ C (2. Luego
o(&) =8 ®T C Q. Esto quiere decir que E, € T paratodo F € S® T.
Andlogamente se prueba que FY € S paratodoy € Y, siempreque £ € S® T. O

Teorema 8.2. S ® T es la menor clase mondtona que contiene a &.

Demostracion. Es fécil ver que la interseccion M de todas las clases monétonas que contienen a £ es
una clase monétona. Puesto que S® 7T es una clase mondtona que contiene a £, se tiene que M C SR T .
Veamos que también es verdad el contenido opuesto.

Comencemos observando que la interseccién de dos rectdngulos medibles es un rectingulo medible;

en efecto,
(Al X Bl) N (AQ X Bg) = (A1 N Ag) X (Bl X Bz)

Por otra parte, la diferencia de dos rectdngulos medibles es un conjunto elemental, ya que y
(A1 X Bl) \ (AQ X Bg) = [(Al \AQ) X Bl] U [(Al N AQ) X (Bl \ BQ)] .

De esto se deduce facilmente que la interseccién de dos conjuntos elementales es un conjunto elemental,
y su diferencia también lo es. Entonces, como AU B = (A \ B) U B, unién disjunta, se deduce que
si A,B € £ entonces A U B € £. Por induccién, lo mismo ocurre para uniones finitas de conjuntos
elementales.

Dado cualquier A C X x Y, definamos ©2(A) como el conjunto de todos los B C X X Y tales que
A\BeM,B\Aec M,y AUB € M. Se tiene que:
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(a) BeQA) < AecQ(B);
(b) ©2(A) es una clase monétona.

La primera propiedad es obvia. Comprobemos la propiedad (b): si {A;, }nen, {Bntnen C Q(A) y para
cadanes A, C Any1y By, D By entonces A\ A, y B, \ A forman sucesiones decrecientes de
conjuntos, y A, \ A, A\ B, son crecientes; todas estas sucesiones estan en M, y por ser esta una clase
mondtona se tiene que (), (A \ 4,) € M, (N, Bn \ 4) e M, U, (An \ A) € M, U, (A\ B,) € M,
de lo que se deduce que A\ |J,, A, € M, (N, Bn) \ A € M, (U,, An) \ A € M, A\, Bn € M;
ademds también se tiene AU A, € My AU B,, € M para todo n, y otra vez por ser M una clase
monétona se obtiene AU J,, A, = U, (AUA,) e M,y Au(), B, =(),(AU B,) € M. Por tanto
Uy An € Q(4) y (), Bu € 9(A).

Fijemos A € £. Como ya sabemos que la diferencia y la unién de conjuntos elementales es un
conjunto elemental, es claro que B € Q(A) para todo B € £. Por tanto £ C Q(A), y por la propiedad
(b) y la definicion de M se deduce que M C Q(A).

Si ahora fijamos B € M, como acabamos de ver, B € Q(A) si A € £. Por la propiedad (a),
A € Q(B), luego £ C Q(B), y usando (b) otra vez obtenemos que M C Q(B). Esto significa que si
A,B € Mentonces A\ B € My AU B € M. Por induccién lo mismo ocurre para la unién de toda
familia finita contenida en M.

Ahora podemos ver que M es una o-dlgebraen X x Y:

I. X xYeM,yaque X xY € £ C M.

2. Si B € Mentonces B¢ = (X xY) \ B € M, puesto que ya hemos probado que la diferencia de
dos conjuntos de M estd en M.

3. Si{A;}jen C M, paracadan € Nel conjunto B, = |Jj_, A; estd en M porque ya hemos visto
que M es estable por uniones finitas. Como la sucesién { By, },en es creciente y M es una clase
monétona, resulta que | J2 | A, = U, By, € M.

Asi pues, M es una o-dlgebra que contiene a £, y como S ® 7T es la menor o-dlgebra con esta propiedad,
se concluye que S ® T C M, como queriamos probar. O

Definicion 8.4. Para cada funcién f : X x Y — R (o C, o [0, 00], 0 un espacio métrico Z) y cada
x € X, definimos la seccién de f por x como la funcién f, : Y — R definida por

fe(y) = f(z,9).

Andlogamente, para cada y € Y se define la seccién de f por y como la funcién f¥ : X — R definida
por

fUx) = f(z,y).

Teorema 8.3. Si f es una funcion S ® T -medible en X x Y, entonces, para cada x € X la seccion f,
es una funcion T -medible en Y, y para caday € Y la seccion fY es una funcion S-medible en X.

Demostracion. Sea V un abierto del espacio de llegada de la funcién f. El conjunto
A= U V) ={(x,y) € X x Y : f(z,y) €V}
estdien S ® T, por ser f medible. Entonces, por el Teorema 8.1]se tiene que
AV ={yecY: : flz,y) eV}=A4,€T.

La prueba de la medibilidad de la seccién fY es andloga. O



68 CAPITULO 8. MEDIDAS PRODUCTO Y TEOREMA DE FUBINI

Teorema 8.4. Sean (X, S, 1), (Y, T, \) dos espacios de medida o-finitos, y sea C € S @ T. Definamos

p(x) = ACz), P(y) = pu(CY)

para cada x € X, y € Y. Entonces @ es S-medible, 1 es T-medible, y

/X pdp = /Y wd.

Demostracion. Sea € el conjunto de todos los B € S ® T para los cuales la conclusion del teorema es
verdadera.

Lema 8.5. ) tiene las siguientes propiedades:
(a) Todo rectdngulo medible estd en S).
(b) Si{Cj}jen C Q es una sucesion creciente entonces | J;=, Cj € Q.
(c) Si{Cj}jen C Q2 son disjuntos dos a dos, entonces | J;2, Cj € Q.
(d) Sip(A) < oo, A(B) < 00,y {Cj}jen C 2 es una sucesion decreciente, entonces ;= Cj € Q.

Supuesto probado el lema, en el caso en que X e Y son de medida finita, las propiedades (b) y (d)
nos dicen que §2 es una clase monétona, y las propiedades (a) y (c) implican que €2 contiene a £. Como
ademds 2 C S ® T, por el Teorema se deduce que 2 = S ® T, y esto equivale el enunciado que
queremos probar. En el caso general en que p y A son o-finitas, necesitamos usar un pequeifio artificio
adicional: por hipdtesis podemos escribir X e Y como uniones numerables de conjuntos con medida
finita, y podemos suponer que estas uniones son disjuntas; es decir, tenemos

o0 o0
X=JXn Y= Yu,
n=1 m=1

uniones disjuntas, con pu(X,) < 0o, A(Y,) < oo para cada n, m € N. Definamos M como el conjunto
de todos los C' € S ® T tales que

Cpm = BN (Xp x Yy,) €Q

para todos n, m € N. Entonces (b) y (d) del lema implican que M es una clase monétona, y (a) y (c)
que & C M. Por el Teorema[8.2)resulta que M = S ®@ T. Asi Cy, , € Q2 paratodo C € S ® T y todos
n,m € N. Puesto que C es union disjunta de los C, ,,, la propiedad (c) del lema nos permite concluir
que C' € Q. Es decir, S ® T C 2, lo que prueba el teorema.

Sélo nos queda probarel lema. SiC' = A x B,con A € S, B € T,entonces C, = Bsiz € A,yes
vacio en otro caso, mientras que CY = A si y € B, y vacio en otro caso; por tanto

ACr) = A(B)xa(z), vy u(CY) = p(A)xs(y)

e integrando estas igualdades obtenemos

/ wdu = (B / PdA.
Esto prueba (a).

Para probar (b), sean C' = U]oil Cj, ¢y ¥ como en el enunciado del teorema (para este C), y

pi(x) = A((Cj)z), ¥i(y) = p(C5¥);

entonces recordando (8.1)) vemos que se cumplen

vj(@) S ACr) = p(z), ¥i(y) /(W)
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luego, como ; y ; cumplen por hipétesis la conclusion del teorema, obtenemos (aplicando el Teorema
de la Convergencia Monétona) que

[ o= i [ = Y [ wix= [ vax

es decir, ¢, 1 también cumplen la conclusion del teorema y por tanto C € Q.
Para comprobar (c), definamos ¢;, 1); como en (b), pero teniendo en cuenta que ahora los C; son
disjuntos; entonces se tiene

v) = | (U | =n{ UG | =D mc" = ;W)
j=1 j=1 j=1 j=1
y andlogamente
p(x) =Y @(@);
j=1

entonces, usando que por hipétesis [  pidp = fY 1jd\ para cada j, obtenemos

pdu=3" [ wiau=3" [ vyir= [ wax
yasi C' € (.
Finalmente demostremos (d). Por hipdtesis A x B D C1 D Cy D Cs...,y
X Y

para todo j € N. Definamos C' = (72, C;. Obsérvese que C;¥ C A, luego ;i(C;¥) < pu(A) < oo para
todo j, y por tanto, recordando (8.2), tenemos

¥iy) := u(C5¥) N\ u(CY) = p(y).
Anélogamente, se ve que
©i(y) = pu((C)),) N pu(Ca) == o(x).

Observemos también que C;¥ = 0 siy ¢ B, yaque C; C A x B;y en todo caso es C;¥ C A. Por tanto,
paratodo j € N,

bi(y) = u(Cy) < w(A)xes(y) = a(y),
donde ¢; es integrable en Y ya que A(B) < co. Andlogamente,
pj(z) = 1 ((Cy),) < MB)xa(z) = ga(z)

para todo j, con g9 integrable en X . Entonces podemos aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada
para, tomando limites cuando j — oo en (8.3), concluir que

/chdu—/ywdA,

es decir, C € (). Esto completa la prueba del lema y del teorema. O

Definicion 8.5. Con la notacién e hipdtesis del teorema anterior, este nos permite definir, para cada
CeS®T,

(1 x N)(C) = /X A(Cy)du(x) = /Y H(CY)AA(y).

Usando las propiedades de la integral, es inmediato comprobar que i X A es una medida en la o-dlgebra
producto S ® 7. A esta medida se le llama medida producto de 11y .

Obsérvese que i X A es o-finita; en efecto, con la notacién empleada en la demostracioén del teorema
anterior, tenemos X x Y =J,, . Xn X Yo, con (1 X A)(Xpn X Yin) = p(Xn)A(Yin) < 00.
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8.2. El teorema de Fubini-Tonelli

Teorema 8.6 (Fubini-Tonelli). Sean (X, S, u), (Y, T, ) dos espacios de medida o-finitos, y f una fun-
cion S ® T-medible en X X Y.

(a) Si f: X xY — |0,00], entonces las funciones

o /fdi y = P(y) = /Xfydu (8.4)

son S-medible y T-medible, respectivamente, y se tiene

/Xgodu:/xxy fd(,ux)\):/ywd)\. (8.5)

(b) Si f toma valores reales o complejos y si alguna de las integrales

S (L), [ ([ i) o)

es finita, entonces ambas son finitas e iguales a [y .y |f|d(1 x X), y por tanto f € L*(pu x X).

(c) Si f € LY(ux \), entonces f, € LY(\) para casitodo v € X, f¥ € L'(u) para casitodoy € Y,
las funciones o y 1 definidas por [8.4) estdn en L* (1) y L' ()\) respectivamente, y se cumple (8.5),
es decir,

/){(/Yf(fﬂay)cﬂ(y)> du(ff:)Z/Xxyfd(uxA /(/ fx,y)du(z )d)\(y). (8.6)

Demostracion. Demostremos (a). Por el Teorema las funciones  y 1 estan bien definidas. Dado
C € S®T, consideremos el caso f = x¢. En vista de la Definicion[8.5] la igualdad (8.5) del teorema es
justo la conclusién del Teorema[8.4] Por tanto (a) se cumple para funciones caracteristicas de conjuntos
S ® T-medibles. Por la linealidad de la integral entonces es claro que se cumple también para toda
funcién simple medible s : X x Y — [0,00). En el caso general, dada f : X x Y — [0, o] medible,
existe una sucesioén de funciones simples medibles s, : X X Y — [0, 00) tales que sy, (z,y) 7 f(z,y)
para todo (z,y) € X x Y. Por el Teorema de la Convergencia Moné6tona

on(z) = /Y(sn)xd/\/‘/yfxd)\ = o(x) (8.7)

cuando n — oo para todo z € X. Y por lo ya sabido tenemos

/ ondp = / Spd(p X \)
X XxY

para todo n. Entonces podemos aplicar otra vez el Teorema de la Convergencia Mondtona en la igualdad
anterior, con las funciones de (8.7)), para concluir que

/ LTS hm / Ondp = lim Spd(p X A) = / fd(p x N);
N0 JX xY XxY

es decir se cumple la primera igualdad de (a). La segunda igualdad de (a) se demuestra andlogamente
cambiando x € X pory € Y,y u por .

Para probar (b) basta aplicar (a) con | f| en lugar de f.

Para demostrar (c) basta hacerlo en el caso de valores reales (el caso complejo se deduce inmediata-
mente aplicando el caso real a las partes real e imaginaria de f). Sea pues f : X x Y — R, y escribamos
f=f"—f",conft>0,f >0.Sean

e1(z) :/Y(]H_)xd)\, m(y):/y(f—)xdx.
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Como f € L'(u x Ay f+ < |f| y (a) se cumple para f*, se ve que p1 € L'(u). Andlogamente,
@2 € L'(11). Puesto que

fz - (f+)w - (f_)iﬂv

tenemos que f, € L'(\) para todo x para el que se tenga ¢1(z) < ooy @a(z) < 00, y esto ocurre para
casi todo € X ya que @1, s € L'(u); ademds para estos x se tiene también p(x) = 1 (x) — p2(x)
por linealidad de la integral. Por tanto ¢ = (7 — 2 € L(u). Aplicando (8:3) con ¢ y f7, se tiene

/X </Y f+($7y)dA(y)> du(x) = /ny Frd(p x N),

y haciendo lo mismo con sy f—,

/X </Y f_(x,y)d)\(y)> du(z) = /XXY Fd(ux \).

Restando las dos tltimas igualdades y usando la linealidad de la integral obtenemos la primera igualdad
de (8.6). La segunda igualdad de (8.6) se prueba de forma andloga, con f¥ y ¢ enlugarde f, y p. O

En la seccién de problemas al final del capitulo se encontrardn ejemplos que muestran que las hip6-
tesis del teorema de Fubini no pueden relajarse.

8.3. El teorema de Fubini para la complecion de la medida producto

La medida producto tiene un importante defecto: si (X, S, u), (Y, 7, A) son espacios de medida
completos, no es cierto en general que el espacio producto (X X Y,;S ® T, u x A) sea completo. De
hecho este fenémeno ocurre siempre que existan ) # A € S con u(A) =0y B C Y con B ¢ T:en
esta situacion se tiene A x B C A x Y, con (u x \)(AxY) =0,pero A x B¢ S® T (porque las
secciones de un conjunto medible para la medida producto son siempre conjuntos medibles gracias al
Teorema [8.1)).

Claramente esto es lo que sucede cuando se consideran X = Y = R, u = A = Ly: por tanto la
medida producto £1 x L5 en R? no es completa, y en particular no coincide con la medida de Lebesgue
Lo en R2. Sin embarso si que es cierto que la complecién de la primera coincide con la segunda. Mds en
general, se tiene lo siguiente.

Teorema 8.7. Sin,m,k € Nyn = m+k entonces L,, es la complecion de la medida producto L, X Ly,
en R™ x RF = R™.

Demostracién. Denotemos By = B(RF), sea M, la o-dlgebra de los subconjuntos medibles Lebesgue
de R*. Usaremos una notacién similar con n o m en lugar de k en R” o R™. Veamos primero que

B, C M,, ® M, C M,,. (8.8)

En efecto, todo producto de rectdngulos estd en M,,, ® My, y B, es la o-dlgebra en R” = R™ x RF
generada por los productos de rectangulos abiertos. luego B,, C M., ® M. por otra parte, si & € M,,,,
F € My, es facil ver, usando el Teorema que E x ]Rk, R™ x F' € M,; por tanto su interseccién
E x F esta también en M,,. Asi pues M,, es una o-dlgebra que contiene a los productos cartesianos
de conjuntos L, medibles y £ medibles, luego por definicion de la o-dlgebra producto, se deduce que
My, @ My, € M.

Ahora, dado cualquier C' € M,,, ® M}, ya sabemos que C' € M,,, luego por el Teorema[3.17|existen
C1,Cy € B, tales que

CicCcCCy y En(CQ\Cl) =0.
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Ademais tanto £,, como L,, X L, (restringidas a B,,) son medidas de Borel invariantes por traslaciones
y que asignan el valor 1 al cubo unidad, luego por el Teorema [3.19] son iguales sobre los borelianos de
R™. En particular,

(ﬁ X Lk)(C \ Cl (E X Ek (CQ \Cl) n(CQ \ 01) =0

y por tanto

(Lo % L3)(C) = (Lan % L3)(C1) = L (C1) = La(C).

Esto prueba que L,, x L coincide con L, en M,, ® Mj. Como consecuencia de esto y en vista de
(8-8)) es claro que la complecion de M,,, x M, estd contenida en M,,. Por otra parte, M,, también estd
contenida en la complecién de M,,, ® My, por el Teorema[3.17]y el primer contenido de (8.8). Por tanto
(R™, M, L,,) es la complecién de (R™, M, @ My, Ly, X Ek). O

Ahora podemos enunciar una version del Teorema de Funibi-Tonelli para la complecién de la medida
producto, y su corolario para la medida de Lebesgue en R".

Teorema 8.8 (Fubini-Tonelli). Sean (X, S, n), (Y, T, \) dos espacios de medida completos y o-finitos,
denotemos (S @ T)* la complecion de S @ T relativa a la medida y x \, y sea f una funcion (S® T)*-
medible en X X Y.

1. La funcion f, es T-medible para casi todo x € X, y la funcion fY es S-medible para casi todo
yey.

2. Sif: X xY —[0,00], entonces las funciones

2tz / fodd, g by / FUdy (8.9)

estdn definidas en casi todo punto, son S-medible y ‘T -medible, respectivamente, y se tiene

/Xgpdu:/xxy fd(ux)\):/ydjdA. (8.10)

(b) Si f toma valores reales o complejos y si alguna de las integrales

J ([ iea)auar. [ ([ 15100) ax)

es finita, entonces ambas son finitas e iguales a [ - | f|d(p x X), y por tanto f € L' (u x X).

(c) Si f € L'Y(u x N), entonces f, € L'()\) para casi todo x € X, fY € L'(u) para casi todo
y €Y, las funciones ¢ y 1 definidas por (89) estdn en L'(n) y L*(\) respectivamente, y se

cumple (8.10), es decir,

/){(/Yf(ﬂ%y)dk(y)) dﬂ(ﬂf)z/Xnyd(w<A /</ fx,y)du(z )dA(y). (8.11)

Corolario 8.9. Seann = m + k y f una funcion medible en R™ x R¥ = R". Entonces:

1. La funcion f, es medible para casi todo x € R™, y la funcion fY es medible para casi todo
y € RF,

*Un argumento similar prueba que (R™, M, £,) es la complecién de (R™, By, L,).
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2. Si f:R™ — [0, 00], entonces las funciones

v pla)i= [ fdo gy vt) = [y 812

estdn definidas en casi todo punto, son medibles, y se tiene
[ ewiz=[ 1= [ v 5.13)
m n R

(b) Si f toma valores reales o complejos y si alguna de las integrales

[ (Lo [ ([ 1)

, yportanto f € L*(R™).

es finita, entonces ambas son finitas e iguales a fRn |f

(c) Si f € L'(R"), entonces f, € L'(R¥) para casi todo x € R™, f¥ € LY(R™) para casi todo
y € RE, las funciones ¢ y 1 definidas por estdn en L' (R™) y L' (RF) respectivamente, y se
cumple (8.13)), es decir,

/IR{W (/Rk f(m’y)dy> do = /n f= /Rk < - f(l‘,y)dm> dy. (8.14)

Demostracion del Teorema[8.8l La demostracion depende de los dos lemas siguientes.

Lema 8.10. Si v es una medida en una o-dlgebra A, A* denota la complecion de A relativa a la medida
v,y f esuna funcion A*-medible, entonces existe una funcion A-medible g tal que f = g en v-casi todo
punto.

Lema 8.11. Sean i, A medidas completas en (X,S) e (Y,T) respectivamente, y sea h una funcion
(S @ T)*-medible en X x Y. Supongamos que h = 0 en ({1 X \)-casi todo punto de X x Y. Entonces,
para casi todo © € X se cumple que h(x,y) = 0 para casi todo y € Y, en particular, la seccion hy es
T-medible para casi todo x € X. Y un enunciado andlogo es verdad para la seccion hY.

Supuestos estos dos lemas, la demostracién del Teorema [8.8| es facil: si f es como en el enunciado
del teorema, el Lema[8.10] (con v = p x \) muestra que f = g + h, con h = 0 en casi todo punto de
X xY,ygesS ® T-medible. El Teorema se aplica a g, y el Lema|3.11| nos dice que, para casi
todo = € X, se tiene f,(y) = g.(y) para casi todo y € Y,y similarmente que f¥ = ¢¥ en casi todo
punto, para casi todo y € Y (en particular, como todas las secciones de g son medibles, casi todas las
secciones de f seran también medibles). Por lo tanto las integrales iteradas de f, asi como la integral
total (doble), son las mismas que las de g, y puesto que las igualdades del teorema se cumplen para g,
entonces también son verdad para f.

Demostracion del Lemal8.I0 Si f : X — [0,00] es .A*-medible, existe una sucesién mongotona cre-
ciente (s,) de funciones simples A*-medibles positivas que converge a f puntualmente. Asi f =
oo 1 (Sng1 — Sp), y como cada s,11 — S, es combinacién lineal finita de funciones caracteristicas
(necesariamente con coeficientes positivos, si escribimos la funcién simple s, 11 — s, en forma canéni-
ca), se sigue que

f(z) = ZCjXEj (), xe X
j=1

para ciertas constantes ¢; > 0y conjuntos F/; € A* (no necesariamente disjuntos). Por definicion de .A*,
para cada j € Nexisten A;, B; € Atalesque A; C E; C Bj yv(B; \ A;) = 0. Definamos

o0

g(@) =3 cjxay (@), 7€ X.
j=1
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Entonces g es A-medible, y g(z) = f(z) paratodo z € X \J7Z, (E;\ A;). Puesto que [ J;2, (E;\ 4;) C
U;’il(Bj \ 4;) yv(B; \ A;) = 0 para todo j, concluimos que g = f en v-casi todo punto.

En el caso en que f toma valores o complejos se deduce facilmente del caso f > 0 por el procedi-
miento estdndar (considerar f = f+ — £, aplicar el resultado anterior a f*, etc). O

Demostracion del Lemal8 10 Sea E = {(x,y) € X XY : h(xz,y) # 0}. El conjunto F pertenece a
(S®T),y (uxA)(F) =0, luego existe un conjunto Z € S® T talque E C Zy (u x A)(Z) = 0.
Por el Teorema|8.4]

/ o(Z)du(z) =0,
X

luego, si N := {z € X : v(Z;) > 0}, se tiene u(N) = 0. Como E, C Z, y X es una medida
completa en Y, T), se sigue que E, € T paratodo z € X \ N. En consecuencia para casi todo z € X
el conjunto £, = {y € Y : h(x,y) # 0} = {y € Y : hy(y)} tiene medida cero en (Y, 7T, ), que
es lo que queriamos demostrar. Ademas, puesto que A es completa, que h, sea igual a cero en casi todo
punto implica que es medible (sin necesidad de redefinirla en un conjunto de medida cero). La prueba
del enunciado para hY es andloga. 0

Esto completa la demostracién del Teorema [8.8] O

8.4. Problemas

Problema 8.1. Dar un ejemplo de clase monétona que no sea o-algebra.

Problema 8.2. Sean i, A medidas o-finitas en X e Y respectivamente, y £ medible en X x Y. Si para
casi todo z € X es A\(Ey) = 0, probar que para casi todoy € Y es u(EY) = 0.

Problema 8.3. Sean (X,S), (Y, 7) espacios de medida, y f : X — R, g : Y — R medibles. Probar
que la funcién h : X x Y — R definida por h(z,y) = f(x)g(y) es S ® T-medible.

Problema 8.4. Sean (X, .A) un espacio medible, y f : X — [0,00) una funcién. Demostrar que
{(z,y) e X xR:0<y < f(z)} es A® B(R)-medible si y solo si f es .A-medible.

Problema 8.5. Sean (X, .A) un espacio medible, y f : X — R una funcién. Demostrar que la grafica de
fes A® B(R)-medible siy solo si f es .A-medible.

Problema 8.6. Probar que B(R") @ B(R™) = B(R"t™).

Problema 8.7. Sean X =Y = [0,1], u = A = L; en [0, 1]. Sea {0y, }nen C [0, 1] una sucesion tal
que 01 = 0, 6, < dp41 para todo n, y lim, .., d, = 1. Sea g, una funcién continua con soporte en
(On, Ont1) tal que fol gn(t)dt = 1 para todo n, y definamos

oo

F@,y) =D (@) = gni1(2)) gn(v)-

n=1

Comprobar que f es continua en (X x Y) \ {(1,1)}, y que fol (fol f(x,y)dy) de = 1 # 0 =
Jy (Jy Fla,y)dz) dy.

Problema 8.8. Sea f : [0,1] x [0, 1] — R definida por f(x,y) = (2% —v?)/(2? +y?)?si (z,5) # (0,0),
y £(0,0) = 0. Comprobar que las itegrales iteradas de f existen y son distintas.

Problema 8.9. Sea f : R?[0,1] — R definida por f(z,y) = 1siz > 0,z < y < z + 1; por
flz,y) ==1six >0,z 4+ 1<y <x+2;ypor f(x,y) = 0 en cualquier otro caso. Comprobar que
las itegrales iteradas de f existen y son distintas.
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Problema 8.10. Si f : X — R, g : Y — R son integrables, demostrar que h(z,y) = f(z)g(y) es
integrable en X x Y,y calcular su integral.

Problema 8.11. Sea f(x,y) = zy/(2? + y?)2. Demostrar que las integrales iteradas de f existen y son
iguales en [—1, 1] x [—1, 1], pero f no es integrable.

Problema 8.12. Integrando e~ %Y sen z, probar que para s > 0 se tiene fooo e "5 L dy = arctan(1/s).

Problema 8.13. Usar el teorema de Fubini, y el hecho de que 1/x = fooo e~ "dt six > 0, para demostrar
que
% senx ™

do = .
S

lim
a—o0 Jq T

Problema 8.14. Encontrar un subconjunto convexo C' C R? tal que las secciones C,, y C¥ son borelianos
de R para todos z,y € R, pero E ¢ B(R) ® B(R).

Problema 8.15. Si f : R” — R es medible, probar que £ ({(z,y) € R"* : y = f(2)}) = 0.

Problema 8.16. Sean p una medida o-finita en (X, A),y f : X — [0, 00] A-medible. Demostrar que
fX fdp = foooﬂ({x : f(x) > t})dt. Indicacién: Considerar E := {(x,s) € X x [0,00) : f(z) > s}, y
calcular (pu x LY)(E).

Problema 8.17. Transcribir el enunciado del teorema de Fubini para X =Y = N, § = T = oN
p=A=1

Problema 8.18. Sean X =Y = [0,1], u = L' en X, A =t en Y, y definamos f : X x Y — [0,00)
por f(z,y) =1six =y,y f(z,y) = 0 en otro caso. Comprobar que el teorema de Fubini falla para f.
(Qué hipdtesis de este teorema no se cumple en este caso?

Problema 8.19. Sean (X,S, 1), (Y, 7T, )) espacios de medida o-finitos, y supongamos que v es una
medidaen S ® T tal que v(A X B) = u(A)A\(B) paratodos A € S, B € T. Probar que v = p1 X A.

Problema 8.20. Sea B,, = {x € R" : |z| < 1}, es decir la bola unidad (euclidea) de R™. Demostrar que

an/2

_ )
Ln(Br) = {é%+)1>/27r<n—1>/2

si n es par,

si m es impar.

Indicacion: Para n = 1 se tiene, obviamente, £1(B;) = 2. Paran = 2,

1
Lo(By) = 2/ V1—z22dr =,
-1

y por tanto la férmula se cumple para n = 1, 2. Por induccién, suponer que la férmula es verdad para todos los
ndmeros naturales menores que n, donde n > 3, y demostrar que entonces es verdad para n usando el teorema de
Fubini como sigue:

L,(B,) = / (/ XBn (ﬂ?»y)dy> dr = / L2 ((1 — a3 — 953)1/215%—2) XB, (%1, 2)dr1dxs
R2 Rn—2 R2

= /2(1 - x% - x%)(nﬂ)/zﬁnd (Br—2) xB, (1, x2)dx1dTo
R:

27
= ,C,n,Q (Enfg)/ (]. - IL% - (E%)(n72)/2d.’£1d$2 = ,Cn,Q (ang) F

B2
Para evaluar la dltima integral en B, puede emplearse también el teorema de Fubini y las técnicas de célculo de
primitivas en R (si no quiere usarse el teorema del cambio de variable con coordenadas polares, lo que resulta
obviamente mas facil).
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Problema 8.21. Usando la funcién I' y el problema anterior, probar que
an /2

Ln(B,) = m

para todon € N.

Problema 8.22 (Desigualdad de Hardy). Sil < p < ooy f € LP ((0,00)), definamos

1 xX
F(z) = / f(t)dt, = > 0.
T Jo
Probar que || F[|, < p%l 1 £1lp-

Indicacion: puede suponerse f > 0. Escribir 2 F(x) = foz f(®)t*t—>dt, donde 0 < v < 1/q, aplicar la desigual-
dad de Holder para obtener una cota de F'(x)P, e integrar para obtener

| Perar<a-a e [ rapae
0 0

Después probar que la mejor eleccién posible de « da la desigualdad del enunciado.



Capitulo 9

Espacios L y convolucion integral

9.1. Los espacios L”
Sea (X, A, 1) un espacio de medida. Para 1 < p < oo, sea
LP(X)={f:X — C| f es medible y / | f|Pdp < oo},
X

y consideremos la relacion de equivalencia f ~ g <= f = g en casi todo punto de X. Por abuso
de notacién, denotaremos también LP(X) como el conjunto cociente de £P(X) por esta relacion de
equivalencial]

Para cada f : X — C medible ponemos

1/p
1l = < /. Iflpdﬂ> |

niimero bien definido en [0, 00|, que serd finito siempre y cuando f € LP(X).
Si p = oo, definimos L>°(X) como el conjunto de funciones medibles esencialmente acotadas, es
decir, las funciones medibles f : X — C para las que existe M > 0 tal que

|f(z)] < Menctpx € X. 9.1)

Nétese si definimos || f||oc como el infimo de tales M > 0, el nimero || f|| oo atin cumple (9.1): en efecto,
por definicién de infimo existe una sucesion (M) en tal que M; N\, ||f|loo ¥ |f(x)] < M; para todo
x € X\ Aj, donde p(A;) = 0,y entonces | f(x)] < M; paratodoz € X \ [J;=; A; y todo j € N, luego
|f(x)| <lmjeo Mj = || f]loo paratodo z € X \ |J;2; Ai, donde (72, A;) = 0. Obsérvese también
que, por definicién de infimo, para todo € > 0 se tiene

p{z e X:|f(@)] = |[flleo —€}) > 0.

En el caso X = N con la medida de contar, es tradicional denotar ¢, = LP(N) para todo p € [1, o0].
Obsérvese que en este caso las funciones de N en C se identifican con sucesiones de C, y se obtiene

[e%¢) 1/p
gp = {Z = (Zn)nGN : ”ZHP = (Z |an> < OO},
n=1

loo = {2 = (2n)nen : [|2]loc = sup |2,| < 00},
neN

A veces también usaremos LP(X ) para denotar los mismos conjuntos de funciones pero con valores
reales; por el contexto quedara claro si los valores son complejos o reales. Por ejemplo, el siguiente
teorema se aplica s6lo a funciones con valores reales.

'Si no decimos nada, por el contexto quedari claro si estamos o no identificando funciones que coinciden en casi todo punto
(o dard lo mismo si lo hacemos o no porque las integrales de funciones que difieren en conjuntos de medida cero son iguales).

77
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Teorema 9.1 (Desigualdad de Jensen). Supongamos que (X)) = 1, ¢ es una funcion convexa definida
en un intervalo abierto (posiblemente infinito) I C R, y que f € L*(X) cumple f(z) € I para casi todo

x € X. Entonces
@(/deu> < /X(SDOf)dM-

Demostracion. Como ¢ es convexa, para cada p € [ existe r € R tal que

©(q) > ¢(p) + r(q — p) paratodo g € R.

Pongamos ¢ = f(x) y p = [ fdu; obsérvese que p € I ya que f(z) € I para casitodoz € Xy
(X)) = 1. Entonces de la desigualdad anterior obtenemos

o)z ([ 1)+r (1@ [ 1),

e integrando esta desigualdad concluimos que [ (¢ o f)du > ¢ ([ fdu), ya que p(X) = 1. O

Para cada A C X medible con 0 < p < 00, denotemos

(4)
175w *

Corolario 9.2. Supongamos que 0 < u(A) < oo, ¢ es una funcion convexa definida en un intervalo
abierto (posiblemente infinito) I C R, y que f € L'(A) cumple f(x) € I para casi todo x € A.

Entonces
@ (7{‘ f) < 7{(900f-

Demostracion. Basta sustituir la medida p por v = ﬁ w1y aplicar el teorema anterior con esta Ultima

medida, observando que [, fdv = ﬁ J4 fdp. O

Lema 9.3 (Desigualdad de Young). Sip,q € (1,00), % + % =1ya,b> 0 entonces

al  b?
ab < — + —.
p q
Demostracion. Podemos suponer a, b > 0 ya que si uno de los dos es 0 entonces la desigualdad es trivial.

Puesto que la funcién exponencial es convexa en R, se tiene

ab — elogatlogh 6% logaer%logbq < lelogap + lelogbq _ ﬁ + bj
p q p q
O
Teorema 9.4 (Desigualdad de Holder). Si p,q € (1, 00), % + % = 1, entonces para todas f,g: X — C

medibles se tiene

[ Vssidu <1171, gl
X

Demostracion. Podemos suponer || f||,, [|9]l; € (0,00) ya que en los demds casos la desigualdad es
trivial. Por el lema anterior tenemos

falool] 1 (@) L (1ot
q

Ifllollglle = 2 \ M1l lallg

e integrando esta desigualdad concluimos

1 1
Foldi < £l gl ( [+ L | !quu>—HfH Il
/X PRZRE pll £115 Jx allglla Jx pid
yaquel/p+1/¢g=1. O
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Teorema 9.5 (Desigualdad de Minkowski). Si 1 < p < oo se tiene, para cualesquiera f,g : X — C
medibles,

1+ glly < [1fllp + lgllp-

Demostracion. Sip = 1 la desigualdad se deduce inmediatamente de la desigualdad triangular para el
moddulo y las propiedades elementales de la integral:

Jorsa< [an+ion= [ 101+ [ 1l

Para p = oo se tiene también

[f (@) + 9(@)] < [f(@)] +19(2)] < [ flloe + llglloo

para casi todo z € X, de donde
1+ glloc < [[flloo + ll9lloo-

El caso 1 < p < oo lo vamos a deducir de la desigualdad de Holder:

/|f+g|p§/ |f||f+g\p‘1+/Xlg||f+g|”‘1

1/p 1/q 1/p 1/q
p (p—1)q D (p—1)q
( m) ( F+dl ) +</X|g|) </X\f+g| )
1/q
< (1f1ly + gll) ( / |f+g|p> |

donde hemos usado que (p — 1)q = p. Se deduce entonces que

1-1/q
( / !f+g|p> < 11l + gl

que es justo lo que queremos porque 1 — 1/q = 1/p. O

Recordemos que un espacio vectorial normado (F, || - ||) se dice que es de Banach cuando es com-
pleto, es decir, cuando toda sucesion de Cauchy en E es convergente.

Teorema 9.6. Para cualquier p € [1, 0], el espacio LP(X) es un espacio de Banach.

Demostracion. Para p = oo la demostracion es mucho mas ficil y se deja como ejercicio. Supongamos
pues p € [1,00). Por la desigualdad de Minkowski, es obvio que L”(X) es un espacio vectorial normado.
La propiedad || f||, =0 <= f = 0 se tiene porque identificamos funciones que coinciden en casi todo
punto. La parte no obvia del teorema es probar que (LP(X), || - ||,) es completo.

Sea (fn) una sucesién de Cauchy en LP(X). Tomemos una subsucesion (f,,;) de (fy) tal que

1
anj+1 - fnij < 27
para todo j € N. Definamos

k 00
9k = Z |fnj+1 - fnj’7 Yg= Z |fnj+1 - fn7|
P =1

Por la desigualdad de Minkowski se tiene que ||gx ||, < 1 para todo k, y aplicando el Lema de Fatou a la
sucesion gZ, que converge puntualmente a g, se deduce

/gpgliminf/ gr <1,
X k—o00
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luego también ||g||, < 1. En particular g es finita en casi todo punto, y esto implica que la serie de
funciones

fun (2 +Z Frjor (@) = fo, ()

converge absolutamente para casi todo x € X . Puesto que

k
fm +Z fTL]+1 fnj( )) = fnk+l(x)’
7j=1

se deduce que (fy, (z)) converge para casi todo x € X. Definamos
f(z) = lim fo, (2)
k—ro0

donde dicha subsucesion de funciones converge (que es en casi todo x € X), y por ejemplo f(xz) = 0en
el resto de puntos.

Ahora vamos a probar que f € LP(X) y que (fy) converge a f en LP(X). Por ser (f,,) de Cauchy,
para cada ¢ > 0 existe N € N tal que ||f, — fimllp < €sin,m > N. Dejando m > N fijo por el
momento y tomando n = n; y haciendo j — oo, el Lema de Fatou implica que

/ [f = fml” < h’minf/ | fr; = fl? < €P;
X j—oo Jx

en particular f — f,,, € LP(X), y como f,, € LP(X) se obtiene f € LP(X). Ademas la desigualdad
anterior equivale a

Hf - mep S €

para todo m > N,y el argumento anterior muestra asi también que ( f,,,) converge a f en LP(X). [

Corolario 9.7. Si (f,) converge a f en LP(X), entonces existe una subsucesion ( f,,) que converge a f
en casi todo punto x € X.

Demostracion. Esto se ha visto en la demostracion del teorema anterior. O
En lo que sigue, si X es un espacio métrico localmente compacto, denotaremos
Ce(X)={f: X — C: f es continua con soporte compacto},

donde el soporte de una funcién f se define como la adherencia del conjunto {z € X : f(x) # 0}.

Teorema 9.8. Sean X un espacio métrico localmente compacto, y pu una medida de Radon en X. Si
1 < p < oo entonces el espacio C.(X) es denso en LP(X).

Demostracion. Definamos .S como el conjunto de las funciones simples medibles s : X — C tales que
p({z e X :s(x)#0}) < oo.
Lema 9.9. Para 1l < p < oo, S es denso en LP(X).

Demostracion. Es claro que S C LP(X).Si f € LP y f > 0, sabemos que existe una sucesién de
funciones simples medibles 0 < s,, ,* f. Puesto que 0 < fX sh < fX fP < o0, se tiene s, € LP(X),y
como s, s6lo toma una cantidad finita de valores, necesariamente los conjuntos donde estos valores son
distintos de 0 tienen medida finita; por tanto, s, € S paracadan € N. Ademéds 0 < |f — s,|P < fP,y
entonces por el Teorema de la Convergencia Dominada se deduce que [ |f — s,|P — 0, es decir, (s,,)
converge a f en LP(X). Esto prueba lo que queremos cuando f > 0.

En el caso general escribimos f = (ut — u™) + i(vT — v7) y aplicamos el mismo argumento
aut,u™,v", v~ separadamente, obteniendo sucesiones de funciones (@), (¥n), (hn), (kn) en S que
convergen, respectivamente, a ut, u~,v", v™. Entonces la sucesién (o, — ¥,) + i(hy, — k) estden S
y converge a f en LP. O
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Seguimos con la demostracién del teorema. Usando el lema precedente, basta probar el resultado en
el caso f = xp, donde E C X es medible y u(E) < oo. En este caso, dado £ > 0, como y es de Radon
podemos encontrar un conjunto compacto X C E tal que u(E \ K) < (¢/2)P, y un conjunto abierto
U tal que K C U, U es compacto, y u(U \ K) < (¢/2)P. Por el Lema de Urysohn existe entonces
¢ € C¢(X) con soporte contenidoen U, 0 < p < 1,y ¢(z) = 1 paratodo = € K, y se concluye que

1/p 1/p 1/p
s — ¢lly = ( / Xz - @!p> < ( / \mp) 4 ( / W’)
X\K X\K X\K

< WEN KP4 p(UNK)VP <.
Esto completa la demostracién del teorema. 0

Corolario 9.10. El espacio C.(R"™) es denso en LP(R™).

9.2. Convolucion integral de funciones

La convolucién de dos funciones f, g : R — C se define por

fra@ = [ fa—wgtds= [ 1wy

cuando esta integral existe.

En esta seccion, salvo mencién expresa en sentido contrario, LP denotard LP(R"), y C? el espacio
de las funciones continuas sobre R™.

Al tratar con convoluciones la siguiente desigualdad resulta bastante ttil.

Teorema 9.11 (Desigualdad de Minkowski para integrales). Sea f : R" x R" — C una funcion medible,
y1 < p < oco. Entonces:

1. Si f >0, se tiene

</ " ( e @’y)dy)pdx); < / . < . f(fﬂay)pdx>;dy.

2. Silas secciones y — f(x,y) son integrables para casi todo x, entonces

(L ) < ([ ieore) a

Demostracion. Es claro que (2) es conseuencia de (1). Por otra parte, en el caso p = 1, (1) no es mds que
el teorema de Fubini para funciones positivas. Podemos suponer pues f > 0y 1 < p < co. Denotemos
el exponente conjugado de p por g; es decir, % + % = 1 (y en particular p — 1 = p/q). Definamos la

[z, y)dy
]Rm

funcién g(x) = [ f(2,y)dy. Tenemos entonces, aplicando sucesivamente el teorema de Fubini y la
desigualdad de Holder,

/ng(:r)de - /ng(x)g(m)p—ldx _ /n < B f(x,y)dy) o(2)P Lz =
/m < R f(x,y)g(g;)i”ldx> dy < /m < o f(a;,y)%lx)é </n g(a:)pda;) : dy =
([ otorar) % L[ fewpa) "

de donde se obtiene la desigualdad deseada. O
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El siguiente resultado nos serd también muy til.

Teorema 9.12. Si f € L'y g € L?, con 1 < p < oo entonces f * g estd bien definida en casi todo
<l gl

Demostracion. Trataremos primero el caso p = 1. Consideremos la funcién h(z,y) = f(z — y)g(y),
que es medibleE] Puesto que

[ inewianay= [( [ 17 - gty
s [ 11 = wlandy = [lowl([ 171121y =

[ 1911y = 1711 gl < o

(donde en la tercera igualdad hemos usado la invariancia de la medida de Lebesgue por traslaciones), re-
sulta de los teoremas de Tonelli y Fubini que h € L' y las secciones = +— [ h( :1: y)dz,y = [ h(z,y)dy
estan bien definidas en casi todo punto y son integrables. En particular f x g(x) = [ h(z, y)dy estd bien
definida para casi todo z, y f* g € L, con |f x g1 = [| [ h(z,y dy\dm < ff|h z,y)|dzdy =
£l Nlglla-

El caso p = oo es muy fécil y se deja como ejercicio para el lector. Finalmente, supongamos 1 <
p < 00,y definamos g como el exponente conjugado de p (es decir, 1 = }D + %). Por lo anterior sabemos
que, para casi todo z, la funcién y — f(z — y)|g(y)|P es integrable, o dicho de otro modo, la funcién

y—=|f(z—y)| %g(y) estd en LP. Como la funcién y — | f(z —y) \% estd en L, resulta de la desigualdad
de Holder que y — f(x —1y)g(y) es integrable, para casi todo x. En particular f * g(z) estd bien definida
para casi todo x. Ahora, aplicando la desigualdad de Minkowski para integrales se tiene que

(f|[ rwata = vyan pd:c>; <
/ (/ Sl lpdﬂf)’l’dy -/ (If(y)lp [ 1ata - y);pdgc)’l’dy -
Juwi(/ |g<xy>|f’dx)’l’dy = [ 15 lglhis = 1511 gl

Esto demuestra que f * g € LP y larelacién || f * g[, < |/ f]|1 l|g]lp- O

La siguiente proposicion, cuya demostracion se propone como ejercicio, resume las propiedades mas
basicas de la convolucién de funciones.

Proposicion 9.13. Para todas f, g, h € L' se tiene:
L fx(g+h)=fxg+fxh
2. fxg=gxf

3. fx(gxh)=(fxg)*h

*Puede escribirse h(x,y) = F(z,y)G(z,y),donde F = foP,oT,yG = go P2, con Py(z,y) = x, Pa(z,y) = v,
y T'(z,y) = (x — y,x + y), que es un isomorfismo lineal. Basta ver que F' y G son medibles, y para ello puede suponerse
que fy g toman valores reales. Para cadat € Res E := f~*[—o0,t) medible, A := P (F) = E x R? medible (por ser
producto de medibles), luego también F~*[—o0,t) = T~ '(A) medible (porque 1" es una isometria lineal). Anilogamente G
es medible.
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Una de las propiedades mds importantes de la convolucién de dos funciones integrables es que, en
general, conserva las mejores propiedades de cada una de esas dos funciones: por ejemplo, si una de
ellas es continua, o diferenciable, entonces la convolucion también lo es. Lo mismo sucede con otras
propiedades interesantes como la convexidad y la Lipschitzianidad.

Proposicién 9.14. Si f € L' y g tiene derivadas continuas y acotadas hasta el orden k, entonces
frgeChy

DI (f % g)(x) = (f * D g)(=)

para todo x y para todo j € 0,1, ..., k.

Aqui, en el caso en que f y g estdn definidas en R™, y si {ey,...,e,} es la base candnica de R",
denotamos por f * D’g(z) la aplicacién j-lineal cuyo valor en cada vector de la forma (e;,, ..., €;;) s
f*(9g9/0z;,...0z;;)(x). Dicho de otro modo y empleando la notacién de multi-indices, se tiene que

o%(f*g)(z) = (f x0%)(x)

para cada multi-indice « con || = j.
Demostracion: Para k = 0, fijando z, se tiene que, para toda sucesion (z,,) convergente a z, la sucesion
de funciones f(y)g(x, —y) converge a f(y)g(z—y) para todo y. Ademds esta sucesion de funciones estd
acotada por la funcién y — ||g]|s f(¥), que es integrable. Por el teorema de la convergencia dominada
se tiene entonces que f * g(z,) = [ f(y)g(zn — y)dy converge a f  g(z) = [ f(y)g(z — y).

Para k = 1, fijemos x y denotemos por y; la enésima coordenada de la variable y. Dada una sucesién
de nimeros reales (¢j) que tienda a 0, consideremos la sucesion de funciones hy(y) definida por

)g(ﬂm — Y1y ooy T+t — Yy ooy T — Yn) — 9(T1 — Y1, oy Tro — Yn)
ik )

f(yla s Un

Aplicando el teorema del valor medio se ve que

dg
al'i

()] < 1F W5 Moo < [[Dgllol f(9)],

y como la funcién || Dgl|~ f es integrable, se sigue del teorema de la convergencia dominada que

ey Ty F gy, ) — s ey Ty ,
lim frg(wi..,x+t Ty) — fx g(ay Ty,) — lim hk(y)dy

k—o0 tr k—o0

~ [t ) = [ 15 @ - )y = £+ 5 )

Esto prueba que

of*g), \ . 09y
Txi(ﬂ =[x 8751;(16)’

y como las funciones dg/Jx; son continuas se sigue del caso k = 0 que también lo son las derivadas
parciales Of * g/0z; parai € {1,...,n}. Portanto f x g € C1y D(f * g)(x) = (f * Dg)(m)ﬂ

En el caso £k > 2 la demostracién se hace usando la misma técnica y un sencillo argumento de
induccion. O

3 Alternativamente, la prueba del caso k = 1 se obtiene aplicando un teorema de derivacién bajo el signo integral; lo que
acabamos de hacer esencialmente consiste en demostrar uno de estos teoremas.
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9.3. Identidades aproximadas

Teniendo en cuenta las propiedades anteriores resulta que (L', +, %) es un dlgebra de Banach. Esta
algebra no posee elemento identidad para la operacion * (es decir, no existe ninguna funcién J tal que
f*d = f paratoda f; inténtese dar una demostracion de este hecho). Sin embargo si existen identidades
aproximadas, que resultan muy ttiles en diversas circunstancias.

Definicién 9.1. Se dice que una sucesién de funciones {4, } de L'(R™) es una identidad aproximada (o
aproximacién de la identidad) en L (R™) si

L. SUPpeN ”(SnHl <0

3. limy, oo me\B(O " |6,| = 0 para todo r > 0,

y si ademds se tiene me 0n, = 1 paratodo n € N entonces se dice que {0y, } es un niicleo de sumabilidad.

También puede cambiarse en esta definicién la familia numerable de funciones {4, } por una familia
no numerable {&;} con ¢ € (a,b) C R, y tomar limites cuando ¢ — a™ (o cuando ¢t — b™). Por ejemplo,
en el caso (a,b) = (0,00),t — 07, una familia {5; };~0 es un niicleo de sumabilidad en L (R™) si

L. sup;~q ||0¢][1 < o0
2. Jgm 6 = 1paratodot >0,y
3. limy_,q+ me\B(O ") |0¢] = 0 para todo r > 0.

Es fécil comprobar que una familia {J; };~o es un nicleo de sumabilidad si y sélo si para cada sucesién
(t,,) de nimeros positivos que converja a 0 se tiene que la sucesion de funciones {d¢, }nen €s un nicleo
de sumabilidad.

Como ejemplo bésico de nicleo de sumabilidad en L!(R™) tenemos el niicleo del calor, definido
por

1 —|x|? /4t
515(35):W€ /4,

y llamado asi porque u(t, x) = f * d¢(x) es la solucién de la ecuacion del calor

ur —Azu=0 en (0,400) x R",
u(0,z) = f(zr) parazeR"

(ver la siguiente seccién). En este ejemplo ¢ € (0,00), y los limites se toman cuando ¢ — 0. Nétese

que en el caso de niicleos positivos {0, }1+~0 como es el del calor, la definicién de niicleo de sumabilidad
equivale a decir que:

1. [gm 0¢ = 1 paratodot >0,y
2. lim;_,+ me\B(o ») 0t = 0 para todo 7 > 0.
Estas propiedades del niicleo del calor se comprobardn en la siguiente seccion.

El término identidad aproximada tiene su justificacion en el hecho de que la aplicacién f +— &, * f
converge a la aplicacion identidad cuando n — 0o, como veremos a continuacion, en diversos sentidos
y contextos. Enunciaremos todos estos resultados sélo en el caso de identidades aproximadas sucesivas
{6n }nen, dejando a cuenta del lector el enunciado de los mismos en el caso de identidades aproximadas

del tipo {0:}te (a,p)-
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Proposicion 9.15. Si {6, } es una identidad aproximada en L'(R™) y f es uniformemente continua y
acotada, entonces

lm || f * 6 — flloo = 0.
n—oo

Si f es solamente continua y acotada, se tiene aiin que f 6, — f uniformemente sobre cada compacto.
Mds atin, si f € C’k(Rm) con D f continua y acotada, entonces

lim D*(f % 6,)(x) = D*f(x)

n—oo
uniformemente sobre cada compacto (y si D* f es uniformemente continua y acotada entonces la con-
vergencia es uniforme sobre todo el espacio).

Finalmente, en el caso especial en que todas las funciones 6, tengan soporte contenido en un mismo
conjunto acotado, puede prescindirse de la suposicion de que f y sus derivadas estén acotadas.

Demostracion: Dado € > 0, al ser f uniformemente continua existe > 0 tal que |f(z —y) — f(x)| <
g/3sup,, ||0n]/1 si |y| < r. Por otro lado, como {d,,} es una identidad aproximada podemos escribir
[ 6, = 1+ vy, con lim,_,oo v, = 0, y también se tiene que lim,, o fly|>r dn(y)dy = 0. Por tanto
existe N € N tal que |v,| < /3(1 4 || flloo) ¥ fIy\>T |0n(y)|dy < €/6(1 + ||f||oc) para todo n > N.
Entonces, para todo n > N y todo x se tiene

/ @ —y) = @) 15a(w)ldy + |f (@)va] <
/l \f(x—y)—f(w)llén(y)!dw/ |f(x—y) — f(@)]on()|dy + || flloc|vnl
y|<r

ly[>r

3 3 &
< esup 3l + 2151 [ 1Bawldy+ bl < 5+ 545 =
neN ly|>r 3 3 3

La demostracién en el caso f € L> N C? es similar, usando el hecho de que las funciones continuas
son uniformemente continuas en cada compacto.

Por otro lado, cuando todas las d,, se anulan fuera de una bola B(0, R), sustituyendo || f||s por
SUPycB(2,2R) | f(y)] en las desigualdades anteriores, se ve que, ain cuando f no sea acotada, la continui-
dad uniforme de f en el compacto B(z, 2R) es suficiente para permitirnos deducir que f * d,, tiende a f
uniformemente en B(z, R).

Por tltimo, cambiando f por D* f y usando el hecho de que D¥(f * 6,,) = (D* f) * 6, se obtiene el
resultado en el caso en que f € C*. O

Lema 9.16. Sea 1 < p < ocoysea f € LP. Para cada x denotamos por f, la funcion de LP definida por

y— fly — ).
La funcion x — f, € LP es uniformemente continua.

Demostracion. Dado € > 0, existe g continua y con soporte compacto que supondremos contenido en
una bola B(0, R), tal que || f — g[|, < §. Como g es uniformemente continua, existe un § € (0, 1) tal
que si |z — 2’| < § entonces

g
2L, (B(0, R+ 1))

|9(x) = g()| <

S =
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Asi, si |z — 2’| < § se tiene
| fo — fa:’”p <|[fs — ngp + 19z — gaf’”p + g — fx’”p =
=2|f = gll, + lgz = 92|, <

:/|9<yx) g(yx’)\pdy} " =§+ [/\g(z) —g(z+2' — )| dz

1/p
<

| ™
+

DN ™
+

1/p
/ ‘g(z) —g(z+2' — x)}p dz]
L/B(0,R+1)

r Poq1/p
/ dz]
L/ B(0,R+1)

3

2L, (B(0,R+1))7

IN
4

Il
(Y NCI CYRe
_|_

b ™
Il
o

O]

Proposicién 9.17. Si {5, } es una identidad aproximada en L' y f € LP, con 1 < p < oo, entonces
lim || f *d, — f|l, =0.
n— oo

Demostracién. Sabemos por el Teorema [9.12|que f % 6, € LP,y de hecho || f * d,llp < [|f]lplldnll1-
En particular, como {d, }nen es una identidad aproximada, si denotamos M = sup,, ||0]|1, se tiene
| f * Onllp < M| f||, para todo n € N.

Para probar el resultado de convergencia, dado € > 0, usando el lema anterior podemos encontrar
0 > 0 tal que

£y — fllp < /3M si |y <6

y, para este 9, usando la tercera propiedad de la identidad aproximada, existe ng € N tal que

oy < &
/W’ Wy < 35577,y Y

__°
3(1F1 +1)

Vn:/én—l

como en la demostracion de la proposicién anterior. Entonces, aplicando las desigualdades de Minkowski
(tanto para la norma || - ||, como para integrales), y usando que || fy||, = || f||, para todo y, tenemos

PN
dx>§

|Vn| <

para todo n > ng, donde

I8~ 7l = (| [0 =) = rNinty + 00

<’/(f($ —y) — f(2))on(y)dy+ pdx>; + vl Sl <

/ ( JICCRE f(fv))5n(y)\pdx> " dy+ vl =

/ 1621y — Fllodly + vl Fllp <

/ 6u ()1 — Fllpdly + / 60 )1y — Flpddy + vl Fllp <
ly|<é

ly|>0
< e € €
On(y d?/+2f/ Sn()ldy + vl flp < 2+ =+ 2 =¢
/|y|<5‘ ()|3M 71l Iy\>5’ (v)] 11l 3t3t3

siempre que n > ng. O
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9.4. Regularizacion de funciones

De las propiedades anteriores se sigue que la convolucién de una funcién continua f con una iden-
tidad aproximada {¢, } produce una sucesién f,, = f * J,, de funciones que aproximan a f y poseen
las mismas buenas propiedades de diferenciabilidad que tengan las §,,. A continuacién mostramos una
eleccion tipica de un nicleo de sumabilidad que permite obtener resultados muy interesantes sobre apro-
ximacién de funciones por funciones mas regulares. Véase también en el capitulo siguiente la seccién
sobre el efecto regularizante de la ecuacion del calor y la demostracion del teorema de Weierstrass.

Definamos § € C°°(R") por

5(z) = C'exp (Izl%l) si|z] < 1,
0 si|z| > 1,

donde C' esta elegida de modo que fR” 0 = 1. Definamos también, para cada ¢ > 0, la funcién

o= 24(2).

Es fécil ver que cada funcién d. es de clase C*°(R"), tiene soporte en B(0, <), e integral 1. Por tanto,
es evidente que para cualquier sucesién decreciente de nimeros positivos {e, } que converja a 0 se tiene
que {J., } es un niicleo de sumabilidad.

Usando estas propiedades, es inmediato comprobar que para toda funcién continua f : R” — R, la
familia de funciones f. := f * J. es de clase C*° y converge uniformemente a f sobre cada subconjunto
compacto de R™ cuando € — 0. Mds en general, si f es de clase C? (con p > 1), entonces las derivadas
de f. convergen a las derivadas de f (hasta el orden p), uniformemente sobre acotados, cuando ¢ — 0.
Si ademds D* f es uniformemente continua en R™, se tiene que DF f. — D* f uniformemente en R”.

Por otro lado, este procedimiento de regularizacién conserva también otras buenas propiedades que
pueda tener f. Por ejemplo, si f es convexa entonces f. también lo es. Igualmente, si f es M -Lipschitz,
es facil comprobar que f. también es M -Lipschitz. Ver los problemas y

9.5. Bonus: El efecto regularizante de la ecuacion del calor y la demostra-
cion del teorema de Weierstrass.

En esta seccion daremos una demostracién del famoso teorema de Weierstrass sobre aproximacion
polindémica: dado cualquier compacto K de R"™, los polinomios forman un conjunto denso de funciones
en el espacio (C'(K), || - ||s) de las funciones continuas en K. Dicha demostracién es esencialmente la
misma que dio Weierstrass, pero adaptada al lenguaje matematico moderno y usando ventajosamente los
resultados sobre convolucion de funciones e identidades aproximadas estudiados en el capitulo anterior.

Como motivacién de esta técnica recordemos que para una funcién f € LP(R"), 1 < p < oo, la
Unica solucién de la ecuacién del calor

ur —Azu=0 en (0,400) x R",
u(0,z) = f(xr) parazeR"

viene dada por la férmula

1 z—y|?
u(t,z) = (47Tt)"/2/Rn et f(y)dy,

es decir
u(t,z) = fi(x) == (f %) (),
donde

1 —|x|?/4t
(57&(1'):We =/ .
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Proposicion 9.18. La familia {5 }~o es un niicleo de sumabilidad en L*(R™), cuando t — 0.
Demostracion. Como d; > 0 para todo ¢ > 0 sélo hay que comprobar que
1. [zn 0¢(x)dz =1 paratodot > 0,y que

2. lim,_,+ fRn\B(O,r) §; = 0 para todo 7 > 0.

La primera propiedad se verifica facilmente haciendo el cambio de variable y = x/v/47t y recordando
que fRn 67”|y‘2dy = 1. La segunda propiedad se puede comprobar, por ejemplo, haciendo el mismo
cambio de variable:

2
lim 6i(x)dz = lim e ™y = 0,
t=0F Jig|>r t=0%" J|y|>r/vAxt
y usando el teorema de la convergencia dominada para justificar la dltima igualdad. Los detalles de dichas
comprobaciones se proponen como ejercicio. O

Teorema 9.19. Para toda f € L>°(R")NC(R"™), lafuncién f! es real analitica para cualquiert > 0, su
serie de Taylor en 0 tiene radio de convergencia infinito, y se tiene lim,_,q+ f'(x) = f(x) uniformemente
sobre acotados. Si ademds f es uniformemente continua entonces lim,_,o+ f'(z) — f uniformemente
enx € R".

Asi, la ecuacidn del calor regulariza inmediatamente cualquier dato inicial continuo y acotado.
Demostracion: Definamos, para z € C", una extensién compleja de la funcién f* por

1

Sy (2 0y g2
i L e SRy

ft(z) =
donde z € C". Escribiendo zi = uy + ivg para k = 1,...,n, es facil comprobar que la integral es
convergente y por tanto f?(z) estd bien definida para todo z € C™. Vamos a probar que f* es analitica en
C". En particular se deduciré que su restriccién a R™, es decir f?, es real analitica.
Tenemos
~ 1
t(s) —
@_é Z;'lil ZJ2

(47rt)”/2 Rn

[ fe iy, -

n

Fly)e™ 1t Zi=1 95 ea0 Xj=1 %% gy,

La expresion que aparece fuera de la segunda integral es obviamente analitica respecto de z € C™,
asi que basta probar que la funcién

G(z):= [ fly)e 1 it ez i vi gy
Rn
es analitica en C". Tenemos -
G(2) =/ > ar(y, 2)dy,
R™ k=0
donde
(L 2 =1 yjzj)k
_ 1 2 \ 2t Jj=
gk(y, 2) = fy)e alvl o .

Obsérvese que cada funcién z — g (y, z) es un polinomio k-homogéneo, y por consiguiente también lo
es z — fRn 9k (y, z)dy. Vamos a comprobar que podemos sacar la suma fuera de la integral, con lo que

G(z) = (y, 2)d
;O/ngk y, 2)dy
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es analitica, puesto que se expresa como suma de los polinomios k-homogéneos fR" 9k (y, 2)dy.
Fijemos R > 0y consideremos z € Bcn (0, R). Tenemos

> > CEDS
D lgnly, 2)ldy < [1flooe 30117 2R
k=0 k=0 ’

0o 1 k
_ HfHOOe*i”y”Z Z (EHZ/H ”ZH)

k!
k=0
= || [|soe e 1P =2lull1=1)

< |1 fllsoe™ 2 WIP=2RIYD .= Frp(y)

y puesto que la funcién Hg(y) es integrable en R™ y no depende de z € Bcn (0, R), puede aplicarse el
teorema de la convergencia dominada para concluir que

kZo/R" 9k (y, z)dy = /Rnkzzo%(y,z)dy = G(2)

uniformemente en z € Ben (0, R).

Como R > 0 es arbitrario, este argumento también muestra que la serie G(2) = >~ [pn 95 (¥, 2)dy
tiene radio de convergencia infinito.

Finalmente, por ser {J; };~0 un ndcleo de sumabilidad, los resultados de este capitulo aseguran que
si f es continua, entonces f! — f uniformemente en acotados cuando ¢t — 0F. Y si f es uniformemente
continua entonces f* — f uniformemente en R”. O

Corolario 9.20 (Weierstrass). Si K C R" es compactoy f : K — R es continua, para todo € > 0 existe
un polinomio P : R™ — R tal que | f(x) — P(x)| < € para todo = € K.

Demostracion: Como f es continua en el compacto K, tiene una extension uniformemente continua y
acotada definida en todo R, que seguiremos denotando f por comodidad. Por el teorema anterior, dado
e > 0, existe r > 0 tal que si ¢t € (0, 7] se tiene

(@) = fz)] < /2

para todo x € R", y f? es real analitica con radio de convergencia infinito. Por tanto, fijado R > 0 tal
que K C B(0, R), existe Ny € N tal que si N > Nj se tiene

N
D*fr(0) ()" _ ¢
() = , <35
k! 2
k=0
para todo x € B(0, R). Por tanto, si ponemos

No

k rr l’k
p(@:Zw

k! ’
k=0

se deduce que P : R™ — R es un polinomio tal que | f(z) — P(x)| < e paratodo x € K. O

9.6. Problemas

Problema 9.1. Construir una funcién f € L' (R) tal que toda g medible que coincida en casi todo punto
con f sea discontinua en todo punto. Indicacion: definir f(z) = > 2, 27 "p(z — r,), donde (r,,) es una
enumeracion de los racionales y () = |z|~1/? X(0,1)(). Probar que esta serie converge en casi todo punto, pero

la funcién f no estd acotada en ningun intervalo no vacio.
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Problema 9.2. Transcribir las desigualdades de Holder y de Minkowski en los casos X = {1,...,n}y
X =N, con ¢ la medida de contar.

Problema 9.3. Probar que L°°(X) es un espacio de Banach.

Problema 9.4. Seal < p < 0. Si f,,, f € LP(X)y f, — f enctp, probar que || f,, — f|l, — 0siy sélo
si||fnllp = || fllp- Indicacién: Considerar | J;;_, By, donde By, := {z : | fo(z) — f(z)| < |f(x)|} e intentar
ponerse en las condiciones del teorema de la convergencia dominada.

Problema 9.5. Comprobar que si (f,) y (gn) son sucesiones de funciones que convergen a f y g,
respectivamente, en L', entonces (f,, * g,) converge a f * gen L.

Problema 9.6. Demostrar que si f € LPy g € L con 1 + 1 = 1 entonces f * g(x) estd bien definida

paratodo z,y f * g es continua y acotada (de hecho || f * g|loc < || fllp llgllg)-

Problema 9.7. Si f € L™ es continua en un punto xg y {0, }nen €s una aproximacién de la identidad,
demostrar que limy, o0 f * 0n(z0) = f(20).

Problema 9.8. Si f € L' es continua en un punto xo y {, }nen €s una aproximacion de la identidad
que ademds satisface que, para cada r > 0 es lim,,_,~ 0, (y) = 0 uniformemente en |y| > r, demostrar

que limy, o0 f * 9 (z0) = f(x0).

Problema 9.9. Demostrar que si f : R” — R es convexa entonces f * g también lo es, siempre que esté
bien definida en R"”, para cualquier g > 0.

Problema 9.10. Demostrar que si f : R™ — C es Lipschitz entonces f * g también lo es, siempre que
esté bien definida en R", para cualquier g : R — C.

Problema 9.11. Sea Y un subconjunto no vacio de un espacio métrico X ,y sea f : Y — R un funcién
L-Lipschitz. Definamos

fz) = mf {f(y) + Ld(z,y)}
yey

para cada x € X. Demostrar que fes también L-Lipschitz y extiende a f, es decir f(y) = f(y) para
todoy €Y.

Problema 9.12. Sea X un espacio métrico, y f : X — R uniformemente continua y acotada. Para cada
n € N definamos

fo(x) = f {f(y) + nd(z,y)}.
yeX
Demostrar que:
1. f es n-Lipschitz;
2. fn " f uniformemente en X cuando n — oo.
Indicacion: si nr > 2|| f|| entonces infycx{f(y) + nd(z,y)} = infycp,m{f(y) + nd(z,y)}.

Problema 9.13. Sea K un subconjunto compacto de un espacio métrico X, y sea f : K — Run funcién
continua. Demostrar que para todo € > 0 existe una funcién Lipschitz F' : X — R tal que |F],. — f| <,

Y [[Flloo := supzex [F(z)] = sup.e [f(2)] := || flloo-

Problema 9.14. Demostrar que si K es un compacto de R" y f : K — R es continua entonces existe
F : R™ — R uniformemente continua tal que F' = f en K.

Indicacion: Usando el problema anterior, existe F7 : X — Rtal que |F1 — f| < 1/2en Ky ||Filloc = ||f]|oc- Denotando
g1 = Fi|, y aplicando el mismo argumento a f — g1, existe F» : X — Rtal que [F> — (f —g1)| < 1/2°en K y
||F2|loo = ||f — g1l|o- Continuando el proceso de esta manera puede encontrarse una sucesién de funciones uniformemente
continuas F, : X — R, cuyas restricciones a K denotamos g,,, tales que || Filjoo = ||f — g1 — g2 — - — gn—1]loc < 1/2"7!

para todo n. Comprobar que F' = >~ | F), tiene las propiedades deseadas.



Capitulo 10

Medidas con signo. Teorema de
Radon-Nikodym

10.1. Medidas con signo

Definicion 10.1. Sea .4 una o-dlgebra en un conjunto X . Se dice que x : A — [—00, 00| es una medida
con signo si:

2. p alcanza a lo sumo uno de los valores -00;

3. p es numerablemente aditiva; es decir, si (A;) es una familia de conjuntos .A-medibles disjuntos
dos a dos, entonces p (|, An) = Y ooy 1(Ar).

Ejercicio 10.1. Como ejemplos bésicos de medidas con signo tenemos:
1. g = p1 — po, donde p; vy po son medidas positivas y una de ellas es finita.

2. Si (X, A, v) es un espacio de mediday f € L'(X) entonces ;1(A) := [, fdv define una medida
con signo.

Vamos a probar que cualquier medida con signo es diferencia de dos medidas positivas. A tal fin
necesitaremos una definicién y un lema previos.

Definicion 10.2. Si ;2 es una medida con signo en un espacio medible (X, .A), un conjunto £ € A se
dice que es positivo si u(A) > 0 para cada subconjunto A € A tal que A C E. Anédlogamente pueden
definirse conjuntos negativos.

Lema 10.1. Si p es una medida con signo 'y 0 < p(E) < oo entonces existe A € A positivo tal que
ACEyp(A) >0.

Demostracion. Si E es positivo puede tomarse A = FE. En caso contrario, existe B C F tal que u(B) <
0. Sea n; el menor nimero natural para el que existe B; C F con

1

B) < ——.
w(By) < -

Si A; := E \ B es positivo, podemos tomar A = A; (ya que (A1) > 0 porque en caso contrario
wu(E) < 0). Si Aj no es positivo, definimos ns como el menor natural tal que existe By C E \ B; con

1
By) < ——.
p(Bz) < -

91
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Si Ay := E'\ (B; U By) es positivo, podemos tomar A = As y acabar aqui la prueba (obsérvese que
p(Az) > 0 por el mismo motivo que antes). En caso contrario tomamos n3 como el primer natural para
el que existe B3 C E'\ (B; U By) tal que
1
B3) < ——
:u( 3) = TL37

definimos A3 = E'\ (B1 U B2 U Bs), y continuamos este proceso por induccion.

Si 4, = E\ U;nzl Bj es positivo para algin m € N, entonces acabamos la prueba tomando
A = Ap,; nétese que pu(A;,) > 0 (si no tendriamos p(FE) < 0). En caso contrario, se obtiene una
sucesion infinita de conjuntos B; con las propiedades sefialadas, y definimos

A:E\GBj.
j=1

Veamos que A es positivo y p(A) > 0. Tenemos que

o0 [e.e]
0 < u(B) = p(A) + > pu(By) < p(A) = > —,
j=1

"
j=1"7

luego

1
— A
0<;nj<“( ) < o0

(la dltima desigualdad se tiene porque de lo contrario pu(FE) = p(A) + p(E \ A) = o0). En particular
lim;_,,n; = oo. Sélo queda por ver que A es positivo. Si C' C A es medible, entonces para todo
meN,CCE\ U;"Zl B, y por definicién de n,,,1 obtenemos que

1
C)>——— 0
1(C) ———

cuando m — oo, de lo que se deduce que u(C) > 0. O
Ahora ya podemos probar el resultado de descomposicién al que hemos aludido antes.

Teorema 10.2 (de descomposicién de Hahn). Si p es una medida con signo en un espacio medible
(X, A), entonces existen X+, X~ € A tales que:

. X=XTUX—;
2. XTNX =0
3. wes positiva en X (es decir, u(E) > 0 paratodo E € Acon E C X™T);
4. wes negativa en X~ (es decir, (FE) < 0 paratodo E € Acon E C X™).

Por tanto toda medida con signo es de la forma u = pT — u~, donde p* son medidas positi-
vas concentradas en dos conjuntos disjuntos cuya unién es X; a saber, " (E) = u(ENX*)y
p(E) := w(E N X7) para cada E € A. Puede probarse (y queda propuesto como ejercicio) que
esta descomposicion es unica salvo conjuntos de medida cero: es decir, si X = H™ U H™ es otra
descomposicién como la del enunciado, entonces

p(XE\ HY) = p(HS\ X¥) = (X~ \ H™) = p(H~\ X7).

Por ejemplo, si u(E) := [, fdv, donde f € L*(X,v), entonces u(E) = [, fTdv — [, f~dv :=
pH(E) — u=(E), y puede tomarse X* = f~1([0,+0cc)) (aunque también podria tomarse X+ =
F7H(0,400)), y X~ =X\ XT.
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A la medida
ul =t +
se le llama la variacion total de p, y tiene la propiedad de que
u(A)] < [ul(A)

para todo A € A.

Demostracion del Teorema de descomposicion de Hahn. Supongamos que p no alcanza el valor +oo0.
Sea
M :=sup{u(A): A e A, Aespositivo},

y tomemos una sucesion creciente (A;) de conjuntos positivos (A;) tales que
M = lim p(A;)
J—00

(esta sucesion se obtiene a partir de la definicién de M y usando que la unién de dos conjuntos positivos
es un conjunto positivo, para poder hacer la sucesion creciente). Definamos A := U;; A;. Es facil ver
que A es positivo, y se cumple que M = p(A) < oo; nétese que la restriccion de 1 a A define una
medida positiva, y por tanto podemos usar que lim;_,o p1(A4;) = H(U?il Aj).

Veamos que X \ A es negativo; asi podemos tomar X T = A, X~ = X \ A para acabar la demostra-
cién. Y en efecto, de lo contrario existiria £ C X \ A con 0 < u(E) < oo, y podriamos aplicar el lema
anterior para obtener C' C E positivo con v(C') > 0; pero entonces A U C' es positivo y

(AU C) = p(A) + u(C) > M,

contradiciendo la definicién de M.
En el caso en que p no alcanza el valor —oo la demostracién es andloga (o puede aplicarse la demos-
tracion ya hecha a la medida con signo —pu). O

10.2. El teorema de Radon-Nikodym

Definicion 10.3. Sean p, v medida positivas en un espacio medible (X, .A). Decimos que v es absoluta-
mente continua con respecto a y siempre y cuando

Eec A uE)=0 = v(E) =0,
es decir, si los conjuntos de medida cero para p también lo son para v. En este caso escribimos
v [
Ejemplo 10.1. Si f > 0 es medible y
W(E)= [ fdp,
E
entonces v < [.

El teorema de Radon-Nikodym nos asegura que de hecho este es el inico ejemplo que puede haber,
siempre que p y v sean o-finitas.

Teorema 10.3 (de Radon-Nikodym). Sean \, i medidas (positivas) o-finitas en un espacio medible
(X, A), y supongamos que \ < p. Entonces existe h : X — [0, 00) medible tal que

\E) = / hy (10.1)
E

para todo E € A.
Si se tiene \(X) < oo, entonces ademds h € L*(X, ).
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A la funcién h se le llama la derivada de Radon-Nikodym de A, y suele denotarse

_dx

h=—.
dp

Es fécil ver que h es tinica como funcién de L' (X) (o en el caso A\(X) = oo, salvo conjuntos de medida
cero). Con esta notacién, (10.1)) se reescribe

dA
AME) = / d—du para todo F € A.
E Qi

Demostracion. Supongamos primero que (X ) < 0o, A(X) < oco. Definamos
O ={p: X —[0,00] : pes medible y / wdp < \(E) paratodo E € A}.
E

Se tiene ® # ) (porque 0 € P). Si 1, 2 € P, entonces max{p1, P2} € P; en efecto,

/ max{p1, @2 tdp = / prdp + / padp
E En{p1>p2} En{p1<ep2}
<AMEN{p1 = pa}) + MEN{p1 < p2}) = A(E).

Por tanto, por induccién, lo mismo sucede con el maximo de cualquier subconjunto finito de . Defina-
mos ahora

M = sup/ wdp.
pedJX

Obsérvese que M < A(X) < co. Tomemos una sucesion (¢,,) C P tal que

n—oo

lim pndp = M,
X

y definamos h,, = max{p1,...,on} € ®. Obviamente (h,,) es creciente y por tanto converge a una
funcién h : X — [0, oc]. Puesto que [ hndp < A(E) para todo E € A, aplicando el teorema de la
convergencia mondtona se deduce que

/ hdp < A\(E) paratodo E € A,
E

y que
/ hdp = lim | hpdu = M,
X X

n—oo

yaque [y ¢n < [ hyn < M. En particular b € L' (X, p).
Vamos a probar que

/ hdp = A\(E) para todo E € A. (10.2)
E

Es claro que
W(E) = ME) = [ b

define una medida positiva en A, y nuestro objetivo es probar que n = 0. Y en efecto, de lo contrario
existirfa A € A con n(A) > 0, lo que implica que A\(A) > 0, y por tanto también pu(A) > 0 (ya que
A < ). Luego existe € > 0 tal que n(A) — eu(A) > 0. Definamos

E:=n—cp.
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Entonces £ es una medida con signo y £(A) > 0, luego por el Lema|10.1} salvo tomar un subconjunto de
A, podemos suponer que A es positivo para &, es decir {(A N E) > 0 paratodo E € A, y por tanto

0<EANE)=n(ANE)—cecu(ANE)=XANE) —/ hdu —ep(ANE),
ANE
luego
/ hdpu+eu(ANE) < AANE),
ANE

pero también se tiene
[ b xEN 2
E\A

ya que h € ®. Sumando las dos dltimas desigualdades obtenemos

/(h+5x,4)du:/ hdp +eu(ANE) < AE),
E E

lo que implica que h + ex 4 € . Pero
/ (h+exa)du =M +ep(A) > M,
X

lo que contradice la definicion de M. Esto completa la prueba del teorema en el caso en que p(X) < oo,
A(X) < oo. Obsérvese que podemos suponer h(z) < oo para todo x, porque al ser h integrable es finita
en casi todo punto, y por tanto si es necesario podemos redefinirla en el conjunto donde toma el valor oo
(poniendo que valga 1 o cualquier otro valor finito en ese conjunto) sin alterar el resultado de que h es
medible y \(E) = [ hdp paratodo E € A.

En el caso general, puesto que 1 y A son o-finitas, se tiene |, ey An = X = U,,ery Bn» con p(Ay,) <
00, A(Bp,) < ooy AxNA, =0 = BrNBy,sin # k, luego también X = Un’meN Ch,m, donde C,, ,, 1=
A, N By, son disjuntos dos a dos y tienen medida finita tanto para ;. como para A. Aplicando el caso
anterior a cada conjunto C,, ,,, se obtiene hy, , € LY (Cpm, 1) tal que A(E N Chyp) = fEan N P, md e
para todo £ € A. Definiendo hy, ,, = 0en X \Cy, . y h = Zn’meN I, m. es obvio que h : X > [0, 00)
es medible y se comprueba facilmente que A\(E) = |, g hdp paratodo E € A. O

10.3. El teorema de descomposicion de Lebesgue

Vamos ahora a estudiar un teorema que complementa el de Radon-Nikodym y que nos da una pauta
para comparar medidas o-finitas cualesquiera en un mismo espacio medible.

Definicion 10.4. Sea )\ una medida (positiva) en un espacio medible (X, .4). Se dice que \ estd concen-
trada en A (o que vive en A) si

AME)=AENA) paratodo E € A;
equivalentemente, si A(X \ A) = 0.

Definicion 10.5. Sean )i, A2 medidas (positivas) en un espacio medible (X, .A). Si existen A, B € A
tales que A N B = (), \; estd concentrada en A, y Ao estd concentrada en B, entonces diremos que las
medidas A1, A2 son mutuamente singulares, y escribiremos

A1 L Ao

Lema 10.4. Sean A\, Ay medidas en un espacio (X, A). Si existe E € A tal que \1(E) = 0y Ao estd
concentrada en E, entonces A\1 L Xo.
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Demostracion. Bastatomar A = X \ E'y B = E'y se verifica la definicién. O

Ejemplos 10.6.

1. Para cualquier medida A en A y cualquier subconjunto propio A de X, con A € A, si definimos
AM(E)=AMENA)y M(FE) =AENA° paracada E € A, se tiene A\ L \o.

2. §q L L™ paratodoa € R, n > 1.

3. Si M es una subvariedad diferenciable de dimensién k < n de R” y A\(E) := H*(E N M) para
cada F medible Lebesgue, se tiene que L™ 1 A.

4. Si C es el conjunto ternario de Cantor y A\(F) := H'°22/1°23(F 1 (), entonces A L L.

Teorema 10.5 (Lebesgue). Si A y p son medidas o-finitas (positivas) en un espacio medible (X, A),
entonces existen medidas tinicas A\, y As tales que

A=dag+ sy, Mg <<y, ¥y As L s

Demostracion. Seav = pu+\, entonces u < vy A < v. Por el Teorema|10.3} existen f, g : X — [0, o0]
medibles tales que

,u(E):/Ede, /\(E):/Egdy (10.3)

para todo E' € A. Definamos
A(E)=A(ENfH{0)), AalB) = A(EN f7H((0,00))) .

Es obvio que A = A\, + A;. Ademds )\ estd concentrada en f~1({0}), y puesto que, de acuerdo con
(10.3), es u(f~1({0})) = 0, se tiene que A\s L p.

Veamos que A\, < p. Supongamos p(E) = 0; entonces, otra vez por (I0.3), f(x) = 0 en v-ctp
x € E, es decir, v(E N f~1((0,00])) = 0, y por tanto

Aa(E) = AEN f7H(0,00])) = / gdv = 0.
ENf=1((0,00])
La prueba de la unicidad de )\, y A5 se deja como ejercicio. O

10.4. Los duales de los espacios L7, 1 < p < oo

En esta seccién vamos a aplicar el teorema de Radon-Nikodym para caracterizar el conjunto de los
funcionales lineales continuos de LP(X) en R (o en C).

Comenzamos con un lema cuya sencilla demostracion se deja a cargo del lector (y que en todo caso
se vera en la asignatura de Anélisis Funcional).

Lema 10.6. Sea L : E — F una aplicacion lineal entre espacios vectoriales normados (sobre R o sobre
C). Son condiciones equivalentes:

1. L es continua;
2. L es continua en 0;

3. existe C' > 0 tal que
|L(z)|| < C||lx|| paratodoz € E. (10.4)
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Cuando se cumple (3) se dice que L es un funcional o un operador acotado. Esto, en el contexto de la
teoria de operadores lineales del Andlisis Funcional no significa que su imagen sea un conjunto acotado,
sino que la imagen de cualquier conjunto acotado es acotada. Si L es continua, se define su norma

|L|| := sup ||L(x)|| = inf{C > 0: se cumple (10.4)}

=<1
(la igualdad entre este supremo y este infimo también queda como ejercicio péra el lector)
Definicion 10.7. Si E es un espacio de Banach (sobre R o sobre C), se define su espacio dual como
E*:={L:E—R(6C): Leslineal y continua}.
En E* se considera la norma

I == sup [L(z)],
jall<1

con la que se puede probar que £* es un espacio de Banach (esto también se vera en Andlisis Funcional).
Por ejemplo, si p,q € (1,00), con % + % =1y g € L?entonces Ly : LP(u) — R (o C) definida por
Ly(f) = / fadp
X

es un funcional lineal acotado, ya que por la desigualdad de Holder se tiene

] / fgdu‘ < Nllal £l
X

en particular || Ly|| < ||g||4. Andlogamente, si g € L°°(u) entonces

Ly(f) ZZ/ngdu

también define un funcional lineal y continuo, con ||Ly|| < ||g|/~- El siguiente teorema nos dice que,
bajo condiciones muy razonables sobre (X, .4, 11), estos son todos los funcionales lineales y continuos
que hay de LP(X)en R (0o C), parap € [1,00).

Teorema 10.7. Supongamos que (X, A, i) es un espacio de medida o-finito, p € [1,00], y que L :
LP(u) — R (o C) es un funcional lineal acotado. Entonces existe una tinica funcion g € L4(u), donde
+ = =1, tal que

S
Q=

L(f) = /ngdu

Ll = llglle-

Demostracion. Comencemos por la unicidad: si existen g1, g» € L?(u) tales que [ fgi1dp = L(f) =
| « fgodp para toda f € LP(X), entonces, poniendo g = xg, donde £ € A es cualquier conjunto
medible con ;(E) < oo, se deduce que
/ (91 —92) =0
E

para todo tal conjunto E, y esto implica que g; = g2 en casi todo punto.
Ahora probaremos la existencia bajo la hipdtesis adicional de que p(X) < oo. El caso de medidas
o-finitas se deduce facilmente de este y queda como ejercicio. Definamos, para cada F € &,

para toda f € LP(p). Ademds,

A(E) = L(xg)-
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Como L es lineal y x aup = x4 + x5 siempre que A N B = (), es obvio que se tiene
MAUB) =XA)+ A\(B) paratodos A,Be A, ANB =1,

y por induccién se ve que A es finitamente aditiva. Veamos que de hecho A es numerablemente aditiva:
si £/ = | J;cy £ unidn disjunta de conjuntos en A, poniendo A;, = Ey U ... U Ej, se tiene que

IxE — XA llp = w(E\ Ag)/P = 0 cuando k — oo,

y como L es continuo se deduce que

k

Z AE;) = L(xa,) = L(xg) cuando k — oo,
i=1

lo que significa que >~:°; A(E;) = A(E) y prueba la aditividad numerable de \. Obviamente también se
tiene A(()) = 0. Nétese que A no es necesariamente positiva, y por tanto A es una medida con signo finita,
en el caso real, o compleja, en el caso complejo. En el caso real, por el teorema de descomposicién de
Hahn, A = A" — A~, donde A" y A\~ son medidas positivas finitas que estdn concentradas en conjuntos
disjuntos; por ello u(E) = 0 implica que A(E) = 0y también AT (E) = 0 = A~ (E). Es decir, AT
y A~ son absolutamente continuas respecto de u. Luego por el teorema de Radon-Nikodym, existen
gt € L'(p) tales que

)\i(E)z/Egid,u.

para todo E' € A.Y por tanto, para todo £ € A,
A(E) = / gdp,
E

donde g = g — g~ € L'(p). Esto significa que

L(xEk) :/ XEgdp
X

para todo tal E. Por linealidad de la integral se sigue que para toda funcién simple medible s también se

tiene
L(s):/ sgdjs.
X

Como toda funcién f € L°(u) es limite uniforme de una sucesién de funciones simples medibles y
wu(X) < oo, por el teorema de la convergencia dominada se sigue que

L) = [ fod (10.5)

para toda f € L°°(u). En el caso complejo se llega a la misma conclusién aplicando el argumento
precedente a las partes reales e imaginarias de la medida A (que son medidas reales con signo, finitas).
Nos quedan por probar las siguientes tres propiedades:

(a) g € L9(u) (sabemos que g € L*(1));
(b) L(f) = [y fgdp paratoda f € LP(11) (lo sabemos para p = o0);

(©) ||L]| = ||gll4 (suponiendo (a) y (b), sabemos que ||L|| < ||g||, por la desigualdad de Holder).



10.4. LOS DUALES DE LOS ESPACIOS L* 99

Haremos primero las demostraciones de estas afirmaciones en el caso 1 < p < co. Sean
_ ) lg(@)l/g(x) sig(z) # 0,
a(r) = :
0sig(z) =0,

y, paracadan € N,
En =A{z:|g(z)| < n}.
Definamos también
f=l9/Paxsp,,
que estd en L™ (ya que |f| < n?/P). Ademés

|fIP = l9l"xE, = fg.

1/p
/ loftdn = [ fodn = 207) < 1051 = 2] ( / n \glqdu> ,

1-1/p
( / Iglqdu> <zl

haciendo n — oo en esta dltima desigualdad obtenemos que

Por tanto

lo que nos da

lgllg < [IL1[ < oo,

lo que en particular prueba (a) y la mitad de (c). Por otro lado, dada f € LP(u), como las funciones
simples son densas en LP(11) y estdn en L°° (1), existe una sucesion (fx) C L°°(u) que converge a f en
LP(u), y por tanto

2= [ gt < 120 = 20+ 2000 - [ sadn

L) — D) + ' [ - f)gd,u‘
< \L(H) = LU+ 1fu — Fllyllglly = 0 cuando &k — o,

lo que prueba (b). Finalmente, de (a) y (b) y la desigualdad de Holder se deduce inmediatamente la otra
mitad de (¢).

Consideremos ahora el caso p = 1, ¢ = oo. Veamos primero que ||g||cc < ||L]]: si no fuera asi,
existirfan 7 > ||L|| y A con u(A) > 0 tal que |g(x)| > r para todo z € A. Luego, considerando la
funcién

1 gl

[ = m;Xm

que estd en L>°(u) N L' (u) y cumple || f||1 = 1, tendriamos

ILI = L(f) = /X fod = @ /A gldu =7 > |IL,

lo que es absurdo. En particular se tiene que g € L (). Ya sabemos asi (a) y la mitad de (c). Para
probar (b), dada f € L'(), tomamos una sucesién de funciones simples medibles (s,,) que converjan a
fen L'(u) y cumplan |s,,| < |f|, y como g € L™, luego |fg| € L' (u), podemos aplicar la continuidad
de Ly el teorema de la convergencia dominada para obtener que

L(f)= lim L(s,) = lim / sngd,u:/ fadp.

n—oo

Una vez sabidas (a), (b) y una mitad de (c), aplicamos la desigualdad de Holder para obtener || L|| <
lg|c0» €s decir, la otra mitad de (c). O
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10.5. Problemas

Problema 10.1. Probar, como se dice en la seccion 1 de este capitulo, que la descomposiciéon de Hahn
de una medida con signo es tnica salvo conjuntos de medida cero

Problema 10.2. Probar que la derivada de Radon-Nikodym de A dada por el Teorema es Unica
cuando se identifican funciones que son iguales en casi todo punto.

Problema 10.3. Probar la parte de unicidad del Teorema|10.

Problema 10.4. Sea i una medida o-finita en (X, .A). Si v es una medida con signo finita en (X, .A) y
lv| < p, demostrar que existe f € L*(X, 1) tal que v(A) = [, f paratodo A € A.

Problema 10.5. Sean X = R, v = L', y y la medida de contar restringida a los conjuntos medibles
Lebesgue de R. Probar que v < i1 y que el teorema de Radon-Nikodym falla para estas medidas. ;Cual
es la hipdtesis de este teorema que no se cumple?

Problema 10.6. Sean p, v medidas o-finitas en (X, .4) tales que v < p, y sea ¢ = dv/du. Demostrar
que f € LY(X,v) siysolosi fg € L*(X, )y, eneste caso, [, fdv = [, fgdu paracada E € A.

Problema 10.7. Probar que si v es una medida finita y p es o-finita, entonces v < u si 'y sélo si para
todo e > O existe 6 > O tal que u(A) <9 = v(4) <e.

Problema 10.8. Consideremos la medida v definida en (R, B(R)) definida por 1(A) = [, |z|dz. De-
mostrar que v < L' y sin embargo para ningiin ¢ > 0 existe § > 0 tal que |4] < § = v(A) <e.

Problema 10.9. Sea (7,,) una enumeracién de Q. Para cadan € N, sea f,, : R — [0, 00) medible con
= fXprn—2-nrns2-n Y Jg fu(z)dz = 1. Demostrar que Y, o fn(z) < oo para casi todo € R. Si
1 es la medida definida en los borelianos de R por p1(A) = [, >°,cn fn(2)dz, probar que . es o-finita,
p < LY,y que u(U) = oo para todo U abierto no vacio.

Problema 10.10. Probar que si © << vy o L v entonces p = 0.
Problema 10.11. Sean v; < pj, j = 1,2. Demostrar que 11 X o < i1 X fi2,y

A x vy) XVZ)(Q; y):% )
d(py x p2) dpy ™" dpy

Problema 10.12. Sean p, v dos medidas o-finitas en (X, .A). Demostrar que las condiciones siguientes
son equivalentes:

(y)-

Lv<pypu<ku;
2. py v tienen los mismos conjuntos de medida cero;
3. existe g : X — (0, 00) tal que v(A) = [, gdp paratodo A € A.

Problema 10.13. Demostrar que si i es una medida o-finita en (X, .4) entonces existe una medida finita
ven (X, A)talquer < pyp < v.

Problema 10.14. Sabemos que existen homeomorfismos ¢ : R — R con la propiedad de que para
algunos conjuntos £ C R con |E| = 0 el conjunto ¢(F) puede tener medida positiva o incluso no
ser medible Lebesgue. Sin embargo, demuéstrese lo siguiente: si ¢ : R®™ — R"™ es un homeomorfismo
entonces existe Z C R" de medida cero tal que, para todo conjunto medible £ C R™ \ Z,si |[E| = 0
entonces |¢(F)| = 0. Indicacion: probar que pu(A) = |p(A)| define una medida en los borelianos de R™ y usar
el teorema de descomposicion de Lebesgue.



Capitulo 11

Diferenciacion

En cierta medida, la integracidn y la derivacién son procesos inversos: el teorema fundamental del
célculo que se estudia en primero y nos permite calcular con precisién muchas integrales es la muestra
mads elemental de este principio. Sin embargo, dicho teorema (en su versién estudiada en primero) no
caracteriza las funciones F' : [a, b] — R para las cuales existe f : [a,b] — R tal que

:/ f paratodo = € [a, b]; (11.1)

simplemente nos dice que si f es integrable en [a,b] y continua en x € [a,b] entonces definiendo F'
mediante esta férmula se tiene que F'(z) = f(z). Asi pues en la demostracion de este teorema se ve que

F(z+h)—
h

h/ f — f(x)cuando h — 0 (11.2)

si f es continua en .

Entre los propésitos principales de este capitulo estan: 1) caracterizar la clase de funciones F' para
las que se cumple para alguna f € L'[a, b]; y 2) estudiar cudndo se cumple y sus versiones
andlogas para funciones de varias variables, lo que tiene aplicaciones importantes en el Andlisis Real.

Empezaremos investigando la segunda cuestion, y luego volveremos al caso de R para resolver la
primera cuestién. El siguiente lema generaliza el cldsico argumento de la demostracion del teorema
fundamental del célculo al contexto de funciones de varias variables.

Lema 11.1. Si f € L'(RY) es continua en x, entonces

d —
zeB |B|a0 |B\/ y= 1),

donde el limite se toma cuando el volumen de las bolas B que contienen a x tiende a 0.

Demostracion. Como f es continua en z, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que si |y — z| < J entonces
|f(y) — f(z)| < e. Entonces, si B es una bola de radio menor que §/2 que contiene a z, se tiene

@)= i [ 1] = | [ @ - onas] < g [ 1@ - iy < -

yaque paratodoy € Bes |z —y| < 6. O
Sin embargo, la condicién de continuidad es innecesariamente fuerte. Como veremos mds tarde, el
mismo resultado vale para casi todo 2 € R”, pidiendo dnicamente que f € L'(R?). Este es el contenido

del teorema de diferenciacion de Lebesgue.

101
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11.1. La funcién maximal de Hardy-Littlewood

Para averiguar bajo qué condiciones puede tenerse

z 1 —

resulta conveniente usar la funcién maximal de Hardy-Littlewood, definida, para cada f € L' (R%), por

M(f)(x):sup{|;|/B]f(y)]dy:xeBbolaean}, z € RY. (11.3)

Es fécil ver que el valor de M(f)(z) es el mismo independientemente de si en la definicién se
consideran bolas abiertas o cerradas.

A su vez, para establecer las propiedades bdsicas de la funcién maximal, necesitaremos un sencillo
lema de recubrimiento por bolas.

Lema 11.2. Si W es la union de una coleccion finita de bolas B(x;,r;) en R% 1 < i < N, entonces
existe un subconjunto S C {1, ..., N} tal que

1. las bolas B(xi,r;), i € S, son disjuntas;
2. W C UiES B(xi, 37“@),‘
3 (W] <39 Y ies | Blai,mi)l.

En este lema las bolas pueden suponerse tanto cerradas como abiertas; la demostracién es igual en
ambos casos.

Demostracion. Reordenamos, si es preciso, las bolas B; = B(z;,r;) de formaque ry > 7o > ... > ry.
Definamos i1 = 1. Eliminamos todas las bolas B; que corten a B;,, y sea B;, la primera de las B; que
quedan, si es que queda alguna. A continuacion eliminamos todas las B; con j > i3 que corten a B;,,
y sea B;, la primera de las que quedan. Continuamos este proceso mientras sea posible. Después de una
cantidad finita de etapas el proceso se concluye, y ponemos S = {iy, i, ...}.

Es claro que se cumple (1). Cada bola B; de las que se han eliminado en alguna etapa del proceso
corta a B(x;,r;) paraalgin i € S,y por tanto estd contenida en B(z;, 3r;) (yaque, sir’ < ry B(z',r’)
corta a B(x,r) # (), entonces B(x',7")) C B(x,3r)). Esto prueba (2), y (3) se sigue inmediatamente
de (2), porque | B(z, 3r)| = 3% B(x,r)|. O

Teorema 11.3. Si f € L'(RY) entonces:
1. M(f):R" — [0, 00| es medible;
2. M(f)(x) < oo para casi todo = € RY;

3. M(f) cumple la desigualdad
3d
{z e RY: M(f)(z) > a}| < E”le para todo o > 0. (11.4)

Demostracion. Para cada o € [0, o], el conjunto
E,:={zeRY: M(f)(z) > a}

es abierto (y en particular medible): en efecto, si xg € E, entonces existe una bola abierta B > x tal

que
1
— d .
5 [ fldy >
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Entonces, si 0 < 0 < dist(zg, dB), se tiene que B(xg,d) C B,y por tanto

1
M) = /B F@ldy > a

para todo = € B(xg, 9), es decir, B(xg,d) C E,. Esto prueba (1).
Veamos ahora (3). Como antes, si © € F, existe una bola B, que contiene a x y tal que

1
51/, HWldy>a.
Asi, para cada bola B, se tiene
1
Bl < [ 15wl (115)

Sea K un subconjunto compacto cualquiera de F,. Puesto que K C J B, y K es compacto,

€l
existe un subrecubrimiento finito, digamos K C Ué\f: 1 By Entonces, por el lema anterior existe una
subcoleccion {B;,, ..., B;, } de bolas disjuntas tales que

N
Uz
(=1
Puesto que las bolas B;,, ..., B;, son disjuntas y satisfacen (IL.5) y (I1.6), se obtiene que

UBg <3dZ|B |<Z/ |dy—/ Wiy < 2.

k
<3") " |By,|. (11.6)
j=1

K| <

Ahora, tomando supremos sobre todos los compactos K contenidos en F,, se obtiene que

3d
|Eo| =sup{|K|: K C E,, K compacto} < EHf”l’

lo cual termina la prueba de (3).
Finalmente, (2) se deduce de (3) haciendo o — oc. O

Observacion 11.1. La misma demostracion prueba que, si i es una medida de Borel positiva y finita, y
se define

M{p)(a) 1= sup oo !

B 11.7
B (1)

donde el supremo se toma sobre todas las bolas que contienen a x, entonces M () es medible, finita en
casi todo punto, y cumple la desigualdad
d

[z e BT M) > )| < S um).

Basta sustituir, en esta demostracion, [, |f(y)|dy por pu(A), donde A es una unién finita de bolas (en
particular medible Borel). Mas tarde haremos uso de esta observacion.

11.2. El teorema de diferenciacion de Lebesgue

Ahora, usando la cota para el operador maximal hallada en el teorema anterior, junto con la densidad
del espacio C,.(R%) en L'(R?) y el Lema [11.1, podemos dar una demostracién sencilla del teorema
siguiente.
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Teorema 11.4 (de diferenciacién de Lebesgue). Si f € L'(R?), entonces

y)dy = ara casi todo = € R%. 11.8
meB |B|—>0 |B| / Jdy = J(x) p (11.8)
Demostracion. Definamos, para cada a > 0, el conjunto

ulr /B F)dy — f(z)| > 2a}.

Bastard probar que |E,| = 0 para cada o > 0, ya que entonces E := .7, E} /n tendrd medida cero, y
(TT.8) se cumplird en R¢ \ E.

Fijemos o > 0, € > 0, y con ayuda del Teoremaencontremos g € C.(R?) tal que || f — g|1 < e.
Por el lema[I1.1|sabemos que

E,={zeRY: limsup
z€B, |B|—0

1
1{ — dy = todo z € R%. 11.9
o /B 9(y)dy = g(x) para todo z (11.9)

Puesto que

1
51 L fdn= @) = o [ () = s)in+ iz [ awidy - (@) + @) - 1)

se tiene, usando también (11.9)), que

,;‘ /B Fw)dy — £(2)

<SM(f = 9)(@) +lg(z) — f(z)].

lim sup
z€B, |B|—0

Luego, si definimos

Foi={z eR: M(f—g)(x) >0}, y Ga={zeR?:|f(z)—g(x) > a},

se tiene que £, C F,UG, (porque si u1, uo son nimeros positivos, s6lo puede ocurrir que u; +u2 > 2«
si se tiene u; > « par al menos uno de los u;). Ademas, por la desigualdad de Tchebychev,

1
Gal < —[If =9l
(6
y por (3) del teorema anterior,

3d
[Fa| < —Ilf = glh-
o}
Deducimos por tanto que

1 3d 3d 1
|Bal < [Fal +[Gal < =[If —gli+ =IIf —glh < =+ —¢,
o «Q « «

y como ¢ es arbitrario se concluye que |E,| = 0. O

Corolario 11.5. Si \ es una medida finita tal que A < Lg, entonces su derivada de Radon-Nikodym

cumple

dA , 1
m(@ = lim W/\ (B(z,1))

para casi todo x € R™.

Demostracion. Por el teorema de Radon-Nikodym existe d)‘ € Ll(]Rd) y, por el teorema de diferen-
ciacion de Lebesgue,
A (B(z,r)) 1 dA dA

= —dLg — ——(x
B 1B Jpwr aa™ " dz, ™

cuando r — 0, para casi todo z € R%, O
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La demostracion del siguiente corolario es fécil y se deja como ejercicio. Recuérdese que Lloc (RY)
es el espacio vectorial de las funciones localmente integrables, esto es, las funciones medibles f tales
que para toda bola B fyp es integrable.

Corolario 11.6. Si f € L} (R%), entonces

loc

eB |B|—>0 |B| / y)dy = f(x) para casitodo x € R%. (11.10)

11.3. Puntos de Lebesgue

Una aplicacion muy interesante y util del teorema de diferenciacién de Lebesgue es cuando se con-
sidera f = x, siendo F un subconjunto medible cualquiera de R?. Nétese que x € LloC (R9) por ser
medible y acotada. Se obtiene entonces que

|BNE|
z€B, |B|—»0 |B]

=1 (11.11)

para casi todo x € E. Geométricamente, esto significa que para cualquier o < 1 tan cerca de 1 como
se quiera, y para cualquier bola que contenga a x y tenga radio suficientemente pequeflo, se tiene que
|BNE| > «|B|,y por tanto E cubre al menos una proporcién « de la bola B. Cuando (I1.T1)) se cumple
para un x, se dice que x es un punto de densidad de Lebesgue de E. Tenemos asi, considerando también
puntos = € R%\ E 'y aplicando el corolario anterior con la misma funcién y g, lo siguiente

Corolario 11.7. Sea E C R? medible. Entonces:
1. Casitodo x € E es un punto de densidad de Lebesgue de E. Es decir,

- |BNE|
z€B, |B|»0 |B]

=1

para casi todo x € F.

2. Para casitodo x € R%\ E se tiene que

BN E|

=0.
:UEB,IT%|HO ‘B‘

También se habla de puntos de Lebesgue de funciones: si f € L
de Lebesgue de f si

L (R%), se dice que x es un punto

N -
i 1) = f@ldy =0

lo que obviamente implica lim,cp |5|—0 ﬁ I fy)dy = f(x).
Corolario 11.8. Sea f € L}OC(Rd). Entonces casi todo = € R es un punto de Lebesgue de f.

Demostracion. Para cada ¢ € R, aplicando el Corolario[11.6se tiene que
1
1{ — — ¢ldz = — todo 2 € R%\ E,, 11.12
im e [ 10) = clda = 17(@) -l paratodo w € RO\ E: (1L.12)

donde |Ec| = 0. Sea E' := |J.cq Ec. Como Q es numerable, se tiene que [E| = 0. Ahora, para todo
z € RY\ E con |f(z)] < oo (0 sea, para casi todo 2 € R?), dado ¢ > 0 existe ¢ € Q tal que
|f(z) —¢|] < e, ycomo

7 [ 10w = @y < 5 [ 1) =y + (@) .
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se deduce que

lim sup / |f(y x)|dy < 2e,
z€B, |B|—0 |B]

y al ser € arbitrario se concluye que

. 1 _
A [ 1) = @y o

O]

Observacion 11.2. Recuérdese que los elementos del espacio de Banach L' (R?) son en realidad clases
de equivalencia de funciones (estando dos funciones en la misma clase de equivalencia si y sélo si
coinciden en casi todo punto). Es interesante observar que el conjunto de puntos x para los que existe

1
i — d
xeB,IT%Ho | B| /Bf(y) y

es independiente del representante de la clase de equivalencia escogido, puesto que si dos funciones fy
f coinciden en casi todo punto entonces sus promedios integrales sobre cualquier bola son los mismos.

Sin embargo, el conjunto de Lebesgue de f si que depende del representante escogido. Por ello, para
evitar ambigiiedades, cuando se habla de puntos de Lebesgue, suele escogerse como representante la
funcién

f(y)dy,

1
r— limsup ———
r—0 ’B(i[), T)‘ B(z,r)

que esta bien definida para todo « € R". A esta funcién, por abuso de notacidén, también la llamamos f.
Definicion 11.3. Se dice que una familia F de subconjuntos medibles de R" es regular en un punto
x € RY si existe una constante C' > 0 tal que para cada S € F existe una bola B(x,rg) tal que
S C B(x,rg)y|B(x,rg)| < C|S|,y siparatodo € > 0 existe S € F tal que |S| < e.

Obsérvese que no se pide que x € S, ni siquiera que x esté en la adherencia de .S; Gnicamente
que cada S ocupe una porcién significativa de la bola B(x,rg) (y que haya conjuntos S de medida

arbitrariamente pequefia).

Teorema 11.9. Si x es un punto de Lebesgue de | € le (Rd) y F es regular en x, entonces

1 B
ser B 0TS /S fy)dy = f(x).

En particular esto es verdad para casi todo x € R™.

Demostracion. Puesto que |B(z,rs)| < C|S], se tiene que si |S| — 0 entonces s — 0. Entonces, por
definici6n de rg y usando el Teorema [T1.8] obtenemos

1
)|d — d
5 Lo o) < g [ - sl < g [ 1) - sy

|B(z,75)| B # -
SR B o 10~ O S Oy [ W0 = @l

cuando |S| — 0. O
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11.4. Propiedades de las partes singulares de medidas de Borel en R¢.

En esta seccién A\ denotard una medida finita de Borel en R?, y 1 la restriccién de la medida de
Lebesgue a B(R?). Por el teorema de descomposicién de Lebesgue, sabemos que existen medidas de
Borel o-finitas A\, y \s tales que

A= X+ sy Ao < 1y As L g (11.13)

A su vez, por el teorema de Radon-Nikodym, existe f € L'(R?) tal que
Ma(E) = / fdup  para todo E boreliano.
Rd

Aplicando el Teorema a la parte absolutamente continua de A obtenemos que, si F, es una familia
regular en x para cada x, entonces

lim  ——X\(5) = f(z) para p-casi todo z € R". 11.14
g e a(S) = f() para (1114
El siguiente resultado nos dice que este tipo de limite, aplicado a la parte singular A de la medida A da
cero en p-casi todo punto.

Teorema 11.10. Sean v una medida de Borel finita (positiva) en R%, y i es la restriccion de la medida
de Lebesgue a los borelianos de R%: Si v | p, entonces se tiene que
i ! (B)=0 i todo = € R?
im ——v = ara p-casi todo x .
z€B, |B|—0 u(B) para it
Similarmente, si para cada = € R® F, es una familia de subconjuntos medibles de R"™ que es regular en
x, entonces para ji-casi todo € R? es

v(S)=0.

lim —
S€F., |S|—0 wu(S)

Demostracion. Sean o, e > 0. Puesto que v L pu, v estd concentrada en un conjunto de medida de
Lebesgue 0. Como v es de Radon, existe un compacto K con v(K) > v(R?) — ¢, y necesariamente

u(K) = 0.
Definamos
v1(E) =v(K NE) paratodo boreliano E,
y sea

Vg =V —Vq,
que es obviamente una medida de Borel positiva y finita, con vo(R?) < e. Para todo z € R?\ K se tiene

M(v)(z) = sup LL(l.B)V(B) = sup M(lB)W(B) = M(r2)().

Luego
{z e RY: M(v)(z) > a} C KU{z € RY: M(»)(z) > a},

y por la Observacién se verifica (teniendo en cuenta el contenido anterior y el hecho de que p(K) =

0) que ; ;
L ({x e R M(v)(z) > a}) < %I/Q(Rd) < %E.

Como lo anterior es cierto para todos los «,e > 0, se concluye primero, tomando o« = 1/; y haciendo

e — 0, que
" <{x eRY: M(v) () > ;}) ~0
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para todo 7 € N, y entonces también

i ({x e RY: M(v)(z) > 0}) =pu G {{E e RY: M(v)(z) > 1} =0,
j=1

es decir,

M(v)(xz) =0
para pi-casi todo 2 € R?, lo cual implica trivialmente que

1
lim ——v(B)=0
z€B, |B|—0 u(B) (B)
para p-casi todo x € R™.
El enunciado para familias regulares en x es una consecuencia inmediata de lo que acabamos de
demostrar, ya que

v(B(z,rg)) v(B(z,rs))
ST Bl rs)
]

En contraste con el resultado anterior, puede probarse también que, si v es una medida de Borel
positivaen Ry v | 11 (donde 11 es la medida de Lebesgue restringida a los borelianos de R?), entonces

1 ¥ (B(x,r))

(B r) = 00 para v-casi todo punto x € RY.

No usaremos este otro resultado. Su demostracion puede consultarse en [5, Teorema 7.15].
Combinando (TT.13)) y (IT.14) con el Teorema [I[T.10] (aplicado con v = \;) se obtiene inmediata-
mente lo siguiente.

Corolario 11.11. Si )\ es una medida de Borel positiva y finita en R, y 11 denota la restriccion de la
medida de Lebesgue a los borelianos de R, entonces existe f € L (Rd) tal que, para cualquier conjunto
{Fz}tzern de familias regulares se tiene que

1

Se}‘EH\gHO WA(S) = f(z) para p-casitodo x € R".

De hecho f es la derivada de Radon-Nikodym de la parte absolutamente continua de la descomposicion
de Lebesgue de la medida .

11.5. El teorema fundamental del calculo

En esta seccién vamos a caracterizar la clase de funciones F' para las que vale el teorema fundamental
del célculo, es decir,

F(z) = F(a) + /xf(t)dt (11.15)

para todo x € [a,b] y alguna f integrable tal que F'(z) = f(x) en casi todo punto. La parte més fécil
de este trabajo es una simple consecuencia del Teorema|[IT.4} puesto que en una dimensién las bolas son
intervalos, se tiene lo siguiente.

Teorema 11.12. Si f € L*([a,b]) y F(z) := [ f(y)dy, entonces F es derivable en casi todo punto
z € [a,b], con F'(z) = f(x).
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Demostracion. Sea x un punto para el que vale el Teorema Sea (hp)nen una sucesién de nimeros
estrictamente positivos que tienda a 0. Como la sucesion de las longitudes de los intervalos [z, z + hy,]
tiende a 0 y todos ellos contienen a x, el Teorema|l1.4|nos dice que

- d
lfm Flo+ha) = Fx) _ lfm Jwarna T W)y

n—00 hy n—00 hn,

= f(@).

Como (h,,) es arbitraria, esto prueba que existe la derivada lateral por la derecha de F' en = y que coincide
con f(z). Andlogamente, considerando los intervalos [x — h,,, z], se ve que existe la derivada lateral por
la izquierda de F' en x y también coincide con f(z). Por tanto existe F”(z) = f(z). O

Sabemos que cualquier funcién F' de la forma

F(z) = c—i—/x fly)dy, =z € [a,b], (11.16)

donde f € L'([a,b]), cumple que para todo e > 0 existe § > 0 tal que si u(E) < d entonces [y, | f| < e.
Por tanto, si se toma £ como la union de una coleccién finita de intervalos abiertos disjuntos (a;, b;),
1 =1, ...,n cuyas longitudes sumen menos que 9, se tendrd que

n n b n b
S IF) - Flapl =Y [t <3 [T irwldy= [ 1f <
j=1 j=1 a; =174 E
En lo que sigue vamos a probar que esta propiedad, ademds de necesaria para que se cumpla (T1.16),

también es suficiente. La clase de funciones con esta propiedad recibe un nombre especial.

Definicion 11.4. Se dice que una funcién F' : [a,b] — R es absolutamente continua si para todo € > 0
existe 6 > 0 tal que si (a4, b;), i = 1, ..., n, es una coleccion finita de subintervalos abiertos disjuntos dos
a dos con Z?:l(bi — a;) < 0 entonces

D |F(b) — Fla)| <e.
j=1

Nétese que toda funcién F' que verifique la definicién anterior es uniformemente continua: tdmese
n=1y (a1,b1) = (z,y) U (y, x) en dicha definicién para constatarlo.

Para ver que toda funcién absolutamente continua F satisface (I1.15]), vamos a comenzar estudiando
el caso en que F' es ademds creciente.

Teorema 11.13. Sea F' : [a,b] — R continua y creciente. Son equivalentes:
(a) F' es absolutamente continua;
(b) F aplica conjuntos de medida cero en conjuntos de medida cero;

(c) F es diferenciable en casi todo punto, con F' € L([a,b]), y

para todo x € [a,b].

Demostracion. (a) == (b): Dado ¢ > 0, sea 6 > 0 como en la definicién anterior. Dado E con
|E| = 0, para probar que |F'(E)| = 0, podemos suponer sin pérdida de generalidad que ni @ ni b estdn
en E. Existe V abierto con [V| < 6y E C V C [a,b], y V es unién numerable de intervalos abiertos
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disjuntos (a;, b;), i € N. Entonces > 2, (b; — a;) < 4, luego también ) ;" | (b; — a;) < ¢ para cualquier
n € N; por tanto > ", |F(b;) — F(a;)| < € para cualquier n € N, y asi, dado que F es creciente,

o0

U (F(as), F(b:)

=1

[F(E) < [F(V)| =

= Z |F(b;) — F(a;)] <e.

Como ¢ es arbitrario, se deduce que |F'(E)| = 0.
(b) = (c): Definamos
g(x) =2+ F(z), =€ la,b],
y observemos que g es estrictamente creciente, y en particular inyectiva; de hecho es un homeomorfismo
sobre su imagen. Observemos que si la imagen por F' de un intervalo de longitud 7 tiene longitud 7/,
entonces la imagen por g del mismo intervalo tendrd longitud 1 + 7. De este hecho se puede deducir que
g también verifica (b); esta tarea queda como ejercicio para el lector. Ahora, dado E' C [a, b] medible
Lebesgue, podemos escribir £ = FEy U Eq, donde |Ey| = 0y Ej es un Fy; por tanto F4 es unién
numerable de cerrados contenidos en [a, b], y entonces g(E7) también lo es, por ser ¢ homeomorfismo.
Puesto que g satisface (b), se tiene |g(Ep)| = 0,y como g(E) = g(E1) U g(Ep), se deduce que g(E) es
medible Lebesgue. Por lo tanto, podemos definir

p(E) = lg(E)|

para cada F C [a, b] medible Lebesgue. Dado que g es inyectiva, conjuntos disjuntos en |[a, b] tienen
imagenes disjuntas, y la aditividad numerable de la medida de Lebesgue muestra entonces que p es una
medida (positiva y finita) en la o-dlgebra de los subconjuntos medibles Lebesgue de [a, b]. Esta medida
1 es absolutamente continua respecto de L1, ya que g satisface (b). Luego, por el teorema de Radon-
Nikodym, existe h € L*([a, b]) tal que

(k) = [Eh(y)dy

para cada E' C [a, b] medible Lebesgue. Tomando E = |[a, x], se tiene g(E) = [g(a), g(z)] por ser g
estrictamente creciente, y asi

4(z) — g(a) = 9(B)| = u(E) = /E h(y)dy = / " h(y)dy.

Como g(x) = z + F(x), se concluye que

F(a) - Fla) = [ “(h(y) - D)dy

para todo = € [a, b], y por el Teorema|l1.12} F’(x) = h(z) — 1 en casi todo z € [a, b], luego se cumple

().
(¢) = (a): esto se ha visto en la discusion que precede la Definicion O

Ahora veremos como cualquier funcién absolutamente continua es diferencia de dos funciones ab-
solutamente continua y crecientes, a las que podremos aplicar el teorema anterior.

Teorema 11.14. Si F' : [a,b] — R es absolutamente continua y definimos, para cada x € [a, b],

N
Vp(x) =sup » |F(t;) — F(ti1)|,
=1

donde el supremo se toma sobre todos los N € Ny todas las elecciones de puntos {t;} tales que
a=ty<t1 <..<tny=uw,

entonces se tiene que las funciones Vi, Vi + F, Vp — F son crecientes y absolutamente continuas en
[a, b].
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A Vg se le llama funcion variacion total de F'. Si F es cualquier funcion en [a, b] (absolutamente
continua o no), y Vr(b) < oo, se dice que F' es de variacion acotada, y a V(D) se le llama la variacion
total de F en [a,b]. Es obvio que toda funcién creciente en un intervalo cerrado y acotado [a, b] es
de variacion acotada, con variacion total Vg (b) = F(b) — F'(a); por tanto hay funciones de variacion
acotada que no son absolutamente continuas.

Demostracion. Sea una coleccién de puntos {¢;} como la del enunciado, y supongamos que a < = <

y < b, entonces
N

Vi(y) > |Fy) — F(x)] + Y [F(t:) — F(ti1)|-
i=1
Por lo tanto, tomando supremos sobre tales {t;}, se tiene que Vp(y) > |F(y) — F(x)| + Vp(x). En

particular
Vi(y) > F(y) — F(z) + Vr(z), Vp(y) > F(z) — F(y) + Vr(2).

Esto prueba que Vp, Vp + F'y Vg — F' son crecientes. Puesto que las sumas y restas de funciones
absolutamente continuas son (casi obviamente) absolutamente continuas, sélo hay que probar que V es
absolutamente continua. Si («, 3) C [a, b] entonces es fécil ver que

Vi (B) = Vir(e) = sup »_ |F(t:) — F(ti-)), (11.17)
=1

donde el supremo se toma sobre todos los {¢;} tales que a« =ty < t; < ... < t, = (. Obsérvese que
S (ti — ti—1) = B — . Ahora, dado ¢ > 0 elijamos § > 0 satisfaciendo la Definicién Para
cualquier coleccién finita de intervalos disjuntos (o, ;) C [a,b] con ) (3; —«;) <, aplicando
a cada intervalo (o, 3;), y teniendo en cuenta la eleccion de §, se deduce que

> (Ve(B)) = Vr(ay) <e.
J
Como V es creciente, esto prueba que Vi es absolutamente continua en [a, b]. O

Observacion 11.5. Si F' es de variacion acotada, el mismo argumento de la primera parte de la demos-
tracion anterior prueba que Vr, Vi + F'y Vip — F' son funciones crecientes. Por tanto

F = 5(Vp+ F) = 5 (Vi — F)

1

2
es diferencia de dos funciones crecientes. Es decir, toda funcién de variacién acotada (y en particular
toda funcién absolutamente continua) es diferencia de funciones crecientes.

Ahora ya podemos demostrar que las funciones absolutamente continuas son precisamente las que
cumplen el teorema fundamental del célculo.

Teorema 11.15 (Lebesgue). Sea F' : [a,b] — R. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. F es absolutamente continua,

2. F es derivable en casi todo punto de [a,b), F' € L' ([a,b]), y

para todo x € [a,b];

3. Existe g € L' ([a, b)) tal que
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Demostracion. (1) = (2): Por la observacién anterior, ' = F; — F», donde F; y F» son cre-
cientes y absolutamente continuas. Aplicando el Teorema[I1.13|a F; y F> obtenemos que F; y F5 son
diferenciables en casi todo punto, con F}, Fy € L'([a,b]), y

Fi=(x) = Fia)+ [ Fl(y)dy,
i = 1,2. Luego F también es diferenciable en casi todo punto, con F' = F| — F} € L*([a,b]), y
T xT
F(z) = Fi(z) — Fao(z) = Fi(a) +/ Fi(t)dt — Fy(a) / Fi(t)dt
= F(a) + / (Fi(t) — F3(t)) dt = F(a) + / F'(t)dt.

(2) = (3)estrivial, y (3) = (1): esto estd demostrado en la motivacién de la Definicién O

11.6. Diferenciabilidad en casi todo punto de las funciones de variacion
acotada

Como aplicacion de los teoremas sobre diferenciacion de medidas de las secciones anteriores, vamos
a dar una prueba rdpida del hecho de que toda funcién creciente es diferenciable en casi todo punto.

Teorema 11.16 (Lebesgue). Si F' : [a,b] — R es creciente, entonces F' es diferenciable en casi todo
punto.

Obviamente el mismo resultado es verdad cambiando creciente por decreciente.

Demostracion. Como f es diferenciable en casi todo punto si y sélo z — x + f(x) es diferenciable en
casi todo punto, podemos suponer que f es estrictamente creciente. Sabemos que el conjunto

D :={x € [a,b] : f esdiscontinua en z}
es a lo sumo numerable, con

f(z7) = lim f(z) < lim f(z):=f(z%) y f(z7) < f(x) < f(z*) paratodox € D.

y—r— y—xt

Definamos
wwy | @) sizelabl\D
f(xz7)siz € D;
es claro que {z : f(z) # h(z)} es a lo sumo numerable y que h es continua por la izquierda. Ademas,

si h es derivable en = € [a, b] \ D entonces f también lo es: en efecto, dado € > 0, existe § > 0 tal que
si0 < |y — x| < § entonces

h(y) = h(z) = W' (2)(y — =)| <ely — =],

Entonces, si z < y < x + 4 se tiene que existe r, > Otal que y + 17, < 6,y + 1y € [a,b] \ D,
| (z)ry| < ely —z|yry <elz—y|,y por tanto

fy) = f@) =K (2)(y —2) < fly+ry) = f(x) = W (x)(y — )
=h(y+ry) — h(z) = W(x)(y+ry—z)+ b (2)ry <ely+ry, — x| +ely — 2| < 3ely — x|,

esdecire <y<z+06 = |f(y) — f(x) — b (z)(y — z)| < 3e|y — z|. Andlogamente se ve que si
x — d < y < x entonces

f(y) = f(@) = W(x)(y — @) < 3ely — =
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Esto prueba que f es derivable en x, con f/(z) = h/(x) en todos los puntos x donde h es derivable.

Por tanto, en lo que sigue, cambiando si fuera preciso f por h, podemos suponer que f es continua
por la izquierda. Veamos que f(E) es boreliano para todo E C [a, b boreliano En efecto, sea A =
{E C[a,b] : f(E) es boreliano}. Paracadaa < s <t < b, por ser f estrictamente creciente, se tiene

F((s.t)) = (f() FODN U (@), faT)] (11.18)

xeD

que es de Borel por ser un intervalo menos una unién numerable de intervalos. Luego .4 contiene a los
intervalos abiertos de R intersecados con [a, b], y en particular al propio intervalo [a, b]. Por otro lado,
si A € A, entonces f(A) es de Borel, luego, por ser f inyectiva, f([a,b] \ A) = [f(a), f(b)] \ f(A)es
también de Borel. Ademds, si (A;);en C ‘A, entonces f(A;) es de Borel para cada i € N, y por tanto,
otra vez usando que f es inyectiva, f (U2, A;) = ;2 f(A;) es de Borel. Es decir, A es una o-dlgebra
que contiene a los intervalos, y por tanto B([a, b]) C A; es decir, f(E) es boreliano siempre que E lo
sea.
Podemos entonces definir A : B([a, b]) — R por

ME)=1fB)+ Y (flah) = flz))

reDNE

y, usando nuevamente que f es inyectiva en combinacién con (T1.18), es inmediato comprobar que A es
una medida positiva tal que

A(la,z)) = f(x) — f(a) para todo x € [a, b], (11.19)
y en particular A ([a, b]) = f(b) — f(a), luego A es finita. Podemos extender A a R poniendo
AME)=AEN]a,b])

para cualquier £ C R boreliano. Entonces, aplicando el Corolario [11.11} obtenemos que existe g €
L'(R) tal que
1

im () = _casitodo = € R,
Iele,n\%\ao ) (I) = g(x) para p-casitodo x

donde p denota la medida de Lebesgue restringida a los borelianos de R y F, es la familia de los
intervalos I (de cualquier tipo) cuyas adherencias contienen a x (es obvio que esta familia es regular en
x). Usando (T1.19) concluimos entonces que

fly) = f(x) Aa,9)) = Ma, 2)) Az, 9))

lim = lim = lim ———% =g(x
R R )] S ey~ @

para p-casi todo x € [a, b]. Andlogamente, para p-casi todo x € [a, b,

FW) - f@) Al M) Al
R = (7o) L B () Rl
Por tanto, existe o) - F(@)
, y)—J\x
lim = =g(x)
para p-casi todo x € [a, b]. O

Corolario 11.17. Si F' : [a,b] — R es de variacion acotada entonces F' es diferenciable en casi todo
punto.

'Sin embargo, no es en general cierto que f(F) sea medible Lebesgue si E lo es. Adviértase lo delicado de la situacién: f
podria ser un homeomorfismo que transforma el conjunto ternario de Cantor en un conjunto de Cantor gordo, y por tanto podria
llevar un conjunto de medida cero (pero no boreliano) en un conjunto no medible Lebesgue.
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Demostracion. Como por la Observacién [I1.5]toda funcién de variacién acotada es diferencia de dos
crecientes, este resultado es consecuencia inmediata del teorema anterior. O

Una funcién f creciente no tiene por qué satisfacer f; f'(t)dt = f(b) — f(a). Por ejemplo, si f es
la funcién escalera de Cantor, entonces f : [0,1] — R es creciente y continua, pero f(t) = 0 para casi
todo ¢, y por tanto fol f/(t)dt =0 < 1= f(1) — f(0). No obstante, la siguiente desigualdad es siempre
cierta.

Teorema 11.18. Si f : [a,b] — R es creciente, entonces

b
/J%Wﬁgﬂ@fm»

Demostracion. Como en la demostracién del Teorema [11.16]podemos redefinir f en sus puntos de dis-
continuidad para que sea continua por la izquierda; esto no afecta en nada a la conclusién del enunciado.
También, considerando g(z) = x+ f(x), puesto que la identidad es absolutamente continua y diferencia-
ble en todo punto, la desigualdad del enunciado se tendr4 si y s6lo si esta funcién g la verifica. Por tanto,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que f es estrictamente creciente, y en particular inyectiva.
En esta situacién y en la misma demostracidon del Teorema se ha visto que existe A, medida de
Borel finita en R, tal que

f(@) = f(a) = A([a, 7))

para cualquier x € [a, b]. Por el teorema de descomposicion de Lebesgue,
A= )\a + )\57

donde A4, \s son medidas de Borel finitas mutuamente singulares, y A\, < u, siendo y la restricciéon de
la medida de Lebesgue en R a los borelianos de R. Por el Corolario[11.11|se tiene

o) — o M)
P = ey =)

para casi todo x, donde
dXg

du

g:

Entonces

b b
QM%iwZA@@FQMWW+&@@DMAMW=/g@ﬁz/f@ﬁ
]

Terminamos este breve estudio de las funciones crecientes con un resultado que resulta muy til
cuando se consideran sumas infinitas de funciones de este tipo.

)
n=1

Teorema 11.19 (Fubini). Si f,, : [a,b] — R es creciente para cadan € Ny >
puntualmente a una funcion f(x), entonces

fn(z) converge

fll@)=3 fu(@)
n=1

para casi todo x €\ a,b).
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Demostracion. Escribamos

f@) =" fu(@) + Ru(),
k=1

donde

> ful2)

k=n+1

Como f,, f y R, son crecientes (por ser sumas de funciones crecientes), son diferenciables en casi todo
punto, con derivadas mayores o iguales que 0, y se tiene

Z J@) + Ro(@) 2 ) fi
k=1
para casi todo x. Haciendo n — oo en la desigualdad anterior obtenemos
oo
=Y fi(z) =0 (11.20)
k=1
para casi todo z. Por otro lado, aplicando a R,, el teorema anterior, tenemos
b
0< [ Ryl < Ru® ~ Ral@) = 3 (lb) ~ fula)) 0
a k=n+1

cuando n — oo, es decir
b

lim R} (z)dx = 0.

n—oo a

Luego, combinando este hecho con

/abf’(:c)dw—/a ka dm—i—/ R (x
g/ﬂ ka d:r:+/ ! (z)d,

deducimos que

/ab f(z)dz < /abgf’;(x)dx

b oo
/ (f’(w) - Zf,;m)) dr <0,
a k=1

y en vista de (I1.20) la dltima desigualdad s6lo puede ser cierta si

> fila) =

k=1

es decir

para casi todo x, que es lo que queriamos probar. O
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11.7. Diferenciacion de funciones Lipschitz. El teorema de Rademacher

En esta seccion probaremos que las funciones Lipschitz de R™ en R"* son diferenciables en casi todo
punto de R"™.
Recordemos que una funcién f : A C R™ — R™ se dice que es de Lipschitz si existe C' > 0 tal que

[f(@) = f(y)l < Clz -y

para todos x,y € A. También se dice que f es C-Lipschitz. Al infimo de tales C se le 1lama la constante
de Lipschitz, y se denota Lip( f). Visto de otra forma,

syed, aty 1T =Y

Se dice que f es localmente lipschitziana si la anterior condicién se cumple localmente, es decir, para
todo z € Aexistend > 0y C > 0 tales que |f(x) — f(y)| < |z — y| para todos x,y € B(z,d) N A.

La féormula de McShane nos permite suponer cuando resulte oportuno que el dominio de una funcién
Lipschitz f : A C R™ — R es todo R".

Teorema 11.20 (Férmula de McShane). Sean X un espacio métrico, y f : A C X — R una funcion
C-Lipschitz: Entonces la funcion I’ : X — R definida por

F(z)= ggg{f((l) + Cd(z,a)}, x€ X,

es C-Lipschitz y extiende a f, es decir, F'(a) = f(a) para todo a € A.

La prueba de este resultado es facil y se deja como ejercicio. Aplicando el resultado anterior a las
funciones coordenadas de una funcién f : A C X — R se obtiene la siguiente proposicién, cuya
demostracion también se deja como ejercicio para el lector.

Proposicion 11.21. Si X es un espacio métricoy f : A C X — R"™ es C-Lipschitz, entonces existe una
Sfuncion \/mC-Lipschitz F' : X — R" que extiende a f.

El teorema de Kirszbraun (que es mas dificil de demostrar y no necesitaremos aqui) afirma que si A
es un subconjunto cualquiera de un espacio de Hilbert X y f : A — Y es de Lipschitz, donde Y es otro
espacio de Hilbert, entonces existe una funcién de Lipschitz ' : X — Y que extiende a f y satisface

Lip(F) = Lip(f).

Teorema 11.22 (de Rademacher). Si f : R™ — R es localmente Lipschitz, entonces f es diferenciable
para casi todo x € R".

Demostracion. Podemos suponer m = 1. Para cada v € S*!, consideremos la derivada direccional

d
Dy f(z) = d*f(fﬁ + tv)]i=0
t
siempre que exista.
Lema 11.23. Para cada v € S*™ %, la derivada D, f(x) existe para casi todo = € R"™.

Demostracion. Al ser la diferenciabilidad una propiedad local, podemos suponer que f es Lipschitz en
R™. Como f es continua,

D, f(z) := limsup flz+tv) - f(z) lim sup f(@+tv) — f(z)
t—0 t k~>000<|t‘<%7 t€Q t

es medible Borel, y andlogamente

D, f(x) = liminf L&) = f(@)

t—0 t
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es medible Borel. Por tanto
Ay ={x € R": D, f(z) noexiste} = {x € R" : D, f(x) < D, f(x)}

es medible Borel, y la funcién R™ \ A, > z — D, f(z) es medible Borel. La funcién ¢t — f(x + tv)
es absolutamente continua (por ser Lipschitz), y por tanto es diferenciable en casi todo punto. Luego la
interseccién de A, con cada linea paralela a v tiene medida de Lebesgue 1 dimensional igual a cero, y
por el teorema de Fubini (usado en un sistema de coordenadas paralelo a v; recuérdese que la medida de
Lebesgue es invariante por traslaciones y rotaciones, asi que no hay problema en hacer esto) se concluye
que L£,(A,) =0. O

En particular, las derivadas parciales de f existen en casi todo punto de R"”, y por tanto el vector

gradiente V f (z) = (%(x), oy %(m)) existe para casi todo z € R".

La demostracién del siguiente lema se deja como ejercicio.

Lema 11.24. Sig € L;,.(R") y [p. 9(z)¢(x)dz = 0 para toda p € C2°(R™), entonces g = 0 en casi
todo punto.

Lema 11.25. Para todo v € 8"~ ! se tiene D, f(z) = (Vf(x),v) para casi todo x € R™

Demostracion. Por la invariancia de la integral respecto de traslaciones, para todo ~ € R tenemos

flx 4+ hv)p(z)dr = f(x)p(x — hv)dz,
R R

luego también

f@+hwy_ﬂwwwﬂw——/y¢@_hwy_w@fwmx

Rr hy, —hy,

para toda sucesién (h;) C R\ {0} con hy — 0. Aplicando el teorema de la convergencia dominada
obtenemos entonces

/n o(x)Dy f(x)dr = — - f(z)Dyp(z)de.

En particular 5 5
| @zt =— [ @32 @a

paratodo¢ = 1,...,n. Entonces

/n o(z) Dy f(z)dr = — . f(@)Dyp(z)dr = — . F(@2)(Vo(z), v)da
_ ; - f(x) g;i (z)vidx = ;/n @(m)gi (z)vidx

— [ o)V, vis

para toda ¢ € C2°(R™), y por el lema anterior se deduce que D, f(x) = (V f(x),v) para casi todo
x € R™. O

Ya estamos preparados para terminar la demostracién del teorema. Sea {vj}ren un subconjunto
denso numerable de S™ 1, definamos

By :={z e R": Vf(z), kaf(x) existen y kaf(.%') = (Vf(x),v)}

para cada k € N, y pongamos

B:ﬂ&.

keN
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Noétese que B es medible Borel. Como por el primer lema |R™ \ By| para todo & € N, es obvio que
|R™\ B| = 0. Por tanto bastard probar que f es diferenciable en todo x € B. Para ello, dados = € B,
v e S" 1, h >0, definimos

flz + hw) — f(x)
h

Q(a:,v,h) = - <Vf(£6),’l)>,

y tenemos que demostrar que para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que
|Q(x,v,h)| < eparatodo h € (0,8) y todov € S**

Denotemos L = Lip(f). Entonces se tiene |0f/0z;| < L para todo x € B,y por tanto también
|V f(x)| < \/nL para todo z € B. Por tanto para todos z € B, v,v' € 8", h > 0, se tiene

Q(x, v, h) = Q(z,v",h)| < (1+v/n) Llv —'|.

Fijado ¢ > 0, podemos encontrar un N € N suficientemente grande tal que para todo v € S"~! existe

k=k,€{1,2,..,N}tal que

2(14++/n) L’

Por otra parte, como lim;,_,o+ Q(z, v;, h) = 0 paratodo z € By todo i € N, existe > 0 tal que
|Q(z,vi, h)| < % paratodo h € (0,9) y todoi € {1,2,...,N}.
Entonces para todos h € (0,6), v € S"~! se cumple

€
Q(x, v, )] < Q(x, v, h)| + |Q(w, vk, h) = Qv h)| < 5 + (14 V) Llvg —v| <,
lo que completa la demostracion del teorema. O

Observacion 11.6. Se ha probado que f es diferenciable en todo punto de B, que es un boreliano cuyo
complementario tiene medida cero. Por otro lado, si f es diferenciable en x, entonces es claro, por
definicién de B, que x € B. Por tanto, la demostracion también nos dice que el conjunto de puntos de
diferenciabilidad de una funcién Lipschitz f es un boreliano, y que la funcién derivada, definida en este
conjunto por x — D f(x) es medible Borel.

Por dltimo presentamos una consecuencia del teorema de Rademacher que usaremos mds adelante
en la demostracién de la férmula de la coarea.

Teorema 11.26. Sean f, g : R™ — R™ localmente Lipschitz, y definamos

Z={zeR": f(x) =0},

YV ={zeR": g(f(2)) = z}.

Entonces:
(1) Df(x) = 0 para casi todo x € Z;
(2) Dg(f(x)) o Df(x) = I para casitodo x € Y.

Demostracion. Para probar (1) podemos suponer m = 1. Por el teorema de Rademacher f es diferen-
ciable en casi todo punto, y casi todo punto es un punto de densidad de Z. Asi, para casi todo x € Z se
tiene que D f(x) existe y

ZNB
11/m | m (ZL',T)|

=1. 11.21
r—0 | B(z, )] ( )
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Supongamos que a := D f(x) # 0, y sea
n—1 1
S:={ves :<a,v>2§|al.}

Como f es diferenciable en x y f(z) = 0, tomando ¢ = |a|/4 >, existe d > Otal quesi0 <t < Jy
v € 8" ! entonces al
a

|f(x 4+ tv) — t{a,v)| < e = Zt’

y se deduce que para todo v € Sytodot € (0,0) es

1
f(z +tv) > t{a,v) — Tt > E\alt > 0;

luego « + tv ¢ Z paratodo v € Sy todot € (0,9), lo cual contradice (T1.21)). Esto prueba (1).
Para demostrar (2), sea A el conjunto de puntos donde f es diferenciable, y B el conjunto de puntos
donde g es diferenciable. Sean también X :=Y N AN f~1(B). Se tiene que

Y\X C(R"\A)UgR"\ B);

en efecto, si z € Y\ f~1(B) entonces f(z) € R"\ B,y por tanto z = g(f(x)) € g(R™\ B). Por
tanto, como |R™ \ A| = 0y |R™ \ B| = 0 (por el teorema de Rademacher) y g es Lipschitz, también es
|g(R™\ B)| =0,y se deduce que

Y\ X|=0.

Ademis, si z € X entonces Dg(f(x))y Df(x) existen, y por tanto, por la regla de la cadena,

D(go f)(x) = Dg(f(x)) e Df(x)

también existe. Y puesto que (go f)(z)—x = Oen Y, por la propiedad (1) se concluye que D(go f)(x) =
I para casi todo x € Y’; por tanto, como |Y \ X| = 0, también es Dg(f(z)) o D f(z) = I para casi todo
xeY. O

11.8. Problemas

Problema 11.1. Probar que el valor de M(f)(x) es el mismo independientemente de si en la definicion
(TT.3) se consideran bolas abiertas o cerradas.

Problema 11.2. Demostrar que si f,g € L'(RY) entonces M(f + g) < M(f) + M(qg).

Problema 11.3. Usar el Teorema para demostrar que si f € L%OC(RCI) y  es un punto de Lebes-
gue de f, entonces, para toda sucesion (Q;);en de cubos tales que z € @; y diam(Q;) — 0 se tiene

liicroe 1k o £ (0)dy = ().
Problema 11.4. Demostrar que si € > 0, no existen conjuntos £/ C R medibles tales que

BN

<l-—¢
1|

para todo intervalo abierto I.
Problema 11.5. Si < Lgy lim, o+ r~"u(B(z,7)) = 0 para todo = € R?, probar que y = 0.

Problema 11.6. Sea K C RY compacto, y definamos K, := {z € R? : d(x, K) = r}. Probar que
| K| = 0 para cada r > 0. Indicacién: Considerar los puntos de densidad de Lebesgue de K.
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Problema 11.7. Demostrar que si f y M(f) estdn ambas en L' (R?), entonces f = 0 en casi todo punto.
Indicacién: A cualquier otra funcién f le corresponde una constante ¢ = c(f) > 0 tal que M(f)(z) > c|z|~?
cuando |z| es suficientemente grande.

Problema 11.8. Si f(x) = 7! (logxz)~2, para todo x € (0,1/2) y f(x) = 0 en otro caso, demostrar
que f € L'(R) pero M(f)(z) > |2z log(2z)|~! para todo = € (0,1/4). Deducir que M(f) puede no
ser localmente integrable incluso si f es integrable. Sin embargo, ver el problema(l1.10

Problema 11.9. Usar el teorema de Fubini para demostrar que si i es o-finita y p < oo entonces
Sl fPdp = p [§7 = p({z | f(2)] > t})d.

Problema 11.10. Sip > 1y f € LP(R?), probar que M(f) € LP(R™). Indicacién: El caso p = oo es
muy fécil. Para 1 < p < oo, para cada t > 0 considerar f = f1 + fo con fi = fxqfi>t/2} Y f2 = [X{51<t/2}-
Observar que M(f) < M(f1) + t/2, luego {M(f) >t} C {M(f1) > ¢/2}. Aplicar el Teorema 12.3(3) a f1 y
luego estimar [, M(f)? usando el problema

Problema 11.11. Si f, g : [a,b] — R son absolutamente continuas, demostrar que f + g y f¢ también lo
son. Deducir que el teorema de integracién por partes vale para las funciones absolutamente continuas:

/abfg’=fg\2—/abf’g~

Problema 11.12. Demostrar que si f : [a,b] — R es absolutamente continua 'y f’(x) = 0 en casi todo
punto entonces f es constante.

Problema 11.13. Probar que toda funcién de Lipschitz f : [a,b] — R es absolutamente continua, con
f e L([a; b)), y [[f'lloo = Lip(f).

Problema 11.14. Si E' C [a,b], |E| = 0, construir una funcién absolutamente continua f : [a,b] — R
tal que f’(x ) oo para todo z € E. Indicacion: E = (1, V,, donde los V,, son abiertos con |V,| < 27"

Considerar f(z) = [, . xv,, (t)dt.

Problema 11.15. Demostrar que la escalera de Cantor no es absolutamente continua, aunque si de
variacion acotada en [0, 1].

Problema 11.16. Si {Kj;}s-0 es un nicleo de sumabilidad y f € L*(R?), demostrar que limg_,o+ f *
Kjs(x) = f(x) para cada punto de Lebesgue x de f (y en particular para casi todo x).

Problema 11.17. Sea FE un subconjunto cerrado de R. Demostrar que dist(z + y, F') = o(|y|) para casi
todo x € E. Indicacién: suponer que z es un punto de densidad de E.

Problema 11.18. Construir una funcién creciente f : R — R cuyo conjunto de discontinuidades sea
precisamente Q.

Problema 11.19. Construir una funcién estrictamente creciente f : [0, 1] — R tal que f’(xz) = 0 en casi
todo punto. Indicacion: partiendo de la funcién escalera de Cantor g : [0, 1] — [0, 1], extenddmosla a R poniendo
g=1len (—00,0]yg=1en][l,00).Si [an,bs,] es la sucesion de los intervalos diadicos [0,1], [0,1/2], [1/2,1],
[0,1/4],[1/4,1/2], ..., [0,1/8], ..., definir

para todo z € [0, 1].

Problema 11.20. Sea f(z) = z?sen(1/2%) si z # 0, f(0) = 0. Demostrar que f es derivable en todo
punto pero f’ no es integrable en [—1, 1]. En particular f no es absolutamente continua.

Problema 11.21. Demostrar que si F' : [a,b] — R es absolutamente continua entonces lleva conjuntos
de medida cero en conjuntos de medida cero.
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Problema 11.22. Demostrar que si f : [a,b] — R es absolutamente continua entonces lleva conjuntos
medibles Lebesgue en conjuntos medibles Lebesgue.

Problema 11.23. Demostrar que si f : [a, b] — R es absolutamente continua y g : R — R es Lipschitz,
entonces g o f : [a,b] — R es absolutamente continua.

Problema 11.24. Sea K el complementario en [0, 1] de un conjunto de Cantor gordo. Probar que la
funcién f(x) = [ xx (y)dy es estrictamente creciente, absolutamente continua, y cumple que f'(z) =
0 en un conjunto de medida positiva.

Problema 11.25. Demostrar el lema[11.24]

Problema 11.26. Demostrar el teorema de Stepanov: sean {2 C R"™ abierto y f : & — R medible.
Entonces f es diferenciable en casi todo punto si y sélo si

[f(y) = f(=)]

limsup ————F—— < ©
yoe |y —
para casi todo x € ().
Indicacion: encontrar un conjunto A grande en sentido de medida donde f sea Lipschitz, y extender f|4 a R™
aplicando la férmula de McShane; entonces aplicar el teorema de Rademacher a dicha extension Fy, y demostrar
que en todos los puntos de densidad de A donde F4 es diferenciable la funcién original f también lo es.

Problema 11.27. Sean U un abierto de R,y f : U — R una funcién convexa. Demostrar que f es
localmente Lipschitz. Deducir que f es diferenciable en casi todo puntoE]

Problema 11.28. Si £ C R" es cerrado y no vacio, definamos U(E) = {z e R" : ly € E|z —y| =
d(z, E)}, es decir el conjunto de puntos de R™ cuya distacia a E se alcanza en un tnico punto. Para
cada z € U(FE), denotemos 7(x) como el Gnico punto de E donde se alcanza d(z, E). A la aplicacion
7 : U(FE) — E se le llama la proyeccion métrica sobre E. Demostrar que R"” \ U(E)| = 0, esd decir, 7
estd definida en casi todo punto.

Indicacién: como la funcién d(-, E) es 1-Lipschitz, por el Teorema de Rademacher es diferenciable en casi todo
punto. Probar que si d(-, E) es diferenciable en x € R" \ E'y p, € E es tal que d(x,p,) = d(z, E), entonces
p=d(z, E)Vd(-, E)(x).

Hay un resultado mucho mds fuerte, debido a Alexandroff, que dice que f es dos veces diferenciable en casi todo punto
(en el sentido de que tiene desarrollos de Taylor de orden 2 en casi todo punto).
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Capitulo 12

Desigualdades de Brunn-Minkowski e
isodiamétrica. £,, = H"

En este capitulo veremos algunas desigualdades para la medida de Lebesgue que, aparte de ser im-
portantes y ttiles de por si, nos permitirdn demostrar que la medida de Hausdorff n-dimensional en R"
coincide con la de Lebesgue.

12.1. La desigualdad de Brunn-Minkowski

Ya sabemos que la medida de Lebesgue en R"™ (y también la de Hausdorff) es invariante por por
isometrias; en particular lo es por traslaciones. Ahora vamos a estudiar lo que ocurre con la medida de la
suma de dos conjuntos medibles A, B C R", definida por

A+B={zecRl:z=a+bac Abec B}.

Lo primero que debe observarse es que A + B no tiene por qué ser medible aunque A y B lo sean. Por
ejemplo, en R%, si A = {0} x [0,1] y B = E x {0}, donde E C [0,1] no es medible en R, entonces
A+ B ={(x,y) e R?: 2z € E,y € [0,1]} = E x [0, 1] no es medible (porque, como veremos mds
adelante, si lo fuera, por el teorema de Fubini casi todas sus secciones horizontales serfan medibles, y ello
significaria que £ seria medible). Sin embargo, este tipo de situaciones no se dan si A 'y B son cerrados,
o si uno de ellos es abierto. Dicho esto, en las situaciones en que A+ B es medible, es natural preguntarse
si hay alguna estimacion general de la medida de Lebesgue de A + B en terminos de las medidas de
Ay de B. Es imposible dar una cota superior de |A + B| en esos términos, ya que puede suceder que
|A| = 0 = |B| y sin embargo |A + B| > 0 (por ejemplo, en R?, si A = [0,1] x {0} y B = {0} x [0, 1]
entonces A x B = [0, 1] x [0, 1]). Pero si que cabe la posibilidad de tener una desigualdad del tipo

[A+ B|* > ca (|A]* +[B]?),

donde o > 0y ¢,, es una constante independiente de A y B. Obviamente lo mejor que puede esperarse
es ¢, = 1. Ademds, si A es convexo y tomamos B = \A, entonces A + B = (1 + \)A. Puesto que
I(1+X\)A| = (14 X)?A, el tipo de desigualdad que buscamos s6lo puede darse si (1 4+ \)"* > 1+ A"
para todo A > 0. Ademads, sabemos que es

(a+b) >a’ + b (12.1)

para todo v > 1y a,b > 0, mientras que la desigualdad opuesta es verdad cuando 0 < ~ < 1. Por tanto
lo que buscamos sélo puede cumplirse si & > 1/n. Ademds, si se cumple para « = 1/n entonces como
consecuencia de (I2.1)) también se cumple para « > 1/n. Asi que lo mejor que podemos esperar en este

sentido es tener
’A—i—B’l/n > ’A‘l/n + ‘B’l/n

para todos A, B C R™ medibles. Y en efecto, el siguiente teorema nos asegura que esto es verdad.

123
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Teorema 12.1. Sean A, B C R" medibles Lebesgue, y supongamos que A + B también es medible
Lebesgue. Entonces se tiene
|A+ BIY™ > |AM 4 | B (12.2)

Demostracion. Consideremos primero el caso en que A y B son rectdangulos con lados paralelos a los
ejes, de longitudes aj, ..., a,, en el caso de A, y by,...,b,, en el caso de B. Entonces A + B es un
rectdngulo cuyos lados tienen longitudes ay + b1, ..., an, + by, y (12.2) equivale a

1 1 1

[](a; +0)) > [ + (I : (12.3)
j=1 j=1

j=1
Esta desigualdad es una consecuencia facil de la desigualdad aritmética-geométrica

1/n

*Z% ij

para todos z1, ..., £, > 0: tomando primero x; = a;/(a; + b;) y aplicando esta desigualdad, y luego
sumando al resultado la conclusion de aplicarla con x; = b;/(a; + b;) obtenemos

1/n 1/n
n n n

jI;Ilaj-ibj + gaj—ibj 7Za]+b ;ajj_ijI;

1/n
entonces multiplicando ambos miembros por (H?Zl (a; + bj)> obtenemos (12.3).

Ahora consideremos el caso en que A y B son uniones finitas de rectdngulos con interiores disjuntos.
Probaremos (12.2)) en este caso por induccion sobre el nimero total de rectdngulos que componen Ay B.
Denotemos este nimero por /N. Para N = 2, el resultado es verdad porque es justo lo que acabamos de
probar. Supongamos que la desigualdad es verdad para esta clase de conjuntos cuando N > 2, y veamos
que entonces también lo es para N + 1.

Es importante observar que la desigualdad que queremos demostrar no cambia si trasladamos A y
B independientemente (en efecto, si cambiamos A por h + Ay B por i/ + B entonces lo que estamos
haciendo es cambiar A+ B por (h+h')+ (A+ B), y como la medida de Lebesgue es invariante por tras-
laciones, todos estos cambios dejan la desigualdad invariante). Como el niimero total de rectangulos de A
y Bes N +1 > 3, alguno de los conjuntos A o B tiene por lo menos dos rectangulos; podemos suponer
sin pérdida de generalidad que A tiene al menos dos rectdngulos. Elijamos pues R, R rectingulos con
interiores disjuntos en la coleccion de rectangulos que forman A, y observemos que pueden separarse
por un hiperplano z; = a; definido por alguna de las coordenadas. Después de aplicar una traslacion por
un vector adecuado h, esto significa que Ry C A_ := AN{z; <0},y Ry C Ay := An{z; > 0}.
Observemos también que tanto A_ como A, tienen por lo menos un rectingulo menos de los que tiene
Ayque A=A_UA,.

Sea

— |A41/IAl

Como la funcién ¢ — |B N {z) < t} es continua, toma todos los valores entre 0 y |B|, luego podemos
trasladar B de manera que B := B N {z; > 0} satisfaga

|B+|/|B| = A,
y por tanto también, definiendo B_ = B N {x; < 0}, se tiene

1B _ oy A
AT
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Ademas
A+ BD(Ar+By)U(A_+ B_),

y la union de la derecha es esencialmente disjunta, puestoque A_+B_ C {z; <0}y A, +By C {z; >
0}. Como el nimero toral de rectdngulos en A, U B es alo sumo /N (porque al menos un rectangulo de
Aestaen A7),y lo mismo es cierto para A_ U B_, podemos aplicar la hipdtesis de induccién y concluir
que

|A+B|>|A, + By|+|A_ + B_|
> (JA4 1+ 1B 7))+ (JA- [+ B )
=2 (1A 4 B 4 (1= ) (1A 4 )

= (4l + 1B

lo que prueba para uniones finitas de rectdngulos con interiores disjuntos.

Supongamos ahora que A y B son conjuntos abiertos con medida finita; entonces para cada ¢ > 0
existen A, B, uniones finitas de cubos con interiores disjuntos, tales que A. C A, B: C B,y |A] <
|Ac| + ¢, |B| < |B:| +¢.Como A, + B. C A+ B, aplicando lo demostrado en el caso anterior a A, y
Bc y haciendo después ¢ — 0, obtenemos (12.2)) para abiertos de medida finita.

El pentltimo caso es el de dos conjuntos compactos A, B. Obsérvese entonces que A + B también
es compacto, y definiendo A° = {z : d(x, A) < ¢} se tiene que A® es abierto, y A° \, A cuando ¢ \ 0.
Definiendo B¢ y (A + B)¢ de forma andloga, se tiene que A + B C A° 4+ B C (A + B)%*. Entonces,
haciendo ¢ — 0 en (12.2) aplicada a A%, B¢ se obtiene (12.2)) para A, B compactos.

Por ultimo, el caso general de dos conjuntos medibles A, B cualesquiera, se deduce del caso de dos
compactos usando el hecho de que |E| = sup{|K| : K C E, K compacto} paratodo £ C R" medible.
Los detalles de los dos tltimos casos se dejan como ejercicios. O

12.2. La desigualdad isodiamétrica

Observemos que si B es una bola (euclidea) en R™ entonces

“n fiam(E)".

Bl =
B =2

La desigualdad isodiamétrica, que deduciremos del Teorema [I2.1] nos dice que si £ es cualquier com-
pacto de R™ entonces su medida de Lebesgue es menor o igual que la de una bola con el mismo didmetro
que E. Por tanto, las bolas son los conjuntos de R™ que, a igual didmetro, maximizan la medida.

Teorema 12.2. Para todo compacto EE C R" se tiene que
E| < " diam(B)".
2TL

Demostracion. Vamos a ver que existe un conjunto compacto F’, simétrico con respecto a 0 (o sea,
r€F <— —x € F), talque

) |F[=[E

Y
(2) diam(F') < diam(FE).

Una vez hecho esto, el resultado se deduce facilmente: como F' es simétrico, para todo x € F' se tiene

1 1
2] = Sz — (~2)| < Sdiam(F),
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y por tanto
_ iam(F
FcB <07 dlaf;H) 7

con lo que (1) nos da
diam(F")

B < 1P < wn (25

n
w .
> < 2—2 diam(E)",
que es lo que queremos probar.

Definamos 1 1
F = §(E —E):= {5(33’ — a:”) A = E}.

Como E es compacto, es inmediato ver que F' también es compacto. También es obvio por la definicién
que f es simétrico respecto del origen. Al ser F' compacto, podemos encontrar z,y € F' tales que
|z — y| = diam(F"). Por definicién de F, existen ', 2", ¢/, y" € E tales que

1, 1

T = 5(1’ —2"), y= §(y’ —y"),

y por tanto

Lo ron
Sl@=2%) = (y —y')]

< = (Jo' = ¢| + |y — 2"|) < (diam(E) + diam(E))
= diam(F),

diam(F) = |z — y| =

lo que prueba (2). Para demostrar que F' cumple (1) usamos la desigualdad de Brunn-Minkowski:

Y 1 1 1/n 1 1/n 1 1/n
F|''"=|zE+ =(-FE > |ZF ~(—E
prn=|ipeyen)| 2|38 456D
1 1
:7E1/n - _El/n: El/n
y por tanto |F'| > | E|. Esto completa la demostracién del teorema. O

123. L) =H;=H"enR".

En esta seccién probaremos que la medida exterior de Hausdorff de dimensién n coincide con la
de Lebesgue en R™. Para ello, ademds de la desigualdad isodiamétrica, necesitaremos dos resultados
auxiliares.

Lema 12.3. Sea U C R™ un abierto. Entonces, para todo § > 0 existe una familia numerable de bolas
cerradas disjuntas B; C U tales que diam(B;) < § para todo i € N, y

U\ | Bil=o0.
i=1

Demostracion. Supongamos primero que |U| < oo. Sabemos que U es unién numerable de cubos con
interiores disjuntos: U = U;’il, y subdividiendo convenientemente cada uno de esos cubos podemos
suponer sin pérdida de generalidad que diam(Q);) < ¢ para todo j € N. Existe § = 3(n) € (0,1) tal
que para todo () cubo de R existe B bola cerrada tal que B C int(Q) y |B| > |Q|. Por tanto para todo
k € N existe una bola cerrada By, C int(Qy) tal que | Bg| > 5|Qy|. Puesto que

h

h h h h
O\ Bj| =10\ @Q;1+>_(1Q;1 = 1B;]) < [U\ Qil+(1=8) > (1@, — IB;]) = (1-B)|G,
j=1 j=1 j=1

J=1 J=1
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existe hg € N suficientemente grande tal que

|U\©B|<(1)|U|

7j=1

Al conjunto Uy = U \ U j=1> que es abierto con medida finita, se le puede aplicar el mismo hecho que a
G, obteniendo h; > hg tal que

v U Bl<(1-5) il

j=ho+1
y por tanto también
hl /6 2
\Usis(1-5) w
j=1
Reiterando este proceso, se obtiene una sucesion (By) de bolas cerradas disjuntas dos a dos tales que
Usre; Br C U, diam(By,) < 0 para todo k, y
B J
1—=1|U
(1-5) w1

U\UBk

k=1

U\UBk

para todo 5 € N, de donde

U\GBk =0.

k=1

Esto prueba el resultado en el caso |U| < oo.

Supongamos ahora que |U| = co. Nuevamente podemos escribir U = J;2, @Q;, donde los Q; son
cubos con interiores disjuntos y didmetros menores que d. Podemos aplicar el caso anterior al interior de
cada ();, obteniendo una familia de bolas cerradas disjuntas B;; C @); tales que

int(Q;)\ | By| =o.

J=1

Puesto que )U i 8Q]‘ = 0, se obtiene inmediatamente que ’U \ U, =0. O

% ]EN
Lema 12.4. Si Z C R" cumple L,(Z) = 0, entonces también se tiene H} = 0 para todo ¢ € (0, o).

Demostracion. Para cada € € (0, (0/2)"), existe una sucesién de bolas (By) tal que Z C ;o Bk,
By, = B(xk, k), Dpey i < €. Entonces

oo (o0}
2—”2 iam(By,)" —wank < WpE;
k=1 k=1

ademds, para cualquier k es
Wn .
Q—Zdlam(Bk)" < wpe < wp(6/2)",

luego diam(By) < 4, y por definicién de Hj es inmdeiato que H} (Z) < wye, y al ser € arbitrariamente
pequefio, también H} (Z) = 0. O

Teorema 12.5. Si A C R" y 0 < § < o0, entonces

Ln(A) = HF(A) = H"(A).
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Demostracion. Basta probar que L (A) = Hj(A), porque una vez hecho esto, haciendo 6 — 0, se
obtiene también L} (A) = H"(A).
Veamos primero que L7 (A) < Hj(A). Recordemos que

HI(A) = inf % > diam(E;)",
i=1

donde el infimo se toma sobre todos los recubrimientos | J;°, E; D A con diam(E;) < ¢. Puesto que
la adherencia de cualquier conjunto tiene el mismo didmetro que dicho conjunto, podemos suponer que
los conjuntos E; son cerrados y acotados, es decir compactos. Para tales recubrimientos, la desigualdad
isodiamétrica nos da

[e.9] o0
L < Do IE <Y S diam(Ey)"
i=1 i=1

y al tomar el infimo sobre dichos recubrimientos se obtiene L (A) < H5(A).

Veamos ahora que L;,(A) > H}(A). Si L;,(A) = oo no hay nada que probar, asi que podemos su-
poner L} (A) < oo. Dado € > 0, existe un recubrimiento de A por una familia numerable de rectangulos
{R;} tales que

S IR < Li(A) +e,
=1

y para cada ¢ € N, por el Lema m podemos hallar una familia {5;;};en de bolas cerradas disjuntas
contenidas en R; y con didmetros menores que 0 de manera que Z; := R; \ U;’il B;; tiene medida de
Lebesgue 0. Entonces R; = Z; U U;’il Bij,y
o o) w (e}
M3 (Ri) S HP(Z:i) + Y M3 (Bij) <> srdiam(By)" =Y |By| = |Ril,
j=1

J=1 J=1

donde en la segunda desigualdad hemos usado el Lema[I2.4] Por tanto
HiA) < S MER) < SR < £3(A) +e.
i=1 i=1

y como € > 0 es arbitrario se concluye que H5(A) < Ly (A). O

12.4. Problemas

Problema 12.1. Si A, B C R" y uno de ellos es abierto, o los dos son cerrados, probar que A + B es
medible.

Problema 12.2. Probar la desigualdad aritmétrica-geométrica:

1/n
n n
PIEEANI
- T e
n<=" = | L
J=1 J=1
para todos x1, ...,z > 0. Indicacion: demostrarla primero en el caso en que n es potencia de dos. Luego

demostrar que si la desigualdad es verdad para n entonces también lo es paran — 1.

Problema 12.3. Escribir los detalles de los dos dltimos casos de la demostracién del Teorema[12.11
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Problema 12.4. Para cada compacto A C R” se define el contenido de Minkowski de A por

.. ARl — 1A
A) =1 f——
p+(4) = limin PR
donde Ay, := {x € R" : d(z, A) < h}. Este niimero nos da una medida de 9 A[[| Demostrar esta versién

de la desigualdad isoperimétrica:
1

A <
nwy,

pi4-(A).

Indicacion: usar la desigualdad de Brunn-Minkowski con Ay, = A + B(0, h).

'Es cierto, aunque muy dificil de demostrar, que p4 (A) < H™(A).
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Capitulo 13

Las formulas del area y la coarea

En este capitulo estudiaremos las férmulas del 4rea y de la co-area, que ademdas de darnos herramien-
tas de célculo para las medidas de Hausdorff de conjuntos de nivel o de subvariedades lipschitzianas, son
potentes generalizaciones de los teoremas del cambio de variable y de Fubini en R".

13.1. Repaso de algebra lineal. Jacobiano generalizado

Recordemos que una aplicacién lineal O : R™ — R"™ se dice que es ortogonal si
(Oz,0y) = (x,y)
para todos x,y € R™. Una aplicacion lineal S : R™ — R" es simétrica si

{x, Sy) = (Sz,y)

para todos x,y € R™, lo que equivale a decir que tiene una matriz simétrica respecto de la base canénica
de R™. Diremos que D : R™ — R" es diagonal si su matriz respecto de la base candénica de R" es
diagonal. Para cualquier aplicacion lineal A : R™” — R™ se define la adjunta de A como la aplicacién
lineal A* : R™ — R definida por
(z, A%) = (Az,y)

para todos x € R", y € R™. Si usamos las bases candnicas nuevamente, esto es lo mismo que decir que
la matriz de A* es la que se obtiene de A al cambiar filas por columnas.

A continuacién consignamos un par de resultados basicos de dlgebra lineal que emplearemos para
definir y utilizar el jacobiano generalizado.

Teorema 13.1. En lo que sigue A, B, O, S, D denotan aplicaciones lineales. Se tiene:
1. A*™ = A.
2. (AB)* = B*A*.
3. SiO:R"™ — R"™ es ortogonal, O* = o1

4. Si S : R® — R” es simétrica, existen una aplicacion ortogonal O : R™ — R™ y una aplicacion
diagonal D : R™ — R" tales que
S =0DO™ .

5. 8i 0 :R" — R™ es ortogonal entonces n < m, y
O*0=1 en R", y OO =1 en OR").

Ademds: O es una isometria sobre su imagen, Q) := O*|pgny : O(R") — R" también es una
isometria, y O* = QP, donde P : R™ — O(R"™) es la proyeccion ortogonal de R™ sobre su
subespacio O(R™).

131
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Teorema 13.2 (de descomposicion polar). Sea L : R™ — R™ una aplicacion lineal. Se tiene:

(a) Sin < m, existen una aplicacion lineal simétrica S : R — R" y una aplicacion ortogonal
O : R™ — R™ tales que
L =068.

(b) Sin > m, existen S : R™ — R™ simétricay O : R™ — R" ortogonal tales que
L=S0".
Demostracion. La prueba de (a) consiste en: 1) definir C = L*L : R™ — R™, comprobar que es
simétrica y definida no negativa, y diagonalizarla para encontrar una base ortonormal {x } de R" tal que
Czp = pgxy, donde py son los autovalores de C'; 2) definir A\ como la raiz cuadrada positiva de py,
y si A # 0 poner z, = ika; se ve facilmente que si \;, A; # 0 entonces (zj, 2j) = %6@-, luego
J
podemos completar el sistema ortonormal {z; : A\;, # 0} con vectores ortonormales hasta encontrar un
sistema ortonormal total {zx}"'_; en R™; 3) definir S : R™ — R" por Sz, = A\gzg, y =: R” — R por

Oxy, = zp. Los detalles quedan a cargo del lector, o pueden consultarse en cualquier texto estandar de
algebra lineal. La prueba de (b) se deduce aplicando (a) a L* : R™ — R™. O

Este teorema nos permite hacer la siguiente definicion.
Definicion 13.1. Sea L : R — R lineal.

1. Sin < m, escribimos L = O.S como en el teorema anterior y definimos el jacobiano de L como

[[L] = |detS].

2. Sin > m, escribimos L = SO* como en el teorema anterior y definimos el jacobiano de L como

[[L]] = [detS].

La siguiente proposicién nos da una forma practica de calcular [[L]] y ademds nos asegura que la
definicion de [[L]] no depende de las elecciones de O y S en las anteriores descomposiciones.

Proposicion 13.3. Sea L : R™" — R™ lineal.

1. Sin < m entonces
[[L])? = det(L*L).

2. Sin > m entonces

[[L])? = det(LL*).
Demostracion. Probaremos (1) (la prueba de (2) es similar). Si n < m tenemos
L=0S8, L*=50",

luego
L*L = SO*0S = §?

ya que O es ortogonal y por tanto O*O = I. Asi,

det(L*L) = (detS)* = [[L]]°.

Observacion 13.2. Nétese que [[L]] = [[L*]].
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Otro método dtil para calcular [[L]] nos lo proporciona la férmula de Cauchy-Binet, para cuyo enun-
ciado usaremos las siguientes definiciones y notaciones: si n < m definimos

Alm,n) ={X:{1,...,n} — {1,...,m} | X es creciente.}
Para cada A € A(m,n) definimos la proyeccion

Py(71, 0y 2m) = (Ta(1)s s Ta(n) )
y también

Sy 1= span{ex(); -, ex(n) } C R™.
Identificando R™ con S, Py es la proyeccion ortogonal de R” en Sy C R™.

Teorema 13.4 (Férmula de Cauchy-Binet). Supongamos quen < my L : R" — R™ es lineal. Entonces

[LIP= ) (der(PrL))*

AeA(m,n)

Es decir, para calcular [[L]]? basta sumar los cuadrados de los determinantes de cada submatriz
(n x n) de la matriz (m X n) que representa a L respecto de las bases candnicas de R™ y R™.

Demostracion. Sea A := L*L : R" — R". Identificando las aplicaciones lineales con sus matrices
respecto de las bases candnicas, escribamos

L= (i), A= (ay),
de forma que
m
aij = Zlkilkj; i,j=1,..,n
k=1

Entonces
n

[L]]? = detA = > signo(o) [ [ as,00i)»

oceX i=1
donde X denota el conjunto de permutaciones de {1, ...,n}. Asi,

n m

Z signo(o H leilkosy = Z signo(o Z qub(i)ilqb(i)a(i)a

oeEX i=1k=1 oEY »ed i=1

donde ® denota el conjunto de aplicaciones inyectivas de {1,...,n} en {1,...,m}. Para cada ¢ € P,
podemos esribir de forma tinica ¢ = A 0 6, donde § € X y A\ € A(m,n). Por tanto

Z Slgl’lO Z Z H l)\oe 7),i ZAOO 0 (%)

oeY AEA(m, n) fex i=1
B SN SlD ) | (T TA,
oeX AEA(m n) 0eX i=1

= Z ZZSlgno Hl,\ 0(1)IN(i),000(4)

AeA(m,n) 0€X c€EX

Y. D) signo(o)signo(p) H In@).06) NG (i) =
=1

AeA(m,n) pEX 0ES

n 2
= 2 (Zsigm(@)l_[h(i),e(i)) = Y (de(PL)’,
AEA(m,n) \IEX =1 AEA(m,n)

donde en la cuarta igualdad pusimos p = o o 6. Esto concluye la prueba. O
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Ya estamos preparados para definir el jacobiano (generalizado) de una aplicacién Lipschitz de R™ en
R™.

Definicion 13.3. Sea f : R” — R™ de Lipschitz. Por el teorema de Rademacher sabemos que f es
diferenciable en L,,-casi todo punto. Para cada punto = donde D f(x) existe, definimos

Jf(@) = [[Df(@)]];

al que llamaremos jacobiano de f.

13.2. La formula del area

Recordemos que el teorema del cambio de variables que se estudia en segundo dice que si f : U —
f(U) es un difeomorfismo de clase C! entre dos abiertos de R" y g : f(U) — [0, 0] es medible
entonces g o f es medible y

/ o(y)dy = / o(f ()] f(x)dz. (13.1)
f(U) U

Como consecuencia (que en realidad es una versién equivalente del enunciado, porque este se deduce
rapidamente de ella, pasando de conjuntos a funciones simples, y de estas, gracias al teorema de la
convergencia monétona, a funciones positivas), se tiene que, paratodo A C U medible, f(A) es medible,

y
\f(A)]:/AJf(J:)dx. (13.2)

La version mds sencilla de la férmula del drea nos dice que si A es medibley f: A C R” — R™ es de
Lipschitz e inyectiva y n < m entonces

HO(F(A)) = /AJf(x)da:. (13.3)

Es claro que esta férmula generaliza en varios sentidos a (incluso si n = m, lo Unico que pedimos
es que f sea de Lipschitz e inyectiva, no hace falta que sea un difeomorfismo); ademads, cuando n < m,
nos permite calcular la medida de Hausdorff n-dimensional de conjuntos parametrizados por funciones
Lipschitz (por ejemplo, subvariedades diferenciables de dimensién n en R™. Como en el caso del teo-
rema del cambio de variable, este tipo de férmula nos permite obtener facilmente otra mas general para
funciones medibles Borel g : f(A) — [0, 0o]: se cumple que g o f : A — [0, oo es medible Borel y

/ o(y)dH" (y) = / o(f ()7 (x)d. (13.4)
f(A) A

La version mas general de la férmula del drea nos permite incluso prescindir de la hipétesis de que f sea
inyectiva.

Teorema 13.5 (Formula del drea). Sin < m, f : U C R" — R"™ es localmente Lipschitz (donde U es
un abierto de R"), y A C U es medible Lebesgue, entonces

AN FH ({DaH ) = [ I7(@)da.
R™ A

En particular, si £,(A) < ooy f es de Lipschitz entonces [, Jf(x)dx es finita y se ve que
f~Y({y}) N A es finito para H"-casi todo y € R™. Obsérvese también que si f es inyectiva enton-
ces H'(AN f~1({y}) = 1siy € f(A), y 0 en otro caso, con lo que se recupera (13.3). En el caso
general, la férmula nos dice que la medida H" de la imagen de f, contando multiplicidades, se calcula
integrando el jacobiano de f sobre A.

Como antes, pasando de funciones caracteristicas, de estas a funciones simples, y usando el teorema
de la convergencia monétonca para llegar al caso de funciones positivas medibles, se puede deducir lo
siguiente.
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Corolario 13.6 (Cambio de variables generalizado). Sin < my f : R® — R™ es Lipschitz, para
cualquier funcion L,-medible g : R™ — [0, 00| (0 bien g € L*(R™)) se tiene

Y ()| dH () = | g(2)Tf(@)de.
/R’” vef~1({y}) /U

Antes de demostrar la férmula del drea veamos algunas aplicaciones importantes: todos los resultados
ya conocidos vistos en otras asignaturas para medidas de curvas, superficies y en general subvariedades
diferenciables de clase C'! se recuperan, y se extienden al caso de parametrizaciones localmente lips-
chitzianas.

13.2.1. Longitud de una curva lipschitziana

Sea f : [a,b] C R — R™ una funcién Lipschitz e inyectiva. Entonces se tiene que, para casi todo

t € la,b], N ,
1P =P => (55) -

j=1
luego J f(t) = |f'(t)| y por tanto, por la férmula del drea obtenemos

b
HY (f(a,b])) = / (),

y ambos nimeros son finitos. Andlogamente, si f : (a,b) — oo es localmente Lipschitz, es facil deducir
de lo anterior que

b
H(f((a,1))) = / F(0)dt,

aunque en este caso ambos nimeros pueden ser infinitos.

13.2.2. Medida de una grafica de una funcion Lipschitz

Supongamos que f : U C R™ — R es localmente Lipschitz, y consideremos su grafica Gy :=
x,y) € xR :y = f(x),xr € U}. Vamos a calcular . Definamos g : — or
{(e,y) € R xR :y = f(x),x € U} Vi leular H" (Gy). Definamos g : R" — R™1 p
g(z) = (z, f(x)), y observemos que Gy = g(U). Entonces, en L,,-casi todo punto de U se tiene

1 ... 0
o ... 1
of of
dry ' Oz
matriz de tamafio (n + 1) x n. Usando la férmula de Cauchy-Binet, vemos que (Jg)?> = [[Dg]]? es

la suma de los cuadrados de los subdeterminantes de tamafio n X n de la anterior matriz, lo que da
exactamente 1 + |V f|2. Aplicando la férmula del drea obtenemos entonces

HY(Gy) = H (g(U)) = /U 15 [V f(2)Pd.

13.2.3. Medida de una hipersuperficie parametrizada

Seann > 1, m = n+ 1. Supongamos que f : U C R™ — R™*! es localmente Lipschitz e inyectiva.
Entonces

9 oft
0x1 T Ozn
8f'n.Jrl 8fn+1

ox1 e Oxn
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matriz de tamafio (n + 1) x n. Usando la férmula de Cauchy-Binet, en £,,-casi todo punto de U es

(Jf)2 _ ?il |:8(f17"'7fk—lafk+la "'afn+1):|2’

1 8(1‘1, ,xn)

y aplicando la férmula del drea concluimos que

n+1

v\ i O(x1, .oy )

13.2.4. Medida de una subvariedad diferenciable de R™

Sea (M, g) una variedad riemanniana de dimensién n. Por el teorema de Nash de incrustacién isomé-
trica (isometric embedding), podemos suponer que M es una subvariedad diferenciable de R™, para al-
giin m > n. Paratoda carta f : U C R® — M de M,y todo A C f(U) boreliano en R™, B := f~1(A)
es boreliano en R”, y se tiene

i = (fais fa;)-
Luego
(D) (Df) = (gi);
y por tanto
= |det(gq;)|"/?,
con lo cual

/ |det(gi;)|*/?

Pero obsérvese que este calculo sigue siendo valido si s6lo se supone f localmente Lipschitz e inyectiva,
con lo que se obtiene una generalizacién importante de lo ya conocido: pueden definirse subvariedades
localmente Lipschitz de R", y calcular su medida de Hausdorff H™ de acuerdo con la anterior férmula.

13.3. Demostracion de la formula del area

Dividiremos la prueba en varios lemas. Comenzamos estudiando el caso de una aplicacién lineal. En
toda esta seccién n, m seran nimeros naturales con n < m.

Lema 13.7. Si T : R" — R" es un isomorfismo lineal y A C R" es abierto entonces
Ln(T(A)) = |det(T)|Lp(A).

Demostracion. Caso 1. Supongamos primero que 7' es ortogonal; entonces 7' es una isometria, es decir,
T y T7! son 1-Lipschitz. Por tanto H"(A) = H"(TYT(A))) < HY(T(A)) < H"(A), y como
L, =H"y |det(T)| = 1 se deduce el resultado.

Caso 2. Supongamos que 1" es simétrica. Entonces 1" es diagonalizable, y podemos escribir 7' =
PDP~!, donde P tiene matriz formada por una coleccién de autovectores de T que forman una base
ortonormal de R"; en particular P y P son ortogonales (teorema espectral real). Como A es abierto,
podemos escribir también A = | J, @, donde los Q; = [al, ] x % X [ad, b,] son cubos didicos y la
unidn es disjunta (los cubos tienen interiores disjuntos dos a dos). Sl los autovalores de 7', y por tanto la
diagonal de D, son Ay, ..., A, entonces para cada j € N se tiene que D(Q;) = [c],d}] X ... X [en, ],
donde [¢], d?] = [Nial, b si A; > 0,y [¢], d!] = [\ib!, Mia?] si A; < 0; por tanto

177 1771

~TTe o = (T ) (110t - ) sz

=1



13.3. DEMOSTRACION DE LA FORMULA DEL AREA 137

Luego
Lo(D(A)) =) La(Q)) =Y det(T)Ln(Q;) = det(T) Ly (A).

jeN jeN
Entonces, como Py P~! son ortogonales, usando el caso anterior obtenemos

L,(T(A)) = L,(PDP~'(A)) = L,(DP™'(A)) = det(T) L, (P~ (A)) = det(T) L, (A).

Caso 3. En el caso general, por el teorema de descomposicion polar, se tiene 7' = O.5, donde O es
ortogonal y .S es simétrica. Combinando los dos casos anteriores obtenemos

Ln(T(A)) = Ln(O(S(A4))) = Ln(5(A)) = [det(S)|L(A) = |det(T)|Ln(A),
lo que completa la demostracién. O
Lema 13.8. Si L : R™ — R™ es lineal entonces

H™(L(A)) = [[L]]£,

n(4)
para todo A C R"™.

Demostracién. Supongamos primero que A es abierto. Escribamos . = OS con S : R® — R" simétrica
y O : R" — R™ ortogonal, como en el teorema[I3.2] Usando la notacién del Teorema [I3.1(5), tenemos
O* = QP, donde P : R™ — O(R™) es la proyeccion ortogonal y ) es una isometria; por tanto O*
es 1-Lipschitz, como también lo es O (por ser isometria sobre su imagen). Entonces (usando también el
lema anterior) se tiene

H"(L(A)) = H"(O(S(A))) < H"(S(A)) = La(S(A)) = [det(S)[Ln(A),
y por otro lado, puesto que O*O = I en R", también
Ln(S(A)) = H"(0"0S(A)) < H"(0S(4)) = H"(L(A)).
Combinando estas desigualdades se obtiene que
H"(L(A)) = |det(S)|Ln(A) = [[L]]Ln(A)

para cualquier abierto A C R”. Como las medidas exteriores £ y H" son exteriormente regulares, se
deduce facilmente que el resultado es cierto para todo A C R™. O

El siguiente lema nos asegura que la funcién que aparece en el integrando de la izquierda de la
formula del drea es medible.

Lema 13.9. Seann < m, f : R"™ — R™ Lipschitz, A C R™ medible Lebesgue. Entonces:
1. f(A) es H"-medible;
2. la aplicacion y — HO (AN f~1({y})) es H"-medible en R™, y

3.
L AN )i ) < L) £alA).

(en este contexto, a la funcion y — HO(AN f=1({y})) se le llama funcion de multiplicidad).
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Demostracién. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que A es acotado. Para cada i € N existe

K; C A compacto tal que

£a(K) < La(4) — .

luego £,(A\ K;) < 1/i. Como f es continua, f(K;) es compacto, y en particular H"-medible. Por
tanto

F(U &) = rK)
i=1 i=1

también es medible, y como

i (f(A)\f <U K)) <H" (f (A\ UK>> < (Lip(f))" Ln (A\ U Ki> — 0,
=1 i=1 i=1

se deduce que f(A) es H™-medible. Esto prueba (1).
Para probar (2), definamos By, como la familia de todos los cubos @ del tipo

Q = (al,bl] X ... X (an,bn],

con a; = ¢; /2%, b; = (¢c; +1)/2F, ¢; € Z, y observemos que R” = Ugep, @- unién disjunta. Entonces
la funcién

gk =Y Xf(AnQ)
QEDBy,

es H™-medible por (1), y

gk(y) =t{Q € Bi: f ' ({yH) N ANQ # 0}.

Por tanto,

HUANF ({y}h) = lim_ gi(y)

es H"-medible, al ser limite de una sucesion de funciones H"-medibles. Esto demuestra (2). Ademas,
la sucesion gy, es creciente, luego por el Teorema de la Convergencia Mondtona tenemos

HANFH({yh)dH (y) = lim [ gpdW" = lim Y H(f(ANQ))
Rm —0 JR™M —)oerBk
<limsup Y (Lip(f))" La(ANQ) = (Lip(/))" La(A).

k—o00 QEBy,

O]

El siguiente lema es el meollo técnico de todo el asunto: nos permite descomponer el conjunto donde
J f(x) es no nulo en una familia numerable de borelianos tal que la restriccién de f a cada uno de ellos
se comporta de manera aproximadamente lineal.

Lema 13.10. Seann < m, F : R" — R™ Lipschitz, t > 1, y
B:={z e R": Df(x) existe, Jf(x) > 0}.
Entonces existe una familia { Ey } ,en de borelianos de R tales que:
1. B=U;2, Ex;

2. fl|g, esinyectiva para cada k € N, y
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3. Para cada k € N existe un isomorfismo lineal simétrico Ty, : R™ — R" tal que
Lip ((flg,) o T;7') <t, Lip(Tro (fle,)™") <t, y
t"|det(Ty)| < J f|g, < t"|det(T})|.
Demostracion. Elijamos € > 0 tal que
tlte<l<t—e

Sean C un subconjunto denso numerable de B, y S un subconjunto denso numerable del conjunto de los
isomorfismos lineales simétricos de R". Paracadac € C, T € S, i € N, definamos E(c, T, i) como el
conjunto de todos los puntos b € B N B(c, 1/c) que cumplen

(' +¢) |Tv| < |Df(b)v] < (t —¢)|Tv| (13.5)
para todo v € R"”, y que también cumplen
[f(a) = f(b) = Df(b)(a — b)| < e[T(a - b)| (13.6)
para todo a € B(b,2/i). De estas dos condiciones se sigue la desigualdad
T (a—0)| < |f(a) = f(b)| < t|T(a - D) (13.7)

para todos los b € E(c,T,i),a € B(b,2/7).

Notese que los conjuntos E(c, T, i) son borelianos ya que D f es medible Borel; véase la Observacion
[11.6]

Como el conjunto C' x & x N es numerable, podemos escribir la familia {E(c, T, ) }cec Tes,ieN
en forma de una sucesion de conjuntos { Ey } xcn: estos son los conjuntos del enunciado, y puesto que
E(e,T,i) C B(c,1/i) C B(b,2/i) y T es isomorfismo, la desigualdad nos da directamente la
propiedad (2) del enunciado, es decir que la restriccién de f a cada conjunto E(c, T, ) es inyectiva. Y
no sélo eso, sino que también se obtiene

Lip (flperyoT™ ') <t, y Lip(To(flpery) ") <t

lo que prueba la primera mitad de la condicién (3) del enunciado.
Veamos ahora que se cumple la propiedad (1) del enunciado. Dado cualquier b € B, escribamos
Df(b) = OS, con O ortogonal y S simétrica, y elijamos 1" € S tal que

Lip(ToS ™) <(t7'+e)7!, y Lip(SoT ) <t—e.

Escojamos ahorai € N, c € C'talesque |b—c| < 1/i y

[f(a) = f(b) = Df(b)(a = b)| < =

9
——|a—b| <e[T(a—0
Doy~ ¥ < elT(a =)

para todo a € B(a,2/1); esto dltimo puede hacerse gracias a la diferenciabilidad de f en b. Entonces se
cumple (13.6), y ademas
[Df(b)v| = [0S(v)| = |S(v)| = [STT(v)| < (t )T,

(" 4+ )To] = (¢ + )T So| < (¢ +2)(t " +2)1|Su| = [DF (B,

luego también se cumple (13.3). Es decir, se tiene b € E(c, T, 4). Esto prueba (1).
Finalmente, veamos que también se cumple la segunda mitad de la condicién (3) del enunciado. Si
b e E(c,T,i), escribiendo D f(b) = L = OS como antes, se tiene

Jf(b) = [[L] = [det(S)].
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Por (13.5) sabemos que
(t71 4 &)|Tw| < |0Sv| = |Sv| < (t — €)|Tv|

para todo v € R", y por tanto
(! +e)ful < |ST Ml < (t =€)yl
para todo v € R". Esto implica que
(ST~1(B(0,1)) € B(0,t —¢),

y por consiguiente
|det(STY)|au(n) < L, (B(0,t —€)) = a(n)(t — )",

de donde
Jf(b) = |det(S)| < (¢t —&)"[det(T)].

La otra desigualdad se prueba andlogamente. O

Ya estamos preparados técnicamente para terminar la demostracion de la férmula del 4rea.

Demostracion del teorema Consideremos primero el caso en que f : R™ — R™ es Lipschitz. Gra-
cias al teorema de Rademachelﬂ y al Lema 3), salvo descontar un boreliano de medida 0, podemos
suponer que f es diferenciable en todo punto de A. También podemos suponer sin pérdida de gererali-
dad que £,,(A) < oo (una vez probado para este tipo de conjuntos, se deduce sin dificultad para los de
medida infinita usando el teorema de la convergencia monétona). Consideraremos dos casos.

Caso 1. Supongamos que A C {z : Jf(x) > 0}. Fijemos ¢ > 1y elijamos una familia { F }ren
de borelianos como en el Lema Por el procedimiento habitual (es decir, definir El = FEy
E, = Ej, \ Uf;% Ej para k > 2, y reemplazar una familia por otra), podemos suponer sin pérdida de
generalidad que los Ej, son disjuntos dos a dos. Definamos también By, como en la prueba del lema|[13.9]
y pongamos

Fijr:=FE;N Qj NA,

donde {Q;} jen es una enumeracion de By,. Paracada k € Nes F; j, N Fy jy , = 0si (i, 5) # (¢, 5'), y
se tiene que A = J; ;e F,5,% para cada k. Definiendo

=) Xf(F))
1,JEN

observamos que g (y) es el nimero de conjuntos Fj ; ;, para los cuales F; ; ;N F1({y}) # 0, y por tanto
se tiene que

lim gi(y) = HOAN £ ({y}).

Aplicando el Teorema de la Convergencia Mondétona a la sucesién de funciones gy, obtenemos que

Jin 37 H (R = [ WA () o). (13.8)
T jeN R

Ahora, por el Lema[I3.10} tenemos que

H" (f(Fijr) =H" <f|Ej oTj o Tj(Fz‘,j,k)) < "L (T(Fijik))

H* (Ti(Fijn) = H" (T 0 (flg,) " o f(Fijk)) <t"Lo (f(Fijg))-

'Recordemos otra vez que en la demostracién del teorema de Rademacher se ve que el conjunto de puntos donde f es
diferenciable es de Borel
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Luego, volviendo a usar el Lema[I3.10]y también el Lema|I3.8] obtenemos
t2HY (f(Fijn) < t"T5(Fig) = ¢ det(Ty)| L (F )
< [ TH@)de < DL Fr ) = L (T(Figa)) < EH (F (i),
Fijk
Sumando en %, 7 € N, deducimos que
O W F) < [ If@de <30 W (F(Fig).
i,jEN i,jEN

y haciendo ahora k — oo y recordando (13.8), concluimos que

t2 | HOAN T {yhdH (y) < /A Jf(@)de <" | HO(AN ' ({yhdH (y).

Rm™ Rm™

Finalmente, como ¢ > 1 es arbitrario, haciendo t — 11 se obtiene

HOAN 1L ({y))dH" (y) = /A T (x)dz

Rm
Caso 2. Supongamos que A C {x : Jf(z) = 0}. Fijemos ¢ € (0, 1], y escribamos
f="Pog,

donde g : R™ — R™ x R™ esta definida por

y P:R™ x R®™ — R™ es la proyeccién
P(z,y) :==y.

Veamos que existe una constante C' > 0 tal que
0< Jg(z) < Ce
para todo = € A, donde C sélo depende de n, m, y Lip(f). En efecto,

g(z) = (fi(z),..., fm(x),e21, ..., e2,) ,

Dy = (P17).

matriz de tamafio (n + m) x n. Por la férmula de Cauchy-Binet, Jg(z)? es la suma de los cuadrados de
los subdeterminantes de tamafio n x n de Dg(z), es obvio que Jg(x)? > & > 0. Por otra parte, como
|Df| <Lip(f) < oo, también tenemos

luego

Jg(@)® = Tf(2) + {

suma de cuadrados de ¢(n, m) términos, <02
cada uno de los cuales tiene al menosune | — ’

para todo = € A, donde ¢(n, m) € N s6lo depende de n, m, y C s6lo depende de n, m y Lip(f).
Ahora, como P es 1-Lipschitz, tenemos, usando el Caso 1,

HO(F(A)) = H(P(g(A))) < H" (g(A))
< / HOAN g ({(y, 2)})dH (3, =) = / Jg(@)dz < cCL(A).
Rn+m A
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Entonces, haciendo € — 0 deducimos que

y por tanto también

- HO(AN f ({yh)dH  (y) = 0,

ya que la funcién y — H°(A N f~1({y}) es cero fuera de f(A). Luego se tiene

HO(AN F({y))dH () = 0 = / I (2)dz
A

RTYL

también en este caso.
Caso 3. En el caso general, podemos escribir A = A; U Ay, donde 41 = {z : Jf(x) > 0},
Ag ={x: Jf(x) =0}, y aplicar el Caso 1 a Ay y el caso 2 a A9, concluyendo que

- HO(AN fF {yh)dH" (y)

=/, HO(AL N f {yHdH (y) + - HO(A2 N fH ({yh)dH" (y)

:/Al Jf(m)dx+[42 Jf(:c)d:vz/AJf(w)dw

Esto concluye la prueba en el caso en que f : R® — R™ es Lipschitz.

Caso 4. Como toda funcién Lipschitz f : V' C R™ — R™ admite una extension Lipschitz a todo
R™, también se tiene el resultado para funciones Lipschitz definidas en subconjuntos medibles propios V'
de R™. Veamos como esto también implica el resultado para funciones f : U C R™ — R localmente
Lipschitz, donde U es un abierto cualquiera.

Como f es localmente Lipschitz, para todo = € R", existe B (z,7,) C U tal que f es Lipschitz en
esta bola; y poniendo U = |J,cgn B (z,72), como U es separable existe una sucesion {z},~,; C U

de manera que U = |J;~; B (2, 7s,) . Mds atn, poniendo B, = Ule B (x,74,) obtenemos una
sucesion de abiertos {Bk }k creciente a U y de manera que f es Lipschitz en cada By (porque es una
>1

unién finita de abiertos en los que f es Lipschitz). Ademds, para cada k existe una extensién Lipschitz
fi de f | 5, atodo R™. Para todo conjunto £"-medible A se tiene que AN Bj, * A. Como J (f)>0y
J(f) Xan 5, €S una sucesion creciente a J (f) x 4 de funciones positivas, el Teorema de la Convergencia
Monétona nos dice que

/AJ(f) (x)dr = lim J(f) (z)dxr = lim J(fr) () dz.

Aplicando el Caso 3 a la funcién globalmente Lipschitz f;, sobre el £"-medible A N Bj, obtenemos que

lim [ J(f) (@) de=1lim [ H° (Amékmfk_l (y)) dH" (y)
k JAnB, ko Jrm

—tiw [ W (AnBn @) aHt ) = [ HO(AnST W) aH ),

k RmM m

donde la pentiltima igualdad se debe a que f| B, = fk] By Y la dltima al Teorema de la Convergencia

Monétona aplicado con las funciones (A NBpNf! (y)) S HO (A nft (y)) Juntando las dos
dltimas cadenas de igualdades tenemos lo que queremos:

[ f@s = [ 1 (Ans W) ant ).
A m

Esto concluye la demostracién de la férmula del area. O
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Demostracién del Corolario[I3.61 Haremos sélo el caso g > 0 (el caso g € L'(R") se deduce ficil-
mente de este poniendo g = g™ — ¢g~). Sabemos que toda funcién medible positiva se puede escribir
como combinacién lineal infinita, con coeficientes positivos, de funciones caracteristicas de conjuntos
medibles (no necesariamente disjuntos), digamos

[e.e]

g = Z CiXA;s

i=1
donde ¢; € [0,00) y A4, es L,,-medible para cada i € N. Entonces, usando el Teorema de la Convergencia
Monétona y la férmula del 4rea se tiene

/n g(x)J f(z)dx = ;ci /Rn XA, ()] f(z)dr = Zci /n XA, (x)J f(x)dz

—Z [ wan s arw = [ ZcﬂioAﬂf ({yh)dH" ()

z)dH" (y / Z ZCZXA )dH" (y)
zef~t({y}) i

/ZZ

zef~'({y})

( g(x) | dH"(y).
zef~1({y})

Il
\

13.4. La formula de la coarea

En esta seccién comenzaremos a estudiar la férmula de la codrea, un resultado debido a H. Federer
que generaliza a la vez el teorema de Fubini y el del cambio de variables.
Empecemos con una version algo simplificada de la férmula.

Teorema 13.11 (Férmula de la coarea, version 1.0). Sim < n, f : U C R" — R™ es localmente
Lipschitzy g : f(U) — [0, 00| es medible, entonces

/ Gy (£ () dH™ (y) = / (g0 )T f(x)dz
f(U) U

Nétese que cuando n = m y f es un difeomorfismo C' se obtiene como corolario el teorema del
cambio de variables (sin embargo, incluso en este caso n = m el teorema anterior sélo pide que f sea
localmente Lipschitz, con lo que es mds general).

Por otra parte, cuando g = 1, se obtiene:

Corolario 13.12. Sim <ny f: U C R" — R"™ es localmente Lipschitz entonces
[ at@iz= [ i ann ) = [ w0 ),
U f(U) R™

entendiendo que f~({y}) =0siy ¢ f(U).

La versién mds general de la férmula del drea es la siguiente.

Teorema 13.13 (Férmula de la codrea, version 2.0). Sim < n, f : U C R™ — R™ es localmente
Lipschitzy g : U — [0, 0] es medible (o bien g € L*(U)), entonces

/ ( / g(w)d%"%)) aH™ (y) = / 9(2) f (z)da
m F~'{wh U
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La diferencia entre la segunda version y la primera es que en esta g estd definida en f(U) y en la
segunda estd definida en U. La primera version de la férmula se sigue de la segunda cuando la aplicamos
con g o f en lugar de g.

Obsérvese que cuando f : R™ — R™ es una proyeccion lineal se tiene

(DD =1,

con lo cual Jf(x) = 1; ademds, denotando R = R"™™ x R™ = {(z,y) : x € R,y € R™}, se
tiene

FHyh) =R x {y}.

Entonces para cualquier funcién integrable g : R™ — R se tiene

/ gdH ™ = / g, y)dH" (2),
1y} n-m

y por tanto la segunda versién de la férmula del drea nos da

/ gan" / g fan = / ) ( /f o gden—m> oy
= [ ([ st ) ),

lo que, puesto que H? = £, en R?, es el enunciado del teorema de Fubini en R = R"™™ x R™,
Es por esto que, en el caso en que f : R™ — R™ es Lipschitz y n > m, la férmula de la codrea puede
considerarse una potente generalizacion curvilinea del teorema de FubiniE]

13.4.1. Conjuntos de nivel
En el caso m = 1 se obtiene una férmula con un bonito sentido geométrico:

Corolario 13.14 (Férmula de la codrea para conjuntos de nivel). Si f : U C R"™ — R es Lipschitz,
entonces

[ vs@lde = [~ (5 ey e
U —00

Demostracion. En efecto, en este caso (D f)(Df)* = |V f|?, luego Jf = |V f| y aplicando el Corolario
[[3.12]se obtiene la formula del enunciado. O

13.4.2. Coordenadas esféricas

Por otra parte, en el caso de la funcién f : R™ — R definida por f(z) = |z| (la norma euclidea de
x), denotando
S"10,t) = {x € R™ : |z| = t},

obtenemos lo siguiente.

Corolario 13.15 (Coordenadas esféricas). Para toda g € L*(R™), se tiene

/ng(x)dm = /Ooo (/snl(oyt)g(v)d?{nl(vv gt

Demostracion. En efecto, si f(z) = |z|, se tiene f~1({t}) = S"1(0,t) paratodo t > 0,y f~1({t}) =
(sit < 0;ademds Jf(z) = |Vf(z)| =1 paratodo x € R™\ {0}. Luego aplicando el teorema (13.13)
se obtiene la férmula del enunciado. O

2Curvilinea en el sentido de que los conjuntos £ ~*({y}) ya no necesariamente son subespacios afines de dimensién n — m,
sino (para casi todo valor de y) subconjuntos de R" con dimensién de Hausdorff a lo sumo n — m.
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13.5. Demostracion de la formula de la coarea

En toda esta seccion suponemos n > m. Usaremos tres lemas auxiliares. El primero de ellos de-
muestra el resultado en el caso mds simple: cuando f es una aplicacion lineal.

Lema 13.16. Si L : R™ — R"™ es lineal y A C R™ es L,,-medible, entonces:
1. Lafuncion R™ >y H"™(AN L~ ({y})) es L,,-medible;

2.
(/m7flm@4ﬂL%Mﬁ»dy:[wnﬁﬁAy

Demostracion. Caso 1. Supongamos que dimL(R™) < m. Entonces, para L,,-casi todo y € R™ se
tiene AN L~1({y}) = 0, y en particular H* "™ (A N L~1({y})) = 0, con lo cual resulta que la funcién
y = H"™(AN L™ ({y})) es L,,-medible. Ademds, si escribimos L = SO* como en el Teorema[13.2}
tenemos L(R™) = S(R™), luego dimS(R™) < m y por tanto [[L]] = |detS| = 0, con lo que la férmula
del apartado (2) se cumple.

Caso 2. Supongamos ahora que L = P : R™ — R™ es la proyeccion ortogonal

P(z1,...,xn) = (T1, ..., Tm)-

Entonces para cada y € R™, P~1({y}) es un subespacio afin de dimensién n — m de R", una traslacién
de P~1({0}). Puesto que H* = £}, en R para todo k (y ambas medidas son invariantes por isometrias),
por el Teorema de Fubini deducimos que para casi todo y € R™ la seccion AN P~ ({y}) =y + Ay es
L —m-medible, y la aplicacion

Y= Loom(Ay) =H"(Ay) = H(AN P ({y}))

(definida en casi todo punto) es L,,-medible, con
Lu(d)= | HT(AN P~ ({y}))dy. (13.9)

Caso 3. Supongamos que L : R™ — R™ tiene rango m, es decir, dimL(R"™) = m. Por el Teorema

(3.2
L = SO,

donde S : R™ — R es simétricay O : R™ — R" es ortogonal, y [[L]] = |detS|. Sea @ : R — R"
una aplicacién ortogonal tal que

Q* (21, .oy Tm, 0,...,0) = O(x1, ..., Tpy)

para todo © € R™, y observemos que, si P : R"™ — R"™ es la proyeccion ortogonal P(x1, ..., z,) =
(x1, ..., zm) entonces
P*(x1, .., m) = (1, .., T, 0, ...,0) € R"

para todo x € R™. Luego O = Q*P*, y por tanto
O* = PQ.

Ahora observemos que L~1({0}) es un subespacio de dimensién n — m de R", y L=*({y}) es una
traslacion paralela de L~ ({0}) para cada y € R™. Por tanto, por el teorema de Fubin la aplicacién
y+— H" (AN L7 ({y})) es medible, y se tiene

£a(4) = £(QUA) = [ H QAN P (dy = [ HTTAN QP (),

m

3El teorema de Fubini aplicado en un sistema de coordenadas paralelo a L.~ ({0}); recuérdese que la medida de Lebesgue
es invariante por isometrias.
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donde en la primera y la tercera igualdad hemos usado que () es una isometria, y en la segunda (13.9).
Haciendo el cambio de variable z = Sy, z € R™, y aplicando la férmula del area deducimos que

H™ANQIPISTH({2))dz = | H"™(ANQ P ({y}))|detS|dy = |detS| L, (A).
R™ R™

Como L = SO* = SPQ), esto significa que

(Lea(a) = [ W mAn L (),
O

Ahora veamos que la aplicacion que interviene en la fomula de la codrea (ademds del jacobiano) es
medible. Recordemos que wy, denota L (B(0,1)).

Lema 13.17. Sea A C R™ medible Lebesgue, y f : R™ — R™ Lipschitz. Entonces:
1. AN f7Y({y}) es H" ™-medible para L,,-casi todo y € R™;
2. la funcion R™ > y — H""™(AN f~1({y})) es L,-medible, y

3.

n

LA )y < S Lip(1)" (),

Demostracién. Caso 1. Supongamos A compacto. Entonces (1) se cumple porque A N f~1({y}) es
cerrado para todo y € R™. Fijemos ¢ > 0, y para cada ¢ € N sea U, el conjunto de los puntos y € R™
para los que existen cantidades finitas de conjuntos abiertos S1, ..., Sy tales que

A
AN < U Sy
j=1

1
diam(S;) < —~paracadaj =1,...,.0,y
i

14

- (B 1
, 2 1
7j=1

Veamos que dicho conjunto U; es abierto para cada ¢ € N. En efecto, si y cumple las propiedades
anteriores, entonces A N f~1({z}) C ngl S, para todo z que esté suficientemente cerca de y, porque
de lo contrario existirfan una sucesién z;, — y y puntos zx € AN f~1({2z}) tales que (zx)ren C
R™\ U§:1 S;; al ser A compacto podemos suponer, salvo tomar una subsucesion, que limj_,, 1 = xo
para algin xyp € A, y como f es continua se tiene z = f(xx) — f(x0), luego, por la unicidad
del limite y = f(x0); pero z9 € R™ \ U§:1 S; por ser este conjunto cerrado, y esto contradice que
_ ‘
AN {yh) CcUj S5

Veamos ahora que el conjunto
o
{y eR™ :H"™(AN T ({w}) <t} = U,
i=1

y por tanto la funcién y — H"™(A N f~1({y})) es medible Borel. Si H* ™(A N f~1({y})) < ¢
entonces, para cada § > 0 es Hy ™ (AN f~1({y})) < t. Dado i € N, elijamos § € (0,1/4). Existen
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conjuntos S, que podemos suponer abiertos, tales que

Anf T ({y}) U

1
diam(S;) <0 < - para cadaj=1,..,4,y
¢ . n—m
diam(S; 1
S wnm (wrn(ﬂ) it l
, 2 i
J=1

Como AN f~1({y}) es compacto, existe ¢ € N tal que AN f~1({y}) C U?:l S;, y por tanto y € Uj.
Asi pues

{y:H"™AN T {yh) <t} C ﬂUz

Por otra parte, si y € ();=; U; entonces para todo i es

MM AN S () < 4,

de donde se deduce que H" ™ (AN f~1({y}) < t. Por tanto

{y:H"™ANf({y}) <t} = ﬂ U;

es un conjunto G, y en particular boreliano.
Caso 2. Supongamos que A es abierto; entonces AN f~!({y}) es también medible para cada y € R™
(por ser interseccion de un abierto con un cerrado, ambos conjuntos medibles), y podemos escribir

o0
- U K
j=1
donde K; C K41 son compactos para todo j € N. Por tanto
g HTAN ST () = B TG 057 ()
es medible Borel por ser limite de funciones medibles Borel.
Caso 3. En todos los casos que ya sepamos que i — H" ™ (AN f~1({y})) es una funcién medible,
veamos que se cumple la propiedad (3) del enunciado. Para cada j € N, existe una sucesion de bolas

cerradas {Bf }ien tales que

1 > , 1
ACUBw ,diam(BY) < ;Y Zﬁn(Bg)§£n<A)+3-
=1

Definamos

que obviamente es una funcién medible para cada i, j, y observemos que

1/J (Aﬁf ({y})) Z
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para todo y € R™. Entonces, usando el Lema de Fatou y la desigualdad isodiamétrica, tenemos

AN S D)y = [ Jim W AN £ ()

Rm

< lim inf < liminf I (4)d
- /]‘Qm j—o0 Zgz j—o0 Z/]Rm Ji (y) y

B diam(BY) - ;
h}iffsfzw" m (2) Lo ($08))

=1

<hm1nfzwn . ((Tlarr;(BZﬁj)>n_m o (W)m

J—00

o (Lip(f))™ minf Y £, (BI)

Wn, Jj—o0

< Hm B (Lip(f))™ La(A).

Wn

Caso 4. Supongamos que L, (A) < co. Sean {V}}en una sucesion decreciente de abiertos de me-
didas finitas, y { K} jen una sucesion creciente de compactos tales que

K;CACV; y Lu(V;\K)) <1/j
para todo 7 € N. Entonces

H KGO T ) S HPTAN T {yh) S HVV 0 f T ), (13.10)

y ademds la sucesién H"~™(V; N f~1({y})) — H*"™(K; N f~1({y})) es monédtona decreciente y por
tanto tiene limite, para cada y € R"*; limite que es mayor o igual que cero. Luego, usando el Lema de
Fatou y la propiedad (3) del enunciado con V; \ K en lugar de A, tenemos

[ Jim (e 0 () = 0 £ () d

m Jj—00

<timint [ (00 ) - W 0 () d

J—00

< lim sup / ATV KG) O () dy

Jj—o0
< Ifmsup =M (Lip( )™ L, (V) \ K;) = 0,
j—oo Wn

Por tanto se tiene que

lim (H""(V; 0 FH ({yh) = 1M N f T ({n)) =

]—)OO

para casi todo y € R™; esto en particular implica que A N f~1({y}) es H" ™-medible para L,,-casi
todo y, y ademds, combinando con (I3.10) y usando el Caso 2 obtenemos que

y= AN ({yh) = Jim HE(V; O F{yh)

es L,,-medible por ser limite en casi todo punto de una sucesion de funciones medibles. Por supuesto,
una vez que sabemos que esta funcién es medible, también se cumple la desigualdad (3) del enunciado
por lo visto en el Caso anterior.

Caso 5. Supongamos que £, (A) = oco. Entonces

AN {y)) = UAmf {y}),
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donde Ay, = AN B(0,k), Ax C Axy1y Ln(Ax) < oo para todo k. Por el Caso 4 todos los Ay son
H"~™-medibles, luego también lo es su unién. Ademds, {y — H" " (Ar N fF~1({y}))}ren es una
sucesion de funciones £,,,-medibles que converge monétonamente a y — H" ™ (AN f~1({y})), luego
esta funcion también es medible. Asi pues se cumplen (1) y (2), y por tanto también (3). ]

Observacion 13.4. Cilculos andlogos a los de la demostracion de la propiedad (3) del lema anterior
muestran que

HE AN {yh)dH (y) < 22 Lip(f))f HET(A)
R™ Wi+

para todo boreliano A C R, o mds en general para todo conjunto A tal que y — H*(A N f~1({y}))
sea H’-medible.

Lema 13.18. Seant > 1, h : R®™ — R" Lipschitz, y consideremos
B :={x € R" : Dh(x) existe y Jh(zx) > 0}.
Entonces existe una sucesion de conjuntos borelianos { Dy, } ,en C R”™ tales que:
1 L, (B\UR, Dy) = 0:
2. h|p, esinyectiva para todo k € N, y

3. Para cada k € N existe un automorfismo lineal simétrico Sy, : R™ — R" tal que
Lip (S;' o (hlp,)) <t, Lip ((hlp,) "' o Sk) <+,

7| det(Si,)| < Jhlp, < t"|det(Sy)|.

Demostracion. Por el Lema [13.10] existe una sucesién {E} }ren de borelianos de R™ y una sucesion
{T}} ken de automorfismos lineales simétricos de R™ tales que

(@ B=UpZ Ex
(b) h|g, es inyectiva para todo k, y
(c) paratodo k,
Lip ((hlg,) o Ty ') < t, Lip (Tho(hlg,) ") <t,
t7"|det(Tx)| < Jh|g, < t"|det(Ty)|.
Se sigue de (c) que (h| Ek)il es Lipschitz, y por tanto, usando la férmula de McShane (o el teorema de
Kirszbraun) existe hy : R" — R™ Lipschitz y tal que hy, = (h|g,) "' en h(Ey).

Veamos que Jhi(z) > 0 en L,-casi todo punto =z € h(E}). En efecto, como hy, o h(z) = x para
todo z € Ej, por el Teorema[I1.26]se tiene

Dhy(h(z)) o Dh(x) =1 para L,-casitodo x € E},

y por tanto
Jhi(h(z)) Jh(x) =1 para L,-casi todo x € E.

En vista de (c), esto implica que Jhg(h(z)) > 0 para casi todo z € Ej, y como h es Lipschitz (y por
ello lleva conjuntos de medida cero en conjuntos de medida cero) también resulta que Jh(y) > 0 para
casi todoy € h(Ey).

Entonces podemos aplicar el Lema a la funcién hy en E}, para obtener una sucesién {ij }ien
de borelianos de R™ y una sucesién {R;c }jen de automorfismos simétricos tales que
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@ Lo (h(B)\UZ, FF) = 0;
(e) hi|pr esinyectiva, y

(f) Paratodos k,j € N,
Lip (buley) o (R)) <. Lip (7)o (helry) ™) <.
7" det(RY)| < Jhy| pr < £"[det(RY)).
J

Definamos
D} :=Eynh H(Ff), S} :=(RrR})™

para cada k, j € N, y veamos que

oo
L, (B\ | Dj| =0
kj=1

En efecto,

o0 [ee] o0
hi | B\ Ff | =" [ B\ JF} | = B\ | D},
j=1 j=1 Jj=1

luego, usando la propiedad (d) y la lipschitzianidad de hj, deducimos que

o0
Lo [EB\|JDJ| =0
j=1

para todo k, lo que combinado con (a) nos da que £, (B \ Uz?jzl Df) = 0. Si renombramos la familia

numerable conjuntos {Df }j.ken en forma de una sucesién {D; };cn, esto prueba (1)
Es obvio que (b) implica que h| . es inyectiva para todo j,k € N, y por tanto se cumple también
J

(2), salvo renombracién de los conjuntos Df .
Sélo falta probar (3); hagdmoslo. Tenemos que

Lip ((S5)™" o (hlps)) = Lip (R¥ o (hlps) ) < Lip (R} o (el ) ™) <t

por la propiedad (f). Andlogamente,

Lip ((hl )™ o S5) = Lip ((hlps) ™ o (R)™) < Lip ((hel pr) o (B ™) <1,

y asi tenemos las dos primeras desigualdades de (3). Finalmente, usando (f) y el hecho de que, como
hemos observado antes,

Jhi(h(z))Jh(x) =1 para casitodo z € Df,
obtenemos que
-n kNl _ 1—n kyi—1 n kNi—1 _ 4n k
t7"|det(S5)] = t7"|det(R;)| 7" < Jh|pe < t"[det(R;)[TT = t"[det(S} )],
J
y esto completa la demostracién del lema. O

Ahora ya estamos preparados para probar la férmula de la codrea. Empezaremos demostrando el
caso relativamente simple, pero esencialmente equivalente, en el que g es la funcién caracteristica de un
conjunto Ay f: R™ — R™ es (globalmente) Lipschitz, es decir, el siguiente resultado.
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Teorema 13.19 (Férmula de la coarea). Sin > my f : R® — R™ es Lipschitz entonces, para todo
A C R" medible Lebesgue se tiene que

/Jf(w)difi:/ HT (AN () dy. (13.11)
A R™

Demostracion. Gracias al Teorema de Rademacher y al Lema y salvo quitar un conjunto de
medida cero (lo que, por la propiedad (3) de este lema, no va a afectar a la igualdad que queremos
probar), podemos suponer que f es diferenciable en todos los puntos de A, y en particular que D f(z) y
J(z) existen en cada punto de A. También podemos suponer que L, (A) < oo, porque una vez probado
el teorema para este tipo de conjuntos escribiendo A como unién de una sucesion creciente de conjuntos
A}, de medida finita y usando el Teorema de la Convergencia Monétona, de la igualdad

Jf(@)de = | H""™( A0 f ({y)))dy
Ap R™

para todo & se obtiene en el limite la validez de (I3.11) incluso si £,,(A) = oc.
Caso 1. Supongamos que A C {z : Jf(x) > 0}. Paracada A € A(n,n — m), escribamos

f=qohy,

donde h)y : R®" — R™ x R"™yq:R™ x R*™™ — R™ estan definidas por
ha(@) := (f(z), Px(z)),

q(y,2) ==y,

y Py : R® — R"™™ es la proyeccién ortogonal definida por Py(z1,...,Zn) = (Zx(1)s -+ TA(n—m))-
Definamos también
Ay :={x € A:det(Dhy) # 0}.

Por la féormula de Cauchy-Binet,

0 < |7f12 = [(DF)]P = { ThaP2

suma de los cuadrados de los subdeterminantes | Z
m x m de la matriz de (D f)*
AeA(n,n—m)

y por tanto

N
A= | A=U4,

AeA(n,n—m) j=1

donde N = () y {A1,..., An} es una ordenacion de A(n,n — m). Luego, escribiendo By = Ay, y
B, = Ay, \Uf;ll Ay, sik > 2, se tiene
N
A= U B; uni6n disjunta, con B; C A,
j=1

y por tanto basta probar el resultado para cada B;. En consecuencia podemos suponer sin pérdida de
generalidad que A = A, para algin A € A(n,n —m).

Fijemos ¢ > 1y apliquemos el Lemaa la funcién h = h) para obtener una coleccion { Dy } ken
de borelianos disjuntos y una sucesion {Sk}ren de automorfismos lineales simétricos que tienen las
propiedades (1)-(3) de dicho lema. Definamos

G =ANDy

para cada k € N.
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Aserto 13.20. Se tiene t~"[[q¢Sk]] < J flc, < t"[[¢Sk]] para todo k.
Demostracion. Como f = g o h, se tiene, en L,,-casi todo punto
Df =qoDh=qS;S; " o Dh
= ¢Sk o D(S, ' oh) = ¢Sk oC,
donde C' := D(Sk_1 o h). Porel Lema
t~1 <Lip(S, ' oh) =Lip(C) <t enGj. (13.12)

Ahora escribamos
Df(z) =S(x)oO(x)*, qo Sy =TP",

donde S(z),T : R™ — R™ son simétricas y O(x), P : R™ — R" son ortogonales para todo =z € Gy.
Tenemos entonces
SoO*=ToP*o(, (13.13)

y en consecuencia
S=ToP*oCoO.

Como Gy, C A C {x : Jf(x) > 0} N {x : Jh(xz) # 0}, se tiene det(S) # 0, y por tanto también
det(7") # 0. Luego, para todo v € R™,

IT71S(w)| = |P* o CoO(v)| < |CoO®W)| <tOW)| =t
donde en la segunda desigualdad hemos usado (13.12). Asf pues
(I~'08)(B(0,1)) € B(0,1),

y en consecuencia
Jf = |det(S)| < #"|det(T)| = t"[[gSk]]-
Andlogamente, para todo v € R", de (13.12) y (13.13)) deducimos que
STt o T(v)| = |0* o C7L o P(v)| < |C7Y o P(w)| < t|P(v)| = t[v],

y por tanto
[[gSk]] = |det(T)| < t"|det(S)| = t"J f.

Ahora podemos estimar, usando las desigualdades anteriores y el Lema[[3.16]
o L TGN T {yh))dy = 7o . H (R (W(GR) N ({y ) dy

< - H (S (WGR) Na T ({y)))dy

= t~2n . H (S o h(Gr) N (g0 Sk) ™ ({y}))dy
=t [[gSK]|Ln (S 0 h(Gr)) <t "[[gSk]] L0 (Gi)

< /G Tf(@)de < "[[gSK)Ln(Gr) < 2" La(S1 0 h(GL))

_ g2 / (S o h(GR) N (g0 507 () dy

<o [ G na ()dy = £ [ WG £ ()

m
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Es decir,

g / CHTCEN S ({y)dy < /G Jf(@)dz < £ / H (GO () dy.

m

Puesto que £,,(A \ Up—; Gx) = 0, podemos sumar en k& € N las desigualdades anteriores, usar la
desigualdad (3) del Lema 13.17[, y tomar limites cuando t — 17 para concluir que

HmAN f ({y)))dy = /A Jf(z)dz.

Rm
Caso 2. Supongamos ahora que A C {z : J f(x) = 0}. Fijemos 0 < £ < 1, y definamos
9(z,y) == f(z) +ey, p(z,y) =y paraz € R",y € R™.

Entonces
Dg = (Df,el),

matriz de tamafio m X (n 4+ m),y

e™ < Jg = [[Dgl] = [[(Dg)*]] < Ce,
donde C' > 0 es una constante que s6lo depende de n, m y Lip(f).
Aserto 13.21. Siy,u € R™y B := A x B(0,1) C R"™"™, entonces

1 -1 u _ @ SlU¢B(0, 1),
Bng=(whne({u) {(Aﬂ F iy —eud)) x {u}  siwe BO,1).
Demostracion. Se tiene (z,2) € BN g~ *({y}) Np~t({u}) siy sélo si

x €A ze€B(0,1), f(x) +ez=y,z=u

siy solo si
reA z=uecB(0,1)f(z)=y—eu
si y sélo si
u € B(0,1), (z,2) € (AN f1({y — eu})) x {u}.
O

Usando el aserto, la Observacion (con p en lugar de f), y lo probado en el Caso 1 (con g en
lugar de f), tenemos que

LAmman iy = [ an ;7 Gy — ey paratodo w < R

m

= L n—m -1 .
- wm /B(o,l) /m HTHAN T ({y — eul))dydu

= [ @ ) e (u)dudy < 5 [ w097 ()
m m JR™M " R

= “nom / Jg(x, z)dxdz < Msnp JgL,(A) < CeL,(A).
B B

Wn Wn

Haciendo € — 0 en la desigualdad anterior, deducimos que

|owmmang iy =o= [ Jrads,

lo que concluye la prueba en el Caso 2.

Caso 3. En el caso general tenemos A = A; U Ay, donde Ay := {z € A : Jf(x) > 0}y
Ag :={x € A: Jf(x) = 0} son disjuntos. Aplicando los Casos 1 y 2 a A; y A respectivamente, y
sumando las igualdades resultantes, se obtiene la férmula (I3.1T]). O
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Demostremos ahora la siguiente version mds general de la férmula de la codrea.

Teorema 13.22. Sim < n, f : R" — R™ es Lipschitzy g : R™ — [0, 00] es medible (o bien g €
LY (R™)), entonces glg—1(gyy) es H""™-medible para Ly-casi todo y € R™, y

/ (/ g(x)d?'—[”m(:z:)> dy = / g(x)J f(z)dz. (13.14)
™A\ U

Demostracion. Nétese que el teorema anterior (junto con el Lema[I3.17]que nos asegura la medibilidad
de los conjuntos y funciones involucrados en la férmula de su enunciado) equivale a este cuando g es la
funcidn caracteristica de un conjunto medible Lebesgue A C R"™. En particular, en este caso la seccién
g|f_1({y}) es H"~™-medible para £,-casi todo y € R™.

Caso 1. Supongamos g > 0 medible. Entonces ¢ es limite puntual de una sucesion de funciones
simples medibles positivas (s;);cn. Para cada s; podemos usar la linealidad de la integral y el hecho de
que el teorema es verdad para las funciones caracteristicas de los conjuntos £,, medibles para concluir

que
/ " </f—1({y}> K (x)dw_m(””)> dy = /U sj(x)J f(x)dz.

Entonces, tomando limite cuando 7 — oo y usando el Teorema de la Convergencia Monétona se deduce
la formula (13.14) (la H"~"-medibilidad de la secci6n g1} para L,-casi todo y € R™ se deduce
del hecho de que es limite puntual de una de sucesién formada por combinaciones lineales finitas de
funciones con esta propiedad).

Caso 2. Si f € L'(R"), puede escribirse g = gt — g, aplicar el Caso 1 a g* y g~ y sumar las
igualdades resultantes para obtener (13.14) en este caso. O

Finalmente, la version para f localmente Lipschitz de la férmula de la codrea dada en el Teorema
13.13| se deduce del Teorema [13.22| mediante un argumento anédlogo al de la demostracién de la férmula
del area para f localmente Lipschitz. Los detalles se dejan como ejercicio para el lector. O

13.6. Problemas

Problema 13.1. Para cadan € N sea F, el conjunto {k/2" : k =0,1,...,2"} U(R\ [0, 1]). Definamos
fo(z) = d(z,E,),y f : [0,1] — [0,1] por f = > °2 ;27" f,. Demostrar que f es de Lipschitz, y

n=1
usando la férmula del drea calcular H! (G ), donde G denota la grifica de f en R?.

Problema 13.2. Si f : [0,00) — R es Lipschitz, calcular
H? ({(2,y,2) €R® 1 2 = f(a? +4%), a® +y? < a?}).

Problema 13.3. Sea B,,(0, ) la bola euclidea de centro 0 y radio ~ en R™. Sin calcularla explicitamente,
demostrar que la funcién [0, 00) 3 r — H""1(9B,,(0,7)) es continua.

Problema 13.4. Sea F(r) = |B(0,7)| = w,r™, donde B(0,r) es la bola euclidea de centro 0 y radio
r en R™, Usando la férmula de la codrea con la funcién f(z) = |z| en el conjunto f~1((r,r + t)),
demostrar que "1 (0B(0,7)) = F'(r) = nw,r" L.

Problema 13.5. Dada cualquier funcién Lipschitz f : R” — R, generalizar la estrategia del ejercicio
anterior para hallar una férmula para H"~1(f~1({r})) en casi todo r € R.

Problema 13.6. Dar un ejemplo que pruebe que, incluso suponiendo f € C°°(R",R™) la funcién
R™ 3 y — H*™(f~1({y})) no tiene por qué ser continua (aunque por supuesto es medible gracias al

Lemal[13.17).
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Problema 13.7. Sig € L'(R"), f : R® — R es Lipschitz, y existe a > 0 tal que |V f(z)| > a para casi
todo x € R™, probar que

/{f>t}g(x)dx - /t i (/{ =s) |V!]}I(L3L)|d7"nl(u)> ds,

d / / g n—1
el g =- 7 _dH
dt ( (1>} ) 7=t IV.fl

para casitodot € R.

Indicacion: usar la formula de la codrea (por ejemplo en su versién del Teorema[T3.27).

y deducir que
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