PROBLEMAS DE ANALISIS DE VARIABLE REAL, GRUPO D
SEGUNDO CUATRIMESTRE, HOJA 7

1

212 < cosx para todo x € R.

1. Usando el teorema de Taylor, demostrar que 1 —

2. Para f(z) = senz, demostrar que el resto de Taylor R,(x) = f(z) — Pfn.(x) tiende a 0

cuando n — oo, para todos xg, x fijos.

3. Sea f: R — R la funciéon definida por

e Ve sz #£0,
0 siz=0.

fz) =

Probar que f™(0) = 0 para todo n € N. Concluir que el resto de Taylor R, para xog = 0 no

converge a 0 cuando n — +00.
4. Calcular e = exp(1) con una exactitud de 7 cifras decimales.

5. Sea f : I — R una funcién n veces derivable con derivadas continuas hasta el orden n, con
n > 2. Supongamos que f'(zg) = ... = f"1(zy) = 0, y que () # 0. Utilizar el teorema

de Taylor para demostrar que:

1. Sinespary f™(x9) > 0 entonces f tiene un mimimo local en z.
2. Sinespary f™(zy) < 0 entonces f tiene un méximo local en .

3. Si n es impar entonces f no tiene ni un mimimo ni un maximo local en xg.

6. Usar el problema anterior para determinar si el punto x = 0 es un maximo o minimo local

de cada una de las funciones siguientes:

2,2, —nc

7. Probar que la sucesion de funciones f,(x) = n*z?e~" converge uniformemente en el intervalo

[a, +00), para cualquier a > 0, pero que no converge uniformemente en [0, +00).

8. Sea f,(r) = cos®*(nx). Estudiar la convergencia puntual y la convergencia uniforme de la

sucesion de funciones (f,).

n . . . . ..
9. Sea f,(z) = 1w Dstudiar la convergencia puntual y la convergencia uniforme de la sucesion

de funciones (f,) en el intervalo [0, 2].

10. Supongamos que f, — f uniformemente en I, y que x,, — Xy € I. Probar que entonces



11. Sea f,(z) = % para x € [0,1], n € N. Probar que f,, converge uniformemente en [0, 1] a

una funcion f que es derivable en [0, 1], que f/ (z) converge puntualmente a una funciéon g(x),
pero que f'(1) # g(1).

12. Si a > 0, probar que
T sen nx

dr = 0.

lim
n—oo nx

., Qué sucede cuando a = 07

13. Sea (f,) la sucesion de funciones f,, : R — R definidas por

na3

folr) = ———.

n

(@) 1+ n8ax*

Demostrar la serie de funciones Y~ f, converge uniformemente en R a una cierta funcion
. ) 1 . . .

continua f. Después calcular f_l f (obtener una expresion de esta integral como una serie de

nimeros reales).

14. Calcular los siguientes limites:
1. lim, foﬂ/4 2" sin % dz
2. lim,, fol x2e"%? dy

3. lim,, fll/'n, 22e % g,

15. Determinar el radio de convergencia de las siguientes series de potencias:
© 1.m
1' Zn:l ’nnx
© n% .n
X n n
SHD DM

00 1 n
4. Zn:Q logn'r
16. Definamos a,, = 1 si n es el cuadrado de algiin nimero entero, y a,, = 0 en caso contrario.

Hallar el radio de convergencia de la serie de potencias » - | a,z".

17. Sea f : (—7,7) — R infinitamente derivable y tal que existe B > 0 de modo que | f™(z)| <
B para todo = € (—r,r) y para todo n € N. Demostrar que la expansion de Taylor de f en 0,

= £(n)((
Zf ©0) »

n!

n=0

converge a f(z) para |z| < r.

18. Escribir la integral

/ et dt
0

como una serie de potencias



