CALCULO DIFERENCIAL. HOJA DE PROBLEMAS 11.

VARIEDADES DIFERENCIABLES EN RY. EXTREMOS CONDICIONADOS.

1. Demuéstrese que las ecuaciones
22—y +ayz2 —11=0
P4y 23 —ayz—30=0

definen una variedad de clase C* y dimensiéon 1 en R3, en un entorno del punto (3,2,1). Hallense las

ecuaciones de la tangente y del plano normal a la variedad en dicho punto.

2. Demuéstrese que las ecuaciones
20 +y+2z2+u—v—-—1=0
ry+z—u+2v—-1=0
yz+xz+u?+v=0
definen una variedad en un entorno de (1,1,1,1,-1). Determinese su dimension y calcilese el espacio

tangente en (1,1,1,1,-1).

3. Calculense las tangentes a las curvas siguientes en los puntos indicados:
ety =1+t 1+2t), ot)=0+t31+2t3), ent=0,t=1

zyz =1 oy + 22 =1
Y en (1,1,1) {7 en (0,0,1)

4. Sea M = {(z,y,2) € R3 : 22 + ¢y% — 22 + 22y — 16 = 0}.

1. Demuéstrese que M es una variedad.

2. Sea f(z,y,z) = ? + y? 4+ 22. Calciilense los posibles extremos de f en M.
3. ;Es (-2,-2,0) un punto extremo de f sobre M?

4. ;Tiene f extremos absolutos sobre M?

5. Indiquese en qué puntos las ecuaciones dadas definen variedades diferenciables de dimensién 2 en

R3 y calciilense el plano tangente y la normal en los puntos que se indican:

(1) 22 = 2?2 + y? en (1,0,1) (2) 22 =22+ 4% en (0,—1,1)
2 2 2
(3)z =22 +y2 en (1,-2,5) (4)%+%—%:Oen(4,3,4)

6. Hallense en la superficie 22 + 3% — 22 — 2z = 0 los puntos en que los planos tangentes a ella sean

paralelos a los planos coordenados.
7. Encontrar la distancia del punto (—1,1) a la curva zy = 1, > 0.

8. Sea b € R”, sea M una variedad de R"™, y sea a un punto de M de distancia minima a b. Probar

que b — a es normal a M en a. jExiste siempre tal punto a € M?



9. Probar que el toro obtenido al rotar la circunferencia z2 + (y — 2)? = 1 alrededor del eje 2 cumple
la ecuacion
F(x,y,2) = (2* +9y* + 22+ 3)* = 16(y* + 2%) = 0.

Probar que 0 es un valor regular de F, y por tanto el toro es una variedad bidimensional de R3.
10. Hallar el méaximo y el minimo de la funcion f(z,y, z) = z sobre el toro del problema anterior.
11. Hallense los planos tangentes a la superficie 22 4 2y% + 322 = 21, paralelos al plano = +4y+ 6z = 0.

12. Estudiense los extremos de las siguientes funciones con las condiciones que se indican:

1. flr,y,2) =0 —y+2; 22 +y>+22=2

2. f(r,y) =x; 22 +2y*> =3

3. flryy,2) =22+ 2+ 2% 2 —ay+y? — 22 =1
4. f(z,y) = 3z + 2y; 22° +3y =3

5. f(z,y,z )—x+y—|—z 22 —y?=12c+2=1
6. flz,y)=x—y; 2> —y*=2.

13. Calcilese la distancia de los siguientes conjuntos al origen de coordenadas: A = {(z,y, 2); 22 +y% =
Laot+y+z=1} B={(z,y,2); 2> +y* - 2> =1, 2 +y+2=1}.

n

14. Calctilense los extremos de la funcion f(z,y) = (z —y)" , con la condiciéon 22 +y? =1 (n > 1).

15. Sea f(z,y,2) =22+ >+ 22+ +y+ 2.
1. Pruébese que el conjunto M = {(z,y, z) € R3; 22+ y% + 22 < 4; 2 < 1} es compacto.

2. Calculense los puntos de méximo y minimo absoluto de f sobre M.

16. a) Estudiense los extremos de la funcion f(z,y,z) = logx + logy + 3log z sobre la porcion de
esfera 22 +y? + 22 =5r?enlaque z >0, y >0, z > 0.
b) Utilicese el resultado obtenido en a) para demostrar que, si a, by ¢ son nimeros reales positivos,

se cumple:
5
(abe)® < 27<a—|—§—|—c> ]

17. Se considera la funcion f(z,y,2) =x +y + 2.

1. Calculense los extremos relativos de f sobre el hiperboloide 2 + % — 222 = 6

2. Calctlense los extremos absolutos de f sobre el compacto
K ={(z,y,2): 2> +y*—222<6,0< 2<2}
18. Hallense los ejes de la elipse 522 + 8zy + 5y = 9.
19. Hallese el punto maés alto y mas bajo del elipsoide 222 4 3y? + 22 + 12zy + 4xz = 25.

20. Sea f: (0,00) x (0,00) — R la funcién definida por f(z,y) = % + % — xy, donde p, ¢ > 1.
1. Discfltanse los puntos criticos de f en funcién de p y q.
2.8 —|— = =1, demuéstrese la desigualdad de Young: xy < xp + y Ve >0, VYy>O0.

21. Se considera el conjunto A = {(z,y, z,t) € R*: 22 +¢% + 22 < t2, 2 +y? <1}
1. Exprésese A como union de variedades conexas.

2. Calctlense el supremo y el infimo de la funcién f(z,y, z,t) = (22 + 2%)e~! en A.

22. Se consideran el conjunto M = {(z,y,2) € R3: z(2?2 +4?) <1,z > 1} y la funciéon f(x,y,z) =
xy + z(2? + y?). Calctlense el supremo y el infimo de f en M.



