CALCULO DIFERENCIAL. HOJA DE PROBLEMAS 3.

SUCESIONES, COMPLETITUD Y COMPACIDAD.

1. Estudiar la convergencia de las sucesiones (z,) de R? y R3 definidas por las siguientes
expresiones, calculando el limite de las mismas cuando exista. Si no existe, estudiar si alguna

subsucesion suya converge.

iv) z, = (sin®(n? + v/2), (=1)", e~°") en R®.
2. Sea (x,) una sucesion de R? tal que
oo = oull < -+
Ty — x| < =+ =
g n k
para todo n, k € N. Probar que (z,) es convergente.
3. Sea (x,) una sucesion de R? tal que
”anrl - an < ﬁ
para todo n € N. Probar que (x,) es convergente.

4. Definir cudndo una serie de vectores de R™ es convergente.

. Di i v > xr de R™ es absolutamente convergente si la se-
5. Diremos que una serie de vectores ) .~
rie de nameros reales > . |lzx|| es convergente en R. Probar que toda serie absolutamente

convergente es convergente en R”.

6. Sea (x,) una sucesion en un espacio métrico X. Para cada m € N definamos Q,, = {x, :

n > m}. Probar que (z,) es de Cauchy si y solo si lim,,_,o diam(Q,,) = 0.

7. Mostrar con un ejemplo que el teorema de Cantor no es cierto si diam(C,,) no converge a 0

o si X no es compacto.

8. Si z, — x en un espacio normado X, demostrar que ||z, || — ||z||.

9. Mas en general, demostrar que si x,, — x entonces d(x,, z) — d(z, z).
10. Demostrar que el espacio (C[0,1], ]| - ||e) s completo.

11. Poner un ejemplo de una aplicacion f : R — R que satisfaga | f(z) — f(y)| < | — y| para
todo z,y € R y que no tenga ningin punto fijo. Asi, el Teorema del punto fijo no es cierto para
aplicaciones L-Lipschitz con L > 1.



12. Utilizando el teorema del punto fijo para aplicaciones contractivas, demostrar que el sistema

de ecuaciones

tiene solucion unica para || <1, |y| < 1.
13. Demostrar que la esfera de R™ (para cualquier norma) es un compacto.

14. Demostrar que existe una sucesion (ny) de nimeros naturales tales que existen los limites

1imy o cos(ng), imy o sin(ng) y limy o cos(n}).

15. Determinar cuéles de los siguientes conjuntos son compactos.
A={(z,y) e R*: x| < 1}
B={(z,y) € R?: z* + 4% < 5}
C={(r,y)} eR*:2€Q,z*+1y° <5}
D ={(z,y,2) € R : z > z* + y*}
E={(z,y,2) e R®: 2* + y* + 20 < 3}.

16. Si (z,,) es una sucesiéon que converge a « en un espacio métrico X, demostrar que el conjunto
K :={x, :n € N} U{z} es compacto.

17 (Conjunto de Cantor). Sean F; = [0,1], F, = [0,1/3] U [2/3,1], F3 = [0,1/9] U [2/9,1/3] U
[2/3,7/9]U[8/9,1], y en general sea F,; el cerrado que se obtiene al quitar de cada uno de los
intervalos que componen F,, el tercio medio. Definamos C' = (), F,, el conjunto de Cantor.

Demostrar que:

a) C es compacto y no vacio;
b) C tiene interior vacio;
c¢) C no tiene puntos aislados;

d) C es infinito no numerable.
18. Probar que todo subconjunto finito de un espacio métrico es compacto.
19. Probar que la frontera de un conjunto acotado en R™ es siempre compacta.

20. Probar que si K es un compacto de X entonces K tiene a lo sumo una cantidad finita de

puntos aislados.

21. * Sea X un espacio métrico, A C X y a € A un punto con la propiedad siguiente:

Para cualquier sucesion (x,),eny en X convergente hacia a y para cada e > 0

existe n. € N tal que z,, € Asin > n..

Demostrar que « € int(A).

22. * Sea A un subconjunto de un espacio métrico X. Demostrar que A esté totalmente acotado

si y solo si toda sucesion (z,),en en A admite una subsucesion de Cauchy.



