CALCULO DIFERENCIAL. HOJA DE PROBLEMAS 6.

DERIVADAS DIRECCIONALES, GRADIENTES, TANGENTE A LA GRAFICA DE UNA FUNCION.

1. Calculense las derivadas direccionales de las funciones siguientes en los puntos y direcciones

indicados:

L. f(z,y) = zarctan(}) en el punto (1,1); direccién (1/v2,1/V/2).

2. f(z,y) = e* cosmy en el punto (0, —1); direccion (\_/—é, \/lg)
3. f(z,y,2) = e+ yz, en el punto (1,1,1); direccion (\/Lg, \’/—%, \/ig)

2. Estudiar la existencia de derivadas direccionales en el origen para las funciones siguientes.

L f(z,y) = V7y;
2. f(x,y) = max{|z], [y[}.

3. Asumiendo la diferenciabilidad de todas ellas, calciilese la matriz jacobiana en el origen de

las funciones siguientes:
f(z,y) = (e" +siny,a*cosy) g(z,y) = (sinz + log(1 + y?), cos(zy))
hx,y, z) = e Tv’+2 o(t) = (tant,sint, ')

p(u,v) = (u20®, ubv, ute?) $(w,y,2) = (a'y cos z, ae).

4. Sea f(x,y) = e+ (sin mx) arctan(arctan(sin cos(xy) — log(z + y)))). Calctlese 2_5(17 Y).
5. Calctlese la derivada direccional de la funcion
flz,y,2) = z? —y? 4 ay’y — 2x

en el punto (1,3,2) segin la direccion del vector (1,-1,0). ; En qué direccion es maxima la derivada

direccional? ;Cuél es el valor de la derivada direccional maxima?

6. Sea f: U C R" — R™ una funciéon constante. Probar que f es diferenciable, con D f(z) =0

para todo x € U.

7. Sea L : R"™ — R™ una aplicacién lineal. Probar que L es diferenciable en todo punto, y que
DL(x) = L para todo € R".

8. Sea L : R® — R™ una aplicacion lineal, y sea h : R® — R™ una aplicaciéon tal que, para
algin M > 0,

Ih(2)l| < M|
para todo x € R™. Definase f(z) = L(x) + h(z). Demostrar que f es diferenciable en 0. ;Cuél
es Df(0)?

9. Sean f,g: U C R®" — R™ dos funciones que coinciden en un entorno de un punto a € U
(es decir existe r > 0 tal que f(x) = g(x) para todo x € B(a,r)). Supongamos que g es
diferenciable en a € U. Probar que entonces f es también diferenciable en a, y Df(a) = Dg(a).



10. Estudiar la continuidad, existencia de derivadas direccionales y diferenciabilidad en (0, 0)
de las siguientes funciones.
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Fa st (x,y) # (0,0), Tl si () #(0,0),

0 si (x,y) = (0,0); 0 si (z,y) = (0,0);
xsin(@) si (z,y) # (0,0), (2? + y?) sin y% siy #0,
0 si (z,y) = (0,0); 0 siy =0;

xﬁzﬁ si (z,y) # (0,0), r+y sizy =0,

0 si (z,y) = (0,0); 0 si zy # 0.

11. Si B : R” x R™ — RP es una aplicacién bilineal, probar que B es diferenciable en todo

punto (z,y) de R® x R™ y que
DB(x,y)(h, k) = B(xz, k) + B(h,y)

para todo (h, k) € R" x R™. Indicacion: Probar primero que existe M > 0 tal que || B(z,y)|| <
M|z |||ly]] para todo x € R™, y € R™.

12. Sea f : R® — R una funcion par (es decir f(x) = f(—=x)) diferenciable en el origen.
Calctlese D f(0).

13. ;Son tangentes las gréficas de las funciones f(z,y) = 22 +y* y f(z,y) = 2*> — y* + 2¢® en
el punto (0,0)?

14. Una particula sigue la trayectoria y(t) = (#,¢> — 4t,0), y se sale por la tangente en el
instante t = 2. ;Cual es su velocidad en este momento? Calcular su posicién en el instante
t=3.

15. Supéngase que f: U C R™ — R tiene un maximo o un minimo local en un punto a € U, y

que existe la derivada direccional D, f(a) en una direccién v € R"™. Probar que D, f(a) = 0.

16. Sea f(r,0) = (rcosf,rsinf). Calcular la matriz jacobiana de f asumiendo que es diferen-

ciable en todo punto (r, )

17. Demostrar que si T : R™ — RP es lineal y f : R — R™ es diferenciable en a entonces Lo f

es diferenciable en a y
D(Lo f)(a) = Lo Df(a).

18. Sea f : R® — R definida por

i si(@y,2) #(0,0,0),

fla,y, z) = si (z,y,2) = (0,0,0).

Demostrar que f es diferenciable en (0,0,0) si y sélo si o < 1.

19. Sea f : R® — R™ diferenciable en a, y definamos g(x) = f(x + a). Probar que g es
diferenciable en 0 y que Dg(0) = D f(a).



