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Capitulo 1

Funciones integrables en R"

Sean A un subconjunto acotado de R™, y f : A — R una funcién
acotada. Sea R = [a1,b1] X ... X [an,by] un rectdngulo que contenga a A.
Siempre puede suponerse que f estd definida en todo el rectangulo R, ex-
tendiéndola si es necesario por f(z) = 0 para x € R\ A. Sea P una particién
de R obtenida mediante el procedimiento de dividir cada intervalo [a;, b;]
en m; + 1 puntos té =q; < t’i < .. < tfni = b; y formar los mims...my,
subrectangulos

R, = [t}l,t}ﬁl] X X [0t ],
donde o = (j1,72, -y Jn), con 0 < j; < m;, y 1 < ¢ < n. En lo sucesivo,
siempre consideraremos particiones de rectangulos obtenidas de esta manera.

Nétese que P podria definirse como

P=P' x .  xP":={I} x..xIj, :0<j, <my,1<k<n},
donde I]i- = [t;-,t§-+1], y cada P! = {IJZ : 0 < j < m;} es una particién del
lado [a;, b;] del rectdngulo R.

Definimos el volumen de un rectangulo R = [a1,b1] X ... X [an, by] como

el producto de las longitudes de sus lados,

v(R) = (b1 — a1)(ba — a2)...(bp — an).
Observacién 1.1 Si P es una particién de un rectangulo R, entonces
o(R) =) v(Q)
QepP

Como f estd acotada en R, podemos considerar el supremo y el infimo de f
sobre cada subrectangulo ) de una particién P de R, y denotamos

m(f,Q) =mf{f(z) : z € Q}, M(f,Q)=sup{f(z):z € Q}.
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Dada una particiéon P de R se define la suma inferior de f para P como
L(f,P) =Y m(f,Qv(Q),
QeP

donde la suma se hace sobre todos los subrectangulos () de la particién P,
y analogamente se define

U(f,P) =) M(f,Qu(Q)
QeP
como la suma superior de f para P.

Observacién 1.2 Para toda particién P se tiene que L(f, P) < U(f, P).

Sean Py P’ particiones de un rectdngulo R. Se dice que P’ es més fina que
P (y escribiremos P’ > P) si cada subrectdngulo de P’ estd contenido en
algin subrectangulo de P. Esto equivale a decir que todo subrectangulo de
P tiene una particién formada por subrectdngulos de P’.

Lema 1.3 Si P’ es més fina que P entonces
L(f,P) < L(f,P'), mientras que U(f, P)>U(f,P).

La demostracion de este lema se deja como ejercicio. Basta notar que el
infimo de f sobre un rectdngulo es menor o igual que el infimo de f sobre
cualquier subrectangulo suyo, y utilizar la observacién 1.1.

Estos hechos tienen como consecuencia el siguiente

Lema 1.4 Si P; y P> son particiones cualesquiera de un rectdangulo R, en-
tonces

L(f, P1) SU(f, P),

es decir, cualquier suma inferior es menor o igual que cualquier otra suma
Superior.

Demostracion: De acuerdo con las observaciones anteriores, si tomamos una
particion P mads fina que P; y que P, (esto siempre puede hacerse; ;por
qué?), se tiene que

Por consiguiente, el conjunto de todas las sumas inferiores estd acotado
superiormente, y tiene un supremo,

s = sup{L(f, P) : P particién de R}.



Andlogamente, el conjunto de todas las sumas superiores estd acotado infe-
riormente, luego tiene un infimo,

S =inf{U(f, P) : Pparticién de R}.

Por el lema anterior, es claro que s < S. Al nimero s se le llama integral
inferiorde f en A,y a S se le llama integral superior de f en A. Denotaremos

estos nimeros por
s=[ 5 ws=[r
J A A

Definicién 1.5 Si S = s se dice que f es integrable (en el sentido de Rie-
mann), y se define la integral de f sobre A como

/ f =sup{L(f,P): Pparticién de R} = inf{U(f, P) : P particién de R}.

A

Observacion 1.6 Si f es integrable en A entonces, segin la definicion,
P < [ £2UGp)

para toda particién P de R, y ademds | 4 [ es el tinico nimero con esta
propiedad. Es decir, si L(f, P) < a < U(f, P) para toda particiéon P de Ry
f es integrable, entonces a = [, f.

Notacién La integral [, f suele denotarse también por [, f(x)dz, o in-
cluso [ ... [, f(z1,...,xn)dey...dxy. ST A = [a,b] C R, [, f suele escribirse

como fab f,o f;f(x)da:
Es facil comprobar que la definicién de integral no depende del rectangulo

R D A considerado (de hecho, si R y R’ son rectangulos que contienen a A
entonces

if{U(f, P) : P particién de R} = inf{U(f, P’) : P’ particién de R'},

y analogamente para la integral inferior).

A continuacién damos un ejemplo de una funcién que es integrable, y
otro de una funcién que no lo es; se deja al cuidado del lector la demostracion
de lo que se afirma.
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Ejemplo 1.7 Sea f(z) = c una funcién constante definida sobre un rectan-
gulo A de R™. Entonces f es integrable, y

/Af:c‘v(A).

Ejemplo 1.8 Sea A un rectdngulo de R?, y f: A — R definida por
{ 1 sizeQxQ;

0 en otro caso.

flz) =
Entonces f no es integrable en A.

Para poder considerar mas ejemplos y establecer las propiedades elemen-
tales de la integral necesitaremos los dos teoremas siguientes. El primero es
un sencillo criterio de integrabilidad.

Teorema 1.9 (Criterio de integrabilidad de Riemann) Sea A un sub-
conjunto acotado de R™, R un rectdngulo que contiene a A, y f : A — R
una funcion acotada (que se extiende a R poniendo f =0 en R\ A). En-
tonces, f es integrable si y solo si para todo € > 0 existe una particion
P = P. de R tal que

U(f,P) —L(f,P) <e.

Demostracion: Veamos primero que si f es integrable entonces satisface la
condicién de Riemann. Dado € > 0, en vista de la definicién de [ 4 J y de
las propiedades de los supremos e infimos, existen particiones P; y P> de R
tales que

vt - [ 1< v [ r-nnp) <3

y por tanto, tomando una particién P mas fina que P; y que P», segun el
lema 1.3, se tiene

€ €
P - [ 1<5 vy [ ronap <3,
A A
lo que, sumando ambas desigualdades, nos dice que
U(f7P) —L(f,P) <e.

Reciprocamente, supongamos que f satisface la condicion de Riemann. Sean
Sy s las integrales superior e inferior de f en A. Siempre es verdad que

L(f,P)<s< S <U(fP)



para toda particion P de R. Veamos que ha de ser S = s y por tanto f es
integrable. Bastara probar que S —s < ¢ para todo € > 0. Pero esto es obvio
a partir de la desigualdad anterior y de la condicién de Riemann: dado € > 0
existe una particién P tal que U(f, P.) — L(f, P:) < e, y por tanto

S—s<U(f,P.)— L(f,P.) <e. O

El siguiente resultado caracteriza la integrabilidad de una funcién en
términos del comportamiento de sus sumas de Riemann, y nos serda muy util
més adelante para establecer ciertas propiedades de la integral (por ejemplo,
que la suma de funciones integrables es integrable).

Teorema 1.10 (de Darboux) En las mismas condiciones que el teorema
anterior, f es integrable en A, con integral I, si y sélo si para todo € > 0
existe un & > 0 tal que para cualquier particion P de R en subrectingulos
Q1,...,QN cuyos lados sean menores o iguales que &, y para cualesquiera
x1 € Q1,..., TN € QnN, se tiene que

N
1> Fla)v(@)) — 1| <e.
j=1

De Z;VZI f(z)v(Qj) se dice que es una suma de Riemann para f asociada
a la particion P.

Demostracion: En primer lugar veamos que si f satisface la condicién de
Darboux entonces es integrable, con integral I. Sean S y s las integrales
superior e inferior de f respectivamente. Basta probar que S =s =1, 0 lo
que es lo mismo, I < s < S < I. Veamos por ejemplo que S < I (el caso
I < s se trata andlogamente). A tal fin, es suficiente demostrar que, dado
€ > 0, existe una particién P de R tal que

|U(f7P)_I| Sga

y por tanto S < U(f,P) < I +e. Fijado € > 0, elijamos § > 0 tal que si P
es una particiéon de R en subrectangulos (1, ..., @ x cuyos lados son menores
o iguales que 6, y 1 € Q1,...,xNn € N, entonces

N

1> Fa)o(@y) - 1| <

J=1

DN ™

Por supuesto, podemos escoger los x; de modo que

€
|M(f,Q;) — f(zj)] < W7
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luego
N

N
€ €
\U(f, P) — jz;f(%‘)v(Qj)’ < ; WU(Qj) =3
y por tanto

N
(P~ <105, P)-3 (@)1 3 Flant Q-1 < S+5=¢
7=1

7=1

que es lo que queriamos probar.

Reciprocamente, supongamos que f es integrable, sea I = [ 4 J >y veamos
que satisface la condiciéon de Darboux. Para ello utilizaremos la siguiente
propiedad, cuya demostracion no es dificil y se deja como ejercicio para
el lector (ver problemas 1.14 y 1.15): dados un rectangulo R de R™, una
particién P de Ry e > 0, existe un 6 > 0 tal que si P’ es cualquier particién
de R en subrectangulos cuyos lados son menores o iguales que ¢, entonces la
suma de los voliimenes de los subrectdngulos de P’ que no estdn contenidos
en algun subrectangulo de P es menor o igual que ¢.

Como f es acotada, existe M > 0 tal que |f(x)| < M paratodo z € R. Al
ser f integrable, existen particiones Py y P de R talesque I—L(f, P;) < ¢e/2
y U(f, P,)—1I < &/2. Sea P una particién més fina que P; y que P». Entonces
I—-L(f,P)<e/2yU(f,P)— I < ¢e/2. Por la propiedad mencionada antes,
existe un & > 0 tal que para toda particiéon P’ de R en subrectangulos cuyos
lados son menores o iguales que §, entonces la suma de los volimenes de
los subrectdngulos de P’ que no estdn contenidos en algin subrectdngulo
de P es menor o igual que ¢/2M. Sea P’ = {Q1,...,Qn} una particién de
R en subrectangulos cuyos lados son menores o iguales que §. Denotemos
(si es preciso reordenando los subrectdngulos de la particién) por Q1, ..., @k
los subrectangulos de P’ que estan contenidos en algin subrectdngulo de
P,y sean Qk41,...,QnN el resto. Entonces, para cualesquiera z; € @, j =

., N, se tiene que

N N
> Faw(@) =D Fla)v@) + Y flz)v(@Q)) <
j=1

j=1 j=K+1
g g
—_— = — < .
U(fP)+ My =U(f,P)+ 5 <I+e

Andlogamente se ve que

N
> @)(Q) 2 L P~ 5 2 T —<.

J=1
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Juntando estas dos desigualdades obtenemos lo que queriamos:

N
> (@) — 1| <e. O
Jj=1

El criterio de integrabilidad de Riemann permite deducir facilmente-
mente (ver problema 1.19) que cualquier funcién continua en un rectdngulo
R es integrable en R. Sin embargo, veremos un resultado mucho mas general
(teorema de Lebesgue) en el capitulo 3.

Problemas

1.11 Calcular fol xdx directamente a partir de la definicién.

1.12 Probar el lema 1.3: Si P’ es una particiéon més fina que P entonces
L(f,P) < L(f,P), mientras que U(f,P) > U(f, P').

1.13 Dadas dos particiones cualesquiera P;, P» de un rectdngulo R, siempre
existe una particién P de R tal que P es mas fina que P, y que Ps.
Indicacion: Probar primero el resultado para un intervalo de la recta real.
Después, en el caso general de un rectangulo R = [a1,b1] X ... X [an, by| de
R", si P, = Pl x...x P!y Py = Py x ... x P}, témese P* particién de [a;, b;]
mas fina que Pf v que PQi; entonces P = P! x ... x P" es més fina que P y
que Ps.

1.14 Sea P una particién de un intervalo [a,b]. Dado £ > 0, probar que
existe & > 0 tal que si P’ es cualquier particién de [a, b] en subintervalos cuyas
longitudes son menores o iguales que 4, entonces la suma de las longitudes
de los subintervalos de P’ que no estdn contenidos en algiin subintervalo de
P es menor o igual que €.

Indicacion: Tomar 6 = ¢/N, donde N es el numero de puntos de la
particién P.

1.15 Maés en general, probar que, dados un rectangulo R de R™, una par-
ticion P de Ry € > 0, existe un 6 > 0 tal que si P’ es cualquier particién
de R en subrectangulos cuyos lados son menores o iguales que §, entonces la
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suma de los voliimenes de los subrectangulos de P’ que no estdn contenidos
en algun subrectangulo de P es menor o igual que &.

Indicacion: Tomar 6 = /T, donde T es la suma total de las dreas de las
caras de todos los subrectangulos de la particiéon P.

1.16 Sean f,g : A — R integrables. Supongamos que f > g sobre A.

Probar que entonces
/fZ/g
A A

1.17 En particular, si A es un rectangulo y f : A — R es integrable y
esta acotada superiormente por M e inferiormente por m, entonces

mu(A) < /Af < Mu(A).

1.18 Probar el siguiente teorema del valor medio integral: Si A es un
rectangulo y f : A — R es continua, existe g € A tal que

/ f = flao)u(A).
A

Indicacion: Por el problema anterior, f(z1)v(A4) < [, f < f(xz2)v(A), donde
f(x1) y f(x2) son el minimo y maximo absolutos de f sobre A. Utilizar
entonces que f es continua y A es conexo.

1.19 Sean A un rectangulo de R", y f : A — R una funcién continua.
Probar que f es integrable en A.

Indicacion: Al ser f continua, alcanza su méximo y minimo sobre cada
subrectangulo de una particién; ademds, puesto que A es compacto, f es
uniformemente continua sobre A. Combinar estos dos hechos con el criterio
de integrabilidad de Riemann para deducir el resultado.

1.20 Sean A un rectangulo, y f : A — R una funcién que es constante
salvo quizas en una cantidad finita de puntos. Probar que f es integrable en
A, y decir cudl es su integral.

1.21 Sea f(x) =1 para todo = € A. ;Qué deberia ser [, f?

1.22 Sean A un rectangulo de R, y f : A — R una funcién continua.
Supongamos que f > 0 sobre A y que fA f = 0. Probar que entonces f = 0.

1.23 Probar que si f : [a,b] — R es creciente (o decreciente) entonces es
integrable en [a, b].



Capitulo 2

Volumen y conjuntos de
medida cero

En la recta real normalmente las funciones se integran sobre intervalos.
En R™ es deseable poder considerar integrales de funciones sobre conjuntos
més complicados que rectangulos. Sin embargo, no todo subconjunto de R"
es adecuado para integrar funciones sobre él. De hecho, segtn la definicién de
integral dada en el capitulo anterior, una misma funcién puede ser integrable
sobre un rectangulo y dejar de serlo en un subconjunto de ese rectangulo;
ésto ocurre cuando la frontera de dicho subconjunto es demasiado grande.
Por ejemplo, la funcién f(z) = 1 es integrable sobre [0, 1] x [0, 1], pero no lo
es sobre A = ([0,1] x [0,1]) N (Q x Q).

Por esta razén deberemos restringir la clase de conjuntos sobre los que
podemos dar una definicién razonable de integral. Esencialmente, lo que se le
pedird a un conjunto para poder integrar funciones sobre él de una manera
adecuada es que su frontera no sea demasiado complicada ni demasiado
grande. El objetivo de este capitulo, asi como del siguiente, es hacer precisas
estas ideas.

En primer lugar definiremos cudndo un conjunto tiene volumen, y cudl
es, en su caso. Ante todo debe advertirse que es imposible establecer una
definicién de volumen que sea vélida para todo subconjunto de R? (o de R™
en general). Lo minimo que se le podria pedir a una tal definicién es que la
funcién de volumen fuera finitamente aditiva e invariante por movimientos
rigidos. Es decir, si v(A) denota el volumen de un subconjunto A C R?, la
funcién v deberia satisfacer que

m m
v((JA) =D v(A)
(2

=1 i=1

13
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para toda familia finita de conjuntos con volumen A, ..., A, que sean dis-
juntos dos a dos (i.e. A;NA; =0sii#j),y ademds

v(f(A)) = v(4)

para todo conjunto A con volumen y toda isometria afin f : R3 — R3.

El siguiente resultado, conocido popularmente como Paradoja de Ba-
nach y Tarski, es uno de los teoremas mas sorprendentes de la matematica,
y prueba en particular que no puede encontrarse una definicién coherente y
satisfactoria de volumen susceptible de ser aplicada a cualquier conjunto de
R3. Lo que nos dice este teorema es que podemos romper la bola unidad del
espacio R? en una cantidad finita de trozos disjuntos y, mediante movimien-
tos rigidos (rotaciones més traslaciones), recomponer estos trozos de manera
también disjunta para obtener dos bolas idénticas a la original.

Teorema 2.1 (Banach-Tarski, 1932) Sea B la bola unidad de R3. Exis-
ten cinco subconjuntos Ai, ..., As de B que forman una particion de B, es
decir, B = U?_; A;, con A; N A; =10 sii# j, y existen cinco movimientos
rigidos f1, ..., f5 : R3 — R3 tales que

2 5
U £id) = B = fi(4),
i=1 =3

siendo los miembros de cada una de estas dos uniones disjuntos dos a dos.

De hecho, este teorema es equivalente al siguiente resultado de apariencia
mas general.

Teorema 2.2 (Banach-Tarski) Sean X e Y subconjuntos acotados y con
interior no vacio de R3. Entonces existen una particion de X en subcon-
Jjuntos disjuntos dos a dos, X = X; U ..U X,,, y movimientos rigidos
fi :R3 — R3, 1 <i<m, tales que los f;(X;) son disjuntos dos a dos, y

Y = fi(X).
=1

Por muy extrano que pueda parecer, este resultado, si bien contraviene el
sentido comun, no viola ninguna ley de la légica o las matematicas; sim-
plemente nos indica que existen conjuntos tan patolégicos que no pueden
tener volumen. También podria decirse que la matematica es mas rica que
nuestra intuiciéon de la realidad, pues alberga monstruos que repugnan al
sentido comun y que la razén puede apenas vislumbrar.
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Una demostracion relativamente elemental del teorema de Banach-Tarski
puede encontrarse en el siguiente articulo: K. Stromberg, The Banach-Tarski
paradox, American Mathematical Monthly, vol. 86 (1979) no. 3, p. 151-161.

Por todo esto, ninguna teoria de la medida o de la integral puede ser
lo suficientemente rica y coherente a la vez para dar cuenta de todos los
subconjuntos del espacio R™. Sélo podra definirse medida, volumen o integral
para determinados conjuntos o funciones. Hay diversas teorias de la medida
y de la integral. En este curso nos concentraremos en la teoria de la integral
de Riemann, que, si bien es menos general que la de Lebesgue, resulta mas
que suficiente para la mayoria de las aplicaciones.

La definicién de la integral de Riemann de una funcién estudiada en el
primer capitulo lleva de modo natural a la siguiente definicién de volumen.
Recordemos que si A C R", se define la funcién caracteristica de A, 14 :
R"” — R, por

1 size€A;

11“(‘””):{ 0 siz¢A

Definicion 2.3 Se dice que A C R" tiene volumen si 14 es integrable; en
este caso el volumen de A es el nimero

U(A):/AlA(x)dx.

Noétese que, en principio, sélo si A es acotado tiene sentido hablar de la
integrabilidad de 14. Obsérvese también que la regién bajo la grafica de 14
es un cilindro de base A y altura 1. Cuando A es un subconjunto del plano
R?, a v(A) se le llama el drea de A, y cuando A C R, su longitud. A veces
se dice A tiene contenido en lugar de tiene volumen, y de un conjunto con
volumen también se dice que es medible Jordan.

Definicién 2.4 Se dice que A tiene volumen cero (o contenido cero) si tiene
volumen y es v(A) = 0.

Proposicién 2.5 Un conjunto A tiene volumen cero si y solo si para todo
e > 0 existe un recubrimiento finito de A por rectdngulos Q1, ..., Qm tales

que 2211 v(Qj) < e.

Demostracion: Sea R un rectangulo que contenga a A. Sie >0y v(A) =0,
por definicién de integral, existe una particion P de R en subrectangulos
S1,..., Sy tal que U(lyg, P) < e. Si denotamos por Py la coleccién de to-
dos los subrectangulos S; cuya interseccién con A es no vacia, se tiene que
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U(1a, P) =3 gep, v(Q), y es claro que P es un recubrimiento finito de A
por rectangulos cuyos voliimenes suman menos que €.

Reciprocamente, supéngase que para € > 0 dado existe un recubrimiento
de A por rectangulos cuyos volumenes suman menos que . Sean Vi, ..., Vs
estos recténgulos Para cada j = 1,..., M elijamos un rect&ingulo ‘N/ tal que
Vj C 1nt(V) y v(V) <v(Vj)+¢e/2 (de modo que ZJ Lu(V)) < 2e).

Sean ahora R un rectangulo que contenga a A, y P una particiéon de R
en subrectdngulos @) tales que cada () o bien estd contenido en uno de los
V o bien se corta sélo en la frontera con algunos de los V (esta particiéon P
puede definirse utilizando todos los lados de los V) Entonces es claro que

—x
=

Il
MR

AC = U{Q : Q C Vj para algiin 5},

J

M
UlaP)= > w@< Y w(@=) vVi)<2e

QEP:QNA#D QeP:3;j:QCV; i=1

Este argumento prueba que inf{U(14, P") : P’ particién de R} < 0, es decir,
la integral superior de 14 es menor o igual que cero, y como por otra parte
la integral inferior de 14 es obviamente no negativa (puesto que 14 > 0),
resulta que las integrales inferior y superior han de ser ambas iguales a cero.
Es decir, 14 es integrable y su integral es cero, lo cual equivale a decir que
A tiene volumen y v(A) = 0. O

Como veremos més adelante, muchas veces es ttil poder considerar re-
cubrimientos numerables (y no sélo finitos) por rectangulos. Esta idea da
lugar a la definicién de conjunto de medida cero, que en general no equivale
a la de volumen cero, pero que sin embargo esté estrechamente relacionada
con ella (se verd que un conjunto A tiene volumen si y sélo si su frontera
tiene medida cero: corolario 3.2 del capitulo siguiente).

Definicién 2.6 Un subconjunto A C R"™ se dice que tiene medida cero
si para todo € > 0 existe una familia numerable o finita de rectangulos

Q1,Q2, ... tales que

o)

AC UQj y ZU(Q

J=1 J=1
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Debe hacerse notar que estas definiciones dependen del espacio ambiente en
el que se trabaja. Por ejemplo, la recta real, considerada como un subcon-
junto del plano R?, tiene medida cero, pero como subconjunto de R no tiene
esta propiedad (ver el ejercicio 2.15).

Observacién 2.7 Todo conjunto de volumen cero tiene medida cero. El
reciproco no es cierto, puesto que hay conjuntos de medida cero que no
tienen volumen. Por ejemplo, A = [0, 1]NQ tiene medida cero (todo conjunto
numerable tiene medida cero), y sin embargo no tiene volumen (su funcién
caracteristica no es integrable Riemann). No obstante, si A tiene volumen,
entonces su volumen es cero si y sélo si tiene medida cero (ver problema
2.19). También es fécil ver que si A es compacto entonces A tiene medida
cero si y s6lo si tiene volumen cero (problema 2.18).

Observacién 2.8 Si A tiene medida cero y B C A, entonces B tiene tam-
bién medida cero.

Es claro que la union finita de conjuntos de volumen cero tiene volumen cero.
Una de las principales ventajas de poder considerar conjuntos de medida
cero es que la unién numerable de conjuntos de medida cero tiene también
medida cero (lo que no es cierto de los conjuntos de volumen cero, como
prueba el ejemplo de la observacién 2.7 anterior):

Teorema 2.9 Sean {A;}jen una familia numerable de conjuntos de medida
cero en R™. Entonces su union A = UA; tiene medida cero.

Demostracion: Sea ¢ > 0. Como cada A; tiene medida cero, existe un re-
cubrimiento numerable de A; por rectdngulos B;j,j € N, tales que

Z U(Bij) < €/2i.

Entonces es claro que la coleccion numerable de rectangulos formada por to-
dos los B;j, i,7 € N recubre la unién A = UA;, y las sumas de los volimenes
de todos los rectdngulos B;; es menor o igual que €, ya que

3" u(By) = ZZU(BU) < Z% —e.
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Problemas

2.10 Probar quesi Fjq, ..., E} tienen contenido cero en R™ entonces U;?:l E;
también tiene contenido cero.

2.11 Demostrar que si E tiene contenido cero en R™ entonces su adherencia
FE también lo tiene.

2.12 Supongamos que E C R™ tiene medida cero. ;Es cierto que su ad-
herencia también tiene medida cero?

2.13 Demostrar que en la definicién de contenido cero y de medida cero
pueden sustituirse los rectangulos cerrados por rectangulos abiertos.

2.14 Demostrar también que pueden sustituirse los rectangulos por cubos
en la definicién de contenido cero y medida cero.

2.15 Probar que la recta real, considerada como subconjunto del plano R?,
tiene medida cero.

2.16 Demostrar que un rectangulo no tiene medida cero. Concluir que si A
tiene medida cero, entonces A tiene interior vacio. El reciproco no es cierto;
ver el problema 2.21.

2.17 Probar que si A es un conjunto con volumen y v(A) > 0 entonces A
tiene interior no vacio.

2.18 Probar que si A es un subconjunto compacto de R™, entonces A tiene
medida cero si y sélo si tiene volumen cero.

2.19 Demostrar que si A tiene volumen entonces su volumen es cero si y
so6lo si A tiene medida cero.

2.20 Sea C el conjunto de Cantor en R. Probar que C tiene medida cero.
Por tanto, existen conjuntos no numerables que tienen medida cero.

2.21 FEuxisten compactos cuyo interior es vacio y que no tienen medida cero.
De hecho, puede encontrarse un subconjunto compacto K del intervalo [0, 1]
con esta propiedad. En particular K no tiene volumen, ya que todo conjunto
con volumen cuyo interior sea vacio debe tener volumen cero.
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Indicacion: Modificar apropiadamente la construccién del conjunto de Can-
tor (por ejemplo, dividir el intervalo unidad en cinco partes y quitar la del
medio; dividir ahora en 5% = 25 partes cada uno de los dos intervalos ady-
acentes al excluido, y eliminar la del medio. En cada paso multiplicar por
cinco las subdivisiones del paso anterior y quitar el intervalo que queda en
el medio de cada uno de los conservados en el paso precedente. Continuar el
proceso indefinidamente).

2.22 FEaxisten abiertos que mo tienen volumen. Utilizando el ejercicio an-
terior, encontrar un subconjunto abierto del intervalo (0,1) que no tenga
volumen. Ver también el problema 3.25

2.23 Sean A C R"y f: A — R" una funcién Lipschitziana, es decir,
IIf(x) — f(y)|]| < M|z — y|| para todo x,y € A. Probar que si E C A tiene
medida cero (respectivamente, contenido cero), entonces f(F) también tiene
medida cero (resp., contenido cero).

2.24 Sean U un subconjunto abierto de R™, y f : U — R"™ una funcién
de clase C!. Probar que si E C U tiene medida cero, entonces f(E) también
tiene medida cero.

Indicacion: Expresar U como unién de compactos, y utilizar el hecho de que
f es Lipschitz sobre cada uno de estos compactos y el ejercicio anterior para
obtener el resultado.

2.25 Demostrar que toda recta en R? y todo plano en R? tienen medida
cero.

2.26 Sea f : [a,b] — R una funcién integrable en [a, b]. Demostrar que su
grafica G(f) = {(x, f(z)) : = € [a,b]} tiene contenido cero en R2. Después,
generalizar este resultado para funciones integrables sobre rectangulos de
R™.

2.27 Sea f : R™ — R una funcién continua. Probar que su grafica G(f) =
{(z, f(z)) : © € R"} tiene medida cero en R" x R = R""!. Indicacion:
Utilizar el ejercicio anterior.

2.28 Sea v : [a,b] — R? una curva de clase C'. Probar que la imagen de
v tiene contenido cero.

2.29 Sean U un abierto de R™, y g : U — R™ una aplicacién de clase C*,
con m < n. Probar que entonces ¢g(U) tiene siempre medida cero en R".
Indicacion: considerar R™ como subespacio de R”, y aplicar apropiadamente
el problema 2.24.
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Capitulo 3

El teorema de Lebesgue

En este capitulo estudiaremos un teorema que nos dice exactamente
qué funciones son integrables y cudn grande puede ser la frontera de un
conjunto para que éste tenga volumen. La respuesta de Lebesgue a estas
dos preguntas fundamentales es la siguiente: una funcién es integrable si y
s6lo si el conjunto de sus puntos de discontinuidad tiene medida cero y, como
consecuencia de esto, un conjunto tiene volumen si y sélo si su frontera tiene
medida cero. Se trata de uno de los resultados fundamentales de la teoria
de integracion. Con este teorema, y al enfatizar la importancia del concepto
de medida cero, H. Lebesgue abrid el camino para el desarrollo de la teoria
de la medida y de una teoria de integracién mas flexible que la de Riemann.
La teoria de la medida y la integral de Lebesgue son objeto de estudio en
cursos méas avanzados.

Teorema 3.1 Sean A C R" acotado y f : A — R una funcion acotada.
Extiéndase f a todo R™ poniendo f(x) =0 para x € X \ A. Entonces, f es
integrable (Riemann) si y sélo si los puntos en los cuales la extension f es
discontinua forman un conjunto de medida cero.

Antes de demostrar el teorema de Lebesgue deduciremos de este resul-
tado algunos corolarios importantes.

Corolario 3.2 Un subconjunto acotado A de R™ tiene volumen si y sdlo si
su frontera OA tiene medida cero.

Demostracion: Por la definicién de conjunto con volumen y gracias al teo-
rema anterior, basta demostrar que el conjunto de discontinuidades de la

21
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funcién caracteristica 14,

1 size A

1A($):{ 0 sizg A

es precisamente la frontera de A, que denotamos 9A. Vedmoslo. Por un lado,
si x € OA, entonces cualquier entorno de x corta tanto a A como a R™ \ A.
Esto implica decir que en cualquier entorno de x hay puntos y tales que
14(y) — 1a(x) = 1, luego 14 no puede ser continua en x. Por otra parte, si
x ¢ 0A entonces existe todo un entorno de x que o bien queda dentro de A
o bien esta contenido en R™\ A; en cualquiera de los casos resulta que 14 es
constante en todo un entorno de x y por tanto es obviamente continua en
x. Por consiguiente, 0A = {z € R" : 14 discontinua enz}. O

Corolario 3.3 Sea A un subconjunto acotado y con volumen de R™. Cualquier
funcion f: A — R cuyos puntos de discontinuidad formen un conjunto de
medida cero es integrable.

Demostracion: Sea g la extensién de f que coincide con ella sobre A y que
vale cero fuera de A. Si denotamos por Disc(f) el conjunto de los puntos de
discontinuidad de f en A, y por Disc(g) el conjunto de discontinuidades de
la extensién g en R™, es claro (por la misma razén que en la demostracién
del corolario anterior) que

Disc(g) C Disc(f) U 0A,

y como tanto Disc(f) (por hipdtesis) como JA (por tener A volumen y
gracias al corolario anterior) tienen medida cero, su unién tiene medida
cero, y por tanto el subconjunto de esta unién Disc(g) tiene medida cero. O

Observacion 3.4 Notese que en el teorema 3.1 la integrabilidad de f de-
pende de su extensién. Por ejemplo, si A es el conjunto de los racionales
del intervalo [0,1] y f = 1, entonces f restringida a A es continua, pero su
extension canodnica no es continua en ningdn punto y en particular no es
integrable, luego f no es integrable sobre A segin la definicién que se ha
dado. Por otra parte, en el enunciado del corolario 3.3 no es necesario ex-
tender f fuera de A porque, como se ve en la prueba, el conjunto de puntos
de discontinuidad de su extensién candnica no se va a incrementar significa-
tivamente, a lo sumo se anadiria la frontera de A, que es un subconjunto de
medida cero ya que A tiene volumen.

Una consecuencia inmediata del corolario anterior es lo siguiente:
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Corolario 3.5 Sea A un subconjunto acotado y con volumen de R™. Cualquier
funcion f : A — R cuyos puntos de discontinuidad formen un conjunto
finito o numerable es integrable.

La mayoria de las funciones que se manejan en la practica son continuas o
continuas a trozos (es decir, continuas salvo en un conjuto finito de puntos),
y por tanto, segtn el corolario anterior, son también integrables.

Antes de pasar a la demostracién del teorema de Lebesgue, y para con-
cluir con la exposicién de los resultados principales de este capitulo, pro-
baremos otros dos teoremas que complementan los anteriores.

Teorema 3.6 Sea A un subconjunto acotado y de medida cero de R™, y sea
f:A— R una funcion integrable. Entonces

IRE

Demostracion: Sea S un rectangulo que contenga a A, y extendamos f a S
poniendo f(z) =0 para = € S\ A. Sea P una particién cualquiera de S en
subrectangulos St, ..., Sy, ¥ sea M una cota superior de f en A. Entonces
se tiene

N N
L(f,P) =Y _m(f,S)v(Si) < MY m(La, Si)v(Sh).

i=1 i=1
Supongamos que m(l4,S;) # 0 para algin i; entonces S; C A; pero es-
to es imposible, pues ningin conjunto de medida cero puede contener un
rectangulo (ver ejercicio 2.16). Por tanto, m(14,S5;) = 0 para todo i, y en
particular Zf\il m(14,5;)v(S;) = 0, lo que segun la desigualdad anterior
implica que L(f, P) < 0.

Por otra parte, como M(f,S;) = —m(—f,S;), se tiene que

N

N
U(f,P) = M(f,8:)v(S;) = =Y m(—f,8:)v(Si) = —L(—f, P);
=1

=1

pero por la misma razén que antes, L(—f,P) < 0, luego —L(—f,P) =
U(f,P)>0.
Asi, hemos probado que, para toda particién P de S,

L(f,P) <0<U(f,P)

y, como f es integrable, esto significa que [, f =0. O
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Teorema 3.7 Si f : A — R es una funcion integrable tal que f(x) > 0
para todo x, y ademds fA f(x)dx =0, entonces el conjunto

(v e A: f(z) £0)
tiene medida cero.

Demostracion: Para cada m € N, probaremos que el conjunto A, = {x € A :
f(z) > 1/m} tiene contenido cero. En efecto, sea € > 0. Sea S un rectangulo
que contenga a A, y extendamos f a S poniendo f(z) =0 paraxz € S\ A
como de costumbre. Sea P una particién de S tal que U(f, P) < £/m; existe
una tal particién porque [ 4 = 0. Sean S, ..., Sk los subrectangulos de la
particién P cuyas intersecciones con A,, son no vacias; entonces se tiene
mM(f,S;) > 1 parai=1,.., K,y por tanto

K
> w(S) < ZmM(f, S)v(S;) <mU(f,P) <e.

=1

Es decir, los rectangulos Sy, ..., Sk forman un recubrimiento de A, tal que
Z£1 v(S;) < e. Esto prueba que A,, tiene contenido cero. En particular,
A,, tiene medida cero, para todo m € N.

Ahora bien, como

fred:f@)£0t = Am,
m=1

y puesto que la unién numerable de conjuntos de medida cero tiene medida
cero, se deduce que este conjunto tiene medida cero. O

El resto de este capitulo lo dedicaremos a la demostracion del teorema de
Lebesgue 3.1. Sea B un rectangulo que contenga a A. Debemos probar que
la funcién f es integrable en A si y sélo si el conjunto de discontinuidades
de la funcién extendida g (que coincide con f sobre A y es cero fuera de A)
tiene medida cero.

Para probar esto, es 1til tener una medida de cudn mala es una discon-
tinuidad determinada. A tal fin, definimos la oscilacién de una funcion en
un punto.

Definicion 3.8 Sea h : W — R una funcién definida sobre un abierto W
de R™. Se define la oscilacién de h en un punto xg € W como

O(h,zo) = inf{sup{|h(z) — h(y)| : ,y € U} | U es un entorno de zp}.
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Alternativamente, si esta definicion resulta algo indigesta, para cada entorno
U de x podemos definir la oscilacién de h en U como

O(h,U) = sup{|h(z) — h(y)| : #,y € U},
y la oscilacién de h en el punto xg seria entonces
O(h,z0) = inf{O(h,U) | U es un entorno de zg}.

Claramente se tiene que O(h,zo) > 0. Cuanto més grande sea este nimero,
peor sera el comportamiento de la funcién h en las proximidades de x.
Como cabe esperar, una funcién es continua en un punto si y sélo si su
oscilacién en ese punto es cero.

Lema 3.9 Sea h : W — R una funcion definida sobre un abierto W de
R™, y sea xy € W. Entonces, h es continua en g si y sélo si O(h,xg) = 0.

La demostracién de este lema es sencilla y se deja como ejercicio. Ahora ya
podemos comenzar la demostracion del teorema de Lebesgue.

Paso 1. Supongamos que el conjunto de discontinuidades de g tiene medida
cero, y veamos que g es integrable.

Fijemos un € > 0 arbitrario. Sea M tal que |g(z)| < M para todo x € B.
Denotemos por D el conjunto de los puntos de discontinuidad de g. Sea
D. ={z € B:0(g,x) > €}. Por el lema anterior, se tiene que D, C D. Es
facil ver que D, es compacto (ejercicio 3.13).

Como D. tiene medida cero (por ser un subconjunto de D, que tiene
medida cero), existe una coleccién numerable de rectdngulos By, B, ... tales
que D, C U2, int(B;) y Y2, v(B;) < €. Pero D, es compacto, luego existe
N €N tal que D. C JY, int(B;) y, por supuesto, SV v(B;) < e.

Ahora, sea Py una particién de B tal que cada subrectangulo de Py o
bien estd contenido en alguno de los B; o bien su interior es disjunto con
los B;. Podemos dividir los subrectangulos de Py en dos clases C y Co (no
necesariamente disjuntas):

Cir={Qe PR |Fiec{l,.,N}:QCB;},y Co={Q € Py | QN D = 0},

de modo que Py = Cy U Cs.

Sea S un subrectangulo de Cs; entonces la oscilacion de g en cada punto
de S es menor que €. Por tanto, para cada x € S, existe un entorno abierto
U, de x tal que

My(g) —mu(g) =sup{lg(z) —g(y)| : v,z € U} <,
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donde My (g) = sup{g(z) : z € U} y my(g) = inf{g(z) : z € U}. Ahora,
como S es compacto y S C |J,cg Uy, existe una cantidad finita de puntos
z§, ..., Ty € S tal que

K
sclJuy,
=1

donde se denota U7 = Uys. Escojamos una particién Pg de S tal que cada
subrectangulo de Pg estd contenido en alguno de los U7 (esto es siempre
posible; ver el ejercicio 3.15).

Sea ahora P una particion de B tal que cada subrectangulo ) de P
o bien esta contenido en alguno de los subrectangulos de las particiones P;
anteriores o bien su interior es disjunto con los subrectangulos de las Ps y, en
este caso, () esta contenido en alguno de los rectangulos que son miembros
de la clase C. Una tal particiéon puede definirse utilizando todos los lados
de todos los miembros de C y de las particiones Ps. Podemos dividir esta
particion P en dos clases (ahora disjuntas, aunque esto no tenga especial
relevancia), C} y C1, segun se dé una u otra de las dos posibilidades, es
decir,

Cy={QeP|3Se€C,3dRe P, : Q C R},

Cl={QeP|VSeC,VReS:int(QQNR=0,yIT € C,:Q C T},
de forma que P = (] U C). Para esta particién P tenemos que

U(g,P) —L(g,P) <
> (Mo(g) = mo(9)v(Q) + Y (Malg) — ma(9)v(Q) <
QeC; QeC]
ev(B) + Z 2Mv(Q) < ev(B) + 2Me,
Qecy

ya que ZQEC{ v(Q) < 2N w(B;) < e. Como v(B) y M no dependen de
€, y € es arbitrario, utilizando el criterio de integrabilidad de Riemann se
concluye que g (y por tanto f) es integrable.

Paso 2. Ahora supongamos que g es integrable, y veremos que el conjunto
D de los puntos de discontinuidad de g tiene medida cero.

Es claro que D = |J;2| D1y, donde Dy, = {z € B : O(g,z) > 1/n}.
Puesto que la unién numerable de conjuntos de medida cero tiene medida
cero, bastarad probar que cada uno de estos conjuntos tiene medida cero.
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Veamoslo. Fijemos n € N. Dado € > 0, como g es integrable, existe una
particion P de B tal que

Ulg. P) = L(g. P) = > (Ms(g) — ms(g))o(S) < o~
Sep

Ahora podemos escribir Dy, = E1 U Ey, donde

Ey={r€ Dy, |3S € P:xcdS},

By ={x € Dy, | 35 € P: x € int(9)};

aqui 05 e int(S) denotan la frontera y el interior del rectdngulo S, respec-
tivamente. Es claro que la frontera de un rectangulo tiene volumen cero
(ejercicio 3.16), y como FEj estd contenido en una unién finita de fronteras
de rectangulos, se deduce que Ej tiene volumen cero; por tanto existe una
coleccién de rectdngulos C1 tales que E1 C Urco, RY D opec, V(R) < €/2.
Por otra parte, sea Cs el conjunto de los subrectangulos de P que tienen en
su interior algiin elemento de D, ,, (de E3 para ser mas precisos). Entonces,
si § € (, existe z; en el interior de S tal que z5 € Dy, y por tanto,

Ms(g) —ms(g) = O(g,5) = O(g, z5) >

)

S|

de donde deducimos que

% ST u8) < Y (Ms(g) — ms(9)v(S)

SeCy SeCy
< Y (Ms(g) = ms(@)o(8) < 5
SepP

y ast Y g, v(S) < /2. Entonces, C = C1 U Oy es una coleccién finita de
rectdngulos que recubre el conjunto Dy, con

STuR) < S u(R)+ ZU(R)<%+%=E.

ReC ReCy ReCo

Esto prueba que D, tiene volumen cero.

Problemas
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3.10 Sea f(x) =sin(1l/z) siz # 0,y f(0) = 0. Probar que O(f,0) = 2.

3.11 Sea f(x) =1siz € Q,y f(x) = 0siz € R\Q. Probar que O(f,z) =1
para todo = € R.

3.12 Sea h : W — R una funcion definida sobre un abierto W de R™, y
sea O(h,z) la oscilacién de h en x. Probar que h es continua en xg si y sélo
si O(h,xg) = 0.

3.13 Sea D. = {x € B : O(g,z) > ¢}, donde g es una funcién acotada
definida en un rectdngulo B. Demostrar que D. es compacto para cada
e > 0.

3.14 Sea g una funcién acotada definida en un rectangulo abierto B, y
para cada abierto U contenido en B definamos My (g) = sup{g(z) : z € U}
y my(g) = inf{g(z) : z € U}. Probar que

My(g) —mu(g) =sup{lg(z) — g(y)| : y, 2 € U} :== O(g, V),
y por tanto

O(g,z) = inf{My(g) — my(g) | U entorno abierto de x}.

3.15 Sea S un rectangulo cerrado, y G1, ..., G un recubrimiento finito de S
por conjuntos abiertos. Probar que existe una particion P de S tal que cada
subrectangulo de P esta contenido en alguno de los abiertos G;. Indicacion:
para cada z € S existen ¢ € {1,...,k} y 0, > 0 tales que Boo(z,d;) C Gy;
entonces S C |J,cg Boo(,8;). Usar ahora que S es compacto, y recordar
que las bolas Boo(z,7) tienen forma de cubos.

3.16 Demostrar que la frontera de un rectangulo tiene siempre volumen
cero.

3.17 Demostrar que si A y B tienen volumen, entonces AUB, ANBy
A\ B también tienen volumen.

3.18 Sea f(x,y) =1 paraz # 0,y f(0,y) = 0 para todo y. Probar que f
es integrable en cualquier rectdangulo de R?, y hallar estas integrales.

3.19 Sea f(z) = sen(1/z) para = > 0, y f(0) = 0. +Es f integrable en
[0,1]?



29

3.20 Sea f: R? — R definida por

x2+seni siy#0

f(xvy):{ 1.2 SiyZO-

Probar que f es integrable en el circulo unidad abierto, A = {(x,y) € R? :
2t +y? <1}

3.21 Decidir si las functiones que siguen son integrables en los conjuntos
indicados:

(a) f: A — R definida por
f(:Ey):{ y sizeR\Q;

r sizeQ,

con A={(z,y): &2 +% <1},
(b) g : B — R definida por

[ 0 sia?+y?<1/2 obien y=0;
9(z,y) = $Sin(i) en otro caso,

con B = {(z,y) : 2% + 1% < 1}.
(¢) h:C — R definida por

1 siz<y;
z siy<uwz,

h(xvy) = {
con € = {(r,9) : o] < 1,1y < 1.

3.22 Sea f :[0,1] — R definida por f(z) = 0 si x es irracional, y f(z) =
1/m cuando x es racional y estd expresado en la forma x = n/m con n 'y m
primos entre si. Probar que f es continua en x si y sdlo si x es irracional.
Concluir que f, pese a ser discontinua en un subconjunto denso de [0, 1], es
integrable en [0, 1].

3.23 Para cada B C R" definamos
[e.e]

A(B) = inf {Z v(S;) | (S;) recubrimiento de B por rectangulos abiertos}.
i=1

Probar que si B tiene volumen entonces A\(B) = v(B).
Observacion: A X se le llama medida exterior de Lebesgue en R”.
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3.24 Si (B;) es una sucesion de conjuntos con volumen que son disjuntos
dos a dos y B = |J;2, B; tiene volumen, entonces

= Z’U(B
i=1

Indicacion: Usar el problema anterior.
3.25 Sea 71,72, ... una enumeracién de los racionales de [0, 1], y sea

1
5"3)

U = (Tk —
k=1

5k Tk +
Probar que U es un subconjunto abierto de R que no tiene volumen. Indi-
cacion: usar el problema 3.23.

3.26 Sea A un subconjunto abierto y con volumen de R" ysea f: A — R
continua, tal que f(x) > 0 para todo x. Supongamos que existe zg € A tal
que f(xg) > 0. Demostrar que entonces [, f > 0.

3.27 Sean f,g : A C R® — R funciones integrables. Supongamos que
J41f — gl = 0. Probar que entonces f(x) = g(x) para casi todo z, es decir,
salvo en quizds en un subconjunto de A de medida cero.

3.28 Sean A un subconjunto acotado de R™, y (fx) una sucesién de fun-
ciones que converge uniformemente en A a otra funcién f. Sea S un rectdngu-
lo que contenga a A, y extendamos cada una de estas funciones a S haciéndolas
valer cero en S\ A, como de costumbre. Para cada k € N, sea Dy, el conjun-
to de los puntos de discontinuidad de la funcién fj (extendida). Demostrar
que el conjunto D de los puntos de discontinuidad de f estd contenido en
Uiy Dk. Indicacion: Recordar que el limite uniforme de una sucesién de
funciones continuas en un conjunto es continuo en ese conjunto.

3.29 Utilizando el problema anterior, probar que si A es un subconjunto
acotado de R™, y (fx) una sucesién de funciones integrables que converge
uniformemente en A a otra funcién f, entonces f es también integrable en

A.

3.30 En las hipdtesis del problema anterior, probar que ademds se tiene

que
Jim [ i / ;.

Indicacion: La prueba usual que se da de este hecho para funciones de una
variable se generaliza sin dificultad al caso de funciones de varias variables.



31

Resumen de las propiedades de los conjuntos de medida cero y
de los de contenido cero.

Definicion Se dice que A C R™ tiene medida cero si para cada ¢ > 0 existe
una coleccion contable (numerable o finita) de rectdngulos (Q;),cn tales que

ACUL Q) y 255 v(Q)) <e.

Se dice que A tiene contenido cero (o volumen cero) si para cada ¢ > 0
existe una coleccion finita de rectangulos Q1, ..., Qx tales que A C U;?:l Qj,
y E?:l v(Q;) < e. Esto equivale a decir que A tiene volumen (i.e. 14 es
integrable) y v(A) = 0.

En estas definiciones pueden sustituirse los rectangulos cerrados por rectangu-
los cerrados, o por cubos (abiertos o cerrados), a discrecién del usuario.

Propiedades

1. Si A tiene contenido cero entonces también tiene medida cero. El
reciproco no es cierto en general. Sin embargo:

2. Si K es compacto entonces K tiene medida cero si y sélo si K tiene
contenido cero. También:

3. Si A tiene volumen entonces A tiene medida cero si y sélo si A tiene
contenido cero.

4. Si A tiene medida cero (resp. contenido cero) y B C A entonces B
también tiene medida cero (resp. contenido cero).

5. La unién numerable de conjuntos de medida cero tiene medida cero.
6. La unién finita de conjuntos de contenido cero tiene contenido cero.

7. Si A tiene contenido cero entonces su adherencia A también tiene
contenido cero. La propiedad andloga para medida cero no es cierta

(Q=R).

8. Si A tiene volumen y v(A) > 0 entonces A tiene interior no vacio. O lo
que es lo mismo: si A tiene volumen e interior vacio entonces v(A) = 0.

9. Si A tiene medida cero entonces A tiene interior vacio. El reciproco
no es cierto en general: existen compactos con interior vacio que no
tienen medida cero (y en particular tampoco tienen volumen).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

CAPITULO 3. EL TEOREMA DE LEBESGUE

Existen abiertos que no tienen volumen.

Existen conjuntos no numerables que tienen medida cero y contenido
cero (conjunto de Cantor).

Sean A C R" y f: A — R™ una funcién Lipschitziana. Entonces,
si E C A tiene medida cero (resp. contenido cero) en R™, su imagen
f(E) también tiene medida cero (resp. contenido cero) en R".

Recuérdese que f es Lipschitziana en A si existe M > 0 tal que || f(z)—
f@W)| < M||z — y|| para todos z,y € A. Cuando f es diferenciable y
A es convexo esto equivale a decir que f tiene derivada acotada en A.

Sean U un subconjunto abierto de R™, y f: U — R"™ una funcién de
clase C'. Si E C U tiene medida cero, entonces f(E) también tiene
medida cero.

Es importante aqui que la dimensién del dominio de f sea la misma
que la de su imagen. Por ejemplo, existen funciones f : R? — R de
clase C' que no transforman conjuntos de medida cero en conjuntos
de medida cero (considérese f(z,y) = x; E = R x {0} tiene medida
cero en R? pero f(E) = R no tiene medida cero en R). Cuando la
dimension del espacio de llegada es mayor que la del de salida, ocurre
lo siguiente:

Sean U un abierto de R™, y g : U — R" una aplicacién de clase
C1, con m < n. Entonces g(U) tiene siempre medida cero en R™. En
particular:

Si v : [a,b] — R? es una curva de clase C'! entonces su traza tiene
medida cero y contenido cero en R?. Esto no es cierto si sélo se pide
que f sea continua (curvas de Peano...)

La grafica de una funcién integrable f : A C R” — R tiene medida
cero en R” xR = R™*!, En particular, si una funcién f : A C R* — R
es continua entonces su gréfica tiene medida cero en R"*1.

Una funcién es integrable si y sélo si el conjunto de puntos de discon-
tinuidad de su extensién candnica a un rectangulo tiene medida cero
(teorema de Lebesgue).

Un conjunto acotado A C R™ tiene volumen si y sélo si su frontera 9 A
tiene medida cero en R™.
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19. Si f es integrable y A tiene medida cero, entonces [ 4 =0.

20. Sean f,g : A C R™ — R funciones integrables. Supongamos que
J4lf — gl = 0. Entonces f(z) = g(x) para casi todo x, es decir, salvo
quizas en un subconjunto de medida cero de A.
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CAPITULO 3. EL TEOREMA DE LEBESGUE



Capitulo 4

Propiedades de la integral

En este capitulo estudiaremos las propiedades elementales de la integral.
En su mayoria resultaran familiares, pues las propiedades de la integral en
R se extienden sin dificultad al caso de funciones de varias variables.

Teorema 4.1 Sean A un subconjunto acotado de R™, f,.g: A — R fun-
ciones integrables, c € R. Entonces:

(i) f+ g es integrable, yfA(f+g) :fAf+ng.

(ii) cf es integrable, y [,cf =c [, f.
(iii) | f| es integrable, y | [, f| < [4|f]-

(w) Si f <g, entonces [, [ < [,9.

(v) Si A tiene volumen, y |f| < M, entonces | [, f| < Mv(A).

(vi) Si f es continua, A tiene volumen y es compacto y conexo, entonces

existe xo € A tal que [, f(x)dx = f(zo)v(A).

(vii) Sean A, B conjuntos acotados de R™, y sea f: AU B — R. Supong-
amos que y que las restricciones de f a A, B y AN B (que de-
notamos por fia, etc) son integrables. Entonces f es integrable, y

Javgf=Jaf+ st = Jann f

(viii) Sean A, B conjuntos acotados de R™, y sea f: AU B — R. Supong-
amos que [ es integrable en AU B, y que tanto A como B tienen
volumen. Entonces las restricciones de f a A, B y AN B son inte-

gmbles, yfAUBf:fAf+fo_fAﬁBf'

35
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En particular, en cualquiera de los casos (vii) u (viii) anteriores, si
AN B tiene medida cero, entonces fAuB f= fAf + fB f.

Las propiedades (i) y (i7) nos dicen que el conjunto de las funciones inte-
grables sobre un conjunto dado es un espacio vectorial, y que la integral,
definida sobre este espacio vectorial (de dimensién infinita), es un operador
lineal. Por otra parte, la propiedad (vi) se conoce como teorema del valor
medio integral.

Demostracion:

(1) Sea S un rectdngulo que contenga a A, y extendamos f y g a S haciéndolas
cero fuera de A, como es habitual. Sea € > 0. Por el teorema de Darboux
1.10, existe 01 > 0 tal que, si P; es cualquier particiéon de S en subrectangu-
los 51, ..., SN cuyos lados tienen longitud menor o igual que 61, y =1 € S,
..., TN € Sy, entonces

N

3 Fau(s) - /A fles

=1

Andlogamente, existe do > 0 tal que, si P» es cualquier particiéon de S en
subrectangulos Ry, ..., Rys cuyos lados tienen longitud menor o igual que s,
v 21 € Ry, ..., zpm € Ry, entonces

M g
3 s - /A o<

Sea § = min{dy, 2}, entonces, para toda particién de S en subrectangulos
T1, ..., Tk de lados menores que ¢, y para cualesquiera x1 € 11, ..., v € Tk,
se tiene que

K
307G + o) /A ;- /A g <

3 - g e
|;f(xi)v(Tz’)_/Af’+!;g(xi)v(Ti)_/Ag| S

Teniendo en cuenta otra vez el teorema de Darboux otra vez, esto significa
que f + g es integrable en A,y [,(f+g)= [, [+ [19

(17) Podemos suponer ¢ # 0 (la conclusién es evidente si ¢ = 0). Sea & > 0.
Sea S un rectangulo que contenga a A, y extendamos f a S poniendo f =0
fuera de A. Como f es integrable, por el teorema de Darboux existe § > 0
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tal que si P es una particién de S en subrectangulos Si,...,Sy de lados
menores o iguales que §, y 1 € S1, ...,y € SN, entonces

N 3
13 swutsi) - /A <5

lo que implica que

N
\;cfm)v(si) iy /A fl<e.

Por el teorema de Darboux, esto prueba que ¢f es integrableen A,y [ gcf =
cf af

(iv) Sea S un recténgulo que contiene a A, y extendamos f y g a S por 0 en
S\ A como es habitual. Para toda particién P de S, como f < g tenemos
que

L(.g - f7 P) > 07

luego
sup{L(g — f, P) : P particién de S} >0
es decir, [,(g— f) >0, y aplicando (i) y (ii) se obtiene [, f < [, g.

(7i1) Como |f| es continua en todos los puntos que f lo es, tenemos que
Disc(]f|) CDisc(f), y como este dltimo conjunto tiene medida cero (por
ser f integrable y por el teorema de Lebesgue), resulta que el conjunto de
discontinuidades de |f|, Disc(|f]), tiene también medida cero, luego |f]| es
integrable sobre A. Ademds, por la propiedad (iv), como —|f| < f < |f],

tenemos que
Jus[s< [

y por tanto | [ /1 < [ |f].

(v) Si|f| < M sobre A, entonces la extensién canénica de | f| a un rectdngulo
S que contenga a A seguird verificando |f| < M1 4, luego, por (ii) y (iv), se

tiene
/’f‘S/MlA—M/lA—MU(A),
A A A

y entonces, por (i),

I/Afl S/Alfl < Mu(A).
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(vi) Puede suponerse v(A) # 0 (en otro caso el resultado es consecuencia del
teorema 3.6). Sean m = inf{f(x) : x € A} y M = sup{f(x) : z € A}. Como
A es compacto y f es continua, existen xj,z9 € A tales que m = f(z1) y

M = f(x2). Sea
_Jat

u(A4)
Entonces, por la propiedad (iv), m = f(x1)
f es continua y A es conexo, existe xg € A

Ja £ = fl@o)v(A).

(vit) Sean f = flaup, f1 = fla, fo = flpy f3s = flanp las extensiones
candnicas de f, fla, fip ¥ flanp @ un rectangulo que contenga a AU B. Es
inmediato comprobar que f = f1 + f2 — f3, y es obvio por la definicién que

Jaug fla = [, f, etc. Entonces, por (i) y (i),

<A g M = f(z2), y como
ol ;

f= fi+ Jo— f3

AUB AUB AUB AUB

I

En el caso en que A N B tenga medida cero, el teorema 3.6 nos dice que
Janp =0,y entonces [, pf = [, f+ [pf

(vit) Basta observar que las discontinuidades de las extensiones candnicas a
R de las restricciones de f a los conjuntos A, B y AN B estdn contenidas en
la unién de las discontinuidades de f con las fronteras de A y B, y por las
presentes hipdtesis estos tres conjuntos tienen medida cero; esto muestra que
dichas restricciones son integrables. La identidad de las integrales se sigue
entonces aplicando (vii).

Observacién 4.2 Con un poco més de cuidado puede probarse que en la
parte (vi) del teorema anterior no hace falta suponer A compacto; ver el
ejercicio 4.13.

Problemas

4.3 Sean f,g: A — R funciones integrables. Probar que la funcién pro-
ducto fg es también integrable en A.
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4.4 Sean f,g : A — R funciones integrables Probar que las funciones
méax{f,g} y min{f, g} son también integrables en A.

4.5 Demostrar que si A y B tienen volumen, entonces AU B, AN By
A\ B también tienen volumen. Indicacion: Usar los problemas anteriores y
el hecho de que

lavB=1a+1p—14-1B, lanp=1a-1p y 1ap = 1a(1 - 1p).

4.6 Sean Aj, Ao, ... una familia numerable de conjuntos con volumen. +Es
cierto que su unién (J;2; A; también tiene volumen?.

4.7 Sea f una funcién integrable sobre cualquier intervalo acotado de R.
Definamos f; f@t)dt = — [* f(t)dt cuando a > b. Probar que, para cua-
lesquiera a, b, c € R, se tiene

/acf(t)dt - /abf(t)dt + /bcf(t)dt

4.8 Sean Ay B conjuntos con volumen tales que AN B tiene volumen cero.
Probar que
v(AUB) =v(A) +v(B).

4.9 Sean f,g : A C R" — R funciones integrables. Supongamos que
v(A) > 0y que f(z) < g(z) para todo x € A. Demostrar que [, f < [, g.
Indicacion: Utilizar el teorema 3.7.

4.10 Sean f,g : A C R™ — R funciones integrables. Supongamos que
f(z) = g(x) para todo z € A\ C, donde C' es un subconjunto de A que tiene
medida cero. Probar que entonces [, f = [, g.

4.11 Sean f(x,y) = @) D =[x, 7] x [—m,7]. Probar que
—_4 2/f:cydxdy<e

4.12 Sea f: A C R" — R una funcién continua definida sobre un con-
junto abierto A; para cada € > 0 sea B. la bola cerrada de radio ¢ centrada
en un punto xg € A. Probar que

1
lim

tim oy [, S@hr = 5Go)
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4.13 Probar que en el teorema del valor medio integral (teorema 4.1(vi))
no hace falta suponer que A sea compacto. Indicacion: Sean m = inf{f(x) :
xe A}, M =sup{f(z) : x € A}, A = ([, f)/v(A). Se tiene m < X\ < M,
pero en general no existirdn z1,zo € A tales que m = f(z1) y M = f(x2),y
hay que considerar los casos A = M, A =m, y m < A < M separadamente.
Para el caso m < A < M un razonamiento parecido al de la demostracion
de 4.1(vi) sirve. Para los dos primeros casos, puede usarse el teorema 3.7.

4.14 Si A C A; U ... U Ay, donde todos los conjuntos tienen volumen,
probar que v(A) < Zfil v(A;).

4.15 Probar que si f : A C R" — R es continua, donde A es un conjunto
abierto con volumen, y es [ [ = 0para cada B C A con volumen, entonces

F=o.

4.16 Sea f : B — R una funcién integrable, f > 0. Si A C By f
es integrable en A, entonces fA f< fB f. +Es esto cierto si no se supone
f>07

4.17 Sean f,g: .S — R funciones integrables definidas sobre un rectangu-
lo de R™. Sea D un subconjunto denso de S, y supongamos que f(z) < g(x)
para todo x € D. Probar que [¢f < [4g.

4.18 Deducir del problema anterior que si f,g : S — R son funciones
integrables definidas sobre un rectangulo de R™ y D es un subconjunto denso
de S, de modo que f(x) = g(z) para todo x € D, entonces [¢ f = [4g.



Capitulo 5

El teorema de Fubini

Hasta ahora hemos caracterizado las funciones que son integrables y
hemos estudiado las propiedades béasicas de la integral, pero en realidad no
sabemos como calcular las integrales incluso de las funciones més simples
en los recintos menos complicados. El teorema de Fubini, junto con el teo-
rema del cambio de variable, que estudiaremos mas adelante, es una de las
herramientas fundamentales que nos permitird hallar el valor de una inte-
gral multiple (es decir, de una funcién de varias variables), al reducirlo a la
integracion iterada de unas cuantas funciones de una sola variable.

Comenzaremos por dar la versién del teorema de Fubini en el plano R?,
que luego se extenderd sin dificultad al caso general.

Teorema 5.1 Sea A = [a,b] x [c,d] un rectingulo de R?, y sea f : A — R
una funcion integrable, tal que las funciones fy : [c,d] — definidas por
fz(y) = f(z,y) son integrables en [c,d], para todo x € [a,b]. Entonces, la
funcidén x +— fcdf(x,y)dy es integrable en [a,b], y

/Af _ /ab (/Cdfm(y)dy)dfc,

0, con una notacion mds practica,

/Af_/ab(/cdf(w,y)dy)dx

Andlogamente, si se supone que f; f(x,y)dx existe para cada y € [c,d], se

obtiene que . \
= [ ([ s

41
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Observacién 5.2 Si f es continua entonces las funciones f, f, y f, (con
x € [a,b], y € [¢,d]) son todas integrables, y entonces se obtiene que

/Af—/ /fxydyda:—/ /fxydw

Este resultado se puede aplicar a recintos (acotados) A mas generales que
rectangulos, extendiendo la funcién a un rectdngulo que contenga a A (haciéndola
valer cero fuera de A, como es habitual) y usando entonces el teorema de
Fubini. El siguiente corolario nos muestra una manera de hacer esto; el re-
sultado puede utilizarse eficientemente para descomponer una regién com-
plicada en regiones més pequenas a cada una de las cuales se aplica entonces

el corolario.

Corolario 5.3 Sean ¢, : [a,b] — R funciones continuas tales que p(x) <
V() para todo x € [a,b], y sea A = {(z,y) ER?:a <z < bp(z) <y <
Y(x)}. Sea f: A — R wuna funcion continua (o continua salvo en una
cantidad finita de puntos). Entonces

/A /= / ( [o 1:}()) f(, y)dy)d.

Antes de dar la demostracién del teorema de Fubini y su corolario enun-
ciaremos el teorema en su forma mas general.

Teorema 5.4 Sean A C R™ y B C R™ rectdangulos, y f : Ax B — R una
funcién integrable tal que las funciones f, : B — R definidas por f.(y) =
f(z, y) son integrables sobre B para todo x € A. Entonces, la funcién x +—
fB x,y)dy es integrable en A, y

/A><Bf - /A (/Bf(x,y)dy)da;

Andlogamente, si se supone que fA f(x,y)dx existe para cada y € B, en-

tonces /AXBf:/B(/Af(x,y)d:c)dy

De igual manera que el corolario 5.3 puede demostrarse, a partir de la
versién general del teorema de Fubini, el siguiente resultado, muy ttil a la
hora de evaluar integrales en R 1.
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Corolario 5.5 Sea A un conjunto con volumen de R™, sean ¢, : A — R
funciones continuas tales que ¢(x) < ¥(z) para todo v € A, y sea D =
{(z,y) e R" 12 € A p(z) <y < (x)}. Sea f: D — R una funcion

continua (o continua salvo en una cantidad finita de puntos). Entonces

/Df:/A(/:j) f(@,y)dy)da.

Demostracién del teorema 5.1.

Sea g : [a,b] — R la funcién definida por

- / )y

Tenemos que ver que g es integrable sobre [a,b], y que

/Af:/abg:ndx

Sean P, ;) una particién cualquiera de [a, b] en subintervalos S; = [s;-1, s;],
donde a = sp < 81 < ... < sy = b, y sea P4 una particién de [c,d] en
subintervalos T; = [t;_1,t;], donde ¢ =ty < t; < ... < t)y = d. Sea entonces
P4 la particién de A dada por los rectangulos

Rij = 5 x Tj,

con 1 <i<N,1<j< M. Nétese que cualquier particion del rectangulo A
se obtiene de esta manera, como producto de particiones de los lados de A.
Se tiene que

N M
L(f, Pa) Zm (fs Ri)v(Rig) =Y (D mlf, Rij)o(Ty))v(S))-

i=1 j=1

Ademas, para cada x € S; y para cada j es m(f, R;;) < m(fz,T}). Por tanto,
sumando en j estas desigualdades, obtenemos que

M
me, ) Z (T, /fz )y = g(x).

Como estas desigualdades valen para cualquier x € .S;, podemos tomar infi-
mos en x y obtener

> m(f, Rij)o(Ty) < mfg, Si)
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para cada i, y entonces, sumando en 1,

N
L(f,Pa) <Y _m(g,5)v(S:) < L(g, Pay).

i=1

De aqui, y de un argumento andlogo para supremos y sumas superiores,
deducimos que

L(f,Pa) < L(g, Pay)) < U(g, Pay) < U(f, Pa),

Como esto vale para cualquier particiéon P4 de A y, lo que es lo mismo,
para cualesquiera particiones Py, v Pl g de [a,b] y [c, d] respectivamente,
y f es integrable, se deduce inmediatamente de estas desigualdades que g es
integrable sobre [a,b], ¥

/Afz/abg(:r)dx:/ab(/cdf(x,y)dy)dx.

Observacién 5.6 Es claro que la misma prueba, sustituyendo intervalos
por rectangulos y haciendo los pertinentes cambios de notacion, sirve para
establecer la versién general (teorema 5.4) del teorema de Fubini. La redac-
cién de dicha prueba se deja como ejercicio para el lector.

Demostracion del corolario 5.3.

Sea S = [a, b] X [¢, d] un rectdngulo cerrado que contenga a A, y extendamos
f a S poniendo f = 0en S\ A como es habitual. Por el ejercicio 2.26, las
graficas de ¢ y 1, es decir los conjuntos G(p) = {(z,¢(x)) : = € [a,b]} ¥
G() = {(z,9(x)) : € [a,b]} tienen medida cero. Es claro que el conjunto
de las discontinuidades de la funcion extendida f estd contenido en la unién
de estas dos graficas, y por tanto tiene también medida cero. Luego, por el
teorema de Lebesgue, f es integrable en S. Por otro lado, para cada x € [a, b],
fx es continua en [c, d], salvo quizas en los puntos ¢(x) y ¥(z), y por tanto,
todas las f, son integrables. Entonces, podemos aplicar el teorema de Fubini,
lo que nos da, teniendo en cuenta que cada f, es cero en [c, p(x)]U[¢(x),d],

que
/Afz/sz/ab(/cdfx(y)dy)dw:/ab(/;:)f(fc,y)dy)dx.
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Ejemplos y ejercicios

5.7 Calcular [,(z + y)zdzdy, donde A = [0,1] x [0,1].
5.8 Calcular las siguientes integrales iteradas:
a) f_ll fol (zty + y?)dydx

b) fol f:fz x log ydydzx
aTCSEny

fo Jo ¥ ycos(zy)dady

5.9 Expresar las integrales iteradas siguientes como integrales multiples
sobre un recinto, dibujar el recinto y cambiar el orden de intergracion; final-
mente, hallar el valor de las integrales usando el orden de integracién que
dé lugar a los cdlculos mas simples.

a) 2, ny2 (2% + y)dzdy
fl 1ng — )V1 + eXdydzx
f f‘gl‘ |ex+ydydx
fo COSgcysin xdzxdy

e) Jo & J¥(x + 2y + 32)d2dydx

f) fol fof(y) rydxzdy, donde f(y) = min{1,log %}
fo (1-2? 1 Y)Y 2dzyde

5.10 Sea A =[0,1] x [0,1] — R definida por

_ 2y sizeR\Q;
f(x’y)_{ 1 sizeQ.

(a) Decidir si f es integrable en A.

(b) Calcular fo fo x,y)dy)dz si existe.

(c) Calcular fo fo x,y)dx)dy si existe.
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5.11 Cambiar el orden de integracion en las siguientes integrales iteradas:

(a) [y f_lz/y@ [z, y)dzdy

(0) Jy J2 yar—sz £ (. y)dyde

(C) f_ll f,% f\l/m f(xﬁyv Z)dZdydx

(d) fol fol fom2+y2 f(x,y, z)dzdxdy

5.12 Diferenciacion bajo el signo de la integral. Sea f : [a,b] X [c,d] — R

continua tal que % es continua en [a, b] X [c, d]. Definamos

b
Fo) = [ ey
Probar que F' es derivable y que

b
F) = [ G

Indicacién: Usando el Teorema Fundamental del Célculo, se tiene que

Pl = [ " fluda = / ¥ | Sy + face

5.13 Sea f : [a,b] X [¢,d] — R continua con % continua en [a, b] X [c,d].

Definamos

F(x,y) = /z f(t,y)dt.

(a) Calcular %—I; y %—5

(b) Si G(x) = ff(x) f(t,z)dt, calcular G'(z).
5.14 Calcular las integrales siguientes
(a) [pa?ydazdy, siendo D el tridngulo de vértices (0,0),(0,1) y (1,0).

(b) [pye *¥dxdy, siendo D el cuadrado de vértices (0,0),(0,1),(1,0) y
(1,1).

(¢) [pxdady, siendo D = {(z,y) € R? |0 <z < /7,0 < y < sinz?}.
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(d) Jpy/1- 2—; - %—;dwdy, siendo D el interior de la elipse z—; + ‘Z—j =1.

(e) [p|max{z,y}|dzdy, siendo D = [-2,2] x [-1,1].

5.15 Probar la siguiente generalizacién del corolario del teorema de Fubini.
Sean A C R™ un rectangulo cerrado, y ¢,1 : A — R™ funciones continuas
tales que ¢;(x) < 1;(x) para todo z € A, 1 < j < m. Sea

D={(z,y) e R"xR™:z € A, pj(z) <y; <vj(z),1<j<m}.
Para cada =z € A definamos B, C R" por
By ={y e R": pj(x) <y; <j(x), 1 <j<m}.

Sea f: D — R una funcién continua, y definamos f, : B, C R™ — R por
fa(y) = f(z,y), y g+ ACR" — R por

g(:E) = Jz-

Be

Entonces g es integrable sobre A, y

s

5.16 Sean A C R" y B C R™ conjuntos con volumen, y f : A — R,
g : B — R funciones integrables. Definamos

F(x,y) = f(x) +9(y), v G(z,y) = f(x)g(y).

Hallar [, 5 F(2,y)dzdy y [, 5 G(z,y)dxdy en funcién de [, f, [5 9, v(A)
y v(B).

5.17 Hallar el volumen de la regién acotada por z = x? + 3y?, 2 = 9 — z2.

5.18 Hallar el volumen de la regién acotada por a2 + 2y?> = 2, z = 0,
T+y+2z=2.

5.19 Sea A la regién de R? acotada por los planos z =0,y =0, 2 =2y la
superficie z = 2 + 42, con = > 0, y > 0. Calcular la integral fA xdrdydz.

5.20 Calcular la integral [, ye™"Ydxdydz, donde A = [0,1] x [0,1] x [0, 1].
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5.21 Calcular las siguientes integrales iteradas y dibujar las regiones A
determinadas por los limites de integracion:

) Sy (JE (@ + y)dy)da;

) fol(f;j ydy)dz.

5.22 Sea D la regién acotada por los ejes positivos x e y y la recta 3x+4y =
10. Calcular [, (22 + y*)dzdy.

5.23 Sea D la regién dada como el conjunto de los (z,y) del plano tales
que —p(z) <y < p(x) y a < x < b, donde ¢ es una funcién continua no
negativa en el intervalo [a,b]. Sea f : D — R una funcién continua en D
tal que f(x,y) = —f(z, —y) para todo (z,y) € D. Probar que

/ f(z,y)dzdy = 0.
D

5.24 Dibujar la region correspondiente a cada una de las sigientes integrales
dobles, cambiar el orden de integracion y evaluar la integral usando el orden
que sea mas adecuado:

a) [y ([, zydy)d
b) fJ(f;y(x +y)%dz)dy
() J2(Jy (@ + )*dz)dy

5.25 Calcular fW 22 cos zdxdydz, donde W es la regién acotada por los
planos 2 =0, z=m,y=0, 2 =0y x+y = 1.

5.26 Integrar f(z,y,z) = xy+yz + zx sobre la porcién del primer octante
x>0,y >0, 2z>0, cortada por el elipsoide

5.27 Utilizar integrales triples para hallar el volumen del sélido 7' de R3
limitado superiormente por el cilindro parabélico z = 4 — y? e inferiormente
por el paraboloide eliptico z = x? + 3y2.



Capitulo 6

Integrales impropias

A menudo resulta 1til poder integrar funciones que no son acotadas, e
incluso integrarlas sobre recintos no acotados. En este capitulo desarrollare-
mos brevemente una teoria adecuada para tratar tales tipos de integrales,
que reciben el nombre de integrales impropias, y que conducen a problemas
de convergencia similares a los de las series infinitas. De hecho, la conver-
gencia de integrales impropias de funciones de una variable equivale a la
convergencia de las series asociadas a estas integrales; éste es el criterio de
la integral.

Bastard con desarrollar la teoria de integrales impropias para funciones
no negativas; una vez establecida para tales funciones la extenderemos facil-
mente a funciones f : A — R con valores reales teniendo en cuenta que
f = méx{f,0} + min{f,0}. Se suele denotar f* = méx{f, 0}, parte positiva
de f,y [~ = —min{f,0} = méx{—f,0}, parte negativa de f, de modo que
f=f"—=f",v|fl=f"+ f . De este modo resultard que f es integrable
impropia si y sélo si f*y f~ loson, y en este caso [, f = [, fT— [, f .
También se tendréa que f es integrable impropia si y sélo si | f| lo es, es decir,
siy sélo si f es absolutamente integrable.

Estudiaremos primero las integrales de funciones positivas y no acotadas
definidas sobre recintos que si son acotados.

Definiciéon 6.1 Sean A un subconjunto con volumen de R, y f: A —
[0, 00) una funcién, posiblemente no acotada. Para cada M > 0 consideremos
la funcién fps : A — [0, 00) definida por fys(z) = min{ f(z), M }. Obsérvese
que todas las fjs son acotadas en A. Supongamos que cada fj; es propia-
mente integrable sobre A. Nétese que, si N > M entonces 0 < fiy < fv < f
y por tanto [, far < [, fn, es decir, la funcién M — [, fa es creciente.

49
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AfZA}@MAfM

si este limite es finito, y en este caso decimos que f es integrable (impropia)
sobre A.

Entonces definimos

Debe observarse que si f es integrable en A entonces todas las funciones
fv = min{f, M} son también integrables sobre A (ver ejercicio 4.4), y
de hecho fys = f para todo M suficientemente grande, de modo que esta
definicién es ciertamente una extensién de la definicién de funcién integrable.

A veces es muy 1til tener en cuenta el siguiente hecho (llamado criterio
de comparacion de integrales):

Proposicion 6.2 Sean A un subconjunto con volumen de R™, y f,g: A —
[0,00) dos funciones (posiblemente no acotadas). Supongamos que cada fyr
es integrable en A, que f < g, y que g es integrable sobre A. Entonces f es

también integrable sobre A, y
/fﬁ/g
A A

La prueba de esta proposicién es trivial teniendo en cuenta que la funcién
Mw—FM)= [ 4 Ja es mondtona creciente y que, para una tal funcién F,
existe el limite limpy; o F'(M) siy sélo si F' esta acotada superiormente.

El siguiente teorema caracteriza la integrabilidad de una funcién f en
un conjunto A mediante la convergencia de las integrales de esa funcién
sobre una sucesién de conjuntos compactos K; que aproximan el conjunto
A. Este criterio sera particularmente ttil cuando A sea un abierto de R™ y
f: A —[0,00) sea continua, de modo que f serd propiamente integrable
sobre cada subconjunto compacto y con volumen de A. Ademas, este criterio
se utilizard para establecer la versiéon mas general del teorema del cambio
de variables, que estudiaremos en el siguiente capitulo.

Teorema 6.3 Sea A un conjunto con volumen, y sea f: A — [0,00) una
funcion, posiblemente no acotada. Sea (Kj;) una sucesion de subconjuntos
compactos y con volumen de A tales que K; C Kji1 para todo j, y A =
Ujoil K. Entonces, f es integrable sobre A siy sdlo si [ es integrable sobre
cada K; y el limite lim;_, ij f es finito. Ademds, en este caso,

/f—]lig)lo i



o1

En particular, para f =1, se tiene que

v(A) = lim v(Kj).

J—00

Demostracion: En primer lugar probaremos el resultado en el caso particular
en que f = 1. Es decir, veremos que para toda sucesién (K;) de subconjuntos
compactos y con volumen de A tales que K; C K;y1 para todo j y A =
UiZ1 K, es

v(A) = lim v(Kj).

J—00

A tal fin, para cada B C R" definamos
AB) = inf{z v(S;) | (S;) recubrimiento de B por rectangulos abiertos}.
i=1

No es dificil comprobar (ver ejercicios 3.23 y 3.24) que si B tiene volumen
entonces A(B) = v(B), y que, si (B;) es una sucesién de conjuntos con
volumen que son disjuntos dos a dos y B = [J;2, B; tiene volumen, entonces
o0
v(B) =Y v(Bi).

=1

~

Ahora, si (K;) es una sucesion de subconjuntos compactos y con volumen
de A tales que K; C Kj1 paratodo j,y A = U;’il K, definamos By = Kj,
By = Ky \ Ky, y en general, para j > 2, B; = K; \ Kj_;. Es claro que
(Bj) es una sucesién de conjuntos con volumen que son disjuntos dos a dos
y A =J;2, B;. Entonces, por el ejercicio 3.24, se tiene que

o(d) = > u(B). (3)

=1

Pero, como para cada N € Nes Ky = Uf\il Bj, y los B; son disjuntos dos
a dos, tenemos que

v(Kn) =Y v(Bi). (4)
=1

Entonces, combinando (3) y (4), obtenemos lo que queremos:

v(A) = lim v(Kpy).

N—o0



52 CAPITULO 6. INTEGRALES IMPROPIAS

Ahora ya podemos probar el resultado en su forma mas general. Fijemos
una sucesion (K;) de subconjuntos compactos y con volumen de A tales que
K; C Kjy1 para todo j y A =2, K.

Supongamos primero que f es integrable (impropia) sobre A. Como cada
K; tiene volumen y las funciones fj; son todas integrables, entonces las
Ju1k; son integrables. Como ademds es flx,; < fla,y f14 es integrable por
hipétesis, el criterio de comparacion nos dice que f1g; es integrable, es decir,
f es integrable en K,y | K, </ 4[> para todo j. Ademds, como la sucesién
(J K, f)32,1 es monétona creciente y acotada, existe el limite lim; oo / K, I

Reciprocamente, supongamos que cada f es integrable sobre K; y que
existe el limite lim;_ ij f = L. Paracada M > 0y cada j € N, la
funcién farlg; es integrable por hipétesis, luego su conjunto de puntos de
discontinuidad D(fas1k;) tiene medida cero. Como A = (J;2, Kj, es claro
que el conjunto de los puntos de discontinuidad de fjs14 satisface

D(fula) € [|JD(fuix)] U [ 0K;] U oA,
=1 =1

y entonces D(fys14) tiene medida cero (por estar contenido en una unién
numerable de conjuntos de medida cero), lo que significa que cada fys es
propiamente integrable en A. Veamos que f es integrable sobre A; esto
equivale a probar que la funcién M +— [ 4 Jur estd acotada. Fijado un M > 0
arbitrario, por un lado tenemos que

/KijS/KijL. (5)

Por otra parte, como v(A) = lim;_.o v(Kj), dado € > 0, existe j tal que
£
v(A\ Kj) = v(A) —v(K;) < 7
y por tanto

/AfM_/Kij:/A\K.fMSMU(A\Kj)§€7

/AfM—f-IS/Kij- (6)

Combinando (5) y (6) tenemos que

/AfM—egL. (7)

de donde
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Ahora, haciendo tender € a cero en (7), obtenemos que

/A fu <L (8)

y esto vale para todo M > 0. Por tanto, la funcién M — fA far esta acotada,
f es integrable sobre A, y fA f < L. Ademas, como para todo j es

/Kjfé/AfSL,

y L =1lim; . ij f, se deduce que

/Af:L.D

Ejemplo 6.4 Sea A = [0,1]x[0, 1]. Usar el teorema anterior para demostrar
que la funcién f(z,y) = (xy)~/? es integrable impropia sobre A, y calcular

Jal:

Ahora pasamos a estudiar el caso de una funcién f > 0, posiblemente no
acotada, definida en un subconjunto A no acotado de R™. Para cada r > 0,
denotemos por C, = [—r,r]| x ... X [=r,r| el cubo de centro el origen y lados
de longitud 2r; nétese que C, = By (0,7), donde By (0,7) es la bola de
centro 0 y radio r para la norma del supremo, ||z||o = sup; |z;|.

Definicién 6.5 Sean A un subconjunto no acotado de R", y f : A —
[0,00) una funcién que es integrable (quizds impropia) en cada cubo C, de
radio r > 0. Diremos que f es integrable (impropia) sobre A si existe el

limite
lim / f= lim 1
T—00 C’r T—00 Amcr
y en este caso se define [ 4 J como el valor de dicho limite.

El siguiente resultado caracteriza la integrabilidad de una funciéon f medi-
ante la convergencia de las integrales de f sobre sucesiones de conjuntos con
volumen que sean cada vez mds grandes.

Teorema 6.6 Sean A un subconjunto no acotado de R™, y f : A — [0, 00)
una funcion que es integrable (quizds impropia) en C' N A para todo cubo
C C R™. Sea (By) una sucesion cualquiera de conjuntos acotados y con
volumen tales que:
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(i) Bx C Byi1 para todo k, y
(ii) para todo cubo C, existe k € N tal que C' C By,.

Entonces, f es integrable (impropia) sobre A si y solo si limy_, o0 fAmBk fes
finito. Ademds, en este caso,

/f— lim f
A k—oco J AnB,

Demostracion: Supongamos primero que f es integrable. Para cualquier
sucesion (By) que satisfaga las condiciones del enunciado, si C, C By, C Cy,
como f > 0, se tiene que

/Café/kaS/cbe/Af (1)

Ahora, dado € > 0, como lim,_ fCr f = [4f, existe M > 0 tal que, si

r > M entonces
[r-e<] s )
A Cr

Entonces, eligiendo a,b > M y kg € N suficientemente grandes para que
Cq € By, C Cyp, combinando (1) y (2), tenemos que

/Af—sé/kaé/kaé/Af

para todo k > kq. Esto prueba que existe limj_, ka = [, f

Reciprocamente, supongamos que limy,_. [ , ©s finito para una sucesion
(By) con las propiedades del enunciado. Por (z), y puesto que f > 0, es
claro que la sucesién | 5, [ es mondtona creciente. Sea o = limy_.o / Bt
Claramente, ka f < a para todo k. Pero, por (ii), para cada r > 0 existe k
tal que C, C By, y por tanto

/CTfS/kaSa-

Fo)= [ g

Cr

Asi, la funcién

es creciente y estd acotada superiormente por «, y por consiguiente existe
lim, .o F(r) = [, f, es decir, f es integrable (impropia) sobre A. O
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Ejemplo 6.7 Calcular la integral [, zye~ @) drdy, donde A = {(xz,y) €
RZ:2>0,0<y<1}.

En el caso de funciones de una variable, recordemos el criterio de la inte-
gral, que establece la equivalencia entre convergencia de integrales impropias
y de series de nuimeros reales.

Teorema 6.8 Sea f : [1,00) — [0,00) una funcion decreciente. Entonces
. . . o0 . < - . oo
la integral impropia fl [ converge si y solo si la serie Y ° | f(n) converge.

Igual que antes, es ficil probar un criterio de comparacion para esta
definiciéon més general de integral impropia:

Proposicion 6.9 Sean A un subconjunto no acotado de R™, y f,g: A —
[0,00) dos funciones que son integrables (quizds impropias) sobre cada cubo
C C R™. Supongamos que f < g y que g es integrable (impropia) sobre A.
Entonces f es también integrable (impropia) sobre A, y

e

Por dltimo, consideremos el caso mas general posible de integral im-
propia: la de una funcién f no acotada, definida sobre un subconjunto
no acotado A de R™, y que toma valores tanto positivos como negativos.
Recordemos que la parte positiva de f es fT = max{f,0}, y que f~ =
—min{f,0} = max{—f,0} es la parte negativa de f; es obvio que f =
fF=rylfl=rr+r.

Definicion 6.10 Sea A un subconjunto de R™. Se dice que f : A — R
es integrable (impropia) si las funciones f* y f~ son ambas integrables
(impropias), y en este caso se define [ 4 J como

ol L

Nétese que, como |f| = ft+ f~,y fT < |f| > f~, esto equivale a pedir que
|f| sea integrable. Por eso a veces también se dice que f es absolutamente
integrable.

Para terminar, observaremos que casi todas las propiedades de la integral
estudiadas en el capitulo 4 se extienden sin dificultad al caso de integrales
impropias. Por ejemplo, el teorema 4.1 sigue siendo cierto en el caso de fun-
ciones integrables impropias (se invita al lector a justificar esta afirmacién).
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Sin embargo, hay otras propiedades de las funciones propiamente integrables
que no se extienden al caso de integrales impropias; por ejemplo, el producto
de funciones propiamente integrables es integrable, pero no es asi cuando se
habla de integrales impropias (ver el ejercicio 6.24).

Problemas

6.11 Sea A = [0,1]x[0,1] C R% Estudiar la integrabilidad de las siguientes
funciones sobre A, calculando [ 4 J cuando sea posible.

(&) f(z,9) = 7
(b) f(z,y) =

i+

lz—y
_ +
(©) J(e.y) = st

6.12 Estudiar la convergencia de la siguiente integral impropia

/ Ed:mly,
AY

donde A es la regién del plano acotada por x =1, x = y, x = 2y.

6.13 Sea A una regién no acotada del plano que puede describirse como
A={(z,y) eR*:a <z < o0, p(x) <y < ()},

donde ¢, : [a,00) — R son funciones continuas tales que ¢ < 1. Sea f
una funcién continua y no negativa sobre A. Utilizar el teorema de Fubini
y los resultados de este capitulo para probar que

/A f(@,y)dady = / h L f()) f(w,y)dyde.

Formular enunciados analogos para otro tipo de regiones no acotadas del
plano R? y del espacio R3.

6.14 Calcular la integral [, zye~ @) dxdy, donde A = {(z,y) € R? :
£>0,0<y<1)}.
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6.15 Usar el problema 6.13 para integrar e~*Y de dos maneras sobre la
regién x > 0, 1 <y < 2. Concluir que

0o ,—x _ ,—2x
/ £ "°¢ dz= log 2.
0

T

xT

6.16 Probar que la integral ng e~y dxdy converge.

6.17 Sea A un abierto con volumen de R™. Probar que existe una sucesién
(K;) de conjuntos compactos con volumen tales que K; C Kj1 para todo
j,y A= Uj’;l K;. Indicacion: los K; pueden ser uniones finitas de cubos
cada vez mas pequenos y mas numerosos.

A continuacién consideramos algunos ejemplos de integrales impropias
de funciones de una variable que luego, en alianza con el criterio de compara-
cidén, seran muy utiles para decidir la convergencia o divergencia de integrales
impropias de funciones de varias variables. De momento no hemos visto mas
que unos pocos ejemplos de integrales multiples impropias. La razon es que,
para tratar estos ejemplos, ademas de los teoremas 6.3 y 6.6 y del teorema
de Fubini, se necesita (o cuando menos es extremadamente 1til) el teorema
del cambio de variables. En la seccién de problemas del proximo capitulo
veremos mas ejemplos de integrales impropias de funciones de varias vari-
ables.

6.18 Probar que floo xPdx converge si p < —1 y diverge si p > —1.
6.19 Por el contrario, fol xPdx converge si p > —1 y diverge si p < —1.

6.20 Demostrar que floo xPe™*dx converge para todo p € R, y fol xPe "dx
converge si p < —1.

6.21 Sin embargo, fol zPel/*dzx diverge para todo p € R.

dx
log z

6.22 Probar que fol log zdx converge, mientras que floo diverge.

6.23 Reformular y demostrar el teorema 4.1 para el caso de integrales
impropias.

6.24 Sean f(r) = g(z) = 1//x. Probar que fol fy folg convergen, y sin
embargo fol fg diverge.
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6.25 Sea f : [a,00) — R. Se dice que la integral impropia faoo f es condi-
cionalmente convergente si existe el limite

blirgo /abf - /aoo J

Si f > 0, es obvio que esta integral existe si y sélo f es absolutamente
integrable, luego esta definicién de integral impropia equivale a la dada mas
arriba en el caso de funciones positivas. Sin embargo, estas dos definiciones
de integral impropia en no coinciden en general: si

senx

fz) =

X

entonces f 100 f es condicionalmente convergente (puede integrarse por partes
para ver esto), pero no absolutamente convergente (encuéntrese una serie di-
vergente de nimeros reales que minore a floo |f]). Poner ejemplos de situa-
ciones andlogas en el caso de integrales de funciones no acotadas definidas
sobre intervalos acotados.

6.26 Establecer por qué las siguientes integrales son impropias y determi-
nar si son convergentes o divergentes. Calcular el valor de las que se pueda.

(1) /Olloga;d:c 2) /jxljgxdx (3) /12 ;fldaz

(4) /Olaflogxdx (5) /Oooexdaf (6)/000\/16?@;
(7)/200 loixd:c (8)/20056(1();93)2(13; (9)/11\/11_761:5
(10) /_(:e_mdx (11)/0@;2@ (12) /Ooomd:c

0o —x2 1 )
e 1 sin
13 d 14 d 15 ST
<>/1 @ ”/Oxlogﬂ <>/0 L




Capitulo 7

El teorema del cambio de
variables

En este capitulo estudiaremos el otro resultado fundamental, aparte del
teorema de Fubini, que nos ayudard a calcular integrales multiples sobre
recintos de forma no rectangular y que ademaés permitira simplificar el calcu-
lo de muchas integrales multiples (de manera parecida a como un caso par-
ticular de este resultado, el método de integracién por sustitucién, simplifica
el calculo de muchas integrales de funciones de una variable). Primero enun-
ciaremos el teorema del cambio de variables y veremos varios ejemplos de
sus aplicaciones. La demostracién de este resultado es larga y complicada, y
en una primera lectura podria omitirse; lo fundamental es comprender bien
su enunciado y saber aplicarlo correctamente.

Antes de enunciar el teorema, recordemos que el (determinante) jaco-
biano de una aplicacién diferenciable f : A — R" (donde A es un abierto
de R™) se define como

Jf(x) = det(f'(x))

para cada z € A. Un difeomorfismo (de clase CP) g entre dos abiertos Ay B
de R™ es una aplicacién g : A — B biyectiva y diferenciable (de clase CP),
tal que su inversa g~ : B — A es también diferenciable (de clase CP).
Recordemos también que, como consecuencia del teorema de la funcién
inversa, si A es un abierto de R® y g : A — R"™ es una aplicacién inyectiva y
diferenciable (de clase CP) en A tal que Jg(z) # 0 para todo x € A, entonces
g(A) es abierto en R" y g : A — ¢(A) es un difeomorfismo (de clase CP).

Teorema 7.1 Sean A y B subconjuntos abiertos y con volumen de R™, y
sea g : A — B un difeomorfismo C'. Entonces, para toda funcién integrable
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f: B — R, la funcion (f o g)|Jg| es integrable en A, y

/Bf - /A(fog>|Jg\.

Observacién 7.2 Si denotamos g = (g1, ..., 9n); Y1 = 91(Z), ..., Yn = gn(x);

y
Jg _ a(gla agn) ’
(1, ..., Tn)
entonces la conclusién del teorema puede escribirse asi:
0 g1, .- 79
/ Fyiy ey yn)dyr .. dyn—/f (1, .y ))‘ ( n ’d{]}‘l N
X1,y Tp)

Es conveniente hacer notar que el hecho de que en este teorema A y B
sean abiertos no supone en la practica ninguna restriccién para el célculo de
integrales, ya que, al tener A y B volumen, sus fronteras tienen medida cero,
y entonces, por los teoremas 4.1(vii) y 3.6 las integrales sobre la adherencia
y el interior de A (y de B) coinciden, de modo que

Jr=[,7= [ oo = [eala

incluso si g dejara de ser un difeomorfismo en la frontera de A o Jg no
estuviera bien definido en dicha frontera. Se sigue de estas observaciones
que el enunciado del teorema del cambio de variables sigue siendo wvdlido
si A y B se reemplazan por conjuntos com volumen cuyos interiores son
difeomorfos mediante un difeomorfimo g de clase C'. La seccién dedicada
al cambio a coordenadas polares (ver mas adelante) ilustrara este hecho.

Antes de ver ejemplos y aplicaciones de este teorema, esbozaremos una
justificacion intuitiva del mismo. Sea S un rectangulo muy pequeno contenido
en A. Entonces, como g es un difeomorfismo, g es aprorimadamente una
aplicacién afin en las proximidades de S, y ¢(S) es aproximadamente un
paralelepipedo. Si g fuera realmente afin sobre S, el volumen de g(S) serfa
| det g|v(S). Como la aplicacién y — g(z) + Dg(x)(y — =) aproxima bien a
g cerca de x y es una aplicacién afin, tendriamos que el volumen de g(5)
serfa aproximadamente igual a |Jg|v(S), es decir, haciendo S cada vez mas
pequeno, tendriamos que estas cantidades infinitesimales coinciden:

f(g(@))|Tg(@)|dz = f(y)dy,
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luego, sumando todas estas cantidades infinitesimales (es decir, integrando),
obtendriamos el resultado:

/ F(g(2))|g(x)|dz = / fw)dy.
A B

Veamos ahora algunos ejemplos.

Ejemplo 7.3 Usando el teorema del cambio de variables, hallar el volumen
del paralelepipedo engendrado por los vectores (1,1,1), (2,3,1), y (0,1,1)
en R3.

Ejemplo 7.4 Usando el cambio de variables z = u + v, y = u — v, calcular
T (1
N fy (22 + y?)dwdy.

Hay algunos cambios de variable que son particularmente ttiles en mul-
titud de situaciones practicas y que por ello merecen una atencién especial.
Los cambios a coordenadas polares, esféricas o cilindricas son algunos de los
mas empleados.

Coordenadas polares
Sea g : R? — R? la aplicacién definida por
g(r,0) = (rcos@,rsend).

Aunque g es diferenciable de clase C'°, no es inyectiva en todo RZ?. Sin
embargo, si la restringimos al abierto U = {(r,0) : r > 0,0 < 6 < 27}
entonces si que es inyectiva (compruébese), y su jacobiano es

cos —rsenf

=rcos’0 +rsen’d =r >0
senf rcos6

Jg(r,0) =
en todo este conjunto U, luego por el teorema de la funcién inversa g : U —
g(U) es un difeomorfismo de clase C°; se comprueba inmediatamente que
g(U) = R%\ ([0,00) x {0}). Es decir, g transforma difeomérficamente la
banda abierta U sobre todo el plano excepto los puntos de la recta y = 0
con coordenada x positiva. Como dichos puntos forman un subconjunto de
medida cero de R?, estos puntos no afectan al valor de las integrales a las que
se aplique el cambio de variables g (ver la observacién 7.2) y, para nuestros
propésitos de calculo de integrales, podemos actuar como si g fuera una
biyeccién definida de la banda cerrada U = {(r,0) : 7 > 0,0 < 6 < 27}
sobre todo el plano R2.



62 CAPITULO 7. EL TEOREMA DEL CAMBIO DE VARIABLES

De esta manera, si B es cualquier sunconjunto con volumen de R?, y A =
g~ 1(B), al aplicar el teorema del cambio de variables a la transformacién g
(y teniendo en cuenta las observaciones anteriores), se obtiene la siguiente
formula:

/ flx,y)dzxdy = / f(rcos @, rsenf)rdrdf
B A

Ejemplo 7.5 Sea A = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1}. Aplicar el cambio de
variables a coordenadas polares x = r cosf, y = rsenf para hallar

/ e Y dxdy.
A

Ejemplo 7.6 Calcular [}, log(z*+y?)dzdy, donde D = {(z,y) : x >0, y >
0, a® < 22 + 9% < b?}.

Ejemplo 7.7 Hallar el area de un circulo de radio r usando el cambio a
coordenadas polares.

Coordenadas esféricas
Sea ahora g : R? — R3 la aplicacién definida por
g(r,p,0) = (rsenpcos 0, r senpsend, r cos ).

Como sucedia en el caso de las coordenadas polares, g es C°° pero no es
inyectiva en todo R®. No obstante, restringiéndola al abierto U = {(r, ¢, 0) :
r>0,0<6<2m0<p<m}, gsiesinyectiva (no es dificil comprobarlo),
y su jacobiano es

senp cosf rcospcost —rsenpsend
Jg(r,¢,0) = | sengsend rcospsend rsenpcosh | =r’iseng >0
Cos —7rseny 0

en cada (r,¢,0) € U, luego por el teorema de la funcién inversa g : U —
g(U) es un difeomorfismo de clase C™. Se ve ficilmente que g(U) = R3\
{(z,y,2) : y =0,z > 0}. Es decir, g transforma difeomérficamente la banda
abierta U sobre todo el espacio R? excepto los puntos del plano y = 0 con
coordenada x positiva. Pero dichos puntos forman un subconjunto de medida
cero de R3, luego estos puntos no afectan al valor de las integrales a las que
se aplique el cambio de variables g y, como en el caso de las coordenadas
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polares, para calcular integrales podemos hacer como si g fuera una biyeccion
definida de B = {(r,,0) : 7 > 0,0 < § < 27,0 < ¢ < 7} sobre todo R3. En
este caso, si B es cualquier sunconjunto con volumen de R?, y A = g~ 1(B),
aplicando el teorema del cambio de variables a g, obtenemos la siguiente
férmulas:

/ f(x,y, z)dxdydz = / f(r cos Bseny, rsenfseny, r cos @ )r’senpdrdpdd.
B A

Ejemplo 7.8 Sea B la bola unidad de R3. Calcular las integrales

dxdydz
B2+ 22 +y2+ 22

/e(x2+y2+22)3/2dxdydz.
B

Coordenadas cilindricas

El cambio a coordenadas cilindricas consiste en hacer un cambio a polares en
las coordenadas z, y de cada punto (z,y, z) € R3, mientras que la coordenada
z permanece fija. La transformacién adecuada es pues

g(r,0,z) = (rcosf,rsend, z),

donde g esta definida en el abierto U = {(r,60,z) : r > 0,0 < 0 < 27}, y su
imagen es todo R3 excepto los puntos del plano y = 0 con coordenada = > 0
(puntos que forman un subconjunto de medida cero de R?). El jacobiano de
g es en este caso Jg(r,0,z) =r > 0en U. Asi, si B es cualquier sunconjunto
con volumen de R3, y A = g~1(B), tenemos la siguiente férmula de cambio
de variables:

/ f(z,y)dxdydz = / f(rcosf,rsenf, z)rdrdfdz.
B A

Ejemplo 7.9 Calcular [} ze*IQ*dexdydz, donde D = {(z,y, 2) : 22 +y* <
1,0 <z <1}

Ejemplo 7.10 Calcular [, zv/2% 4 y?dxdydz, donde D = {(z,y,2) : 1 <
22 +y? <2,1<2<2}.

Ejemplo 7.11 Hallar el valor de

11 py/1-y2
/ / / 2(2% 4 y?)dadydz.
0 J-1J—y/1-y2
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Demostracion del teorema 7.1

La demostracién del teorema del cambio de variables es necesariamente larga
y complicada técnicamente. Seguiremos estos pasos:

m Paso 1: Si L : R™ — R"™ es una aplicacién lineal y A un conjunto con
volumen entonces v(L(A)) = |det L|v(A).

= Paso 2: Si C' es un conjunto con volumen tal que C C A, entonces
g(C') también tiene volumen.

= Paso 3: Si C' C A es un conjunto cerrado y con volumen, entonces
oa(©) < [ 17al

= Paso 4: Sea C' un subconjunto cerrado y con volumen de A. Entonces,
para toda f: g(C) — R integrable,

/g(c)f:/c(fog)!Jg\-

» Paso 5: El teorema es cierto, incluso si z — |Jg(x)| o z — 1/|Jg(z)]
no estan acotadas sobre A y las integrales son impropias.

Paso 1. Comenzamos por probar el teorema en el caso mas sencillo, aunque
no del todo trivial: suponiendo que g es lineal, f = 1 y A es un conjunto
con volumen:

Lema 7.12 Sean L : R® — R"™ wuna aplicacion lineal, y A C R™ un con-
Junto con volumen. Entonces L(A) tiene volumen, y

v(L(A)) = | det L{v(A),

/ 1:/ | det L|.
L(A) A

Demostracion: Nos bastaria con probar esto en el caso que L es isomorfismo
lineal (es todo lo que se requiere para demostrar el teorema del cambio de
variable), pero como el enunciado de este lema es cierto incluso cuando L no
es isomorfismo, discutiremos también este caso. Si det L = 0 entonces L(A)

estd contenido en L(A), que es compacto y a su vez estd contenido en un

es decir,
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hiperplano de R", luego L(A) tiene medida y contenido cero, y la igualdad
v(L(A)) = |det L|v(A) es trivial en este caso. Podemos suponer entonces
que det L # 0, es decir, L es un isomorfismo lineal.

Veamos primero que L(A) tiene volumen si A lo tiene. Por el ejercicio
2.24 sabemos que una aplicacién de clase C'! entre dos abiertos de R” trans-
forma conjuntos de medida nula en conjuntos de medida nula. En particular
esto es cierto para una aplicacién lineal L : R® — R”. Por tanto, si A
tiene volumen, 0A tiene medida cero y L(OA) también. Pero, como L es
isomorfismo lineal, 0L(A) = L(0A), de modo que OL(A) tiene medida cero
y asi L(A) tiene volumen.

Para establecer la igualdad v(L(A)) = |det L|v(A), recordemos que si
L : R"” — R" es una aplicacién lineal, entonces existen aplicaciones lineales
Li,...,Ly : R" — R" tales que L = Lj o...o Ly y cada Lj opera sobre
cualquier vector x € R™ de una de las maneras siguientes:

(a) Una coordenada de z se multiplica por una constante, y las demds
coordenadas permanecen invariables;

(b) Para ciertos i, j (fijos para cada Ly), se reemplaza la coordenada x; por
x; + x5, mientras que las otras coordenadas permanecen invariables.

Esto es equivalente a afirmar que cualquier matriz n X n se descompone
como producto de matrices n X n cada una de las cuales es de uno de los dos
tipos siguientes: o bien se obtiene de la matriz identidad sustituyendo un 1
de la diagonal por una constante ¢, o bien se obtiene a partir de la matriz
identidad poniendo un uno en vez de un cero en cualquier lugar fuera de la
diagonal principal.

Puesto que det L = det L... det Ly, basta probar el resultado para cada
una de las Lj anteriores. Es decir, podemos suponer que L es de una de
las formas (a) o (b) anteriores. En efecto, si v(L;(A)) = |det Lj|v(A) para
cada L; y cada conjunto con volumen A entonces, aplicando este hecho
reiteradamente, obtenemos que

v(L(A)) = | det Ly || det Ls|...| det Ly|v(A) = |det L|v(A).

Veamos pues que si L es una aplicacién lineal del tipo (a) o (b) anteriores
y A es un conjunto con volumen entonces v(L(A)) = |det L|v(A). A tal fin,
comenzamos considerando el caso especial en que A es un rectangulo,

A= [al,bl] X [ag,bg] X ..o X [an,bn].
Si L es del tipo (a), es decir,

L(zy1,...,xpn) = (T1, ooy CTiy ooy Ty,
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donde ¢ es una constante, entonces es claro que det L = ¢, y
L(A) = [al,bﬂ X ... X [CCLQ,CbQ] X ... X [an,bn],

sic>0,y
L(A) = [al,bﬂ X ... X [CbQ,CCLQ] X ... X [an,bn],

cuando ¢ < 0, luego v(L(A)) = |c|v(A) en ambos situaciones, y el resultado
se cumple para aplicaciones del tipo (a). Supongamos ahora que L es del
tipo (b), es decir

L(.%'l, ,.%'n) = (1‘1, ey Li—1, T + Tj, Titl, ...,l’n),

entonces es obvio que det L = 1, y por tanto sélo hay que probar que v(A) =
v(L(A)) en este caso. Como

L(A) = {(x1, ..., Ti—1, Ti + Tj, Tit1, ..., Tn) © T € [ag, b},

entonces, utilizando el teorema de Fubini, obtenemos que

n

U(L(A)) = (/D 1Ddacidxj) H (bk - ak)7

k=1,k#i, k]

donde D = {(zj,x; + x;) € R* : z; € [a;,b;],x; € [a;,b;]}. Por tanto,
tendremos lo que deseamos si probamos que

/ 1DdIL’Z‘dCCj = (bj - aj)(bi - az‘)-
D

Es decir, en realidad basta con demostrar esto en el caso de R?, cuando
A =la,b] x [¢,d] y L : R? — R? est4 definida por

L(z,y) = (z,2 +y).

Pero esto es ya un sencillo ejercicio que se deja al cuidado del lector (hdgase
un dibujo para convencerse de que v(L(A)) = (b—a)(d —¢) = v(A) si no se
tiene ganas de calcular).

Este argumento prueba que v(L(A)) = |det L|v(A) cuando A es un
rectdngulo y L es una aplicacién lineal del tipo (a) o (b). Veamos por dltimo
que esta igualdad sigue siendo cierta en el caso de que A es un conjunto
cualquiera con volumen (y L sigue siendo de uno de esos dos tipos).

Sea S un rectangulo que contiene a A y tomemos € > 0 cualquiera. Como
A tiene volumen existe una particion P de S tal que

9 9
A)—L(14,P) < .
|detL|7 y U( ) ( AJ ) — ‘det L|

U(1a4,P) —v(A) <
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Sean entonces V =V, = J{Q e P: QC A}, yW=W.={Q € P:
Q N A # (0}. Por lo anterior se tiene que

v(IL(V) = > w@@Q)= > |detLjv(Q)=
QEPRCA QeEP,QCA
|det L|L(14, P) > |det L|v(A) — ¢,

y andlogamente v(L(W)) < |det L|v(A) + €. Ahora, como V. C A C W,
tenemos que L(V) C L(A) C L(W), y como ya sabemos que L(A) tiene
volumen, esto impone que

|det Lu(A) — e < o(L(V)) < v(L(A)) < v(L(W)) < | det Lv(A) + ¢,

y en particular |det Ljv(A) —e < v(L(A)) < |det L|v(A) + e. Como € > 0
es arbitrario se deduce de aqui que v(L(A)) = |det Ljv(A). O

Paso 2. Veamos ahora que los difeomorfismos transforman conjuntos con
volumen en conjuntos con volumen.

Lema 7.13 Sea g: A — B un difeomorfismo C' entre dos abiertos de R™.
Si C es un conjunto con volumen tal que C' C A, entonces g(C) también
tiene volumen.

Demostracion: Como g es un difeomorfismo, dg(C) = ¢(0C). Por el ejer-
cicio 2.24 sabemos que una aplicacién de clase C' entre dos abiertos de
R"™ transforma conjuntos de medida nula en conjuntos de medida nula. En-
tonces, como 9C tiene medida nula (puesto que C' tiene volumen), resulta
que 0g(C) = ¢(0C) tiene también medida nula, lo que significa que g(C)
tiene volumen. O

Paso 3. Veremos que si C C A es un conjunto cerrado y con volumen,
entonces

v(g(C)) < /C 17gl.

A tal fin, probaremos primero una versiéon aproximada de este hecho para
el caso en que C' es un cubo, de lo cual deduciremos el caso general.
Recordemos que la norma || - o : R — R definida por

[#]loc = sup |z
1<i<n

tiene la propiedad de que para todos x € R™ y r > 0,

Bo(z,r) ={y e R": ly—z||oc <7} =21 =121 +7] X 0. X [T, — Ty Ty + 7],
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es decir, la bola By (x,r) es un cubo de centro = y lados de longitud 2r.
Obviamente, todo cubo C' en R" puede expresarse de esta manera para
ciertos x y r. El siguiente lema nos da la clave de la demostracién de este
paso:

Lema 7.14 Sea g : A — B un difeomorfismo C' entre dos abiertos de R
y K un compacto contenido en A. Entonces, para todo € > 0 existe un 6 > 0
tal que, si QQ es un cubo de lados menores o iguales que § y x € Q N K, se
tiene

v(9(Q)) < (14 ¢)"|det ¢'(2)[v(Q).

Demostracion: Como ¢' y (g~ !)" son continuas en el compacto K, ambas
aplicaciones estdn acotadas en K, y por tanto existe una constante M > 0
tal que, para todo x € K, los isomorfismos lineales ¢'(x) satisfacen que

1
2717l < 19" @)(2)lloo < M2 o0,

para todo z € R", lo cual equivale a decir que, para todo = € K, y para
todos y € R™, r > 0,
r
Boo(9'(2)(y): 37) € 9'(2)(Boo(y, 7)) S Boolg'(2)(y), Mr). (1)

Por otra parte, como g es de clase C'! en el compacto K C A, g es uniforme-
mente diferenciable en K (ver problema 7.29), es decir, dado € > 0, existe
01 > 0 tal que

lo(y+b) = 99) = g @) (0o < 5= 1A (2)

para todos y € K, |h]] < §1. Ademds, como ¢’ es uniformemente continua
en el compacto K, existe do > 0 tal que

g’ (z) =g’ (W)l < 300

para todos z,y € K con ||z — y|lec < d2, lo que conlleva
) o < £
l9°(2)(h) = g (W) (Moo < 77110 (3)

para todos z,y € K, h € R", con ||t —y|loc < d2y ||h|| < 2. Ahora, tomando
d = min{d1, 02} y combinando las desigualdades (2) y (3), tenemos que

lo(y + k) = 9(y) = g/ @)(R) e < 1] (4)
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es decir, para todo x,y € K con ||z —y| <0y ||h] < 4§, se tiene que

9(y +h) = [g(y) + ¢'(2)(h)] € Bo(0, %Ilhll) C ¢'(2)(Boo(0,¢[|R]])),
lo que implica que

9(Bos(y,7)) € 9(y) + 9'(2)(Bso(0,7)) + g'(2)(Boo (0, 27))
C 9(y) + 9'(2) (B (0,7(1 +¢)))

para todo z,y € K con z € Buy(y,r), 7 € (0,0), y por tanto, tomando
volumenes y teniendo en cuenta el paso 1,

v(9(Boo(y:7))) < v(g(y) + 9'(2)(Boo(0,7(1 +¢)))) =
(g (2)(Bso(0,7(1 +€)))) = | det g'(2)[0(Boo (0, 7(1 + ))),

y, como v(Buo(z,t)) = (2t)" para todo z € R™ y t > 0, esto equivale a

v(g(Boo(y,7))) < |det ¢ (z)|(2r)"(1 + )" =
(1 + &) det ¢ (2)|v(Boo(y, 7))

para todo y € K, z € K N By(y,7), r € (0,9). Esto prueba que, para todo
g > 0 existe un 6 > 0 tal que para todo cubo @) de centro y € K cuyos lados
midan menos que 4, y para todo x € K N Q, se tiene

v(9(Q)) < (1 +¢)"|det g'(2)[v(Q).

Ahora ya podemos deducir el resultado principal del paso 3:

Lema 7.15 Sea g : A — B un difeomorfismo C' entre dos abiertos de R™
y sea C un cerrado con volumen contenido en A. Entonces,

v(g(C)) < /C Tg(x)|de.

Demostracion: Sea s = distoo(C,0A). Como C es un compacto contenido
en el abierto A, se tiene s > 0. Sea K = {x € A : distoo(z,C) < s/2};
claramente K es un compacto contenido en A. Ademads, cualquier cubo @
de lados menores que §; := s/2, y cuya interseccién con C' sea no vacia,
estara contenido en K.

Ahora, aplicamos el lema anterior (7.14) a nuestro compacto K: fijado
un € > 0 arbitrario, existe d9 > 0 tal que, si Q es un cubo de lados menores
o iguales que d2 y x € Q N K, se tiene

v(9(Q)) < (14 )" det g'(2)[v(Q). (5)
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Por otro lado, como la aplicacién z — |Jg(x)| es continua en el compacto
C, que tiene volumen, |Jg| es integrable en C'. Sea S un cubo que contenga
a C. Al ser |Jg| integrable en C, dado ¢ > 0 existe d3 > 0 tal que para
cualquier particién P de S en cubos @1, ..., QN cuyos lados miden menos
que 63, y 1 € S, ..., ty € Sy cualesquiera, se tiene que

N
| 1791 - I ERECAEE

y por tanto
N

>~ gl l1o(@e(@) < [ 1g]+<. (6)

i=1 c

Sea ahora § = min{d1, d2,03}. Fijemos P una particién cualquiera de S en
cubos de lados menores o iguales que 9, y sea

P.={QeP:QNnC +0}.

Para cada Q € P escojamos x¢g € ) de tal manera que g € @ N C cuando
Q € P.. Como 0 < 01 = 5/2, se tiene zg € Q C K para todo Q € P, y
entonces, por (5) y (6),

o(9(Q) < 1+ g@(@), v 3 oaa)n(@) < / gl +e
QEP. ¢

para todo Q € P..
Entonces, aplicando el Lema 7.14 y el Teorema 4.1(vii), obtenemos que

v(g(@) =o(|J 9(CNQ) =D vglCn@) =Y vg(CNQ))

QepP QeP QeP.
<3 w(e@) < Y (1 +e)" [ g(m0)u(Q)
QePF: QeP.
=+ Y Wgoliclo(@ < 1+ ( [ gl +2).
QcP c
es decir
w(g(C)) < (1+ &) /c gl +2). (s)

Finalmente, teniendo en cuenta que en todo este razonamiento ¢ > 0 es
arbitrario e independiente de C', haciendo tender € a cero en la desigualdad
(8), obtenemos lo que deseabamos: v(g(C)) < [, [Jgl.
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Paso 4. Lo mas duro de la demostracion del teorema del cambio de variables
ya ha pasado, y estamos en condiciones de probar el teorema para cualquier
subconjunto cerrado y con volumen de A:

Lema 7.16 Sea g : A — B un difeomorfismo C' entre dos abiertos de R™
y sea C' un subconjunto cerrado y con volumen de A. Entonces, para toda
funcion f: g(C') — R integrable,

/g(c)fz/c(fog)lzfgl-

Demostracion: Como las aplicaciones x — |Jg(z)| y = — 1/|Jg(z)| son
continuas en los compactos C'y D = g(C) respectivamente, ambas estdn
acotadas en dichos conjuntos, que ademads tienen volumen (paso 2), y por
tanto |Jg| es integrable en C'y |Jg~!| = 1/|Jg| es integrable en D. Ademas,
si S es un rectangulo que contiene a C'y D(f) es el conjunto de discon-
tinuidades de la extensién canénica de f a S, es claro que D(f) C By D(f)
tiene medida cero (por ser f integrable en g(C)), luego, como g~ ! : B — A
es de clase C', se tiene que g~ '(D(f)) tiene medida cero (ejercicio 2.24).
Pero, como g es un difeomorfismo, g~!(D(f)) es precisamente el conjunto
de discontinuidades de fo g, denotado por D(fog). Por tanto D(fog) tiene
medida cero, y asi f o g es integrable en C.

Sea S un rectdngulo que contenga a g(C), y extiéndase f a S poniendo
f=0en S\ g(C) como de costumbre. Sea P una particién cualquiera de
S en subrectangulos S, ..., Sy. Utilizando el resultado del paso anterior y
el hecho evidente de que m(f,S;) = m(f o g, 1(S;)), asi como el teorema
4.1(vit), tenemos que

N N
— Zm(f, Si)v(S;) = Zm(f, Si)v(g(g~"(S1)))
i=1 i=1

N

im(f, )/gl( |Jg| = Z/gl Si)lJg|
:i/g (fog,g7\(S \Jg|<Z/ (fog)lJgl =

= o Jag| = ° Jagl = o Jal,
[ ealisl=[ (ool /C (o g)lg

L(f,P) < /C(fog)ng\~

es decir,
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Como esto vale para cualquier particién P de Sy f es integrable en g(C),

se deduce que
[ 1< [ weall. (9)
9(C) c

Por supuesto, todo lo que se ha hecho hasta ahora, y en particular esta
tltima desigualdad, se puede aplicar al difeomorfismo ¢! : B — A en lugar
de g, y a cualquier funcién integrable h : C' = g~!(g(C)) — R. Asi pues, si
ponemos g~! en lugar de g y h = (f og)|Jg| en lugar de f en la desigualdad
(9), obtenemos

[oansl< [ (rogeg™igleg™ g = [ £ o)
c 9(C) 9(©)
ya que go gt = I, luego I = (¢’ o g~') o (¢!, donde I es la aplicacién
identidad, y tomando determinantes, 1 = (|Jg| o g~1)|Jg7!|.

Finalmente, combinando las desigualdades (9) y (10) obtenemos el re-

sultado que buscabamos:
[ 1= weall.
9(C) c

Paso 5. Para terminar este capitulo veremos que el teorema del cambio

de variables es cierto tal y como estd enunciado, incluso si  — |Jg(x)| o

x — 1/|Jg(x)| no estdn acotadas sobre A y las integrales son impropias.
Sea (K,,) una sucesién cualquiera de compactos con volumen tales que

o
K, C K41 para todon, y A = U K,,.

n=1

Por el teorema 6.3), para probar que (f o g)|Jg| es integrable en A (quizés
impropia) y que [,(f o g)|Jg| = [5 [, basta ver que

lim Kn(fog)\ngz/Bf-

n—

Ahora bien, como g : A — B es un difeomorfismo, (g(K,)) es una sucesion
de compactos con volumen tales que

9(Kp) C g(Kp41) para todon, y B = U g(Kp).

n=1
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Entonces, como f es integrable (quizds impropia) sobre B, esto implica (otra
vez por el teorema 6.3) que

lim / f - / £
=00 Jg(Kn) B

pero, por el resultado del paso anterior,

/ f={ =og)llgl
9(Kn) Ky

luego, combinando estas dos ultimas igualdades obtenemos lo que deseamos:

1 oqg)lJgl = .
fm Kn(f 9y /Bf

n—oo

Problemas

7.17 Determinar el drea de la region acotada por las curvas zy = 1, xy = 2,
y = 2% e y = 222, por medio del cambio de variables u = xy, v = y/22.

7.18 Hallar el volumen de la regién determinada por la interseccién del
cono sélido 22 > 2% + 4% y la bola 22 + y? + 22 < 1.

7.19 Usar coordenadas cilindricas para hallar el volumen del sélido 7' lim-
itado superiormente por el plano z = y e inferiormente por el paraboloide
z=a2+ y2.

7.20 Demostrar que el volumen de un cono circular de radio de la base r
y altura h es %71’7’2h.

7.21 Calcular

1
dadyd
/Dl+x2+y2+z2 res

donde D es la bola unidad de R3.
7.22 Utilizando coordenadas polares, calcular las integrales:
(a) [psin(z? + y*)dzdy, siendo D = {(z,y) € R? | 2% + y? < 1}.

(b) [p |z + y|dzdy, siendo D = {(z,y) € R? | 2* + y* < 1}.
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(¢) [plog(z? + y?)dady, siendo D = {(z,y) € R? [ a < 2? +y* < b*,z >
0,y > 0}.

(d) fD(:L“2 + y?)"3dxdy, siendo D = {(z,y) € R? | 1 < 2?2 +9% < 4,0 <
y <z}

7.23 (a) Hallar el drea limitada por las curvas en polares: p = acosf y
p=a(l+cosf); (a >0).

(b) Hallar el area limitada por la curva en polares: p = a|sin36|; (a > 0).

(c) Hallar el 4rea limitada por la lemniscata: (22 + 32)? = 2a(z? — y?);
(a > 0).

7.24 Se considera la transformacion ¢(u,v) = (u? — v% 2uv); sea D =
{(u,v) € R? |1 <u?+0v? < 9,u>0,v>0}. Determinar el conjunto ¢(D) y
calcular su drea. Indicacion: {Qué es ¢(z) cuando z = u + iv es un nimero
complejo?

7.25 Se considera la transformacién ¢(u,v) = (x = u + v,y = v — u?); sea
D el tridngulo de vértices (0,0), (2,0) y (0,2) en el plano (u,v). Comprobar
que ¢ es un cambio de variables alrededor de D. Determinar el conjunto
¢(D) y calcular su drea.

7.26 Utilizando cambios de variable, calcular:

a 22 4+ y?)dxdy, siendo D = {(z,y) e R? |1 <22 — 4?2 <9, 2< 2y <
D
4}.

M) fp 1z dady, siendo D = {(z,y) € R? | 1 < 42?2 +¢% < 16,2 >
0,y > 0}.

(¢) [p(a® +y?)dudy, siendo D = {(z,y) € R* | 2? —y? < 1,]y| > 1}.
7.27 Calcular:
(a) [, (a* 4+ y*)dzdydz, donde V = {(z,y,2) € R | 2? + y? < 2z < 4}

(b) [y, zdwdydz, donde V = {(z,y,2) € R} | 2? + 3> + 22 < 1,2 > 0,y
0,z > 0}.

v

(c) fV 2(x + y)dzdydz, donde V estd limitado por: z = 0, z = a, vy = a?,

2(x +y) = 5a, (a>0).
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(d) [, e“dzdydz, donde V = {(z,y,2) € R? | 2% + y* + 22 < 1}.

(e) [ zsin(2? + y?)dedydz, donde V = {(x,y,2) € R | 0 < (R* — 2® —
y*)'%}, (R >0).

(1) Jy, |2|dedydz, donde V = {(z,y,2) € B | 22 +32 < 1,2* < 2?}.

(8) [y (x® +y*+2?)2dadydz, donde V = {(z,y,2) e R? | a® < 2+ +
22 < b?}.

7.28 Calcular el volumen de los cuerpos siguientes:
(a) El cuerpo limitado por los cilindros 22 + 3% =1y 22 + 2% = 1.

(b) El cuerpo limitado por la superficie z = 22 + y? y los planos z = 2 y
z=4.

(c¢) El cuerpo limitado por una esfera de radio R y un cono de dngulo en
el origen 2q, si el vértice del cono esta en el centro de la esfera.

(d) El cuerpo limitado por la esfera 22 4+ y? 4 22 = a? y el cilindro (z —
a/2)? +y? = a?/4.

(e) El cuerpo limitado por las superficies t+y = z; zy = 1, y = z, y = 2x,
z = 0.

7.29 Se dice que una aplicaciéon g : A C R" — R™ es uniformemente
diferenciable en U C A si es diferenciable y ademads, para todo ¢ > 0 existe
6 > 0 tal que

lg(y) = 9(x) — g'()(y — @)l < elly — |
para todos z,y con xz € U, ||y — z| < 4.

Probar que si g : A C R® — R™ es de clase C'! entonces, para todo
subconjunto compacto K C A, g es uniformemente diferenciable en K.
Indicacion: Reducirlo al caso de una funcién que g que tome valores es-
calares. Utilizar el teorema del valor medio y que la derivada ¢’ es uniforme-
mente continua en el compacto K.

7.30 Calcular, mediante una transformaciéon previa de coordenadas, las
integrales:

(a) f02 o 2a—a® Jo 2V 2% + y?dzdydz (a cilindricas).

(b) 02R f,j% I RQ_xLyQ(xQ + y?)dzdydx (a esféricas).
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7.31 Hacer un cambio de variables a coordenadas polares y usar los teo-
remas sobre integrales impropias para calcular fR2 e_“”2_y2dxdy. Después,
utilizar el teorema de Fubini para probar que

/ e dy = V.

7.32 Enunciar y probar una versién del teorema del cambio de variables
para difeomorfismos C! entre abiertos posiblemente no acotados e integrales
impropias.

7.33 ;Para qué valores de p es la funcion
f,y,2) = (@ +y° + 22)P

integrable sobre B, donde B es la bola unidad euclidea de R3? ;Para cuéles
lo es sobre R?\ B?

7.34 Sea A = {(z,y) € R? : 22 + 3? < 1} la bola unidad abierta en el
plano. Hallar el valor de las siguientes integrales impropias:

(a) fA [1 — \/m]%hdy, para p < —1.
(b) [, ﬁdxdy.

7.35 Deducir férmulas para el volumen de cuerpos de revolucién en R3.
Después calcular el volumen del toro engendrado al girar una circunferencia
de radio r y centro (a,0,0) situada en el plano y = 0 alrededor del eje z (se
supone 0 < r < a).



Capitulo 8

Teoremas de convergencia y
derivacion bajo el signo
integral

En este capitulo estudiaremos sucintamente bajo qué circunstancias puede
intercambiarse el orden de la integral con las operaciones de paso al limite
mé&s habituales en el andlisis, tales como la convergencia de sucesiones y
series de funciones o la derivacion.

Una de las principales desventajas de la integral de Riemann frente a la de
Lebesgue (que se estudia en cursos mds avanzados) es que el limite puntual
de una sucesién de funciones integrables Riemann no es en general integrable,
y la convergencia puntual no es suficiente para poder intercambiar el orden
de las operaciones limite e integral. Los ejemplos siguientes ilustraran este
hecho con més precisién.

Ejemplo 8.1 Sea (rj)Jo-‘;l una enumeracién de los nimeros racionales del
intervalo [0,1]. Para cada k € N definamos fj : [0,1] — R como f; =
L, ) €8 decir f(x) = 1siz =r; paraalgin jeon 1 <j <k,y f(z) =0
en caso contrario. Si A =1[0,1]NQ y f = 14, es claro que

lim fi(@) = f(2)

para todo z € [0,1]. Cada fi es integrable por ser igual a la funcién cero
salvo en una cantidad finita de puntos. Sin embargo, f = 14 no es integrable.

Incluso cuando el limite puntual f de una sucesién de funciones inte-
grables (fi) en un conjunto A sea integrable, en general no serd verdad que
limy, oo [4 f = [ f, como prueba el siguiente ejemplo.

T
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Ejemplo 8.2 Para cada k € N, k > 2, definamos f : [0,1] — R por

k*x siO<x§%;
1 2
fr(z) = 2k — k2x sip<z<g;
0 six>%,

y sea f = 0. Es claro que limg_,o, fx(z) = f(x) = 0 para todo z. Las
funciones fi son todas integrables, con fol fi = 1, y por supuesto f =0 es

integrable, con fol f = 0. Obviamente,

1=klingo/01fk#/01f=0-

No obstante, cuando la convergencia de fj, a f es uniforme en A entonces
si es cierto que f es integrable Riemann cuando las fi lo son, y se cumple

que
s [ i / ;.

Teorema 8.3 Sea A un subconjunto acotado de R™, y (fi) una sucesion de
funciones integrables que converge uniformemente en A a una funcion f.
Entonces f es también integrable en A, y

Jm fk—/f

Demostracion: Sea S un rectangulo que contenga a A, y extendamos cada
una de las funciones fi, y también f, a S, haciéndolas valer cero en S\ A.
Es claro que estas extensiones tienen la propiedad que fr converge a f
uniformemente en S. Para cada k € N, sea Dy, el conjunto de los puntos de
discontinuidad de la funcién fj (extendida). Sea

B:S\GDk
k=1

Es evidente que todas las funciones f; son continuas en B, y ademads fj
converge uniformemente a f en B C S. Entonces, como el limite uniforme
de una sucesién de funciones continuas en un conjunto es continuo en ese
conjunto, se tiene que f es continua en B. Por tanto, el conjunto D de los
puntos de discontinuidad de f estd contenido en S\ B = |J;~; Dy, que tiene
medida cero por ser unién numerable de conjuntos de medida cero (los Dy
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tienen medida cero porque cada fi es integrable). Luego D tiene también
medida cero y asi f es integrable.

Veamos ahora que limy,_.o [, fi = [, f- Dado € > 0, puesto que f, — f
uniformemente en S, existe ky € N tal que si k > kg entonces

[fr(z) = flz)| <

3

v(S)

para todo x € S. Entonces, si k > kg, se tiene

}/Afk—/Af\§A|fk—f|=/5|fk—f|§/gv(;):g

Por tanto limy .o [, fx = [4 f-
De aqui se deduce inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario 8.4 Sea A un subconjunto acotado de R™, y (fx) una sucesion
de funciones integrables tal que la serie Y o fr converge uniformemente
en A a una funcidn f. Entonces f =Y ;2 fi es también integrable en A, y

/Af:g/Afk-

A continuacion probamos un resultado que justifica la derivacion bajo el
signo integral. Utilizaremos la siguiente notacién. Si f : AxB C R"xR™ —
R, para cada xo € A consideramos la funcién f, : B — R definida por

fro(y) = f(x0,v)

y, si existe la derivada de esta funcién f,, en un punto yo € B, denotaremos

C;ch(ﬂﬁo,yo) = féo(yo),

es decir, % es la derivada parcial de f con respecto de la variable vectorial

y. Obsérvese que, segun esta definicidn, g—g(az, y) no es un ndmero, sino una
aplicacién lineal. Entenderemos entonces que
of

—(x,y)dx
Aay( )

denota la forma lineal que a cada h € R™ le asigna el niimero

of
; éTy(x’ y)(h)dz.



80 CAPITULO 8. TEOREMAS DE CONVERGENCIA Y DERIVACION

Teorema 8.5 Sea U un subconjunto compacto de R™ xR™, y sea f : U —
R una funcion continua tal que la funcion derivada (z,y) — g—g(:p, y) existe
y es continua en todo U. Entonces, si A y B son subconjuntos con volumen
de R™ y R™ respectivamente, tales que B es abierto y A x B C U, se tiene

que la funcion F : B — R definida por

Fly) = /A f( y)de

es diferenciable en B, y

Po)= | ggu,y)dm

para todo y € B.

Demostracion: Para cada (z,y) € Ax B,y h € R™, por el teorema del valor
medio sabemos que existe ¢, p, en el segmento [y, y + h] tal que

g+ h) — flary) = g‘;(x,cm,y,h)(h). (1)

Como la funcién (z,y) — g—g(x,y) es continua en el compacto U, es uni-
formemente continua en U y en cualquier subconjunto suyo; en particular
% es uniformemente continua en A x B. Entonces, dado € > 0, existe § > 0

tal que

0 0
15 @2~ S @)l <

para todos z,y € B tales que ||z—y|| < 0,y en particular, como |cg . pn—y|| <
d por estar ¢, 5, en el segmento [y,y + h] y ser ||h|| < 6, se tiene que

of of €
5 o) = Pl = 5 @)

si (z,y) € Ax By ||h]| <¢. Entonces, usando (1) y (2) e integrando en z,
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obtenemos que, para todos y € By h € R™ con ||h] <9,

|[F(y+h) — F(y) - af( (h)d|

|/fxy+hda:/fxyd$/axy dx‘

= I/A[f(m,y +h) = f(@,y) - Zi(az,y)(h)]dx’

= | / [af(ﬂ%cx,y,h)(h)—gi(x,y)(h)]d:n\

af €
< —_— = .
< [ 15 @ crn) = Gl Il < [ —Zsnlde =<l

Esto prueba que para todo y € B y todo € > 0 existe § > 0 tal que

P+ 1) = Fo) = [ g;@,ymdﬂ < elln]

si ||kl <6, lo que significa que F es diferenciable en B, con

para todo y € B.
Una demostracion alternativa de este resultado puede obtenerse gene-
ralizando la solucién del problema 5.12 (es decir, combinando el teorema de

Fubini con el Teorema Fundamental del Célculo) para obtener que
OF af
— = ,y)dx
Ay, A 0y; ay; Y

para cada j = 1,...,m, y después usar el Teorema 8.3 para probar que todas
las derivadas parciales de F' son continuas, de donde se sigue que F es de
clase C'. Se dejan como ejercicio al cuidado del lector los detalles de esta
otra demostracion.

Problemas

8.6 Sea (f,) la sucesién de funciones f,, : R — R definidas por

nm?’

1+ n8xt’

fa(z) =
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Estimar las normas uniformes ||f,||c de esta sucesién de funciones, y de-
mostrar que la serie de nimeros reales Y -2, || fn|| es convergente. Concluir
que la serie de funciones ) 7, f, converge uniformemente en R a una cierta
funcion continua f. Después calcular fil f (obtener una expresién de esta
integral como una serie de nimeros reales).

8.7 Hallar el siguiente limite:

5 e_IQ_de:de,

lim
n—oo J 4 n

donde A = {(z,y) € R?: 2% + 42 < 1}.

T sin

8.8 Si a > 0 demostrar que lim,, [ £ dr = 0. ;Qué sucede si a = 07

a n
8.9 Calcular lim,, foﬂ/ 4 27 sin % dz.
8.10 Calcular lim,, fol z2e~"%” dy v lim,, fll/n 22617 .

8.11 Calcular la diferencial de la funcién F : R? — R definida por

1 1
F(x,y) = / / sen (szy)e'dsdt.
0o Jo

8.12 Hacer lo mismo con la funcién F : R? — R definida por

T 1
F(x,y):/o ytetdt—l—/o sen (xyt)dt.

8.13 Calcular, para cada t € R, el valor de la integral

/ cos(t:lt)e*:62 dzx.

—00

Indicacion: Considerar la funcién F(t) = [ cos(tz)e~""dx y derivarla us-
ando el teorema de derivacién bajo el signo integral; después desarrollar la
expresion obtenida integrando por partes; finalmente resolver la ecuacién
diferencial asf hallada. Recuérdese también que F(0) = [ e dr = /7.

o0



Capitulo 9

Integrales sobre caminos

Hasta ahora hemos estudiado integracién de funciones sobre conjuntos
(con volumen) de R™. En este y los préximos capitulos discutiremos la in-
tegracién de funciones sobre caminos y superficies en R? y en R?, y las
relaciones que pueden establecerse entre las diversas clases de integrales
(por ejemplo, entre una integral sobre una superficie y otra sobre un camino
cuando éste es el borde de aquélla, relacion explicada por el teorema de
Stokes). Estos tipos de integrales se utilizan con frecuencia en la fisica y de
hecho su definiciéon se hace mas natural cuando se explicita alguna de las
posibles interpretaciones fisicas. Asi, por ejemplo, la integral de linea (esto
es, de un campo vectorial a lo largo de un camino) puede interpretarse como
el trabajo realizado por una fuerza sobre una particula que recorre dicho
camino.

Comenzaremos este capitulo definiendo la longitud de un camino, y de-
spués estudiaremos las integrales de funciones escalares a lo largo de caminos
(integrales de camino) y las integrales de funciones vectoriales a lo largo de
caminos (integrales de linea). En este capitulo, como en todos los siguientes,
|| - || denotard la norma euclidea en R™.

Recordemos que un camino v en A C R™ es una aplicacién continua de
un intervalo [a,b] de R en A. Se dice en este caso que el camino v une los
puntos p = y(a) y ¢ = y(b). Si v : [a1,b1] — Ay 72 ¢ [az,b)] — A son
dos caminos en A tales que v1(b1) = y2(az2) (es decir, vo comienza donde 4
acaba), se define la concatenacién v = 7 * 2 de 71 y 2 como el camino
v [(Il,bl + by —CLQ} — A,

')’(t): yl(t) site [al,bl];
’yg(t—i—ag — bl) site [bl,bl + by — ag].

Maés en general, si 71, ..., son caminos en A, se puede definir su concate-

83
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nacion =yj * ... % y, por induccién de manera evidente. A la imagen ([a, b))
de un camino v : [a,b] — A se le llama traza de 7. Si v = 1 % ... x Y es
una concatenacion de varios caminos, es claro que la traza de v es la unién
de las trazas de todos los 7;. Finalmente, si 7 : [a,b] — A es un camino en
A entonces el camino inverso 7 : [a,b] — A definido por

7(0) =(b+a 1)

tiene la misma traza que 7, sélo que la recorre en sentido inverso (7 une ~y(b)
con vy(a)).

Definicién 9.1 Si v : [a,b] — A es un camino, se define la longitud de ~
como

N
0y) =sup{)_(ti) = v(ti1)| ra=to < t1 < ... <ty =b,N € N};
=1

cuando este supremo es finito se dice que v es un camino rectificable, o sim-
plemente que tiene longitud finita. Notese que el supremo se toma respecto
de todas las posibles particiones P = {a =ty < t1 < ... <ty = b} de [a, b].
La longitud de -y es, pues, el supremo de las longitudes de todos los caminos
poligonales que aproximan a .

A continuacién enumeramos algunas propiedades elementales de la lon-
gitud de caminos.

Proposicién 9.2 Si v : [a,b] — A es un camino, entonces

(1) £(y) > ||v(b) —~(a)| (dicho de otra manera, la linea recta es el camino
mas corto entre dos puntos);

(2) Sip:[c,d — [a,b] es una funcion biyectiva, entonces €(y) = £(yop);
(3) Siy =1 %...%7 es concatenacion de varios caminos, entonces

U(y) = Lln) + oo+ L)

(4) El camino inverso 7 satisface que £(7) = £(7);

(5) Si~y es Lipschitz entonces €(7) es finita; en particular, si~y es de clase
C' en todo [a,b] entonces tiene longitud finita.
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(6) Si 7 tiene longitud finita 1, entonces la funcién A : [a,b] — [0,]]
definida por
At) = L(V[a)-

donde Y|[a,q es la restriccion de v a la,t], es mondtona creciente y
continua.

La demostracién de las propiedades (1) a (5) es sencilla y se deja al cuidado
del lector. También es inmediato que la funcién A\ de la propiedad (6) es
creciente. Veamos cémo puede probarse que A es continua en todo pun-
to to € [a,b]. Basta demostrar que los limites laterales de A en tp son
ambos iguales a A(tp). Veamos por ejemplo que ll’mt_>t0+ At) = Ato) (la
demostracién es totalmente andloga cuando se considera el limite por la
izquierda). Puesto que, por la propiedad (3), es A(t) = A(to) + £(V|to,4)>
puede suponerse sin pérdida de generalidad que tg = a. Debemos probar,
por tanto, que lim;_,,+ A(t) = 0 = A(a). Como X es creciente, de lo contrario
tendriamos que
A(t) > e > 0 para todo t > a,

donde ¢ := lim;_,,+ A(t). Al ser y continuo en a, podemos encontrar dy > 0
tal que

() = v(a)]| <

siempre que t —a < . Por otro lado, como A(b) = £(7y) es finita, existe una
particién tg = a < t1 < ... < ty = b de [a, b] tal que

e

—~

3

N
DIt = (-0l = A®) — 1 (%)
j=1

Evidentemente podemos suponer (anadiendo a + &y a esta particién de [a, b]
si fuera necesario) que t; —tg < dp, y por tanto ||v(t1) —y(to)| < e/4, lo que
combinado con (x) nos da

N
>~ ) = (t-0) 2 A0) - .
j=2

pero

N
() = D () = (-,
i=2

luego

g
(e ) = AB) = 5,
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y asi, usando la propiedad (3), obtenemos
€
A(b) = )\(tl) + e('ﬂ[tl,b}) > e+ )\(b) - == )\(b) + -
luego 0 > €, lo que es absurdo. O

Es evidente que dos caminos diferentes pueden tener la misma traza.
Por ejemplo, las curvas a(t) = (cost,sent) y B(t) = (cos(2t),sen (2t)), con
0 <t < 2m, tienen la misma traza, a saber, la circunferencia unidad, pero
mientras el primero la recorre solamente una vez, el segundo lo hace dos
veces ya que viaja el doble de rapido. Por esta razén la longitud de G es
también el doble que la de . Sin embargo, cuando dos caminos con la mis-
ma traza son inyectivos, o cuando son inyectivos salvo en una cantidad finita
de puntos, ambos tienen la misma longitud (ver el ejercicio 9.17); esto es una
consecuencia directa de las propiedades (2) y (3) de la proposicién anterior.
Por lo tanto, la longitud de la traza de una curva es independiente de la
parametrizacién de ésta, siempre que se trate de parametrizaciones inyecti-
vas salvo quizas en una cantidad finita de puntos. Mas adelante volveremos
sobre el concepto de reparametrizacion de un camino. Ahora conviene de-
tenernos para estudiar un modo maés practico de calcular la longitud de un
camino que el de aplicar directamente la definicién 9.1.

Cuando un camino es lo suficientemente regular, su longitud puede cal-
cularse mediante una integral (quizés impropia, o incluso divergente). Un
camino v : [a,b] — R™ se dice que es de clase C! a trozos si su derivada
existe y es continua salvo quizds en una cantidad finita de puntos de [a, b].
En lo que sigue, consideraremos casi exclusivamente caminos de clase C!
a trozos, de modo que los lectores poco pacientes muy bien podrian tomar
la férmula (1) de la siguiente proposiciéon como una definicién y saltarse su
demostracion.

Proposicién 9.3 Sea v : [a,b] — R™ un camino de clase C' a trozos.
Entonces

b
() = / I/ (8) . 1)

Es conveniente observar que no todos los caminos continuos y C! a trozos
tienen longitud finita (ver ejercicio 9.15); por tanto la integral f; I7/(t)]dt
puede ser infinita. Lo que nos dice (1) es que £(v) es finita si y sélo si
/ : |7/ (t)||dt lo es, y en este caso estas dos cantidades valen lo mismo.

Demostracion:
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Caso 1. Consideraremos primero el caso en que 7 es de clase C'! en todo el
intervalo [a, b]. Como este intervalo es compacto, la derivada 7 es uniforme-
mente continua y acotada en [a,b]. En particular ¢ — ||7/(¢)|| es integrable
en [a,b] y f; |7/ (t)||dt es finita. También sabemos que £(y) es finita, puesto
que « es Lipschitz. Por tanto en este caso sélo tenemos que probar que
ly) = f; I/ (t)||dt. Vedmoslo.

Como la derivada de v es continua en el compacto [a, b], sus funciones
componentes ’y{, .., Yh son uniformemente continuas en [a, b], lo que supone
que la funcién

2

@, 3 (818 = | ST ()
j=1

es uniformemente continua en [a, b]", y por tanto, fijado € > 0, existe d; > 0
tal que si 87,5 € [a,b], j =1,....,n,y |s) — s| < 1 entonces

2 2

- I(J . / €
jzzlhj(s W2 - j;]’yj(s)]Q Sm- (2)

Ahora, como ||7/|| es integrable sobre [a, b], por el teorema de Darboux, existe
d2 > 0 tal que, si P = {tp = a < t; < ... <ty = b} es una particién de |[a, b|
en intervalos de longitud menor o igual que do entonces

b N
| / I Oldt — S I eIl — ti1)] < = 3)
a i=1

w| m

Por otro lado, por definicién de £(-y), y teniendo en cuenta que esta longitud
es finita, existe P = {tp = a < t; < ... < tiy = b} particién de [a, b] tal que

N
() = It) = ()l < - @)
i=1

No hay inconveniente en suponer (anadiendo puntos si fuera necesario)
que esta particion P tiene la propiedad de que |t; — t;—1| < ¢, donde
6= min{él, 52}

Por el teorema del valor medio aplicado a cada funcién componente
7v; + la,b] — R del camino 7 en cada intervalo [t;_1,;], sabemos que existe
sz € [ti—1,t;] tal que

v (i) —vi(tio1) = 7}(8?)(@- —ti—1). (5)
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Usando (2) y (5) obtenemos que

N N
S Iyt = vt =Y I )t — tin) | =
=1 i=1

VI
(S

n n

N N
Z 2’73‘(3?)‘2 (ti — ti-1) Z Z”V;(ti—l)\Q (ti —ti—1)| <

N|=

N n ) n
Z Z RACHI N Z 7} (ti1)? (ti —ti—1) <
' j=1 j=1

i=1
€ al €
3@—@%} -1) =3
lo que combinado con (3) y (4) nos da
) / I @llar| < 35 =
Como esto sirve para todo € > 0, deducimos que £(~y f 17/ (t)]|dt.

Caso 2. Ahora consideraremos el caso en que 7y es continua en [a,b] y la
derivada 7/(t) existe y es continua en el intervalo abierto (a,b). En primer
lugar veamos que ¢(7) es finita si y solo si la integral impropia f; I/ (¢)||dt
converge. En efecto, supongamos que esta integral es finita. Como v es con-
tinua, dado € > 0 existe § > O tal que sia <t < s <b,con|t—a| <dy
|b — s| <6, entonces

() =) <e y Iv(s) =)l <&,

y por tanto, para toda particion P = {a =tg < t; < ... < ty = b} de [a, b]
en intervalos de longitud menor o igual que 4, se tendra (aplicando el caso
la~vyen [t,tn—1]) que

N

D Iyt =yt <

i=1

17 (t1) = (@)l +€(ny, )+ () =v(En-1)ll =

I (t1) = (@)l + / T Y ) lds + (b) — AEn-1)]| <

t1

tN—1 b
% + / I/(s) s < 26 + / I/(s) ds,

t1
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y esto implica que £(7y) es finita.
Por otro lado, si £(7) es finita, sabemos que, fijando r € (a,b), la funcién
At [r,b] — [0,!] definida por

At) = L(Vrg),

donde )[4 es la restriccion de v a [r,t], es mondtona creciente y continua.
En particular,

12%“7\[7:15}) =L(Vrp)

y como, por lo anterior, es £(7|j.y) = th II7/(s)||ds, se deduce que

b t
[ 1@ lds =tim [ 17/ (5)llds =i ) = )

Un razonamiento andlogo prueba que

s =im [ 1 (5)lds = ).

Entonces

r b b
€)= Uar) + L) = / I7/(s) ds + / I/(5) ds = / I17/(5) lds.

Esto prueba (1) en el caso en que « es continua en [a,b] y la derivada ~'(t)
existe y es continua en el intervalo abierto (a,b).

Caso 3. Por ultimo, consideremos el caso més general en que v es continua
y de clase C! a trozos. El camino v puede expresarse entonces como concate-
nacién de una cantidad finita de caminos 7; cada uno de los cuales estd en
el caso anterior; es decir, v = 71 * ... * Y, CON Vj = Y|[t;_,,¢,]» Para ciertos
a=1ty <t <..<ty="b,y cada vy; es de clase C'! en el intervalo abierto
(tj—1,tj). Entonces, aplicando las propiedades de la longitud de caminos y
lo ya demostrado, se tiene que

k k t; b
Uy) =) Uv) = 17 (s)llds = | |7/ (s)llds,
o ; o ;/tj_l o /a o

y asi (1) queda probada en toda su generalidad. O

Retomemos ahora la cuestién de las diferentes parametrizaciones de un
camino.
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Definicién 9.4 Sea « : [a,b] — A C R"™ un camino C! a trozos, y sea
h : [c,d] — [a,b] una biyeccién de clase C''. Entonces, la composicién

B=ach:[cd — A B(t) = a(h(t)),

se dice que es una reparametrizaciéon de «. Es claro que si 8 es reparametrizacién
de o entonces ambos caminos tienen la misma traza e incluso la misma lon-
gitud (propiedad (2) de la proposicién 9.2). Asi, h no es mas que un cambio
de variable que modifica la rapidez con que se recorre el camino. En efecto,
nétese que 3 (t) = o/ (h(t))h'(t), de modo que el vector velocidad de (3 se
multiplica por el factor escalar h/(t). Ademds, como h es una biyeccién C!,
h es o bien estrictamente creciente, o bien o estrictamente decreciente, y la
derivada h/(t) no cambia de signo; en el primer caso se tendrd h(c) = a 'y
h(d) = b, luego B recorre la traza de « en el mismo sentido que lo hace «
(se dice entonces que la reparametrizacion 5 conserva la orientacion); y en
el segundo caso es h(c) = by h(d) = a, luego [ recorre la traza de o en
sentido opuesto al que lo hace a: comienza en «(b) y termina en a(a) (en
este caso se dice que (3 invierte la orientacion).

Cuando un camino « : [a,b] — R"™ es regular (es decir, es de clase
C' y tiene la propiedad de que o/(t) # 0 para todo t), siempre existe una
reparametrizaciéon (3 : [0,]] — R™ de « que conserva la orientacién y que
tiene la agradable propiedad de que

/ I/(s)llds =t
0

para todo t € [0,1], es decir, el pardmetro ¢ coincide con la longitud de la
curva recorrida por (3 desde el instante s = 0 hasta el tiempo s = t. Se dice
entonces que [ estd parametrizado por la longitud de arco. Esta condicién
equivale a decir que 3 recorre la traza de « con rapidez constante igual a 1:

15" @) =1

para todo t € [0,1]. Ver el ejercicio 9.22. La reparametrizacién por la longitud
de arco simplifica muchas veces las demostraciones y se utiliza sistematica-
mente en geometria diferencial de curvas; ver por ejemplo la demostracién
de la desigualdad isoperimétrica en el capitulo sobre el teorema de Green.

A continuacién daremos la definicion de integral de una funcién escalar
f:ACR" — R sobre un camino 7 : [a,b] — A. Las interpretaciones
fisicas de este tipo de integral son variadas. Por ejemplo, supéngase que la
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traza de 7 representa un alambre de densidad variable, y la funcién f(z,y, z)
denota la densidad de masa del alambre en el punto (z,y, z); entonces la
integral fv f serd la masa total del alambre.

Definiciéon 9.5 Sean f : A C R” — R una funcién escalar continua, y
7 : [a,b] — A un camino C! a trozos sobre su dominio. Se define la integral
de f sobre v por

b
[ 1as= [ sl
o a
cuando esta integral existe.

Noétese que si la longitud de v es finita entonces la integral existe siempre.
Por otra parte, cuando f =1 la integral fv fds es precisamente la longitud
de 7.

Ejemplo 9.6 Sean v : [0,27] — R3 la hélice v(t) = (cost,sint,t), y
f(x,y,2) = 2% + y? + 22. Calcular la integral f7 f(z,y, z)ds.

Ejemplo 9.7 Hallar la masa de un alambre que sigue la circunferencia
plana de radio 50 centimetros y centro el origen, y cuya densidad de masa
en cada punto (z,y) de la circunferencia viene dada por la funcién f(z,y) =
22 4 2|y| gramos por centimetro de alambre.

Cuando 7 : [a,b] — R? es una curva plana y z = f(x,y) > 0, puede
interpretarse que f(z,y) es la altura de una valla levantada sobre la curva
~v(t) = (x(t),y(t)); entonces la integral f7 f(z,y)ds representa el area de
dicha valla.

Ejemplo 9.8 Calcular el drea de una valla de base una circunferencia de
radio 10 metros y cuya altura en cada punto es un metro mas que la décima
parte de la distancia al cuadrado de dicho punto a un punto fijo situado
sobre la circunferencia.

Pasamos ahora a definir la integral de un campo wvectorial sobre un
camino. A este tipo de integral se le llama integral de linea. La principal
interpretacion fisica de la integral de linea es la siguiente. Consideremos
F : R?® — R3, un campo de fuerza en el espacio tridimensional y una
particula p (por ejemplo, una carga pequefia inmersa en un campo eléctrico,
0 una masa pequeila en un campo gravitatorio) que esté sujeta a esta fuerza
y se mueve a lo largo de un camino 7 : [a,b] — R? mientras F actiia sobre
ella. Es deseable tener una férmula para el trabajo realizado por el campo F
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sobre la particula p. Si v fuera un trozo de linea recta equivalente a un vec-
tor d y F fuera constante sobre « entonces las leyes elementales de la fisica
nos dicen que el trabajo realizado por F' al mover p sobre d es el producto
escalar

trabajo realizado por F' = F' - d,

es decir, el producto de la intensidad de la fuerza por el desplazamiento en
la direccién de la fuerza. En el caso general en que la curva + no es recta
ni la fuerza F' constante, puede pensarse que la curva se aproxima por una
sucesion de segmentos infinitesimales sobre cada uno de los cuales la fuerza
si es constante, y que sumando los productos de F(y(t)) - 7/(t), es decir,
los trabajos realizados sobre cada uno de esos segmentos infinitesimales que
contienen el punto y(t) y que tienen la direccién de la tangente a -y en ese
punto, v/(t), podemos obtener la fuerza total realizada por F sobre p al
moverla a lo largo de . Esto nos lleva a la siguiente férmula:

b
trabajo realizado por F' = / F(y(t) -+ (t)dt,

que es precisamente la definicion de integral de linea.

Definiciéon 9.9 Sea F: A C R®™ — R", un campo vectorial continuo sobre
la imagen de un camino C! a trozos 7 : [a,b] — A con longitud finita. Se
define la integral de linea de F' sobre v por la formula

A Foas= [  F(0) A (0t

donde F(~(t))-+/(t) denota el producto escalar de F(y(t)) con ~v/(¢). Sin =3
y F = (Fy, F», F3), donde las F; son las funciones componentes de F', otro
modo frecuente de denotar esta integral es

b
dx dy dz
F‘dSZ/F1d$+F2dy+F3dZ=/ (Fi— + Fo— + F3—)dt.
L . A T T

De la expresion Fidx + Fody + Fszdz se dice que es una forma diferencial,
ver el dltimo capitulo para una breve introduccién a la teoria de formas
diferenciales.

Ejemplo 9.10 Si F(z,y,z) = (x,y,2) y v es la hélice y(t) = (cost,sint, t),
0 <t < 2w, calcular la integral de linea fv F' - ds. Calcular también

/ 22de + xydy + dz,

donde o(t) = (x(t),y(t), 2(t)) = (t,12,1), con 0 < t < 1.
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A continuacién veremos que las integrales a lo largo de un camino son
invariantes respecto de reparametrizaciones de dicho camino.

Proposicién 9.11 Sean « : [a,b] — A C R™ un camino C! a trozos, y
B : [c,d] — A una reparametrizacion de . Entonces, para todo campo

escalar f: A — R, es
/fds = / fds,
a B

y para todo campo vectorial F : A — R3, se tiene que, o bien
/F -ds = / F -ds, sif3 conserva la orientacion,
B «

o bien
/F -ds = —/ F -ds, sif invierte la orientacion.
Jé] a

Demostracion: Por hipétesis, existe una biyeccién h : [¢,d] — [a, b] de clase
C' tal que B = ao h, y por la regla de la cadena es

B'(t) = o (h(2))' (),

de modo que

d
/Fﬁz/wwM@»dwmww
Jé] c

Entonces, si h conserva la orientacién, |h/(t)| = h'(t) para todo t, y aplicando
el teorema de cambio de variables s = h(t), obtenemos que

b h(d)
F.-ds= F(a(s))-a/(s)ds = = F(a(s)) - a/(s)ds
A L (a(s)) - o/(s) A@ (a(s)) - o/(s)
d
:/wmwmydwmwmﬁ:/pﬁ.
c B8

Por otra parte, si h invierte la orientacién entonces |h/(¢t)| = —h/(t), y en
este caso es

h(c) d
LﬂﬁzéwFw@»wmhalwmwmrMWMWWﬁ

d
:—/MMM@»MW@M%W:—/Fd&
¢ B
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Por 1ltimo, en el caso de integral de un campo escalar, tanto si h conserva
la orientacion como si la invierte, se tiene que

FBENIB B = flalh®))llo (h@)R @) = fa(r®))]a’ (RO)IR ®)],

de donde, aplicando el teorema de cambio de variables, podemos concluir

que
/a fds = /ﬂ fds.

La proposicién anterior es muy ttil en la practica, pues nos permite usar
cualquier reparametrizacién de un camino para calcular una integral a lo
largo de él.

Ejemplo 9.12 Calcular la integral de linea
/ cos xd + sin ydy,
gl

donde 7 es un camino que recorre la semicircunferencia z? + y? =1, y > 0,
en el sentido contrario a las agujas del reloj.

Para terminar este capitulo daremos una definicién y algunas obser-
vaciones sobre las curvas simples y las curvas cerradas simples, una clase
de curvas que son particularmente tutiles, entre otras razones porque per-
miten escribir las integrales sobre sus trazas sin hacer referencia a una
parametrizacién concreta, ya que dichas integrales son independientes de
la parametrizacion elegida; de este modo se consigue expresar la teoria de
integrales a lo largo de curvas simples de manera més intrinseca y mas ge-
ométrica.

Definicion 9.13 Se dice que C C R" es una curva simple si C es la traza de
un camino inyectivo, es decir, si existe un camino 7 : [a,b] — R™ inyectivo
tal que v([a,b]) = C. Es decir, una curva simple es la traza de un camino
que no se corta a si mismo. Los puntos p = vy(a) y ¢ = (b) se llaman los
extremos de la curva simple C. Nétese que estos extremos son los mismos
para cualquier reparametrizaciéon a de v, sélo puede cambiar el sentido en
que se recorre C': o bien p es el punto inicial de a y ¢ su punto final, o bien es
al revés. Por tanto, toda curva simple con extremos p y ¢ tiene dos posibles
orientaciones o direcciones: C' puede estar dirigida o bien de p a ¢, o bien
de g a p. La curva C, junto con una de estas dos orientaciones se dice que
es una curva simple orientada.
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Por otra parte, se dice que C C R" es una curva cerrada simple si existe
un camino 7 : [a, b] — R"™ tal que vy([a,b]) = C, v(a) = v(b), y 7y es inyectivo
en el intervalo [a,b). Si 7 satisface la condicién y(a) = ~(b), pero no es
necesariamente inyectivo en [a, b), se dice solamente que C' = v([a, b]) es una
curva cerrada. Como en el caso anterior, hay dos posibles orientaciones para
una curva cerrada simple, dependiendo del sentido en que ésta se recorre. La
curva C, junto con una de estas dos orientaciones se dice que es una curva
cerrada simple orientada.

A propésito de curvas cerradas simples no debemos dejar de recordar
el siguiente resultado fundamental, conocido como teorema de la curva de
Jordan.

Teorema 9.14 (de la curva de Jordan) Sea C' una curva cerrada sim-
ple en el plano R?. Entonces R? \ C tiene evactamente dos componentes
conezxas, una acotada y homeomorfa al interior del circulo unidad, y otra no
acotada (homeomorfa al exterior del circulo unidad).

La demostracién de este teorema, bastante mas dificil de lo que su inocente
enunciado permite suponer, suele hacerse en los cursos de topologia alge-
braica o de geometria diferencial.

Si C' € A C R"™ es una curva simple orientada o una curva cerrada simple
orientada, y F': A — R" es un campos vectorial, puede definirse sin lugar
a ambigiliedades la integral de linea de F' a lo largo de C, fc F - ds; basta
elegir cualquier parametrizacién «v de C' que conserve su orientacién, y poner

/F'dS:/F'dS;
C v

la proposicién 9.11 nos garantiza que f7 F' - ds vale lo mismo para cualquier
parametrizacién v de C' que conserve su orientacién. Andlogamente, si f :
A — R es un campo escalar, se define

/C fds = A fds,

donde ~ es cualquier parametrizacién de C' que conserve su orientacién.
Debe notarse que en todo lo anterior es fundamental el hecho de que las

curvas son simples (es decir, inyectivas salvo quizéds en un punto a lo sumo).

Es posible que dos caminos v y ¢ tengan como imagen la misma curva e

induzcan la misma orientacién sobre ella, y sin embargo [ F-ds # [ F-ds;

o o
por ejemplo, esto sucede para y(t) = (cost,sint,0) y o(t) = (cos 2t, sin 2¢,0),
0 <t < 2mcon F(z,y,2) = (y,0,0). Claramente v y o tienen la misma
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imagen, a saber la circunferencia unidad C', que es una curva cerrada simple,
y la recorren en el mismo sentido, pero mientras que - lo hace solo una vez y
por tanto es una parametrizacién de la curva cerrada simple C, o la recorre
dos veces; en particular o no es inyectiva y no vale como parametrizacion
de la curva cerrada simple C.

Si C' es una curva simple orientada, o una curva cerrada simple orienta-
da, denotaremos por C'~ la misma curva, pero con la orientacién opuesta.
Por otra parte, si C' estd compuesta de varias curvas simples (posiblemente
cerradas) orientadas Cf, ..., Cy, recorridas de forma sucesiva, tales que el
punto final de cada una de ellas es el inicial de la siguiente, denotaremos
C = C + ... + C. Esto equivale a decir que v = 71 * ... * %, donde cada ~;
es una parametrizacién de C;, y v es una parametrizaciéon de C. De hecho,
dados varias curvas (quizds cerradas) simples orientadas C1, ..., Ck, pode-
mos incluso eliminar la restriccién de que el punto inicial de C; sea el inicial
de Cj41, y definir formalmente la suma de curvas

C=C1+..+Cy,

e incluso también la diferencia de curvas como la suma de una con la otra
orientada al revés, es decir

01—02201+C2_.

De este modo, el conjunto de todas las sumas finitas formales de curvas
(posiblemente cerradas) simples orientadas de clase C! incluidas en un sub-
conjunto A C R" genera un grupo, cuyo elemento neutro denotaremos 0. Si
C = Cy+...+ C} es un elemento de este grupoy F : A — R" es un campo
vectorial continuo, se define

/F-ds:/ F~ds+/ F-d8+...—i—/ F-ds,
C Ch C Ck

bien entendido que fo F -ds =0,y asi se tiene también que

/ F‘ds:/ F-ds—/ F -ds.
C1+Cy C1 Ca

Estas definiciéon es coherente con las propiedades de la concatenacién de
caminos y de las integrales a lo largo de caminos: si 7y es un camino C! a
trozos que es concatenacién de caminos de clase C! a trozos contenidos en
A C R”, digamos v = 71 * ... * Y%, entonces

/F-dsz/ F-ds+/ F-ds+...+/ F - ds,
¥ 71 V2 Vi
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para todo campo vectorial F': A — R (ver ejercicios 9.29 y 9.30).

Una de las razones para escribir una curva C' como suma de componentes
curvas C; es la de que a menudo resulta més facil parametrizar dichas com-
ponentes una por una que parametrizar C' directamente. Por ejemplo, si
C es el cuadrado de vértices (0,0), (1,0), (0,1) y (1,1) en R?, orientado
segun el orden de dichos vértices, para calcular fo F' - ds es més facil evaluar
fCi F - ds, donde C; es cada segmento del cuadrado, y después sumar estas
cuatro integrales de linea.

Problemas

9.15 Sea v : [0,1] — R? el camino definido por v(t) = (¢, tsen (1/t)) si
t >0,y v(0) = (0,0). Probar que v es continuo y de clase C! a trozos en
[0,1] y de hecho es diferenciable de clase C*° en (0, 1], pero su longitud es
infinita.

9.16 Hacer un dibujo de la traza de los siguientes caminos, y calcular su
longitud:

(a) v(t) = (Rcos2t, Rsin2t), 0 <t <.

(b) v(t) = (Rcost,—Rsint), 0 <t < 2.

(c) v(t) = (Rcost?, Rsint?), 0 <t < /2.

(d) v(t) = (t*t*), -1 <t < 1.

(e) y(t) = (cost,sint,t), 0 <t < 4m.

(f) v(t) = (Rcos2t,Rsin2t), 0 <t < 7.

(g) Y(t) = (e"tcost,etsint), 0 <t < oo (espiral logaritmica).
(h) y(t) = (t3,¢%), —2 <t < 2.

(1) y(t) = (13 —4t, 12 —4), —4 <t < 4.
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9.17 Sean a y § dos caminos que tienen la misma traza. Supongamos que
ambos son inyectivos excepto en una cantidad finita de puntos. Probar que «
y 3 tienen la misma longitud. Indicacion: Suponer primero que tanto o como
( son inyectivos en todo su dominio, y deducir el resultado de la propiedad
(2) de la proposicién 9.3. Para probar el caso mas general, expresar a y
como concatenaciéon de caminos inyectivos y aplicar lo anterior.

9.18 Sea f : [a,b] — R una funcién de clase C! a trozos. Probar que la
longitud de la gréfica de f sobre [a, b] es

b
/ T+ [/'(0)da.

9.19 Definamos « : [-1,1] — R? por

(—e /1 e VP) it < 0;
a(t) = (0,0) sit=0;
(e V& 1/ sit >0,

ysea B : [-e 1 e7l] — R2 3 = (t,]t|). Probar que a y 3 tienen la mis-
ma traza (a saber, un trozo de la gréfica de la funcién valor absoluto); sin
embargo « es de clase C™ en todo su dominio, mientras que (3 no es difer-
enciable en el origen. No obstante, obsérvese que o/(0) = 0; es decir, o debe
detenerse en t = 0 para poder ser diferenciable en ese punto. Generalizar
este hecho: probar que si «(t) = (z(t),y(t)) es un camino diferenciable y
su traza coincide con la grafica de una funcién f cuyas derivadas laterales
(no necesariamente finitas) son diferentes en un punto xg (y en particular
la funcién no es derivable en ese punto), entonces o/ (t) = 0 para todos los t
tales que z(t) = xg. Por otra parte, si sélo se supone que f no es derivable
en xp, probar que al menos se tiene x'(t) = 0 para todo ¢ con z(t) = xg.

9.20 Sea v : [a,b] — R™ un camino C! tal que 7/(t) # 0 para todo t.
Probar que ||v(t)|| es una constante no nula si y sélo si el vector velocidad
+/(t) es ortogonal al vector posicién «(t) para todo t.

9.21 Un camino « de clase C? tiene la propiedad de que su segunda deriva-
da o'(t) es idénticamente cero. ;Qué puede decirse sobre a?

9.22 Reparametrizacion de curvas por la longitud de arco.
Un camino v : [a,b] — R" se dice que es regular si es de clase C! y tiene
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la propiedad de quey'(t) # 0 para todo t. Se dice que un camino regular ~y
estd parametrizada por la longitud de arco si

t
[ )lds=t-a

para todo ¢t € [a,b], es decir, el pardmetro ¢ — a coincide con la longitud
de la curva recorrida por v desde el instante s = a hasta el tiempo s = ¢.
Comprobar que y esta parametrizado por la longitud de arco si y sélo si

Iy @&l =1

para todo t € [a,b], es decir, el vector velocidad del camino tiene longitud
constante e igual a 1. Después, demostrar que todo camino regular puede
reparametrizarse por la longitud de arco. Es decir, si « : [a,b] — R™ es un
camino regular, existe otro camino [ : [0,l]] — R"™ parametrizado por la
longitud de arco tal que o y 3 tienen la misma traza y la misma longitud.
Indicacion: Definase

UZMUZ/Id@W&

entonces, como u'(t) = ||&/(t)|| > 0 para todo t, la funcién v = wu(t) tiene
una inversa diferenciable 4! : [0,1] — [a, b]. Péngase entonces 3 = aou™?,

y compruébese que 3 y « tienen la misma traza, y ||#'(s)|| = 1 para todo s.

9.23 Sea v una curva en el plano cuya expresiéon en coordenadas polares
viene dada por p = p(6), con 01 < 0 < 3. Demostrar que su longitud es

02
awzﬂ VO T (7(6))2de.

1

9.24 Calcular la longitud de la cardioide p = a(1 4 cos#), 0 < 0 < 27.
9.25 En los siguientes casos, calcular la integral de f a lo largo de ~:
(a) f(z,y) =14y; y(t) = (cos®t,sin®t), 0 < t < 37/2.

(b) f(z,y,2) = zyz; y(t) = (cost,sint,3), 0 <t < 27.

() f(z,y,2) =x+y+2; y(t) = (sint,cost,t), 0 <t < 2m.

9.26 En los siguientes casos, calcular la integral del campo F' a lo largo de
la curva 7:
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(a) F(z,y) = (—2%y, zy?); v(t) = (sint,cost), 0 < t

IN

2.

(b) F(z,y,2) = (x,y,2); v(t) = (sint, cost,t), 0 <t

IN

2.

2
(¢) flz,y.2) = (s%,2%); v = {(x,9) : & + §z = L,y > 0}, recorrida en
sentido positivo.

9.27 Calcular:
(a) [, ydz —=zdy; ~(t) = (cost,sint), 0 <t < 2m.

(b) fv r?dx+zydy; v es el cuadrado de vértices (0,0), (0,1), (1,0), (1, 1),
en sentido positivo.

(c) [, sinzdz+cos zdy—(zy)Y3dz;  ~(t) = (cos®t,sin®¢t,t),0 < t < Tm/2.
(d) f7 ydr + (3y? — 2)dy + zdz;  ~(t) = (t,t%,0), 0 <t < 1; siendo n € N.
(e) f7 2zydr + (2 4 2)dy + ydz; 7 es el segmento de (1,0,2) a (3,4,1).

(f) f,y ryde+yzdy+xzdz; v={(z,y,2): 2 +y*+22 =2Rx, 2 = 2,y >
0}.

9.28 Consideramos la fuerza F(z,y,2) = (z,y, 2). Calcular el trabajo re-

alizado al mover una particula sobre la parabola y = 22,z = 0, desde = = 1

hasta z = 2.

9.29 Probar que si v es un camino C! a trozos que es concatenacién de
caminos de clase C! a trozos contenidos en A C R", digamos v = 71 *... ¥ Vg,

entonces
/F-dS:/ F-ds+/ F-ds+...+/ F - ds,
Y T V2 Yk
/deZ/ fds—i—/ fds+...+/ fds,
Y " V2 Vi

para todo campo vectorial F': A — R" y todo campo escalar f: A — R.

9.30 Recordemos que si v : [a,b] — A es un camino en A C R™ entonces
el camino inverso 7 : [a,b] — A se define por

() =~(b+a—1).
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Probar que para todo campo vectorial ' : A — R™ se tiene que

/F-ds:—/F-ds,
v v

mientras que si f : A — R es un campo escalar entonces es

L fds = /7 fds.
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Capitulo 10

Campos conservativos

En este capitulo continuaremos estudiando las integrales de linea, con-
centrandonos en la siguiente pregunta: ;bajo qué circunstancias la integral
de linea de un campo vectorial no depende tanto del camino a lo largo del
que se integra, sino sélo de los puntos inicial y final de su trayectoria?

Comenzaremos con un resultado que generaliza el teorema fundamental
del calculo y que también es muy 1util para calcular las integrales de linea
de campos vectoriales que son gradientes (derivadas) de campos escalares;
en este caso la integral del campo vectorial gradiente dependera solamente
del valor del campo escalar correspondiente en los extremos del camino.
Utilizaremos la siguiente notacién: si f : A C R™ — R es un campo escalar
de clase C!, su funcién derivada se llama también gradiente, y se denota

V@) = 1) = (5 @) 5L @), g (a)

para cada x € A. En este caso se tiene que Vf : A — R”™ es un campo
vectorial continuo en A. Reciprocamente, se dice que un campo vectorial
continuo F' : A C R" — R" es un campo vectorial gradiente si existe un
cierto campo escalar f : A — R de clase C! tal que F = V f. En este caso
se dice que f es una funcién o campo potencial para F.

Teorema 10.1 Sean f: A CR® — R es un campo escalar de clase C*, y
7y : [a,b] — A un camino C' a trozos. Entonces

/ Vf-ds = f(4(b)) — f((a)).
v

Por tanto, st F' : A C R"™ — R" es un campo vectorial gradiente y f :
A — R™ una funcion potencial suya, entonces, para todo par de puntos

103
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p,q € A y para todo camino C' a trozos v con traza contenida en A y que
comience en p y acabe en q, se tiene

/F-ds ~ 1(q) — ().
:

Demostracion: Consideremos la funcién g : [a,b] — R definida por

g(t) = f((1)),
cuya derivada es
g(t) = V() -7 ).

Apligando el teorema fundamental del cdlculo a esta funcién g obtenemos
lo que deseamos:

b
~ f(+(a)) = 9(b) — gla) = / J(t)dt

F60)
b b
= [Vstao) -y wa= [ vi-as -

Si un campo vectorial puede reconocerse como el gradiente de un campo
escalar, el calculo de sus integrales de linea resulta mucho mas sencillo.

Ejemplo 10.2 Sea v(t) = (t*/4,sin3(7t/2)). Calcular la integral de linea
/ ydx + xdy.
g

Sin embargo, a diferencia de lo que ocurre en el caso de funciones de una
variable (donde toda funcién continua h : [a,b] — R tiene una primitiva,
a saber, g(t) = fj h(s)ds), no todo campo vectorial F' : A C R" — R"
es un gradiente, es decir, salvo en el caso n = 1, no tiene por qué existir
un campo escalar f : A — R tal que F = Vf. Precisamente, un modo de
saber que un campo vectorial F' no es un gradiente, es aplicar el teorema
anterior: basta entontrar dos caminos ;1 y 72, con los mismos puntos inicial
y final, a lo largo de los cuales las integrales de linea fﬂﬂ F-dsy f71 F-ds
toman valores diferentes.

Ejemplo 10.3 Sea F : R? — R? el campo vectorial definido por
F(z,y,2) = (zy,y, 2).

Probar que no existe ninguna funcién f : R — R tal que Vf = F.
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De hecho, resulta que la condicién de independencia del camino que nos
da el teorema 10.1 no sélo es necesaria, sino también suficiente (al menos
cuando el recinto A tiene una forma sencilla). El siguiente resultado comple-
mentan el teorema 10.1, caracterizando los campos gradientes como aquellos
campos vectoriales para los que las integrales de linea sé6lo dependen de los
puntos inicial y final del camino sobre el que se integran o también, si el
dominio sobre el que estan definidos es convexo, como aquellos cuyas com-
ponentes tienen derivadas parciales que satisfacen una condicién de simetria.

Sea F': A C R" — R™ un campo vectorial continuo, y sea v : [a,b] —
A un camino C' a trozos. Se dice que fv F' - ds es independiente del camino

7 si para cualquier otro camino C! a trozos o : [¢,d] — A se tiene que

/F-dSZ/F-ds.
¥ o

Teorema 10.4 Sea A un abierto de R™ y F : A — R" un campo vectorial
continuo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. F es un campo gradiente, es decir, existe una funcion potencial f :
A — R de clase C' tal que F =V f;

2. f7 F - ds =0 para todo camino cerrado ;

3. f,y F - ds es independiente del camino .

Si ademds F es de clase C' y A es un abierto convexo, las afirmaciones
anteriores también equivalen a la siguiente:

4. Para todos i,j = 1,...,n se tiene que
oF;  OF;
al'j N a$l '

De un campo F que satisfaga una de estas propiedades (y por tanto todas)
se dice que es un campo conservativo.

Demostracion:

(1) = (2): Es consecuencia del teorema 10.1

(2) = (3): Sean 71 : [a1,b1] — Ay 2 : [ag, ba] — A dos caminos C! a
trozos con el mismo comienzo p = vy(a;) y el mismo final ¢ = v(b;), i = 1, 2.
Entonces, si —y2 es el camino inverso a o, se tiene que v = 71 * (—72) es un
camino cerrado en A luego, por hipdtesis, f7 F -ds =0. Pero

/F-ds=/F~ds+/ F-ds:/F-dS—/F'ds,
v 7 —72 7 Y2
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y se deduce que f‘n F.ds= f72 F - ds.

(3) = (1): sea a € A. No hay pérdida de generalidad en suponer que A es
conexo (si no lo fuera podriamos trabajar en cada una de sus componentes
conexas). Como A es un abierto de R™, resulta que A es conexo por caminos
e incluso conexo por caminos poligonales; en particular A es conexo por
caminos C! a trozos. Asi, dado cualquier € A podemos escoger un camino
C' a trozos 7, : [0,1] — A tal que v,(0) = a y 72(1) = . Definamos
entonces f: A — R por

f(a:):/IF'ds

para cada z € A. Por la condicién (3), es claro que la definicién de f(x)
no depende de la eleccién de «y,. Veamos que f es diferenciable en A y que
Vf(z) = F(z) para cada x € A. Fijemos = € A. Como F es continuo en z,
dado € > 0 existe § > 0 tal que si ||h]| < § entonces ||F(z + h) — F(z)|| <e.
Nétese que, por la condicién (3), si o denota el segmento [z, z + h], entonces

/F-ds+/F-dS:/ F-ds:/ F-ds,
Yz g Ya*O Yz+h

puesto que tanto 7y, 4, como v, *0 son caminos que empiezan en a y terminan
en x + h. Entonces tenemos que

f(:c+h)—f(x):/%MF-ds—/mF-ds

1
:/F-ds:/ Flz + th) - hdt,
e 0

f(z+h) — f() h|—\/ F(a +th) — F(z)) - hdt]

y por tanto

/HF 1 th) — F(z)||- uhndts/o llhlldt = <l|Al)

para todo h tal que ||h| < §. Esto prueba que f es diferenciable en x y
Vf(z) = F(x).

(1) = (4): SiVf =F (es decir, 0f/0x; = F;, 1 = 1,...n) y F es !
entonces f es de clase C? y, por el teorema de Schwarz,

o*f 0*f
axjal‘i N 81‘1(9333‘7
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lo que significa que

oF;  OF;

&rj - axl '
(4) = (1): Fijemos un punto a € A. Para cada « € A sea 0, el segmento
que une a con z,

ox(t) =tx+ (1 —t)a, te€]0,1].

La traza de o, estd dentro de A por ser este conjunto convexo. Definamos

f:A— R por
flz) = / F-ds
para cada z € A. Tenemos que comprobar que V f(x) = F(x), es decir,

3f

para cadax € A, j = 1,...,n. Utilizando el teorema de derivacién bajo el sig-
no integral (ver 8.5) y la hipétesis de simetria de las derivadas, e integrando
por partes al final, tenemos que

(%l = 301 /ZF (a+t(x — a))(z; — a;)dt)

1 n ,
:/0 ZtaF](a+t(x—a))($j—aj) + Fi(a+t(zx—a))|dt

— OJz;
Jj=1

n

1
/ Ztax] +ta:—a))(xj—aj)dt+/0 Fi(a+t(z —a)))dt

1 1
:/ tVE(a+t(x—a))(m—a)dt+/ Fi(a+t(x —a))dt
0 0
1 1
= Fl(az)/o E(a+t(1:a))dt+/0 Fi(a+t(z — a))dt = Fi(x),

que es lo que queriamos. O

Observacién 10.5 Cuando F' = (P, Q) es un campo vectorial definido en
un abierto del plano R2, la condicién (4) del teorema anterior significa sim-
plemente que

oP  0Q

oy  Ox’
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En el caso de un campo vectorial F' definido sobre un abierto del espacio
R3, recordemos que puede definirse el rotacional de F = (Fy, Fy, F3) por

i j k
0 o) o)
rotF(z,y,2) = | 35 3y oz
F, Fy F3

En el caso n = 3 la condicién (4) del teorema anterior significa asi que
rotF(z,y,z) = (0,0,0) para todo (z,y,z) € A (ver el ejercicio 10.13). Se
dice en este caso que el campo F' es irrotacional.

Observacién 10.6 La prueba de la parte (1) <= (4) del teorema anterior
muestra que la hipétesis de que A sea convexo puede sustituirse por una més
débil, por ejemplo que A sea un abierto estrellado, es decir que exista un
punto a € A tal que para cualquier otro punto x € A el segmento [a,x]
estd contenido en A. Sin embargo, el teorema anterior no es cierto para todo
conjunto abierto A; si A no es simplemente conexo entonces el enunciado
del teorema no es cierto en general, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 10.7 Sean A = R?\ {0}, y F : A — R? definido por

Fle) = (P.Q) = (3 o)

Comprobar que

orP  0Q

oy  Ox
en A, y que sin embargo F' no es un campo gradiente: por ejemplo, si o es un
camino que recorre una vez la circunferencia unidad entonces fa F-ds#0.

No obstante, en R3 las cosas son un poco diferentes: puede probarse que
si F es un campo vectorial de clase C'! definido en todo R? salvo quizds
una cantidad finita de puntos entonces las cuatro condiciones del teorema
anterior son equivalentes. Por ejemplo, para el campo gravitatorio de la
tierra, definido por

—GMm

)3/2 ($7 Y, Z)a

y que tiene una singularidad en el origen, el teorema es valido.
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Problemas

10.8 Calcular:
(a) f7 xzdy + ydx, si vy es un camino de (—1,2) a (2, 3).

(b) f7 yzdr + zxdy + xydz, si vy es un camino de (1,1,1) a (1,2, 3).

10.9 Probar que dos funciones de potencial para un mismo campo vectorial
(definido en un abierto conexo) difieren a lo sumo en una constante

10.10 Calcular una funcién de potencial para el campo
F(z,y) = (32% + y, ¢’ + )

en R2.

10.11 Sea F :R?\ {(0,0)} — R? el campo definido por

_y T
F = .
(@.y) (:c2+y2’x2+y2)

(a) Calcular fv F, siendo v(t) = (cost,sint), 0 < ¢t < 2. Deducir que F

no es conservativo.
(b) Encontrar un abierto A C R?\ {(0,0)} tal que Fj, sea conservativo.
10.12 Comprobar que el campo F : R?> — R3 definido por
F(z,y,2z) = (y,zcosyz + x,y cos yz)
es conservativo, y calcular un potencial.

10.13 Sea F un campo vectorial definido en un abierto de R3. Comprobar
que se satisface la condicién de simetria del teorema 10.4

OF;,  OF
858]' N 8@-’

1,7 =1,2,3, si y sélo si rotF = 0.
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10.14 Sea o : [1,2] — R? el camino definido por

o(t) = (e 1, sin ?)

Calcular la integral de linea
/ 22 cos ydx — 2 sin ydy.
g

10.15 Demostrar que el campo gravitatorio de la tierra es irrotacional, y
calcular una funcién de potencial suya.

10.16 Sea F(z,y,2) = (2zyz + sinz, 222, 2%y). Encontrar una funcién f
tal que Vf = F.

10.17 Calcular va - ds, donde 7(t) = (cos® t,sin®t,t), y F es el campo
del ejercicio anterior.



Capitulo 11

El teorema de Green

El teorema de Green relaciona la integral de linea de un campo vectorial
sobre una curva plana con una integral doble sobre el recinto que encierra
la curva. Este tipo de teoremas resulta muy util porque, dados un cam-
po vectorial y una curva cerrada simple sobre la cual hay que integrarlo,
podemos elegir la posibilidad més simple entre integrar el campo directa-
mente sobre la curva o bien integrar la diferencia de sus derivadas parciales
cruzadas sobre en recinto que delimita la curva. Por otro lado, la relacion
asi establecida entre la integral de linea sobre una curva y la integral doble
sobre la regién interior a ésta permite a veces obtener informacion sobre
una funcién o su integral en un recinto a partir del comportamiento de la
funcién sobre la frontera de dicho recinto. Los ejemplos y ejercicios de este
capitulo ilustraran las diversas posibilidades y aplicaciones de este tipo de
resultados, que generalizaremos a integrales sobre superficies en R3 en los
siguientes capitulos.

Antes de enunciar el teorema de Green convendria precisar qué enten-
demos por una curva cerrada simple orientada positivamente. Sabemos ya
que toda curva simple tiene dos posibles orientaciones, y que éstas son in-
variantes por reparametrizaciones cuyas funciones de cambio de variables
tiene derivada positiva. Ahora bien, ;cémo distinguir entre una y otra ori-
entacién? ;Qué hacer para privilegiar y reconocer una de las dos? Hay varios
procedimientos para conseguir esto. Quiza el mas intuitivo sea el siguiente,
que presenta el concepto de normal unitaria exterior a una curva.

Si C es una curva cerrada simple regular a trozos en R?, parametrizada
por Y(t) = (x(t),y(t)), el vector normal unitario exterior a C' se define por

1 / /
N = s (0 (0, =21 (0)
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Noétese que N es ortogonal al vector tangente o velocidad de la curva, V(t) =
(2'(t),1/(t)). Consideremos estos vectores sumergidos en R? (con coordenada
z = 0). Diremos que C esta orientada positivamente si el producto vectorial
N x V (que tiene la direccién del eje z en este caso) tiene coordenada z
positiva (es decir, N x V apunta hacia arriba) para cada t. Esta definicién
corresponde intuitivamente a decir que C se recorre en el sentido contrario al
de las agujas del reloj, o bien que si recorremos C' con la orientacion positiva
entonces N apunta hacia afuera de la regién interior a C, y que dicha region
interior queda siempre a mano izquierda segun se va recorriendo C.

Otra posibilidad para definir la orientacién de una curva cerrada simple
serfa utilizar el nimero de giros (the winding number); ver el problema 11.17.

Diremos que una curva cerrada simple C C R? es regular a trozos si se
puede parametrizar mediante un camino v que a su vez puede escribirse como
concatenacién 7 *... %7y, de una cantidad finita de caminos v; : [a;, b;] — R?
cada uno de los cuales es de clase C! y satisface que 7;(t) # 0 para todo
t € [a;,b;] (en particular, v podra dejar de ser diferenciable en una cantidad
finita de puntos, pero incluso en estos tendra derivadas laterales). Para esta
clase de curvas cerradas simples enunciaremos y demostraremos el teorema
de Green.

Teorema 11.1 (de Green) Sea C' una curva cerrada simple reqular a tro-
208, positivamente orientada, en el plano R?, y sea D la union de la region
interior a C' con la propia curva C. Sea F = (P,Q) : D — R? un campo
vectorial de clase C'. Entonces se tiene que

0Q 0P
Pdz + Qd :/ T dady.
/C Qdy D(ax 3y) y

Antes de dar una demostracion de este importante teorema, veamos al-
gunos ejemplos y aplicaciones del mismo.

Ejemplo 11.2 Integrar el campo F(z,y) = (z,xy) sobre la circunferencia
22 + y? = 1 recorrida en sentido positivo.

Ejemplo 11.3 Calcular el trabajo realizado por el campo de fuerzas F'(z,y) =
(y + 3x,2y — ) al mover una particula a lo largo de la elipse 42? + 32 = 4.

Ejemplo 11.4 Hallar el valor de la integral
/ (5 —zy —y*)dz — (2zy — 2°)dy,
C

donde C' es el borde del cuadrado [0,1] x [0, 1].
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Una aplicacién muy importante del teorema de Green es el calculo de
areas de recintos delimitados por curvas cerradas simples mediante una in-
tegral de linea sobre el borde de dichas curvas. Si tenemos un recinto D
en el plano cuya frontera es una curva cerrada simple C = 90D y quere-
mos calcular su drea, nos basta hallar un campo vectorial (P, Q) tal que
0Q/0x —IJP/0y = 1y aplicar entonces la formula de Green para expresar el
area de D como la integral de linea de (P, Q) sobre su borde C. Por ejemplo,
podemos tomar P = —y/2, Q = x/2, de modo que

a(D):/ 1dxdy:/ (aaQ—gP dxdy / de—i—Qdy—/ rdy—ydx.
D € 4 c

Férmulas andlogas pueden deducirse poniendo (P,Q) = (—y,0), o bien
(P,Q) = (0,z). Obtenemos asi el siguiente resultado

Corolario 11.5 Sea C una curva cerrada simple reqular a trozos, y sea D
la region interior a C. Entonces su drea es

1
a(D):2/C:L’dy—ydx:—/cydm:/cxdy.

Ejemplo 11.6 Hallar el drea de la region encerrada por la hipocicloide
(astroide) de ecuacién /3 + y%/3 = a?/3.

Demostracion del teorema de Green

Tenemos que probar la siguiente igualdad

0oQ oP

Pdx + Qd :/—dxd. *
R G L ()

A tal fin, observemos que la validez de (x) para todos los campos F' = (P, Q)
de clase C'! sobre D equivale a la de las dos férmulas siguientes

/ dxdy—/ Pdx (11.1)
oD

0
an:cdy—/ Qdy, (11.2)

también para todos los campos F = (P, Q) de clase C! en D. En efecto, si
estas férmulas son vélidas, obtenemos () sin mas que sumarlas. Recipro-
camente, si (x) es cierta podemos obtener 11.1 tomando @ = 0 en (x), y
andlogamente 11.2, tomando P = 0 en (x).
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Paso 1. La primera parte de la demostracién del teorema de Green consiste
en probar 11.1 para una clase especial de recinto D, que denominaremos
recinto de tipo I; un tal recinto serd el limitado por las gréaficas de dos
funciones y = f(x), y = g(x), con f < g. Es decir, supondremos en primer
lugar que

D={(z,y) eR*:a<a <b, f(z) <y < g(x)},

donde f y ¢ son funciones reales de clase C! a trozos. Este recinto D est4 lim-
itado por una curva cerrada simple C' = 9D regular a trozos que puede
expresarse como concatenacién de cuatro caminos regulares a trozos:

C=0C1+4+Cy—Cg—Cy,

(como es costumbre, los signos negativos que preceden a un camino de-
notan que se recorre el camino en sentido opuesto al especificado); aqui,
C estd parametrizado por vi(t) = (¢, f(t)), a < t < b; Cy lo estd por
72(t) = (b,1), con f(b) <t < g(b); C3 es y3(t) = (t,9(t), a <t < byy
Cy viene dado por v4(t) = (a,t), f(a) <t < g(a). Nétese que, a lo largo
de Cy y de C4, x = x(t) es constante, luego dz = 0 sobre estos caminos, y
las correspondientes integrales de linea se anulardn, mientras que sobre los
restantes caminos es dxr = 1. Entonces se tiene que

/ Pda;—/ Pda;—i—/ de—/ Pdx — Pdx =
oD Cq Ca Cs Cy

/01 de—/cs de:/abP(t,f(t))dt—/abP(tjg(t))dt;

y por otra parte, aplicando el teorema de Fubini y el teorema fundamental
del céalculo,

op b o) gp
_/D@ydxdy:_/a [/f(r) By 0=

b b b
- / [P(x, g(x)) — Pla, f(z))]de = / P&, f(2))dt — / P(t, g(t))dt.

Combinando las igualdades anteriores obtenemos 11.1.

Paso 2. Ahora probaremos 11.2 para otra clase especial de recinto D, que
denominaremos recinto de tipo II, el limitado por las gréificas de dos fun-
ciones = ¢(y), r = ¥ (y), con ¢ < 1. Es decir, ahora tenemos que

D={(z,y) eR*:c<y<d oy <z <y},
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con ¢, 1) funciones reales de clase C'! a trozos. Como antes, D est4 limitado
por una curva cerrada simple C' = 9D regular a trozos que puede expresarse
como concatenacién de cuatro caminos regulares a trozos:

C=-Ci+0y+C5—0CY4,

donde C estd parametrizado por v (t) = (¢(t),t), c <t < d; Cy es y2(t) =
(t.c), con p(c) < t < p(c); Cs es y3(t) = (P(t),t), ¢ <t < d;y Cy es
v4(t) = (t,d), con p(d) <t < (d). A lo largo de Cy y de Cy, y = y(t) es
constante, luego dy = 0 sobre estos caminos, y las correspondientes integrales
de linea son cero; para Cy y Cs se tiene dy = 1. Entonces,

[ Qu-— Qdy+/ Qdy+/ Qiy - [ qdy=

led“/chdy:‘/c Qe (1), dt+/ Qb

y por otro lado,

) d_ rdy) 9
an:cd /C [[p —Qda:}dy:

/cd Q). 1) — QU () )] dy = / QUult), t)dt — / Qe

luego, juntando estas igualdades, obtenemos 11.2.

Paso 3. De acuerdo con la observacién que hemos hecho antes y con lo
probado en los pasos 1 y 2, la férmula de Green (x) es vélida para toda
region D que sea a la vez de tipo I y de tipo II. Todos los circulos, los
rectangulos y los tridngulos constituyen ejemplos de regiones que son de
tipo I y II simultaneamente. Por tanto, el teorema de Green es valido para
todos estos tipos de curvas. También podria probarse, utilizando el teorema
del cambio de variables, que la igualdad (%) es cierta para cualquier regién
D que sea difeomorfa con un circulo, un rectangulo o un tridngulo (ejercicio
11.12).

Paso 4. El siguiente paso consiste en establecer la validez de (%) para to-
da region D que pueda descomponerse como unién finita de regiones si-
multaneamente de tipo I y II. Més precisamente, se prueba (x) para todo
recinto D C R? de la forma
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donde todos los D; son regiones de tipo I y II simultaneamente, con inte-
riores disjuntos dos a dos, y cuyos bordes, C; = dD;, estdn positivamente
orientados, y de forma que se cumplen:

= siuna curva C; tiene una parte en comun con otro camino Cj entonces
esa parte no es comun a ningun otro Cj con k # i, j;

» si C; tiene un trozo en comun con C; entonces C; recorre ese trozo
comun en sentido contrario al que lo hace Cj; y

= si C; tiene un trozo en comun con C = 9D entonces ambos caminos
recorren dicho trozo en el mismo sentido

(hdgase un dibujo aqui).

Podemos aplicar la férmula (*) a cada regién D; y sumar todas las igualdades
correspondientes para obtener que

/(gfg_a]; Z @_ipddy—z Pdm+Qdy.

Pero en esta suma de integrales de linea, las integrales sobre C; = 9D;
pueden descomponerse a su vez en sumas finitas de integrales sobre curvas
simples de dos tipos: o bien son trozos del camino C; comunes a algtin otro
de los C}, o bien son partes de C' = 9D. La suma total de todas las integrales
sobre caminos del primero de estos tipos es igual a cero ya que, al integrar
y sumar, cada una de estas curvas se recorre exactamente dos veces, y con
orientaciones opuestas, de modo que la suma de las dos integrales que se
hacen sobre cada camino del primer tipo es cero. Por otro lado, la suma de
todas las integrales sobre los caminos del segundo tipo es igual a la integral
del campo (P, Q) sobre C, ya que C puede expresarse como concatenacién
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de todos los caminos del segundo tipo. Por consiguiente,
n
Z Pdz 4+ Qdy = / Pdz + Qdy,
- 0D; oD

lo que combinado con las igualdades anteriores nos permite concluir que

0oQ oP

Pdx + Qdy = / (== — —)dzdy,
D

oD ox oy

para todo recinto que pueda romperse en una cantidad finita de recintos de
tipo I y IT simultdneamente. En particular se obtiene que (*) es valida para
toda curva cerrada simple F que sea poligonal (a saber, concatenacion finita
de segmentos de recta), ya que una tal curva siempre puede triangularse, es
decir expresarse como una union finita

donde los T; son tridngulos (y por tanto regiones de tipo I y II simultédnea-
mente) orientados de modo que si T; y Tj tienen un lado comin entonces T;
recorre este lado en sentido contrario a como lo hace T} (hagase aqui otro
dibujo).

Paso 5. La dultima parte de la prueba del teorema de Green consiste en
aproximar la curva dada C' por una curva cerrada simple poligonal P de
modo que la regién D interior a P queda dentro del dominio del campo
F = (P,Q) y cuyo &rea, a(D), es también una buena aproximacién del
area de la regién interior a C, es decir a(D). Se aplica entonces el teore-
ma de Green establecido en el paso anterior para curvas cerradas simples
poligonales y se concluye que (%) es aproximadamente valida para D, mds
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0 menos un cierto error € que a continuacién haremos tender a cero, obte-
niendo asi (%) en toda su generalidad el enunciado del teorema 11.1. Esta
ultima parte de la demostracién, que detallamos a continuacién, es bastante
pesada técnicamente y puede muy bien omitirse en una primera lectura.

Sea pues C' una curva cerrada simple regular a trozos, y supongamos que
estd parametrizada por 7 : [a,b] — R2. Fijemos ¢ > 0. Para empezar, debe
observarse que, como F es de clase C, existe una extensién de F de clase C*
a un abierto que contiene a D (seguiremos denotando esta extensiéon como
F). Como consecuencia de esto y de la compacidad de D, existe un abierto
A que contiene a D y con dist(0A,0D) > 0 y de modo que F' es Lipschitz
y de clase C! en todo A. Definamos

M= {"”—8 () € A} + sup{|F ()] : (2.3) € A} +1

Por otra parte, al ser y concatenacién de caminos C', es un camino Lipschitz.
Por tanto, eligiendo

£ dist(0A, D)
Lip(F)Lip(7)?(b —a) + 1" 2(Lip(y) + 1)

deducimos que si @ =ty < t; < ... < ty = b es una particién de [a,b] con
la propiedad de que t; — t;_1 < dp para todo ¢ = 1, ..., N entonces la curva
poligonal P que une los puntos (o), y(t1), ..., Y(tn-1), Y(tn) = (to) (en
este orden) estd dentro de A. Ademds, como C' es cerrada simple, podemos
suponer (anadiendo més puntos a la particién de [a, b] si fuera necesario)
que la poligonal P asi obtenida es también cerrada simple (ver el ejercicio
11.20), y entonces la regién interior a esta poligonal P también queda dentro
de A. Por otra parte también tenemos que, para cualesquiera s; € [0, 1],

}

dp = min{

N
| Z<F(7(ti—l))a7(ti) —(ti-1)) —
e 1
S (F((A = si)y(tion) + siv(ti), y(t:) = (tio1))| <

i=1

N
Z [F((L = si)y(ti-1) + siv(t:) = F(y (L))l [[v(t:) = vt <
i=1

Lip(F)Lip( )2 (ti —tio1)?

ZLlp JLip(y )Lip(F)Lip(fy)Q(b—a)—i—l( —ti1) =«
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Ahora bien, si 0;(t) = (1 — t)y(ti—1) + ty(t;), t € [0,1], es el segmento que
une los puntos y(¢;—1) y v(¢;), podemos aplicar el teorema del valor medio
para integrales para encontrar s; € [0,1] de modo que

1
/ Fds = /0 (F(ox(t)), ol(B))dt = (F((1—8)y(ti1)+s07v(1)), 7 ()~ (1))

y por tanto, para esta eleccién de s;, obtenemos

N N
[ Fds= 3 [ Feds = SR = st + st = (6
i=1 "7

i=1
lo que, combinado con la desigualdad anterior, nos da

N

L Fds = SRt k)~ ol < M

=1

y esto vale para toda curva poligonal cerrada simple P que una los puntos
Y(to), y(t1), ..o, Y(tn), siendo a = tg < t1 < ... <ty =by t; —t;—1 < dy para
todo i.

Por otro lado, aplicando el teorema de Darboux a la integral [ Pdz +
Qdy, obtenemos §; > 0, que podemos suponer menor o igual que &y, tal que,
sia =1ty <ty <..<ty="bes particién de [a,b] y |t; —t;—1| < d; para todo
1 =1,..., N, entonces

N

[ Pa s Qy = S (PO ()t~ )| < =

i=1

cualesquiera que sean los ¢; € [t;_1,1;].

Ademss, fijada una de estas particiones a = tg < t; < ... <ty = b de
[a, b], como y = 71 *...%7; es concatenacién de caminos de clase C'!, podemos
suponer (anadiendo puntos, si fuera necesario, a dicha particién) que v es de
clase C! en cada intervalo [t;_1,%;]; en particular v es uniformemente difer-
enciable en cada intervalo [t;_1, t;] (ver el problema 7.29, y téngase en cuenta
que v podria no ser derivable en los extremos del intervalo [t;_1, ¢;], pero en
todo caso si tiene derivadas laterales en dichos extremos, y las derivadas son
continuas), luego existe d2 > 0, que podemos suponer menor o igual que 4y,
tal que si t;—1 < s <t <t;y |t—s| <y entonces

€

l7(t) = ~(s) =2 (s)(E = )| < M=)

t—s|.
s



120 CAPITULO 11. EL TEOREMA DE GREEN

Podemos entonces anadir todos los puntos necesarios a la particién de [a, b]
sobre la que venimos trabajando para que la nueva particién, que seguiremos
denotando a =ty < t1 < ... < ty = b, satisfaga que t; —t;_1 < ds < 01 < by,
y por tanto también que

N

| Pa s Qay = S PGt (o)) b~ )

=1

<e (2)

a la vez que

I7(6) = 7(t-1) = (i-2) (6 = i)l < s i = tie)

pero esta dltima desigualdad implica que

N N
Z<F(7(tz‘—1))ﬁﬁr(ti—1)(ti —ti-1)) — Z(F(’Y(ti—l)),’Y(ti) —y(tiz1))| <
i=1 =1

€
Mm(b - a) =&,
lo que junto con (2) permite obtener
N
[ Pda s Qdy = S (PO <) <2 @)
v i=1
y que a su vez combinado con (1) nos da
/ Pdx + Qdy — / Pdx + Qdy‘ < 3¢, (4)
P c

para toda curva cerrada simple poligonal P que una v(¢1),v(t2), ..., Y(tN-1),
v(tn) = 7v(to), en este orden, y siempre y cuando 0 < t; — t;—1 < dy < &3
para todoi=1,...,N.

Por otra parte, como 0D = C tiene contenido cero, existe una coleccién
finita @1, ..., @ de cubos abiertos que recubren C'y cuyos volimenes suman
menos que €/M. Definamos U = U§:1 Qj. Como U es abierto y contiene
al compacto C, tenemos que la distancia de C' al complementario de U es
positiva, es decir, d(C,R?\ U) > 0. Pongamos ahora

d(C,R2\ U)

= O O S+ 1)

b
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entonces, anadiendo puntos si fuera necesario a la particién a =ty < t1 <
.. < ty de [a,b] sobre la que venimos trabajando, podemos suponer que
t; —t;—1 < 03 para todo i = 1,..., N, lo cual implica que la poligonal P que
une los puntos y(t1),v(t2), ..., 7(tx) = v(to) queda dentro del abierto U (en
efecto, para todo z del segmento [y(t;—1),7v(t;)], se tiene

Lip(7)d(C,R*\ U)
2(Lip(y) +1)

d(zv C) < Lip(’y) (ti - ti—l) < d(Cv RQ \ U)?

luego z € U).
Definamos también W = DUU y V = D\ U, que son conjuntos con
area que cumplen que

a(D)—M <a(D)—a(U) <a(V) <a(D) <a(W) <a(D)+a(U) < a(D)+%.

Sean entonces D la region interior a la poligonal cerrada simple P que une
los puntos y(t1),v(t2), ..., y(tn) = 7(to) en este orden. Como P C U, es claro

que
VcDcw,

y entonces

a(D) — <a(V)<a(D) <a(W) <a(D)+

£ £
M~ - - - M’

Por consiguiente,

(5 =5y o= [ (5255 oo =

P
‘222_3‘ |1D—1D|d:vdy</ M [1p — 1p|dzdy <

M(a(D\D)+a(D\D))<M<M+%) — 2,

0oQ opP oQ oP
’/ ( — y) dxdy — /D (83: - 8y> dﬂ?d@/‘ < 2e. (5)

Finalmente, combinando (4) y (5) y usando que

/Pd:L"—I-Qdy:/ ((%2_67P> dxdy
P p\0z Oy

es decir
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(es decir, la férmula de Green demostrada ya en el paso 4 para recintos
limitados por curvas cerradas simples poligonales), deducimos que

’/ Pda:—i—Qdy—/ <8Q — 8P> dxdy’ < be,
C p\odzx Oy

y como esto sirve para todo € > 0 se concluye que

/ Pdx + Qdy = / <8Q — 8P> dxdy,
C p\ oz Oy

es decir, la formula de Green es valida en el caso general de una curva cerrada
simple regular a trozos. O

Una aplicacién importante de la férmula de Green para el area encerrada
por una curva plana es la desigualdad isoperimétrica:

Teorema 11.7 De todas las curvas cerradas simples en R? con longitud fija
¢, las que encierran mayos drea son las circunferencias de radio r = £/27.

Es decir, si C' es una curva cerrada simple de longitud ¢, y A es el drea
de la region D encerrada por C, entonces

02 — 4w A >0,
y la igualdad se da si y sélo si C es una circunferencia.

La demostracién de este resultado puede consultarse, por ejemplo, en el
libro de Do Carmo, Geometria diferencial de curvas y superficies, editado
por Alianza Universidad (Madrid 1990), pdginas 46-48.

Problemas

11.8 Utilizar el teorema de Green para calcular fc(y2 + 23)dx + zidy,
donde

1. C es la frontera de [0, 1] x [0, 1], orientado positivamente.

2. C es la frontera del cuadrado de vértices (a,b) con |a| = |b] = 2,
orientado negativamente.
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11.9 Calcular fC Pdz+Qdy, donde P(x,y) = xe‘yz, Qx,y) = —x2ye_y2+
1/(x®> +y%+1), y C es la frontera del cuadrado de lado 2a determinado por
las desigualdades |z| < a e |y| < a, orientado positivamente.

11.10 Usar la expresion para el area encerrada por una curva que propor-
ciona el teorema de Green para dar otra demostracién de la férmula del area
del recinto delimitado por una curva en coordenadas polares.

11.11 Calcular el area del trébol de cuatro hojas p = 3sin 26.

11.12 Sea D una regién para la cual se sabe que es cierto el teorema
de Green. Usar el teorema del cambio de variables para demostrar que el
teorema de Green es entonces valido para toda regién A que sea difeomorfa
a D (es decir, existe un difeomorfismo g : U — V de clase C? entre dos
abiertos U, V de R? que contienen a A y D respectivamente, tal que g(A) =
D).

11.13 En las mismas hip6tesis del teorema de Green, si F' = (P,Q) y
definimos

o oP 0Q
divFk = % aiy,

comprobar que el teorema de Green se expresa diciendo que
F - Nds = / divFdxdy,
oD D

donde F'-N denota el campo escalar obtenido del producto escalar del campo
F con el vector normal unitario NV exterior a C. A esta forma del teorema
de Green también se le llama teorema de la divergencia en el plano.

11.14 Sea A C R? abierto, sea C una curva cerrada simple regular a trozos,
sea D la parte interior de C, y supongamos que D U C C A. Sean u,v €
C?(A). Denotamos:

Pu  O%u _
ou Ju
Vo= (o 3y

sea N la normal unitaria exterior en C'. Denotamos %{, = Vu- N (producto
escalar), la derivada normal de u segin C (esto no es mas que la derivada
direccional de u en la direccién de N).
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(a) Demostrar las identidades de Green:

ou
vAu+/ Vu-Vv= [ v— 11.3
/D D c ON (1L13)
ou ov
/D(vAu—uAv)—/C(vaN—uaN). (11.4)

(b) Supongamos ahora que u es armonica en D, es decir, Au = 0 en D.
Demostrar que si v se anula en C' entonces v es idénticamente nula en
D. Deducir también de (a) que si tanto u como v son arménicas en D

entonces
o ON  Jo oN’

11.15 Sea D un recinto como este:

solo que con n agujeros delimitados por curvas cerradas simples regulares
a trozos, en lugar de solamente tres. Probar la siguiente generalizacién del
teorema de Green: para todo campo F' = (P, Q) de clase C' en D se tiene
que

0Q OP .
/D (% — Fy)dwdy = /C(Pd:v—FQdy) - ;/Ci(Pd:U+le/)-

Indicacion: descomponer el conjunto D en unién de recintos simplemente
conexos a los que se puede aplicar el teorema de Green; usar induccién
sobre n.

11.16 Invariancia de una integral de linea al deformar el camino. Sea F' =
(P, Q) un campo vectorial C! en un conjunto abierto y conexo A del plano
R2. Supongamos que dP/dy = dQ/dx en todo A. Sean Cy y C dos curvas
cerradas simples regulares a trozos dentro de A y que satisfagan las siguientes
condiciones:
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1. C5 esta en la region interior a Cf.

2. Los puntos interiores a C'; que son exteriores a Cy pertenecen a A.

Probar que entonces se tiene que

/ Pdz + Qdy = / Pdz + Qdy,
Ch

Ca

siempre que ambas curvas se recorran en el mismo sentido. Nétese que cuan-
do A es simplemente conexo (no tiene agujeros) esto implica que va - ds
es independiente del camino.

Indicacion: Usar el problema anterior (n = 1).

11.17 El numero de giros (the winding number). Sea C' una curva regular
a trozos en R? parametrizada por v(t) = (x(t),y(t)), a < t < b. Se define
el nimero de giros de 7 con respecto de un punto p = (xg,yo) no situado
sobre la curva v como

1 (z — xo)dy — (y — yo)dx
W(C7 p) - 2/ — 2 — 9
T Jo (z—0)*+ (¥ — o)

Puede demostrarse que W (C, p) es siempre un nimero entero. En el caso en
que C' sea una curva cerrada simple, probar que W (C,p) = 0 si p esta en
la regién exterior a C, mientras que W (C,p) = 1 si p es interior a C' y
esta curva estd orientada positivamente, y W(C,p) = —1 si p es interior a
C'y C esta orientada negativamente. Indicacion: usar el problema anterior,
tomando una de las dos curvas como una circunferencia adecuada.



126 CAPITULO 11. EL TEOREMA DE GREEN

11.18 Para (x,y) # (0,0) consideramos p(z,y) = logy/22+y? y F =

(%’ —g—f). Sea C' una curva de Jordan regular a trozos, contenida en {(z,y) :
1 < 22 + y? < 25}. Hallar los posibles valores de la integral de F a lo largo

de C.

11.19 ;Existe alguna curva cerrada simple en el plano que tenga una lon-
gitud de 6 metros y que delimite un area de 3 metros cuadrados?

11.20 Sea C una curva cerrada simple en R?. Supongamos que C estd para-
metrizada por v : [a,b] — R? que es regular a trozos (es decir, v puede
escribirse como concatenacién de caminos de clase C'! con velocidad no nula
en todos los puntos). Demostrar que existe § > 0 tal quesia =ty < t; < ... <
tny = b es una particién de [a, b] tal que t; —t;—1 < ¢ para todoi=1,...,N,
entonces la poligonal P que une los puntos ~(t1),y(t2), ..., y(tn) = v(to) es
también cerrada simple.



Capitulo 12

Integrales sobre superficies

En este capitulo estudiaremos la nocién de drea de superficies en R3, y
las integrales de campos escalares y vectoriales definidos sobre éstas.

Una superficie es una variedad diferenciable de dimension dos, que en
este curso consideraremos siempre inmersa en el espacio R3. Recordemos
que una variedad diferenciable S de dimensién dos en R? puede describirse
como un subconjunto S de R? con la propiedad de que todo punto p de S
tiene un entorno abierto V en R3 tal que S NV coincide con el conjunto de
ceros de una funcién F : V C R3 — R de clase C! tal que DF(q) # 0 para
todogeVn§s.

En virtud del teorema de la funcién implicita, esto equivale a decir que
todo punto p de S tiene un entorno abierto W en R? tal que S N W puede
verse como la gréfica de una funcién de clase C', es decir, S N W es igual,
bien al conjunto de puntos (z,y, z) de R? tales que z = f(x,y) para cierta
f de clase C' en W3 = {(z,y) € R?: (z,y,2) € W para algtin z}, o bien al
conjunto de los (z,y,z) de R? tales que y = g(z,2) para cierta g de clase
Clen Wy = {(x,2) € R? : (2,y,2) € W para algiin y}, o bien al conjunto
de los (z,y,2) de R? tales que = h(y, z) para cierta h de clase C' en
W1 = {(y,2) € R? : (z,y,2) € W para algiin z}. El ejemplo de una esfera
22 +1y? 4+ 22 = R? en R3 ilustra perfectamente las diversas situaciones.

Otra forma equivalente de definir una variedad diferenciable S de di-
mensién dos en R3 es decir que para cada punto p de S existen un entorno
abierto V en R3 y una funcién inyectiva ® : D C R? — R3 de clase C! tal
que SNV = ®(D), y que si ¥ : A C R? — R3 es otra funcién con esta
propiedad, entonces ¥~' o ® : D — A es un difeomorfismo de clase C!.

A su vez esto equivale a decir que para todo punto p € S existen un
entorno abierto V en R? y una aplicacién inyectiva ® : D € R? — R? tal

127
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que su derivada D®(u, v) tiene rango 2 para todo (u,v) € D,y ®(D) = SNV.

Recordemos también que el plano tangente 7'S, a un punto p de una
superficie S en R3 se puede definir como el conjunto de vectores velocidad,
en el punto p, de todas las curvas de clase C' cuya traza estd contenida
en S y que pasan por p. Si S estd definida en un entorno de p por una
ecuacién implicita F(z,y,z) = 0 entonces T'S, = KerDF(p), es decir, el
vector gradiente de F' en p es perpendicular a 7T'S,. Por otro lado, si S
estd descrita en un entorno de p como imagen de un abierto D de R? por una
aplicacién inyectiva ® de clase C'! cuya diferencial tiene rango 2, entonces
TS, = D®(uy, vp,)(R?), donde ®(up,v,) = p.

Conviene subrayar que TS, es un plano vectorial. Para obtener el plano
afin que pasa por p y es tangente a S en p, hay que sumar el punto p a dicho
plano vectorial.

En este curso nos limitaremos a considerar casi en exclusiva un caso
especial de superficie en R3, llamado superficie paramétrica simple, que es
el de una superficie S que puede describirse, en su totalidad, como ®(D),
donde ® : D ¢ R? — R? es una aplicacién inyectiva de clase C! cuya
diferencial tiene rango 2 en todos los puntos, y D es un abierto de R? que
puede describirse como la regién interior a una curva cerrada simple regular
a trozos (es decir, a la que se puede aplicar el Teorema de Green estudiado
en el capitulo anterior).

Definicién 12.1 (Superficie paramétrica simple) Se dice que una su-
perficie S de R3 es una superficie paramétrica simple si existen un abierto
acotado D de R? cuya frontera es una curva cerrada simple regular a trozos,
y una aplicacién ® : D — R3 inyectiva y de clase C'! tal que su diferencial
D®(u,v) tiene rango 2 para todo (u,v) € D, y ademas S = ®(D).

De & diremos que es una parametrizaciéon de S. Evidentemente una
misma superficie paramétrica simple S puede tener varias parametrizaciones
diferentes.

En el caso de que ® pueda extenderse (con las mismas propiedades) a un
abierto mayor A que contenga a la adherencia de D, llamaremos borde de S,
y denotaremos por 95, a la curva cerrada en R? definida por ®(C), donde
C = 0D. Esta curva se supondra siempre, salvo que se diga explicitamente lo
contrario, orientada en el mismo sentido que resulte de componer ¢ con una
parametrizacién de C' recorrida en sentido positivo. Del compacto S = ®(D)
diremos que es una superficie paramétrica simple compacta y con borde.

Conviene sefialar que, aunque empleemos la misma notacién, el borde
geométrico 0.5 asi definido de una tal superficie S no coincide con su frontera
topolégica (en efecto, ésta es toda S ya que S tiene interior vacio).
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Ejemplo 12.2 Demostrar que el hemisferio norte de una esfera, es decir,
22 4+ y2 4 22 = R,z > 0, es una superficie paramétrica simple con borde
2?4+ +22=R%z2=0.

Definicién 12.3 (Producto vectorial fundamental) Sea ® : D — S C
R3 una parametrizacién de una superficie paramétrica simple S. Denotemos

D(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)) .

Llamaremos producto vectorial fundamental al producto vectorial de las
derivadas parciales

ou "~ Ov’
es decir
i k
ou” v | ge By Ge | Oww)  A(uv)  uw)
v v  Ov

donde 1, j y k son los vectores (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1) de la base canénica

de R3, y
o(f,g) 0fdg 0gof

o(u,v)  Oudv  Oudv’

es decir el determinante jacobiano de la aplicacién (u,v) — (f(u,v), g(u,v)).

Observacién 12.4 Recordemos que el producto vectorial de vectores en R3
tiene las siguientes propiedades (siendo a,b y ¢ vectores de R?, y A € R):

1. axb=—-bxa;

2.ax(b+c)=axb+axcg

3. Ma x b) = (Xa) x b;

4. lax bl = [lal*[[b]|* — (a - b)*;

5. ax b=0siy sélosiaybson linealmente dependientes;

6. siay bson linealmente independientes entonces a x b es un vector per-
pendicular al plano generado por a y b, de norma ||al|||b|| sen § (donde
0 € (0,7) es el dngulo que forman a y b, es decir ||a x b|| es el drea del
paralelogramo determinado por a y b), y el sentido de a X b es el de
avance o retroceso de un sacacorchos que gire de a hasta b.
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Observacion 12.5 Puesto que ‘?)—3 = D®(u,v)(1,0) y ‘g—f = D®(u,v)(0,1)
son vectores del plano tangente a S en p = ®(u,v) y son linealmente inde-
pendientes (por tener D®(u,v) rango 2), es inmediato, teniendo en cuenta
la propiedad 6 de la Observacién anterior, que el producto vectorial funda-
mental

o® 00

5 X %(u,v)
es un vector perpendicular a T'S),, donde p = ®(u,v), es decir el producto
vectorial fundamental define un campo vectorial perpendicular a la superficie

S.

Ejemplo 12.6 Supongamos que S es la grifica de una funcién de clase C*
definida en un abierto D de R?, es decir, S = {(z,y,2) € R : (z,y) € D, z =
f(z,y)}, donde f: D — R es una funcién de clase C''. Una parametrizacion
natural de S es la proporcionada por ® : D — R3,

D (u,v) = (u,v, f(u,v)).
En este caso el producto vectorial fundamental viene dado por

0o 0® of  Of
% X %(u,v) - l%(ua U) Jau(uvv) + k.

Definicion 12.7 Se define el vector normal a una superficie paramétrica
simple S parametrizada por ® : D — S en un punto p como

_@xaj( )
 Ou v Y

para cada p = ®(u,v) € S, y el vector normal unitario a S como

N(p)

1
ne) = IR @)

Pasemos ahora a estudiar el concepto de drea de una superficie paramétri-
ca simple. Para justificar la definicién, consideremos una parametrizacion
® : D — § de una superficie paramétrica simple S. Consideremos tam-
bién, en el plano R?, que contiene a D, una cuadricula muy fina paralela
a los ejes de coordenadas. Las porciones de rectas de esta cuadricula que
estan contenidas en D se transforman mediante la aplicacién inyectiva ®
en curvas que no se cortan y que forman una cuadricula curva dentro de
S. Los rectdngulos curvos de esta cuadricula en S se aproximan bien, si la
cuadricula es suficientemente fina, por paralelogramos T en R? (en general
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ya no contenidos en S), que son imagen mediante la diferencial de ®, en cier-
tos puntos (ug,vg) € D de la cuadricula, de rectdngulos @ de la cuadricula
original. Hagase un dibujo. El 4rea de cada uno de los paralelogramos T’
viene dada por

192 5 92 tuq, ) (@),

y la suma de todas estas dreas, que aproxima lo que intuitivamente deberia
ser el area de S, es

ZnacI> 22 (10,10 v(Q),

que a su vez aproxima la integral
0P 8<I>
[ 150 % G ) dude,

tanto mejor cuanto mas fina sea la cuadricula. Es entonces natural definir
el area de S como dicha integral.

Definicion 12.8 Sea S una superficie paramétrica simple parametrizada
por ® : D — S C R3. Definimos el drea de S como la integral en D de la
norma del producto vectorial fundamental asociado a ®, es decir

P P
/||a a " (u,) dudo.

Ejemplo 12.9 En el caso de que S sea la gréfica de una funcién f : D — R,
la féormula del ejemplo 12.6 para el producto vectorial fundamental asociado
a su parametrizacién natural nos proporciona la siguiente férmula para el

drea:
B af\>  [of
_/D\/1+ (037) " <0y) ey

Ejercicio 12.10 Usar esta formula para hallar el drea del hemisferio norte
de la esfera 22 + y% + 22 = R2.

Es legitimo preguntarse si, dadas dos parametrizaciones diferentes ® :
Dg — Sy V¥: Dy — S de una misma superficie S se cumple que

/Haq)xa(fu,v)]]dudv:/ Hag 8tst)Hdsdt
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es decir si el drea de una superficie esta bien definida independientemente de
su parametrizacién. La respuesta, como cabe esperar, es afirmativa, aunque
aplazaremos la demostracion de esta propiedad hasta después de las defini-
ciones de integrales de campos escalares y vectoriales sobre superficies, ya
que el hecho es que estas integrales tampoco dependen de la parametrizacion
escogida (unicamente, en el caso de campos vectoriales, del sentido en que
apunte la normal a la superficie).

Definicion 12.11 Sea S una superficie paramétrica simple, parametrizada
por ®: D — S ysea f:S — R un campo escalar continuo definido sobre
S. Definimos la integral de f sobre S como

0 0P
[ ras= [ @y x 5w v)ldude

Por otra parte, si ' : S — R3 es un campo vectorial continuo definido sobre
S, definimos la integral de F' sobre S por

/F-N_/ F(®(u,v)) - N(@(u, v)) dudv,
S D

es decir, la integral del producto escalar de la normal a S con F', compuesto
con ®. Obsérvese que, puesto que

Pt
ou ~ Ov'’

la integral del campo vectorial F' sobre S puede verse como la integral del
campo escalar F - n sobre S, es decir, podemos denotar también

/F-N:/F-ndS.
S S

Las interpretaciones fisicas de estas integrales son variadas. Por ejem-
plo, un campo escalar f : S — R puede representar la densidad de masa
por unidad de superficie de un material de grosor despreciable que esta dis-
tribuido sobre una superficie S, y entonces |, g fdS serfa la masa total de
dicho material.

Por su parte, la integral de un campo vectorial sobre una superficie S
suele interpretarse como el flujo de un fluido que pasa a través de S. Puede
imaginarse que S es una membrana porosa y que el vector F(z,y,z) =
p(x,y,z)V(z,y, z), donde V(z,y,z) es el vector velocidad del fluido y el
numero p(z,y, z) es su densidad de masa, es un vector que nos dice cudnta

N(®(u,v)) = n(®(u,v))||
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masa de fluido circula por el punto (x,y, z) en la direccién en que se mueve
el fluido en ese punto, por unidad de drea y de tiempo. Entonces el producto
escalar F' - n representa el componente del vector densidad de flujo en la
direccion de n, y la masa de fluido que pasa a través de toda S vendra de-
terminada por [¢ F'-ndS = [ F - N.

Retomemos ahora la cuestién de la invariancia de estas integrales respec-
to de la parametrizacion escogida de S. Necesitaremos el siguiente lema.

Lema 12.12 Sean ¥ : Dy — S y ® : Dg — S dos parametrizaciones
de una misma superficie paramétrica simple S, y sea ¢ : Dy — Dg el
difeomorfismo de clase C' definido por ¢ = ®~! o W. Denotemos (u,v) =
©(s,t). Entonces

ou_ov_ (00 o0Y oy
ds 0t  \ou  0Ov) d(s,t)’

donde %((7;::)) denota el jacobiano de .
Demostracion: Por la regla de la cadena tenemos

ov 0% 0u n 0P Jv

ds  Ouds OvOs’
y también

ov 0% 0u N 0 Jv

ot du dt | ov ot
Multiplicando vectorialmente los miembros de la derecha de ambas igual-
dades, utilizando las propiedades del producto vectorial consignadas en la
Observacion 12.4, y en particular usando que

8<I> od 0P 8(I>

8u ou =0= c% v’

se obtiene la igualdad de enunciado. O

Teorema 12.13 Sean ¥V : Dg — S y @ : Dg — S dos parametrizaciones
de una misma superficie paramétrica simple S, y sea f : S — R un campo
escalar continuo. Entonces

0P 09 ov 8\11
@) G > o = [ (s, ) i s

Es decir, la integral fs fdS definida en 12.11 no depende de la parametrizacion
escogida. En particular, si tomamos f = 1, obtenemos que el drea de S no
depende de la parametrizacion escogida.
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Demostracién: Denotemos (u,v) = ¢(s,t), donde ¢ = ®~! o ¥ como en el
lema anterior. Se tiene que ¥ = ® o ¢, y aplicando el teorema del cambio de
variables junto con el lema anterior obtenemos

[ o) G x G o) =

0 0 o(u
N 1@l O D2 92 s 1), w(s, 1) \ aisj fj dsdt =
5 £ ) 2% 2 ) sa.

El resultado analogo para campos vectoriales depende del sentido en
que apunte la normal unitaria a S correspondiente a la parametrizacion en
cuestién, como vemos a continuacion.

Teorema 12.14 Sean ¥V : Dg — S y ® : Dg — S dos parametrizaciones
de una misma superficie paramétrica simple S, denotemos

op 0P or ov
No= 22 x 22 yNg=22 x &
® 8ux8v’y v &SXat’
y sean
1 N 1 N
ng = ———Ng, yny = ——Nyg.
[No [Nl

Entonces, o bien ne(p) = ny(p) para todo p € S, o bien ne(p) = —ny(p)
para todo p € S. En el primer caso diremos que las parametrizaciones ®
y U inducen la misma orientacion en S, y en el segundo caso diremos que
mnducen ortentaciones opuestas.

Si @ y ¥ inducen la misma orientacion entonces, para todo campo vec-
torial continuo F : S — R? se tendrd que

/F—N¢:/F-Nq,,
S S

mientras que si ® y W inducen orientaciones opuestas en S entonces serd

/F-Nq;——/F-N\y.
S S

Demostracion: Como ng(p) y ny(p) son vectores perpendiculares a T'S)
para cada p € S, definen una misma recta; como ademds ambos tienen
norma uno, se tiene que ng(p) - ne(p) = 1 o bien ng(p) - ng(p) = —1 para
cada p € S. Pero, como las funciones ng, ny : S — R3 son continuas y S es
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conexa, debe tenerse ng - ng = 1 en toda S o bien ng - ng = —1 en toda
S. En el primer caso se tiene que ng(p) = ny(p) para todo p € S, y en el
segundo caso que ng(p) = —ny(p) para todo p € S.

Por otra parte, si recordamos que

/F-N:/F-ndS,
S S

el enunciado sobre las integrales es consecuencia inmediata de esta propiedad
y del Teorema 12.13. O

Una vez definidos los conceptos de area y de integral sobre una superficie
paramétrica simple podemos extenderlos a muchas otras superficies que, sin
ser paramétricas simples, pueden descomponerse como unién finita de super-
ficies paramétricas simples que son disjuntas entre si salvo quizas en curvas
de clase C'! a trozos (que tienen drea nula por definicién). Por ejemplo, una
esfera no es una superficie paramétrica simple, pero puede descomponerse
como su hemisferio norte mas el hemisferio sur, que si que son superficies
paramétricas simples y disjuntas salvo en el ecuador, que es una curva de
clase C'. El area de la esfera puede definirse entonces como el drea del
hemisferio norte més la del hemisferio sur. Lo mismo puede hacerse con el
cilindro 22 + 42 = 1, 0 < z < 1. Por su parte un toro puede verse como
union de dos cilindros curvos pegados por las circunferencias de sus bordes,
y por tanto puede expresarse como unién de cuatro superficies paramétricas
simples disjuntas dos a dos salvo en curvas de clase C!.

De hecho, puede demostrarse (aunque no lo haremos aqui) que toda
superficie compacta S en R puede descomponerse en una cantidad fini-
ta S1,..., Sy de superficies paramétricas simples que sélo se cortan una a
otra a lo sumo en curvas de clase C' a trozos. Entonces podemos definir el
area de S como la suma de las areas de las S;, i = 1, ..., N. Por supuesto
habria que probar que si S, ..., S}, es otra descomposicién de S en superfi-
cies paramétricas simples que sélo se cortan en curvas Cla trozos, entonces
la suma de las dreas de S7, ..., 5}, es igual a la suma de las areas de S1, ..., S,
lo cual no es dificil y se deja como ejercicio para el lector.

De manera andloga pueden extenderse los conceptos de integral de fun-
ciones escalares y de campos vectoriales a toda superficie compacta en R3.

Estas observaciones muestran que el habernos limitado a estudiar el area
de las superficies paramétricas simple y las integrales sobre éstas no supone
en la practica apenas ninguna restriccion.
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Problemas

12.15 Calcular el area de las superficies siguientes:
(a) La parte de la esfera unitaria dentro del cono z? 4 y% = 22, z > 0.
(b) La parte de la esfera 2 +y?+ 22 = R? interior al cilindro 22 +y% = Ry.

(c) La parte del cono z? = 3(z? 4 y?) limitada por el paraboloide z =
x? + y2.

12.16 Sean 0 < b < a. Calcular el area del toro obtenido al girar la circun-
ferencia del plano xz con centro en (a,0,0) y radio b en el plano xz alrededor
del eje z. Las ecuaciones paramétricas del toro son:

xz = (a+bcosv) cosu
y = (a+bcosv)sinu

z = bsinw,

con 0 <u <27y 0<wv <27 Hallar también la mormal exterior unitaria a
la superficie del toro. En el dibujo, a =5,y b = 1.

12.17 En los siguientes casos, calcular la integral de f sobre la superficie

S:
(a) f(z,y,2) =22 +y% S ={(n,y,2): 2? +y* + 22 = R?}.
(b) f(z,y,2z) = zyz; S es el tridngulo de vértices (1,0,0), (0,2,0, (0,1,1).
(¢) flzyy,2) =2 S ={(z,y,2) : 2 =2 +y*> <1}

12.18 Determinar la masa de una ldmina circular de radio R, si su densidad
en cada punto es proporcional a la distancia del punto al centro, y vale 1 en
el borde.

12.19 En los siguientes casos, calcular la integral del campo F' sobre la
superficie S.

(a) F(x,y,2) = (z,,—y); S = {(z,9,2) : 2> +y*> = 1,0 < z < 1}
orientada con la normal exterior.
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(b) F(x,y,2) = (yz,x2z,zy); S es la superficie del tetraedro limitado por
los planos ¢ =0, y =0, 2 =0, x + y + z = 1, orientada con la normal
exterior.

(C) F(x7y7z) = (.%'2,y2,22); S = {(x,y,z) 22 = a? +y271 <z < 2}a
orientada con la normal exterior.

(d) F(x,y,2) = (z,y,2); S = {(x,y,2) : 22+y?+2% = 1,2 > 0}, orientada
con la normal exterior.

12.20 Demostrar que el 4rea de la superficie de revolucién en R? obtenida
al girar la grafica de z = f(z), a < x < b (en el plano zz) alrededor del eje

z es
b
27r/ uy/ 1+ f'(u)?du.
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Capitulo 13

Los teoremas de Stokes y
Gauss

En este dltimo capitulo estudiaremos el teorema de Stokes, que es una
generalizacion del teorema de Green en cuanto que relaciona la integral de
un campo vectorial sobre una curva cerrada que es borde de una superficie
paramétrica simple con la integral de su rotacional en dicha superficie; y
también el teorema de Gauss de la divergencia, que puede verse como una
version tridimensional del teorema de Green, al relacionar la integral de un
campo vectorial en una superficie cerrada que es borde de un sélido tridi-
mensional con la integral de su divergencia en el interior de dicho sélido. En
realidad estos tres teoremas pueden verse como generalizaciones del segun-
do teorema fundamental del cédlculo a funciones de varias variables, y a su
vez son casos particulares de una version general del teorema de Stokes para
variedades diferenciables de dimensién arbitraria que se estudia en cursos su-
periores (para enunciar y demostrar este teorema més general se requiere el
desarrollo de una teoria de formas diferenciales y el uso de particiones difer-
enciables de la unidad, lo que no haremos en este curso por falta de tiempo;
el lector interesado puede consultar el libro de Michael Spivak Cdlculo en
variedades, editorial Reverté, 1988).

Para enunciar el teorema de Stokes para superficies en R? necesitamos
definir lo que es el rotacional de un campo vectorial. Si F': A — R? es un
campo vectorial de clase C! definido en un abierto A de R3, se define el
rotacional del campo F' = (P, Q, R), y se denota por rotF', como

_(OR _0Q\, (9P _OR\. (0Q 0P
_<8y 8z>l+<8z 893>'l+<8a: 8y>k.
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rotF =

S 8 -
e
SN
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Teorema 13.1 (de Stokes) Sea S una superficie paramétrica simple con
borde S, parametrizada por ® : D — S, donde D es la region interior a
una curva cerrada simple C regular a trozos en R? orientada positivamente,
y 0S = ®(C) se supone orientada en el sentido que resulte de componer C
con ®. Sea F un campo vectorial de clase C' definido en un entorno abierto
de S en R3, y con valores en R3. Entonces se tiene que

/ rotlF' - N = I
S as

Otra forma de escribir la igualdad de estas integrales es la siguiente:

OR 0Q oP OR 0Q 0P
/5<3y 8Z)dy/\alz—i—<az &a:)dZ/\dx+<8.a: 8y>dx/\dy

= / Pdx + Qdy + Rdz, (x)
oS

donde dy A dz, dz A\ dx, dx N dy denotan, respectivamente,

0y,2) Ozz)  O@y)
A(u,v)” O(u,v)’ A(u,v)’

OR 0Q
— — — |dyAd
/s (89 3Z> e
equivale a escribir

/ (?f; - ?f) (ol 0), 0,0 50, 0) 25

Es interesante observar que cuando S es una region del plano xy encerrada
por una curva cerrada simple regular a trozos y n = k el teorema de Stokes

Asi, por ejemplo,

se reduce a la férmula de Green

/ (8@ - 8P> dzxdy = Pdz + Qdy.
s\0z Oy a5

Atun més instructivo resulta constatar que la demostracién del teorema de
Stokes consiste esencialmente (aparte de calculos) en aplicar tres veces el la
férmula de Green, como vemos a continuacion.

Demostracién del teorema de Stokes: Bastara probar las tres igual-
dades siguientes:

Pdx = / (—é)Pd:B A dy + 8—sz A dac) ,
as s\ 0Oy 0z
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Qdy = / <6Qdy ANdz + @dl‘ A dy> ,
a8 S 0z ox

Rdz = / <8Rdz Adx + a—Rdy A dz> ,
0s s\ Ox dy

ya que suméandolas obtenemos (). Puesto que la demostracién de las tres
férmulas es totalmente andloga, nos contentaremos con probar la primera
de ellas. Hay que demostrar pues que

_aia(x’y) 87P8(Z7x) udy = -
/D < 9y 9(u,v) T oz 8(u,v)> dud 8SPd (1)

Denotemos f(u,v) = P(z(u,v),y(u,v), z(u,v)). Ahora utilizaremos la fé6rmu-

_OPO(x,y) +8£8(2,x) _9 f% 9 f% (2)
oy O(u,v) 0z O(u,v)) Ou \’ v v \" ou)’
que no es dificil comprobar (véase el ejercicio 13.3). Utilizando esta igualdad
y el teorema de Green en el primer miembro de (1) obtenemos

J, Caraen + 5 ) =

0 ox 0 ox ox ox
/D [au <f8v> —%<f%)] dudv:/cfaudu—i—favdv. (3)

Sea v = (u(t),v(t)), t € [a,b], una parametrizacién de C' C R? recorrida en
sentido positivo, entonces ® oy(t) = (x(u(t), v(t)), y(u(t),v(t)), z(u(t), v(t)),
t € [a, b], es una parametrizacién admisible de 95, y

/ Pdx =
d

a8
b
P(x(u(t), v(t), y(u(t), v(t)), 2(u(t), v(t)) 5 (2 (u(t), v(t))) dt =

ab T du xr dv
| Platuto). o). stu(o, o).t o0) (55 + G5 ) =

ox ox

es decir 9 9
Pda :/ F2qu+ £,
o8 C au 81}

lo que combinado con (3) nos da (1). O
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El teorema de Stokes puede aplicarse a muchas mas superficies que las
paramétricas simples que figuran en su enunciado. Por ejemplo, se puede
aplicar a un cilindro K del tipo 22 4+ y? = 0, a < z < b. En efecto, al cortar
el cilindro K por el plano z = 0 obtenemos una descomposiciéon de K en dos
superficies paramétricas simples K1 y Ko que podemos orientar de modo que
sus bordes, en los segmentos por donde se pegan (que llamaremos costuras)
tengan orientaciones opuestas. Esto equivale a decir que la normal exterior
unitaria en K7 y Ko apunta siempre hacia afuera del cilindro K. Hagase un
dibujo. Sea F un campo vectorial de clase C'! en K. Al aplicar el teorema de
Stokes a F'en K y en Ky y sumar las igualdades asi obtenidas, como 9K y
0K tienen orientaciones opuestas en las costuras, vemos que las integrales
de F' sobre las costuras se cancelan unas con otras (porque cada costura se
recorre exactamente dos veces, una vez en el sentido contrario de la otra) y
por tanto dicha suma es igual a la suma de las integrales de F' sobre C; y
(5, que es el borde de K. Es decir, vemos que

/rotF~dS: rotF-dS+/ rotF-dS:...:/ F+/ F:/ F
K K Ky Ch Co 0K

y el teorema de Stokes vale para K.

Consideremos ahora el caso de una esfera S en R?, que tampoco es una
superficie paramétrica simple, pero que puede descomponerse en dos que si lo
son: el hemisferio norte ST y el hemisferio sur S~, pegadas por el ecuador
C'. Cada hemisferio puede orientarse de modo que la curva C' del ecuador
se recorre en sentido inverso segun se la considere com perteneciente a uno
u otro hemisferio. Esto lo podemos resumir con la notacién COS*T = C =
—0S57. Aplicando el teorema de Stokes tenemos entonces

/rotF-dS: rotF-dS’+/ rotF~dS:/F-ds—/F-ds:0,
S S+ - C C

es decir, el teorema de Stokes se cumple para la esfera S entendiéndose que,
como no tiene borde, la integral de F' sobre dicho borde inexistente se define
como cero.

Lo mismo vale para un toro (ver el ejercicio 13.6), y de hecho puede
probarse que para cualquier superficie compacta y sin borde M de R? se

tiene que
/ rotF - dS = 0.
M

En realidad la tinica propiedad que debe cumplir una superficie S de R?
(quizés con borde) para poderle aplicar el teorema de Stokes es que S pueda
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descomponerse en una cantidad finita de superficies paramétricas simples
con borde orientadas y pegadas unas con otras de tal manera que cada
trozo de borde que pertenezca a la vez a dos de estas superficies se recorra
en sentido inverso seglin pertenezca a una o a otra de estas superficies.
Es claro que, para una superficie S fabricada de esta manera, el tipo de
argumento usado para el cilindro, la esfera o el toro, permite establecer la
validez del teorema de Stokes.

Esta propiedad equivale a pedir que se pueda definir sobre S un campo
vectorial continuo de vectores normales a .S que no se anula en ningin punto
(o lo que es lo mismo, que exista una aplicaciéon continua n : S — R? tal
que |[n(p)|| =1y n(p) L TS, para todo p € S). A las superficies con esta
propiedad se les llama orientables.

Sin embargo existen superficies que no son orientables y a las que no se
les puede aplicar el teorema de Stokes. El ejemplo tipico en R? es la banda
de Moebius, superficie que se puede fabricar tomando una banda plana y
pegando un extremo con otro después de dar media vuelta a uno de ellos.
La superficie asi construida, aunque localmente pueda parecer lo contrario,
tiene una sola cara y un sélo borde, que forma una curva cerrada simple.
Si fabricamos con papel y pegamento un modelo B de la banda de Moebius
vemos que, dado cualquier punto de la banda, se puede dibujar un camino
continuo dentro de la banda que empieza en ese punto por una cara determi-
nada y acaba en el mismo punto pero por la otra cara, y sin tocar en ningtin
momento el borde de la banda. Si ahora intentamos transportar continua-
mente a lo largo de este camino un vector de norma uno n perpendicular a
la superficie, vemos que al volver al punto inicial el vector apunta en sentido
opuesto. Esto hace ver que es imposible definir un campo de vectores de
norma uno y perpendiculares a B que sea continuo en todos los puntos, es
decir, B no es orientable.

Por otra parte, no es dificil ver que el teorema de Stokes falla en B.
En efecto, podemos dividir B en dos superficies paramétricas simples By y
By obtenidos al cortar B transversalmente por dos sitios diferentes. Pero
resulta imposible orientar By y Bs de modo que, en los segmentos donde se
pegan, las orientaciones del borde de By y del borde de By sean opuestas.
Esto supone que si aplicamos el teorema de Stokes a By y By y sumamos
las igualdades obtenidas vamos a deducir que

4
/rotF-dS— rotF-dS—i—/ rotF~dS—Z/ F-ds+2/F-ds,
B B By =17C; L

donde L es uno de esos dos segmentos donde se pegan B y Bs, y C1,...,Cy
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son los cuatro trozos de OB generados al cortar B en By més Bs; esto sucede
porque las orientaciones de By y By son opuestas en uno de los segmentos
donde estas piezas se pegan (a lo largo de este segmento las integrales de
linea se cancelan una con otra), y la misma en el otro (al que llamamos L,
y sobre el cual las integrales se suman en vez de cancelarse). Es fécil ver
que existen campos vectoriales F' de clase C! tales que F' = 0 en 0B pero
fL F - ds # 0. Para estos campos se tiene, por lo anterior, que

/rotF-dSzQ/F-ds,
B L

F-ds=0.
OB

Por tanto, si el teorema de Stokes fuera cierto en B para uno de estos campos
F llegarfamos a que [ 1 F'-ds =0, una contradiccion.

y también

A propésito de la banda de Moebius, es interesante sefialar que si por su
borde, que es homeomorfo a una circunferencia, pegamos un circulo entonces,
obtenemos una superficie que es homeomorfa al plano proyectivo (y que a su
vez es el prototipo de superficie compacta sin borde y no orientable). Esta
operacién no puede realizarse en R3 sin incurrir en intersecciones de la nueva
superficie consigo misma; se necesitan cuatro dimensiones por lo menos para
poder llevarla a cabo. Dicho de otro modo, el plano proyectivo cabe en R?,
pero no en R3. Sin embargo podemos dar una demostracion visual de que
el plano proyectivo menos un circulo es igual a una banda de Moebius. En
efecto, el plano proyectivo se define como la clase de equivalencia de todas
las rectas vectoriales de R?, o lo que es lo mismo, como el conjunto cociente
de una esfera por la relacion de equivalencia que consiste en identificar cada
punto de la esfera con su antipodal (més llanamente, el plano proyectivo
es un mundo en el que un senor es el mismo sefior que se encuentra en
sus antipodas). Si a esta esfera con los puntos antipodales identificados le
quitamos un casquete polar del hemisferio norte, y por tanto también el
mismo casquete polar del hemisferio sur, que son identificables a un circulo
en el plano proyectivo, obtenemos una banda cerrada B en la que los puntos
antipodales siguen estando identificados. Puesto que cada punto de B entre
el meridiano de Greenwich y el de longitud 180 estd identificado con su
antipodal situado en un meridiano mayor o igual que 180 y menor o igual
que 360, podemos prescindir de todos los puntos de longitud mayor que 180,
quedandonos con un soélo representante de cada clase de equivalencia para
los puntos de longitud en el intervalo (0,180), teniendo en cuenta que los
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puntos de B que estdn en el meridiano 0 se siguen identificando con sus
antipodales del meridiano 180. Es decir, B es una banda en la que sus lados
extremos se han pegado dando media vuelta previa a uno de ellos, o sea la
banda de Moebius.

Pasamos ahora a estudiar el ultimo teorema del curso, el de Gauss de
la divergencia. Llamaremos sdlido simple a todo conjunto compacto V de
R3 homeomorfo a una bola y cuya frontera OV es una superficie orientable
(que puede descomponerse en una cantidad finita de superficies paramétricas
simples con bordes, orientadas de tal manera que en los trozos de curva
donde dos de estas superficies se peguen, las orientaciones sean opuestas).
Supondremos que dicha frontera estd orientada con la normal unitaria n
apuntando hacia el exterior de V. Recordemos que la divergencia de un
campo vectorial F' = (P, @, R) en R3 se define por

oP 0Q OR

— .

or 0Oy 0z

Teorema 13.2 (de Gauss de la divergencia) Sea V un sdlido simple de

R3 y S = OV su borde, orientado con la normal unitaria exterior n. Sea
F:V — R3 un campo vectorial de clase C*. Entonces

/divF:/F-ndS.
1% S

Demostracion: Haremos la demostracién suponiendo que V es un sélido
proyectable xy, proyectable yz, y proyectable xz. Que V sea proyectable xy
significa que que V puede escribirse las manera siguiente:

V={(z,y.2) €R’: (z,y) € D, p(x,y) < 2z < (z,y)},

donde D es una region del plano xy limitada por una curva cerrada simple
regular a trozos, y ¢, : D — R son funciones de clase C' en D; es decir, V
puede verse como lo que queda entre las graficas de dos funciones de clase C!
definidas en la proyecciéon de V' sobre el plano zy. Analogamente se define
el ser proyectable xzz o proyectable yz.

Sea F' = (P,Q, R). Como V es proyectable xy podemos escribir

V={(z,y.2) €R’: (z,y) € D, p(x,y) <z < (z,y)},

donde D, ¢, cumplen las condiciones explicitadas anteriormente, y te-
nemos, aplicando el teorema de Fubini, que

divF =

| Grdedyaz = [ Reapv(0.0) - Blay.olop)dsdy. ()
v 0z D
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Calculemos por otra parte la integral

/(0,0,R)-ndS.
S

Podemos descomponer S en tres piezas, S = S; U Sy U S3, donde S1 =

{(‘T’yvso(l‘ay)) : (l‘,y) € D}7 SQ = {(%?/,7/1(9379)) : (SL‘,y) € D}v y 53 =
{(z,y,2) : (v,y) € OD,p(z,y) < z < P(x,y)}. En S3 el vector normal
exterior unitario n es perpendicular al eje z y por tanto también al campo
(0,0, R), de modo que

/ (0,0,R) -ndS = 0.
S3

Por otro lado la normal n apunta hacia arriba en Sy y hacia abajo en Sy,
de modo que, al calcular las integrales |, S_(O, 0, R) - ndS obtenemos

0 0
[ 0.8 nis = [ 0.0 By vt (52 <5 sy =

/D R(z,y,(x,y))dxdy,

mientras que

R) -ndS = R © . L’C Lr’é —1Ddady =
/Sl(O’O’ ) S /(0?07 (‘r?y? (x7 y))) (9 9 9y7 ) €z y

- / Rz, y, ol y))dzdy.
D

Por tanto

/(0,0,R)-ndS:
S

/(0,0,R)~ndS+/ (0,0,R)-ndS+/ (0,0,R) -ndS =
Sa S1 S3

/ R(x,y, ¥ (x,y))drdy — / R(x,y, p(z,y))dzdy +0 =
D D

/D (R, 1,02, )) — R(z,y, o, ) dady,

lo que combinado con (4) nos da

B—Rd:ndydz = /(0, 0,R)-ndS. (5)
v 0z s
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Anilogamente, usando que V es proyectable xz y proyectable yz, se com-
prueba que

/ a—Qda:dydz = /(O,Q,O) -ndS, (6)
v Oy s
y que
oP
—dxdydz = /(P,0,0) -ndS. (7)
v Oz s

Finalmente, sumando (5), (6) y (7) obtenemos que

oP 0Q OR _

es decir el enunciado del teorema para sélidos proyectables en cualquiera de
las tres direcciones de los ejes. La clase de dichos sélidos incluye las bolas y
en general todos los sélidos convexos de R3.

Una vez demostrado el teorema de Gauss para solidos convexos, podria
extenderse a sélidos V' que sean C?-difeomorfos a la bola unidad, usando el
teorema del cambio de variable de manera andloga a la del problema 11.12,
aunque los cédlculos son en este caso mucho mas complicados.

También podria extenderse a los sélidos més generales del enunciado
siguiendo un procedimiento analogo a la parte final de la demostracion del
teorema de Green: se aproximaria la superficie S por una superficie S for-
mada por caras de tridngulos orientados (y pegados unos con otros de modo
que los lados que sean comunes a dos tridangulos tengan orientaciones opues-
tas segin se vean como pertenecientes a uno u otro tridngulo), y esta nueva
superficie S’ seria la frontera de un sélido V' que podria descomponerse en
unién de poliedros convexos orientados de modo que dos caras contiguas
tengan normales unitarias que apuntan en sentido opuesto. El teorema de
la divergencia es véalido para V' y ', es decir

/divF:/F-dS,

/ divF%/ divF t+¢

/ 1%

/F-dSz/F'dS:izs
/ S

haciendo tender € a cero se obtendria en resultado general.
Resultaria muy engorroso, sin embargo, detallar con cuidado este esque-
ma de demostraciéon. Llegados a este punto, y una vez que el lector haya

y €como
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desarrollado su intuicién sobre los teoremas de Green, Stokes y Gauss, y
se haya ejercitado con ellos, lo mas recomendable seria pasar a estudiar las
herramientas (a saber, formas diferenciales y particiones de la unidad) que
permiten enunciar y demostrar la versién general de estos teoremas para
variedades diferenciables en R™. Remitimos al lector interesado al libro de
Spivak citado al comienzo de este capitulo. O

Igual que ocurria con el teorema de Stokes, el teorema de Gauss es valido
para muchos mas solidos que los del enunciado. Por ejemplo, es facil ver que
el teorema de la divergencia es valido para cualquier sélido homeomorfo a
una bola agujereada del tipo V = {(z,,2) € R? : 1 < 22 +y%+22 < 2} cuya
frontera se componga de dos superficies orientadas con la normal exterior
(sin embargo, en la frontera x? + y? + 22 = 1 del agujero, exterior en este
caso significa que n apunta para adentro del agujero).

También es facil ver que el teorema de Gauss es valido para cualquier
toro en R3, o incluso una suma conexa de una cantidad finita de toros en
R3. Lo importante en todos estos casos es que el sélido V considerado pueda
descomponerse en una cantidad finita de sélidos simples orientados de tal
modo que en las superficies donde dos de estos sélidos se pegan, las normales
apunten en sentido contrario.

De hecho puede demostrarse, aunque no lo haremos aqui, que toda su-
perficie S compacta sin borde en R? es orientable, y el teorema de Gauss es
valido para el sélido V' limitado por S.

Problemas

13.3 En este ejercicio se comprobara la férmula (2) usada en la demostracién
del teorema de Stokes. Lo mas sencillo es comprobarla en dos pasos:

1. Usar la férmula de derivacién de un producto para ver que

9 (05 0 (0w\_0fox 0fou

ou \" v ov\"0u) Oudv Ovou’

2. Pongamos ahora f(u,v) = P(xz(u,v),y(u,v), z(u,v)). Calcular df/0u
y 0f /0v mediante la regla de la cadena, y después aplicar el apartado
anterior para deducir que

0 Oz 0 dx\  OPO(x,y) OPOI(zx)
au <fa> “ o (fau> = oy o) T 9z duv)
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13.4 Repetir el problema 12.19, usando los teoremas de Stokes o Gauss en
los casos en que resulte mas conveniente.

13.5 Consideramos las superficies S1 = {(z,y,2) : 2?2 +¢y> =1,0 < z < 1},
So={(z,y,2): 2+’ +(2—-1)2=1,2>1} y S = S U Ss. Sea el campo
F(.Z‘, Y, Z) = (Z(I? + 7«’2y + z, 23332/ + vy, Z2$2>. Calcular

/ rotk.
S

13.6 Demostrar que si S es una superficie sin borde (por ejemplo, una
esfera, o un toro en R?’) entonces

/rotF-dSzO
s

para todo campo vectorial F' de clase C' en S.

13.7 Utilizar el teorema de la divergencia para calcular |, g F', donde F (r,y,2) =
(zy?, 2%y, y), y S consta de:

{2+ =1, -1<z<BlUu{?+*<1lz=100U{a?+4*<1,2=-1}.

13.8 Consideramos f(x,y,2) = 2?4+ 2zy+22 -3z +1, F(z,y,2) = (e % +
z,zsiny, 22— 22492, ysea V = {(x,9,2) : 0 < 2 < 3—a2—9?, 22 +9%+ 2% >
4z — 3}. Calcular

Vf+rotF.
)%

13.9 SeanV = {(z,9,2): 0 < 2 < 1-22—3%,2 >0,y > 0}, S = {(z,y, 2) :
z=1-22—y%2>0,y>0,2>0}, ysea C el borde de S.

(a) Calcular el drea de S.
(b) Calcular el volumen de V.
(c) Calcular [ F, donde F(z,y,2) = (1 —22,0,2y).

13.10 Sea B(t) una bola euclidea de radio t > 0 con centro en un punto
a € R3, y sea S(t) la esfera correspondiente. Sea I : B(1) — R? un campo
vectorial de clase C, y sea n = n; la normal unitaria exterior a S(t). Probar

que
. , 1
leF(a) = t];l)I[l)'l+ m /S(t) F- ndS
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13.11 En los siguientes ejercicios, df/0n denota la derivada direccional
de un campo escalar f en la direcciéon de la normal unitaria exterior n a
una superficie orientable S que limita un sélido V' al que se puede aplicar el
teorema de la divergencia. Es decir,

of

anvf'n

En cada uno de los ejercicios demostrar la igualdad indicada, suponiendo la
continuidad de todas las derivadas que intervienen:

1.
of ——dS = / V2 fdxdydz.
g on
2. or
6n =0

siempre que f sea arménica en V' (se dice que f es arménica si Af =

V2f :=divVf =0).

/ Flas = / V2 gdrdydz + / Vf-Vgdxdydz.
/ ( @ _ 8f> ds = / (fV2g — gVQf) dxdydz.dxdydz
S |4

o 7o
/f ds = /ade

si f v g son ambas arménicas en V.

/fade:/ |V f|2dxdydz
s on v

si f es armoénica en V.

13.12 Sea V un sélido convexo de R? cuya frontera es una superficie cer-
rada S y sea n la normal unitaria exterior a S. Sean F'y G dos campos
vectoriales de clase C! tales que

rotF' =rotG, y divF =divG



151

en V, y que cumplen
F-n=G-n

en S. Demostrar que F'=G en V.
Indicacion: Sea H = F' — (@; encontrar una funcién de potencial f para H y
usar una de las igualdades del ejercicio anterior para ver que

/ |V f||?dzdydz = 0.
v



