TEORIA DE LA MEDIDA. EXAMEN FINAL, 20 DE DICIEMBRE DE 2024.

PROBLEMAS

1. [3,5 puntos.] Sean X un espacio métrico y 1 una medida de Borel en X tal que X es union

numerable de conjuntos abiertos de medida finita.

a) Demostrar que para cada f : X — R medible existe una sucesion (f) C C(X) tal que
para casi todo = € X existe k, € N tal que fy(x) = f(z) para todo k > k,. En particular
limy 00 fx(z) = f(x) para casi todo z € X.!

b) Si ademés suponemos que X es separable y localmente compacto, usar lo anterior para
demostrar lo siguiente: dada f € L. (1), si [y fedp = 0 para toda ¢ € C.(X), entonces

f =0 en casi todo punto.

2. [2 puntos.| Probar que si f, fr € L'(1), imyoo [y [feldie = [ [fldp, y limy o0 fr = f en
casi todo punto, entonces

lim /]fk — fldu =02
k—oo
3. [1 punto| Si £ C R"™ es medible, demostrar que existe A C E medible tal que |A] = L|E].

4. |1 punto.] Sean f :[0,1] — R continua, y D = {z € [0,1] : 3f'(z) € R}.
a) Demostrar que si |F| = 0 entonces |f(E N D)| = 0.
b) Suponiendo que f,, es ademas inyectiva, deducir que existe g : [0,1] — [0, 00) integrable
tal que |f(AND)| = [, g(x)dx para todo A C R medible Lebesgue.

IPara probar esto se sugiere combinar el teorema de Lusin y el lema de Borel-Cantelli. En este ejercicio C (X)
denota el espacio de funciones continuas en X con valores en R, y C.(X) el subconjunto de C'(X) formado por
las funciones que tienen soporte compacto.
2Se sugiere considerar |fn| + |f| — |fn — fI-



