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Teoŕıa de Calderón-Zygmund con
medidas generales
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Teoŕıa de Calderón-Zygmund con medidas generales

Operadores en Lp . Operadores de Calderón-Zygmund

Espacios de Lebesgue

Lp(X , µ) =
{
f medible : ‖f ‖p :=

(∫
X |f (x)|pdµ(x)

) 1
p <∞

}
.

Lp es un espacio de Banach, 1 ≤ p <∞.

Lp es quasi-Banach, 0 < p < 1.

También tiene sentido definir L∞:

L∞(X , µ) =

{
f medible : ‖f ‖∞ := ess sup

x∈X
|f (x)| <∞

}
.
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Teoŕıa de Calderón-Zygmund con medidas generales

Operadores en Lp . Operadores de Calderón-Zygmund

Espacios de Lebesgue

Lp(X , µ) =
{
f medible : ‖f ‖p :=

(∫
X |f (x)|pdµ(x)

) 1
p <∞

}
.

Lp es un espacio de Banach, 1 ≤ p <∞.

Lp es quasi-Banach, 0 < p < 1.

También tiene sentido definir L∞:

L∞(X , µ) =

{
f medible : ‖f ‖∞ := ess sup

x∈X
|f (x)| <∞

}
.
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Operadores en Lp . Operadores de Calderón-Zygmund

Operadores en Lp. Operadores acotados

Sean F1, F2 espacios normados de funciones. Un operador T es
una función T : F1 → F2 lineal.

Un operador T se llama acotado si verifica

‖Tf ‖F2 ≤ C‖f ‖F1 .

En ese caso, llamamos ‖T‖ := sup‖f ‖F1
=1 ‖Tf ‖F2 .

Lema

Un operador lineal T es acotado si y solo si es continuo.
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Operadores en Lp . Operadores de Calderón-Zygmund

Operadores de Calderón-Zygmund

Sea T un operador lineal. T es un operador de Calderón-Zygmund
si satisface las siguientes condiciones:

1 Operador de integral singular

Tf (x) ∼
∫

K (x , y)f (y)dµ(y)

2 Condición de tamaño

K (x , y) .
1

|x − y |n

3 Condición de Hörmander (cancelación)∫
|x1−y |>2|x1−x2|

|K (x1, y)− K (x2, y)|dµ(y) . 1
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Operadores en Lp . Operadores de Calderón-Zygmund

Ejemplos

Transformada de Hilbert

Hf (x) = p.v .

∫
R

f (y)

x − y
dy .

Transformadas de Riesz

Rj f (x) = p.v .

∫
Rn

xj − yj
|x − y |n+1

f (y)dy , 1 ≤ j ≤ n.
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Operadores en Lp . Operadores de Calderón-Zygmund

Transformada de Cauchy

Cf (z) =

∫
D

f (ζ)

1− ζz
dζ.

Transformada de Beurling

Bf (z) =

∫
C

f (w)

(z − w)2
dw .
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Acotación de operadores de Calderón-Zygmund en Lp(Rn, dx)

L1,∞. La desigualdad de Chebychev

Objetivo: acotar operadores de Calderón-Zygmund en Lp.

Primer paso: acotación con F1 = L1.

El espacio de llegada es F2 = L1,∞:

L1,∞ =

{
f : ∀λ, µ {x ∈ Rn : |f (x)| > λ} ≤ C

λ

}
.

L1,∞ coincide con el espacio de funciones que satisfacen la
desigualdad de Chebychev.
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Acotación de operadores de Calderón-Zygmund en Lp(Rn, dx)

Teorema

Sea T un operador de Calderón-Zygmund . Supongamos que T
está acotado en L2(Rn, dx). Entonces T es de tipo débil (1, 1), es
decir,

‖Tf ‖L1,∞ ≤ C‖f ‖L1 , ∀f ∈ L1.
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Acotación de operadores de Calderón-Zygmund en Lp(Rn, dx)

Intervalos diádicos

Fijamos el cubo Q00 = [0, 1)n.

Para cada k ∈ Z, definimos

Dk := {Qjk}j =
{

2−k(j + Q00) : j ∈ Zn
}
.

La unión de los Dk es el sistema diádico usual:

D :=
⋃
k∈Z
Dk .
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Acotación de operadores de Calderón-Zygmund en Lp(Rn, dx)

Función maximal diádica

Md f (x) = sup
x∈Q∈D

1

|Q|

∫
Q
|f (y)|dy .

Idea: Md f permite estudiar los conjuntos de nivel de f de manera
sencilla. Propiedades importantes:

Md : L1 → L1,∞

f ≤ Md f c.t.p.
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Acotación de operadores de Calderón-Zygmund en Lp(Rn, dx)

Descomposición de Calderón-Zygmund

Supongamos que f ≥ 0. Queremos probar que para todo λ

|x : |Tf (x)| > λ| ≤ C

λ
‖f ‖L1 .

Fijamos λ > 0. Llamamos Eλ = |x : Md f (x) > λ|. Tenemos

|x : f (x) > λ| ⊂ Eλ.
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Acotación de operadores de Calderón-Zygmund en Lp(Rn, dx)

Descomponemos
f = g + b,

g(x) = f (x)χ(Eλ)c (x) +
∑

Q⊂Eλ,Q∈D
χQ(x)

1

|Q|

∫
Q
f (y)dy .

b(x) ==
∑

Q⊂Eλ,Q∈D
bQ(x) =

∑
Q⊂Eλ,Q∈D

χQ(x)

(
f (x)− 1

|Q|

∫
Q
f (y)dy

)
.
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Propiedades de g y b

g ≤ Cλ.

‖g‖L1 ≤ ‖f ‖L1 .∫
Q bQ = 0.

‖b‖L1 ≤ ‖f ‖L1 .
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Acotación de operadores de Calderón-Zygmund en Lp(Rn, dx)

Tipo débil (1, 1)

Queremos usar la descomposición de Calderón-Zygmund para
estimar |{|Tf | > λ}|.

{|Tf | > λ} ⊂ 2Eλ ∪ [(2Eλ)c ∩ ({|Tg | > λ/2} ∪ {|Tb| > λ/2})]

=: A ∪ B ∪ C.

Como |2Q| = 2n|Q|,

|A| ≤ 2n |Eλ| ≤
C

λ
‖f ‖L1 .
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|B| ≤ C

λ2

∫
|Tg |2 ≤ C

λ2

∫
|g |2 ≤ C

λ
‖f ‖L1 .

Por último, C se estima utilizando la media 0 y la condición de
Hörmander.
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Acotación de operadores de Calderón-Zygmund en Lp(Rn, dx)

Otros resultados de acotación en Lp

Por interpolación y dualidad, si T está acotado en L2 y de L1

en L1,∞, entonces T está acotado en Lp, 1 < p <∞

T no está acotado en L∞. Se tiene T : L∞ → BMO.

T no está acotado en Lp, 0 < p < 1.

T está acotado en L2 si y solo si T1 ∈ BMO, T ∗1 ∈ BMO y
T satisface una propiedad de acotación muy débil.
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Acotación de operadores de Calderón-Zygmund en contextos generales

Nuevos contextos. Espacios métricos y
medidas no doblantes

Un espacio métrico (X , d) puede tener también una medida µ
cualquiera.

Ejemplos de espacios: Espacios discretos, variedades
Riemannianas, subconjuntos complicados de Rn...

Ejemplos de medidas: Medida de contar, medida de Hausdorff
asociada a un subconjunto de Rn...

Pregunta: ¿Podemos extender la teoŕıa de acotación de operadores
de Calderón-Zygmund a este tipo de espacios?
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Acotación de operadores de Calderón-Zygmund en contextos generales

µ es doblante si
µ(2Q) ≤ Cµµ(Q), ∀Q.

Si µ es doblante, respuesta afirmativa (muy fácil).

Si µ es general, problema abierto.

Avances para medidas de crecimiento polinomial:

µ(B(x ,R)) ≤ C0R
k , 0 < k < n.
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Si µ es general, problema abierto.

Avances para medidas de crecimiento polinomial:

µ(B(x ,R)) ≤ C0R
k , 0 < k < n.
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Acotación de operadores de Calderón-Zygmund en contextos generales

Problemas de la descomposición clásica

1 Si µ es no doblante, |f (x)| 6≤ Md |f (x)|. Razón: ’rigidez’ del
sistema diádico.

2 µ(2Eλ) 6≤ Cµ(Eλ).

3 Si f = g + b, g 6≤ Cλ.
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Las buenas noticias

1 El maximal diádico es de tipo débil (1, 1).

2 Funciona el Teorema de Diferenciación de Lebesgue.

3 Existen cubos doblantes grandes: para casi todo x y toda C ,
existe un cubo doblante Q centrado en x y de lado mayor que
C .

4 Existen cubos doblantes pequeños: para casi todo x , existe
una sucesión de cubos doblantes {Qj}j que converge a x .

Idea: eliminar la rigidez del sistema diádico D utilizando más de un
sistema diádico. Construimos en Rn n + 1 familias de cubos
diádicos.
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Más sistemas diádicos

Definición (sistemas diádicos)

(i) Sistema diádico usual:

D0 = D.

(ii) Sistemas diádicos desplazados: Fijemos 1 ≤ m ≤ n, y sea
v = (1, · · · , 1). Definimos

Dm =
{
mQ

j
k , k ∈ Z, j ∈ Zn

}
,

donde los cubos mQ
j
k se definen mediante el siguiente proceso:

- El cubo inicial del sistema es mQ
0
0 = Q0 + m

pn
v . Esto define

la generación 0-ésima y todas las generaciones k-ésimas, k > 0.
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- El cubo padre de mQ
0
0 , mQ

0
−1, se define como el único

padre diádico posible tal que la distancia diagonal entre mQ
0
−1 y

0Q
0
−1 es un múltiplo entero de 2 1

pn
. Esto define la generación

(-1)-ésima. El padre está bien definido y es único.
- Inductivamente, el padre de mQ

0
k , mQ

0
k−1, se define como

el único padre diádico posible tal que la distancia diagonal entre

mQ
0
k−1 y 0Q

0
k−1 es un múltiplo entero de 2−k+1 1

pn
. Esto define

todas las generaciones k-ésimas, k < −1.
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Figura : Cubo inicial y tres antecesores de cada sistema diádico en dimensión 2.
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Sea F = ∪nm=0Dm.

Lema de cubrimiento

Sea Q un cubo de Rn. Entonces existe un entero a, que depende
solamente de l(Q), tal que para algún 0 ≤ m ≤ n,

Q ⊂ Q1 ⊂ C1Q, con Q1 =mQ j
a ∈ Qm, (0 ≤ m ≤ n),

y donde C1 = C1(n) es una constante que depende solamente de la
dimensión del espacio n.
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Un nuevo operador maximal

MF ,µf (x) = sup
x∈Q∈F

1

µ(2Q)

∫
Q
|f (y)|dµ(y).

Lema

1 MF ,µ es de tipo débil (1, 1).

2 {|f (x)| > λ} ⊂ {MF ,µ|f (x)| > λ′}.
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Descomposición de Calderón-Zygmund

Teorema (I)

Sea f ∈ L1, f ≥ 0. Sea Ẽλ = {MF ,µf > λ}. Escribimos

f = g + b,

g(x) = f (x)χẼ c
λ

(x) +
∑

Q∈F ,Q⊂Ẽλ

ϕQ(x),

b(x) =
∑

Q∈F ,Q⊂Ẽλ

bQ(x) =
∑

Q∈F ,Q⊂Ẽλ

(χQ(x)f (x)− ϕQ(x)).
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Teorema (II)

Además, la definición de las ϕQ nos los siguientes resultados para
g y b:

g ≤ Cλ.

‖g‖L1 ≤ C‖f ‖L1 .

Para cada Q, existe un cubo RQ tal que
∫
RQ

bQdµ = 0.

‖b‖L1 ≤ C‖f ‖L1 .
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Tipo débil (1,1)

1 Descomponemos el conjunto {|Tf | > λ} ⊂ A ∪ B ∪ C.

2 La estimación para A sigue de la definición de MF ,µ.

3 Las estimaciones para B y C son como en el caso clásico.
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