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OPERADORES EN LP. OPERADORES DE CALDERON-ZYGMUND

ESPACIOS DE LEBESGUE

LP(X, 1) = {f medible : [|£]l := ([ |F(x)|Pdu(x))» < oo}.

@ LP es un espacio de Banach, 1 < p < occ.
@ [P es quasi-Banach, 0 < p < 1.

@ También tiene sentido definir L*°:

L(X, ) = {f medible : [|f]| := ess sup |f(x)| < oo}.
xeX
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OPERADORES EN [P. OPERADORES ACOTADOS

Sean Fi, J> espacios normados de funciones. Un operador T es
una funcién T : F; — F> lineal.
Un operador T se llama acotado si verifica

1Tz < ClIfll7-

En ese caso, llamamos || T|| := SUP|| || 7, =1 | T 7.

Un operador lineal T es acotado si y solo si es continuo.
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OPERADORES DE CALDERON-ZYGMUND

Sea T un operador lineal. T es un operador de Calderén-Zygmund
si satisface las siguientes condiciones:

@ Operador de integral singular

TF(x) ~ / K(x, y)F(y)du(y)

@ Condicién de tamanfo

1
Ix —y|"

K(xy) S
@ Condicién de Hormander (cancelacién)

/ KGa,y) — Ko )ldu(y) S 1
[x1—y|>2|x1—x2|



EJEMPLOS

Transformada de Hilbert

Hf(x) = p.v./ fly)

RX—
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EJEMPLOS

Transformada de Hilbert

Hf(x) = p.v./ Mdy.

RX—Y

Transformadas de Riesz

_ _ X~ Yi ;
Rjf(x) = p.v. /Rn mf()/)dy, 1<j<n



Transformada de Cauchy

Cf(z) = / <)

DI—ZZ



Transformada de Cauchy

Cf(z) = / <)

pl— ZZ ’
Transformada de Beurling

Bf(z):[c(szm;zydw
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ACOTACION DE OPERADORES DE CALDERON-ZYGMUND EN LP(R", dx)

[1>°. LA DESIGUALDAD DE CHEBYCHEV

Objetivo: acotar operadores de Calderén-Zygmund en LP.

Primer paso: acotacién con F; = LL.

El espacio de llegada es Fp = L1

R {f: VA, u{x e R": [f(x)] > A} < i}

e L1 coincide con el espacio de funciones que satisfacen la
desigualdad de Chebychev.
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Sea T un operador de Calderén-Zygmund . Supongamos que T
estd acotado en L2(R", dx). Entonces T es de tipo débil (1,1), es
decir,

| TF|| oo < C||fl| 12, VF € LY.
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INTERVALOS DIADICOS

e Fijamos el cubo Qoo = [0,1)".

o Para cada k € Z, definimos

Dy :={Qj}j = {27k(j + Qoo) 1 J € Z”} .

@ La unidn de los Dy es el sistema diddico usual:

D::UDk.

keZ
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1
Maf(x) = sup oo [ [F()ldy.
ereD|Q‘ Q

Idea: Myf permite estudiar los conjuntos de nivel de f de manera
sencilla.
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ACOTACION DE OPERADORES DE RON-ZYGMUND EN LP(R", dx)

FUNCION MAXIMAL DIADICA

1
Maf(x) = sup oo [ [F()ldy.
ereD|Q‘ Q

Idea: Myf permite estudiar los conjuntos de nivel de f de manera
sencilla. Propiedades importantes:

® Mg: Lt — 1o
o f < Myf c.t.p.
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C
b [ TFO > A< Sl
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ACOTACION DE OPERADORES DE CALDERON-ZYGMUND EN LP(R", dx)

DESCOMPOSICION DE CALDERON-ZYGMUND

Supongamos que f > 0. Queremos probar que para todo A
C
b [ TFO > A< Sl

Fijamos A > 0. Llamamos E) = |x : Myf(x) > \|. Tenemos

|x : f(x) > A| C Ej.
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ACOTACION DE OPERADORES DE CALDERON-ZYGMUND EN LP(R", dx)

Descomponemos
f=g+b,
1
800 = Fxe )+ Y xalrg [ )y,
QCE\,QeD Q

b)== 3 bo)= 3 velx) (f(x)—,a /Q f(y)dy).

QCE,,QeD QCE\,QeD



£ YGMUND ¢ £ NERALES
ACOTACION DE OPERADORES DE CALDERON-ZYGMUND EN LP(R", dx)

PROPIEDADES DE g Y b
e g < CA.
° |lgll < (Il
° fQ bg = 0.
o ||bllpx < [[flia-
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T1pO DEBIL (1,1)

Queremos usar la descomposicidén de Calderén-Zygmund para
estimar |{| Tf| > \}|.

{TFl > A} C2ENU[(2E) N ({ITgl > A/2} U {[Th] > A/2})]

= AUBUC.
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T1pO DEBIL (1,1)

Queremos usar la descomposicidén de Calderén-Zygmund para
estimar |{| Tf| > \}|.

{TFl > A} C2ENU[(2E) N ({ITgl > A/2} U {[Th] > A/2})]
= AUBUC.
Como [2Q] = 2"|Q],

n C
Ml < 27 [Ex] < S lFlla-
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C C C
B1< 55 [ 176l < 55 [l < S0l
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ACOTACION DE OPERADORES DE CALDERON-ZYGMUND EN LP(R", dx)

B1< 55 [ 176l < 55 [l < S0l

Por dltimo, C se estima utilizando la media 0 y la condicién de
Hormander.
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OTROS RESULTADOS DE ACOTACION EN [P

e Por interpolacién y dualidad, si T esta acotado en L2y de L!
en L1 entonces T estd acotado en LP, 1 < p < oo

@ T no estd acotado en L*°. Se tiene T : [*° — BMO.
@ T no estd acotado en [P, 0 < p < L.
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ACOTACION DE OPERADORES DE RON-ZYGMUND EN LP(R", dx)

OTROS RESULTADOS DE ACOTACION EN [P

Por interpolacién y dualidad, si T esta acotado en L2y de L1
en L1 entonces T estd acotado en LP, 1 < p < oo

T no estd acotado en L*°. Se tiene T : L*° — BMO.
T no estd acotado en [P, 0 < p < 1.

o T estd acotado en L2 si ysolosi T1 € BMO, T*1 € BMO y
T satisface una propiedad de acotacién muy débil.

(]
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Un espacio métrico (X, d) puede tener también una medida p
cualquiera.
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ACOTACION DE OPERADORES DE CALDERON-ZYGMUND EN CONTEXTOS GENERALES

NUEVOS CONTEXTOS. ESPACIOS METRICOS Y
MEDIDAS NO DOBLANTES

Un espacio métrico (X, d) puede tener también una medida p
cualquiera.

@ Ejemplos de espacios: Espacios discretos, variedades
Riemannianas, subconjuntos complicados de R"...

o Ejemplos de medidas: Medida de contar, medida de Hausdorff
asociada a un subconjunto de R"...

Pregunta: jPodemos extender la teoria de acotacion de operadores
de Calderén-Zygmund a este tipo de espacios?
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1 es doblante si
1(2Q) < Guu(Q), VQ.
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ACOTACION DE OPERADORES DE CALDERON-ZYGMUND EN CONTEXTOS GENERALES

1 es doblante si

1(2Q) < Guu(Q), VQ.

@ Si i es doblante, respuesta afirmativa (muy facil).
@ Si p es general, problema abierto.

@ Avances para medidas de crecimiento polinomial:

u(B(x,R)) < GR*, 0 < k < n.
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PROBLEMAS DE LA DESCOMPOSICION CLASICA

@ Si 1 es no doblante, |f(x)| £ My|f(x)].
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PROBLEMAS DE LA DESCOMPOSICION CLASICA

@ Si 1 es no doblante, |f(x)| £ My|f(x)|. Razén: 'rigidez' del
sistema diadico.

@ w(2Ex) £ Cu(Ey).

@Sif=g+b g£CA\
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@ El maximal diddico es de tipo débil (1,1).
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LAS BUENAS NOTICIAS

© 0

El maximal diddico es de tipo débil (1,1).
Funciona el Teorema de Diferenciacién de Lebesgue.

Existen cubos doblantes grandes: para casi todo x y toda C,
existe un cubo doblante @ centrado en x y de lado mayor que

C.

Existen cubos doblantes pequefos: para casi todo x, existe
una sucesion de cubos doblantes {Q;}; que converge a x.
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LAS BUENAS NOTICIAS

@ El maximal diddico es de tipo débil (1,1).

Funciona el Teorema de Diferenciacién de Lebesgue.

© 0

Existen cubos doblantes grandes: para casi todo x y toda C,
existe un cubo doblante @ centrado en x y de lado mayor que

C.

@ Existen cubos doblantes pequefios: para casi todo x, existe
una sucesion de cubos doblantes {Q;}; que converge a x.

Idea: eliminar la rigidez del sistema diadico D utilizando mas de un
sistema diadico. Construimos en R” n + 1 familias de cubos
diadicos.
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MAS SISTEMAS DIADICOS

DEFINICION IAS DIADICOS)

(i) Sistema diddico usual:

DO = D.

(i) Sistemas diddicos desplazados: Fijemos 1 < m < n, y sea
v=(1,---,1). Definimos

D’”:{mQ{;, keZ,jeZ”},
donde los cubos mQ{; se definen mediante el siguiente proceso:

- El cubo inicial del sistema es ng = Qo+ pﬂv. Esto define
la generacién 0-ésima y todas las generaciones k-ésimas, k > 0.
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- El cubo padre de ng, ngl, se define como el Unico
padre diddico posible tal que la distancia diagonal entre ,Q°; vy
0Q?; es un miiltiplo entero de 2p1 Esto define la generacién
(-1)-ésima. El padre estd bien definido y es dnico.

- Inductivamente, el padre de ,,Q?, mQY_;, se define como
el tnico padre diddico posible tal que la distancia diagonal entre
mQQ,l y 0@271 es un miultiplo entero de 2_k+1$. Esto define
todas las generaciones k-ésimas, k < —1.
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ACOTACION DE OPERADORES DE CALDERON-ZYGMUND EN CONTEXTOS GENERALES

FIGURA : Cubo inicial y tres antecesores de cada sistema diadico en dimensién 2.
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Sea F = Up,_oD™.

LEMA DE CUBRIMIENTO

Sea @ un cubo de R". Entonces existe un entero a, que depende
solamente de /(Q), tal que para algin 0 < m < n,

QC @A CGQ, con Q=n@ € Qpm, (0<m< n),

y donde C; = Ci(n) es una constante que depende solamente de la
dimensién del espacio n.
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UN NUEVO OPERADOR MAXIMAL
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UN NUEVO OPERADOR MAXIMAL

Mruf() = sup oo | 1F)Iauty).

@ My, es de tipo débil (1,1).
Q {|f(x)| > A} C {Mxr|f(x)] > X}
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ACOTACION DE OPERADORES DE CALDERON-ZYGMUND EN CONTEXTOS GENERALES

DESCOMPOSICION DE CALDERON-ZYGMUND

TEOREMA (I)

Sea f € L1, f > 0. Sea £y = {Mx,f > \}. Escribimos
f=g+b,
g(x) = F(x)xge(x) + > wel),
QG}—,QCE)\
bx)= D bo(x)= Y (xe(x)f(x) —pae(x)).
QEF,QCE, QEF,QCE,
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ACOTACION DE OPERADORES DE CALDERON-ZYGMUND EN CONTEXTOS GENERALES

TeOREMA (II)

Ademds, la definicién de las ¢ g nos los siguientes resultados para
gy b:
e g <CA

° llgllr < ClIfl[er.
e Para cada Q, existe un cubo Rg tal que fRQ bodp = 0.
o [|bll < CIf]|L1-
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Tipo DEBIL (1,1)
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ACION DE OPERADORES DE CALDERON-ZYGMUND EN CONTEXTOS GENERALES

Tipo DEBIL (1,1)
@ Descomponemos el conjunto {|Tf| > A} C AUBUC.
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T1pPo DEBIL (1,1)
@ Descomponemos el conjunto {|Tf| > A} C AUBUC.

@ La estimacién para A sigue de la definicién de Mz ,.
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T1pPo DEBIL (1,1)
@ Descomponemos el conjunto {|Tf| > A} C AUBUC.

@ La estimacién para A sigue de la definicién de Mz ,.

@ Las estimaciones para B y C son como en el caso cldsico.
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