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Entonces, la restricciéon de T a L, (U, ;1) da un operador acotado
T:Lp(U,p) — Lg(V,v)

con norma M < I\/I(}*el\/lf.
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Sil<p<2yfel,([0,1]), entonces (f(m)) € Ly y
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Sip>2, L,([0,1]) = Lo ([0,1]) y, por lo anterior, ((m)) € £a.
En general, esta es la maxima informacién que podemos dar para
este caso.
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Los K-espacios son espacios intermedios.
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Teorema de equivalencia Aqu;K = Aqu;J.
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compatlble.

Teorema Sean1<g<w, l<p<owyl0<f<1con
1/p =1—40. Entonces, (L1, L)y, = Lp,q con equivalencia de
normas. En particular, (Lq, Loo)gyp = Lp.
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es decir, que Ap N A; sea denso en Ag. Lo mismo ocurre con A;.
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Asi, podemos identificar el dual de (Ao,Al)&q con un subespacio
(A07A1)é7q < (Ao N A1)* con el mismo procedimiento.

Teorema de Dualidad Sea (Ao, A1) un par regular de espacios de
Banach, sean 0 <6 <1y 1< g < o0. Sea ¢ tal que

1/qg+1/q' = 1. Entonces, (Ao,Al);,q = (Ap, Al)g,q cON
equivalencia de normas.
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Teorema de Reiteracion Sea (Ag, A1) un par compatible de
espacios de Banach, sean 0 <0, <1,1<¢q; <, j =0,1, con
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6 = (1 — 1)y + nh1. Entonces, se tiene, con equivalencia de
normas, que

(Z9o,qo ) Z91,<71)77,q = (Ao, Al)e,q-

AO Z00 »qo X”]vq Z01 ,q1 Al
{
0

| | | |
[ [ [ I

0 o 01 1




Reiteracion

Teorema de Reiteracion Sea (Ag, A1) un par compatible de
espacios de Banach, sean 0 <0, <1,1<¢q; <, j =0,1, con
Op # 01. Tomemos 0 < <1lyl<gqg< o,y pongamos

6 = (1 — 1)y + nh1. Entonces, se tiene, con equivalencia de
normas, que

(Z9o,qo ) Z91,<71)77,q = (Ao, Al)e,q~

| | | |
[ [ [ I

0 o 0 01 1

Ao A9o,qo Xn,q A01,q1 A1
|
T

Corolario Sean 1 < py,p1 < 0, po # p1, L < gp,q1 < 0y
0 <n < 1. Pongamos % = lp.%" + %. Entonces, se tiene con

equivalencia de normas que (Lpyqo; Lpi,1),, 4 = Lp,q- En particular,
(LPO’ LPl)n,p = Lp'
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Teorema de Interpolacion

Notacién Sean A = (Ao, A1) y B = (By, By) dos pares
compatibles. T € £ (A, B) significa que T es un operador lineal y
acotado de Ap + A1 en By + Bj tal que sus restricciones

T:AQ—>BO Yy T:A1—>Bl

son continuas. Ponemos M; := HTHAJ, B

Teorema de interpolacién Sean A = (Ag, A1) y B = (B, B1)
dos pares compatibles y sea T € L (Z\, B). Entonces, para todo
0<f0<1yl<gqg< o, larestriccién de T a Ay 4 da un operador
acotado

T:Ayq— Bog

de norma M < M3~ M{.
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Una mejora del teorema de Hausdorff-Young

Consideramos el espacio {p g = L o(Z, #).

0 1/q
lpa =16 = Emdmez € @0 el = <2 (m |f;;|)"m—1> <o

m=1
donde (&) es la reordenada no-creciente de la sucesién (&m).

Como este espacio es un caso particular de los espacios de Lorentz,
Lo.qo — Lp,gi Si 9o < q1. Ademds, se puede probar que {, ; — (s
si p < ry para todos 1 < g,s < oo distintos, y que todas estas
inclusiones son estrictas.

l<p<2=— 2<p <w0= {yp— Ly, ylainclusién es
estricta.

Hausdorff-Young: F : L, ([0,27]) = ¢y paral < p <2 = si
mostramos que de hecho F : L, ([0,27]) — £, , para 1l < p < 2,
habremos mejorado el resultado.

9



Tenemos:



Tenemos:

F:L([0,27]) — 4o,
F:Li([0,27]) — L.

Por el Teorema de Interpolacién, F : (La, L1)97p — <£27£oc)9’p-



Tenemos:

F:L([0,27]) — 4o,
F:Li([0,27]) — L.

Por el Teorema de Interpolacién, F : (La, L1)97p — <£27£oc)9’p-

Hacemos la eleccién % = 17_0 + g para que el primer espacio sea

Lp.



Tenemos:

F:L([0,27]) — 4o,
F:Li([0,27]) — L.

Por el Teorema de Interpolacién, F : (La, L1)97p — <£27£oc)9’p-

Hacemos la eleccién % = 17_0 + g para que el primer espacio sea

L,. Ademds, 1 < p < 2,



Tenemos:

F:L([0,27]) — 4o,
F:Li([0,27]) — L.

Por el Teorema de Interpolacién, F : (La, L1)97p — (Ez,ﬁoc)g’p

Hacemos la eleccién % = 17‘9 + g para que el primer espacio sea
L,. Ademds, 1 < p < 2, y; =10



Tenemos:

F:L([0,27]) — 4o,
F:Li([0,27]) — L.

Por el Teorema de Interpolacién, F : (La, L1)97p — (Ez,ﬁoc)g’p

Hacemos la eleccién £ = 159 + g para que el primer espacio sea

Lp. Ademds, 1 <p <2,y =10 =104 8

T
HN‘
>



Tenemos:

F:L([0,27]) — 4o,
F:Li([0,27]) — L.

Por el Teorema de Interpolacién, F : (La, L1)97p — (Ez,ﬁoc)g’p

Hacemos la eleccién £ = 159 + g para que el primer espacio sea

L,. Ademas, 1<p<2y :19:1%0+%,|uego

2
(52,500)9@ - gp P

T
HN‘
>



Tenemos:

F:L([0,27]) — 4o,
F:Li([0,27]) — L.

Por el Teorema de Interpolacién, F : (La, L1)97p — (Ez,ﬁoc)g’p

Hacemos la eleccién % — It g para que el primer espacio sea

2
L,. Ademds, 1<p<2y; 1-6 10

(52,500)9,,9 = lp p-

=5 = +— luego

Teorema de Paley Sea 1 < p <2ysea f e L,([0,2n]). Entonces,
sus coeficientes de Fourier (f(m))mez pertenecen a £y , y

(F(m))

< Gl fll,

p',p

donde la constante C, sélo depende de p.
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Para0 <0 <1y1< g< o definiamos el K-espacio

ﬁqu;K = (Ao, Al)e,q;K como el conjunto de los vectores

a€ Ap + A1 para los que la siguiente norma es finita:
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i Qué ocurre cuando # = 0 y cuando 6 = 17 La definicién de
K-espacio para 8 = 0,1 sélo tiene sentido cuando g = o0, y la de
J-espacio sélo lo tiene cuando g = 1.

F. Cobos, L. M. Fernandez-Cabrera, T. Kiihn, T. Ullrich estudiaron
el caso Ag — Ai, que es suficiente para aplicaciones, pero a nivel
tedrico es sélo una restriccion.

Una definicién que concuerda con la dada por F. Cobos, L. M.
Ferndndez-Cabrera, T. Kiihn, T. Ullrich cuando Ag — A; es la
siguiente:

Para 1 < g < oo definimos el K-espacio Ak = (Ao, A1), como
el conjunto de los vectores a € Ag + A; para los que la siguiente
norma es finita:

(S(l) (K(t,a))? %)Uq + (57 (71K (¢, a))? %)1/(7 q < o,

ol = 1
supg;<1 K(t,a) + sups=1t~K(t, a) q = 0.



Para0 <0 <1y1< g< o definiamos el J-espacio
Ag,q;5 = (Ao, A1)y 4.5 como el conjunto de los vectores a € Ag + Ay
que pueden ser representados como

* dt _
5 — u(t)T convergencia en Ag + Ay, (4)
0

donde u(t) es una funcién medible con valores en Ay N A; tal que

(foo (t*HJ(t, u(t)))q Cit) v <o sig<w, 6 (5)

0
) . _
O<S$£oo (t J(t, u(t))) < si g = 0. (6)

Definfamos la J-norma | a, .., como el infimo sobre todas las
posibles representaciones de la forma 4 de las cantidades 5 & 6.
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Para 1 < g < oo definimos el J-espacio A,.; = (Ao, Al)q_J como
el conjunto de los vectores a € Ag + A1 que pueden ser
representados como

* dt _
5 — u(t)T convergencia en Ag + Ay, (7)
0

donde u(t) es una funcién medible con valores en Ay N A; tal que

U: (£ (£, u(t))? Cit)l/q + <LOO (J (¢, u(t))? ‘f)l/q 0

g <, (8)
sup (£ (8 u(e) + sup (J(tu(e) <0 g=o0. (9)

Definimos la J-norma |a|,., como el infimo sobre todas las
posibles representaciones de la forma 7 de las cantidades 8 6 9. En
este caso no son equivalentes V1 < p,q,r < oo, V0 <6 < 1,

Ao N A1 = (Ao, A1), = (Ao, Ar)gq = (Ao, A1),k = Ao + A1
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