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Introduccion

Existen numerosos resultados y problemas abiertos dentro del
analisis funcional que involucran la existencia de subespacios
invariantes para un operador lineal y continuo.
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Introduccién

Introduccion

Existen numerosos resultados y problemas abiertos dentro del
analisis funcional que involucran la existencia de subespacios
invariantes para un operador lineal y continuo.

Dado X es un espacio de Banach de dimensién finita, T un
operador lineal y M un subespacio T invariante no trivial,
entonces T se expresa como

. - 7(1) T(12) 71) T7(12)
g TP_(O @ )T~y 70)

con P la matriz de cambio de base y T(1) = Tm e M= M.
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Introduccién

Introduccion

Existen numerosos resultados y problemas abiertos dentro del
analisis funcional que involucran la existencia de subespacios
invariantes para un operador lineal y continuo.

Dado X es un espacio de Banach de dimensién finita, T un
operador lineal y M un subespacio T invariante no trivial,
entonces T se expresa como

. - 7(1) T(12) 71) T7(12)
g TP_(O @ )T~y 70)

con P la matriz de cambio de base y T(1) = Tm e M= M.

Dado un espacio de Banach X con dimX > 2y T € L(X) jexiste
M un subespacio cerrado no trivial verificando que TM C M?

Daniel Rodriguez Luis Vectores Minimales y Subespacios Invariantes



Introduccién

Introduccion

En dimensién finita:

Daniel Rodriguez Luis Vectores Minimales y Subespacios Invariantes



Introduccién

Introduccion

En dimensién finita:
@ Si X es un esp. de Banach complejo

Daniel Rodriguez Luis Vectores Minimales y Subespacios Invariantes



Introduccién

Introduccion

En dimensién finita: )
@ Si X es un esp. de Banach complejo BN Ker(T — ).

Daniel Rodriguez Luis Vectores Minimales y Subespacios Invariantes



Introduccién

Introduccion

En dimensién finita: )
@ Si X es un esp. de Banach complejo BN Ker(T — ).

@ Si X es un esp. de Banach real

Daniel Rodriguez Luis Vectores Minimales y Subespacios Invariantes



Introduccién

Introduccion

En dimensién finita: )
@ Si X es un esp. de Banach complejo BN Ker(T — ).

@ Si X es un esp. de Banach real No 7 <(1) _01>
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Introduccién

Introduccion

En dimensién finita: )
@ Si X es un esp. de Banach complejo BN Ker(T — ).

@ Si X es un esp. de Banach real No 7 <2 _01>

Sin embargo, si dim X > 3 entonces es posible conseguir
subespacios cerrados e invariantes de dimensién 1 6 2.
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Introduccion

En dimensién finita:

@ Si X es un esp. de Banach complejo SN Ker(T — Al).

@ Si X es un esp. de Banach real No o <0 _1>

1 0 )
Sin embargo, si dim X > 3 entonces es posible conseguir

subespacios cerrados e invariantes de dimensién 1 6 2.

i Qué ocurre cuando el espacio de Banach no es de dimensién
finita?

Daniel Rodriguez Luis Vectores Minimales y Subespacios Invariantes



Introduccién

Introduccion

En dimensién finita:

@ Si X es un esp. de Banach complejo LN Ker(T — Al).
@ Si X es un esp. de Banach real No o <0 _1>

1 0 )
Sin embargo, si dim X > 3 entonces es posible conseguir

subespacios cerrados e invariantes de dimensién 1 6 2.
i Qué ocurre cuando el espacio de Banach no es de dimensién

finita?

@ Si X es no separable
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Introduccion

En dimensién finita: )
@ Si X es un esp. de Banach complejo BN Ker(T — ).
@ Si X es un esp. de Banach real No 7 <2 _01>
Sin embargo, si dim X > 3 entonces es posible conseguir
subespacios cerrados e invariantes de dimensién 1 6 2.

i Qué ocurre cuando el espacio de Banach no es de dimensién
finita?

@ Si X es no separable — M = span{T"xp : n > 0}, xp # 0.
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Introduccién

Introduccion

En dimensién finita: )
@ Si X es un esp. de Banach complejo BN Ker(T — ).
@ Si X es un esp. de Banach real No 7 <2 _01>
Sin embargo, si dim X > 3 entonces es posible conseguir
subespacios cerrados e invariantes de dimensién 1 6 2.

i Qué ocurre cuando el espacio de Banach no es de dimensién
finita?

@ Si X es no separable — M = span{T"xp : n > 0}, xp # 0.
@ Si X es separabley T € L(X) es tal que
Ker T # {0} ) R(T) # X,
también posee un subespacio cerrado, T invariante no trivial.
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Introduccién

Introduccion

En 1975, Per Enflo presenté la existencia de un espacio de Banach
separable y un operador T lineal, continuo, inyectivo y de rango
denso sin subespacios cerrados e invariantes no triviales.
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En 1975, Per Enflo presenté la existencia de un espacio de Banach
separable y un operador T lineal, continuo, inyectivo y de rango
denso sin subespacios cerrados e invariantes no triviales.

Mas tarde, C. Read contruyé un operador lineal y continuo en ¢t
sin subespacios cerrados e invariantes no triviales.
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Introduccién

Introduccion

En 1975, Per Enflo presenté la existencia de un espacio de Banach
separable y un operador T lineal, continuo, inyectivo y de rango
denso sin subespacios cerrados e invariantes no triviales.

Mas tarde, C. Read contruyé un operador lineal y continuo en ¢t
sin subespacios cerrados e invariantes no triviales.

Dado un espacio de Banach reflexivo X de dimension
infinita, separable y un operador T € L(X) inyectivo y de
rango denso, jexiste siempre M un subespacio cerrado e
invariante no trivial?

Daniel Rodriguez Luis Vectores Minimales y Subespacios Invariantes



Introduccién

Introduccion

@ 1930's, von Neumann.
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Introduccién

Introduccion

@ 1930's, von Neumann.

@ 1954, Aronszajn y Smith.

@ 1966, Bernstein and Robinson.

@ 1967, Halmos.
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Introduccion

@ 1973, Teorema de Lomonosov: Si X’ un espacio de Banach
de dimensién infinita, T, K € L(X) con K un operador
compacto no nulo y tal que TK = KT, entonces T posee un
subespacio cerrado e invariante no trivial.
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@ 1973, Teorema de Lomonosov: Si X’ un espacio de Banach
de dimensién infinita, T, K € L(X) con K un operador
compacto no nulo y tal que TK = KT, entonces T posee un
subespacio cerrado e invariante no trivial.

Si ademas T # Al, entonces T posee un subespacio cerrado,

T hiperinvariante no trivial, esto es, existe M subespacio
cerrado tal que SM C M para todo S € {T}.
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Introduccién

Introduccion

@ 1973, Teorema de Lomonosov: Si X’ un espacio de Banach
de dimensién infinita, T, K € L(X) con K un operador
compacto no nulo y tal que TK = KT, entonces T posee un
subespacio cerrado e invariante no trivial.

Si ademas T # Al, entonces T posee un subespacio cerrado,

T hiperinvariante no trivial, esto es, existe M subespacio
cerrado tal que SM C M para todo S € {T}.

@ 2002, Troitsky afirma que el Teorema de Lomonosov no puede
extenderse a una cadena de cuatro operadores.
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Definicién
Vectores minimales en espacios de Hilbert
Propiedades

Vectores minimales

Definicion de vectores minimales

Sea X' un espacio de Banach y sea T € L(X) un operador
inyectivo y de rango denso. Dados xp € X vector no nulo, n € Ny
e € (0,]|xol|), definimos el conjunto

Ky = (T") ' (B(x,€)) = {y € X : | T"y — x|l < €}.
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Definicion de vectores minimales

Sea X' un espacio de Banach y sea T € L(X) un operador
inyectivo y de rango denso. Dados xp € X vector no nulo, n € Ny
e € (0,]|xol|), definimos el conjunto

Ky = (T") ' (B(x,€)) = {y € X : | T"y — x|l < €}.

Se observa que:
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Vectores minimales

Definicion de vectores minimales

Sea X' un espacio de Banach y sea T € L(X) un operador
inyectivo y de rango denso. Dados xp € X vector no nulo, n € Ny
e € (0,]|xol|), definimos el conjunto

Ky = (T") ' (B(x,€)) = {y € X : | T"y — x|l < €}.

Se observa que:

0 0¢ K:.
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Vectores minimales en espacios de Hilbert
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Vectores minimales

Definicion de vectores minimales

Sea X' un espacio de Banach y sea T € L(X) un operador
inyectivo y de rango denso. Dados xp € X vector no nulo, n € Ny
e € (0,]|xol|), definimos el conjunto

Ky = (T") ' (B(x,€)) = {y € X : | T"y — x|l < €}.

Se observa que:
Q0¢K:.

@ K es cerrado y convexo para todo n € N.
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Definicion de vectores minimales

Sea X' un espacio de Banach y sea T € L(X) un operador
inyectivo y de rango denso. Dados xp € X vector no nulo, n € Ny
e € (0,]|xol|), definimos el conjunto

Ky = (T") ' (B(x,€)) = {y € X : | T"y — x|l < €}.

Se observa que:
Q 0¢ K:.
@ K es cerrado y convexo para todo n € N.
© K: # () para todo n € N, al ser T de rango denso.
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Definicién
Vectores minimales en espacios de Hilbert
Propiedades

Vectores minimales

Definicion de vectores minimales

Sea X' un espacio de Banach y sea T € L(X) un operador
inyectivo y de rango denso. Dados xp € X vector no nulo, n € Ny
e € (0,]|xol|), definimos el conjunto

Ky = (T") ' (B(x,€)) = {y € X : | T"y — x|l < €}.

Se observa que:
Q 0¢ K:.
@ K es cerrado y convexo para todo n € N.
© K: # () para todo n € N, al ser T de rango denso.

Fijados n € Ny € € (0, ||xo]|), sea

d, = inf{|ly|| : y € K3}
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Definicién
Vectores minimales en espacios de Hilbert
Propiedades

Vectores minimales

Definicion de vectores minimales

Sea X' un espacio de Banach y sea T € L(X) un operador
inyectivo y de rango denso. Dados xp € X vector no nulo, n € Ny
e € (0,]|xol|), definimos el conjunto

Ky = (T") ' (B(x,€)) = {y € X : | T"y — x|l < €}.

Se observa que:
Q 0¢ K:.
@ K es cerrado y convexo para todo n € N.
© K: # () para todo n € N, al ser T de rango denso.

Fijados n € Ny ¢ € (0, ||xo]|), sea
d, = inf{|lyll : y € K}.

Se satisface que d; > 0.
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Vectores minimales

Definicion de vectores minimales

En las condiciones anteriores:
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Vectores minimales

Definicion de vectores minimales

En las condiciones anteriores:

Vector minimal

Si dS = ||lyZ|| para cierto y; € K

Daniel Rodriguez Luis Vectores Minimales y Subespacios Invariantes



Definicién
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Vectores minimales

Propiedades

Definicion de vectores minimales

En las condiciones anteriores:

Vector minimal

Si d5 = ||yZ|| para cierto y; € K entonces y; se denomina vector
minimal asociado al operador T y con los pardmetros xg,ny €.
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Definicién
Vectores minimales en espacios de Hilbert

Vectores minimales

Propiedades

Definicion de vectores minimales

En las condiciones anteriores:

Vector minimal

Si d5 = ||yZ|| para cierto y; € K entonces y; se denomina vector
minimal asociado al operador T y con los pardmetros xg,ny €.

A-vector minimal

Fijado A > 1, si d < ||y5|| < Ad para cierto y¢ € K&

Daniel Rodriguez Luis Vectores Minimales y Subespacios Invariantes



Definicién
Vectores minimales en espacios de Hilbert
Propiedades

Vectores minimales

Definicion de vectores minimales

En las condiciones anteriores:

Vector minimal

Si d5 = ||yZ|| para cierto y; € K entonces y; se denomina vector
minimal asociado al operador T y con los pardmetros xg,ny €.

A-vector minimal

Fijado A > 1, si d5 < ||y5|| < Ad; para cierto y5 € K5 entonces yS
se denomina A-vector minimal asociado al operador T y con los
parametros xp, n y €.
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Definicién
Vectores minimales en espacios de Hilbert
Propiedades

Vectores minimales

Existencia de los vectores minimales

iBajo qué condiciones podemos asegurar la existencia de los
vectores minimales asociados a un operador?
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Definicién
Vectores minimales en espacios de Hilbert
Propiedades

Vectores minimales

Existencia de los vectores minimales

iBajo qué condiciones podemos asegurar la existencia de los
vectores minimales asociados a un operador?

Recordamos que un espacio normado es estrictamente convexo si
para cualesquiera x,y € & linealmente independientes se cumple la
desigualdad triangular estricta, esto es, ||x + y|| < ||x]| + [ly]|.
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Definicién
Vectores minimales en espacios de Hilbert
Propiedades

Vectores minimales

Existencia de los vectores minimales

iBajo qué condiciones podemos asegurar la existencia de los
vectores minimales asociados a un operador?

Teorema

Sea X es un espacio de Banach reflexivo y sea T € L(X) inyectivo
y de rango denso. Entonces existen los vectores minimales y: para
xo € X, e€(0,||x]|]) y n €N pardmetros fijados cumpliendo

IT"y5 = xoll = &.

Si ademds X es estrictamente convexo, dichos vectores minimales
son unicos.

Daniel Rodriguez Luis Vectores Minimales y Subespacios Invariantes



Definicién
Vectores minimales en espacios de Hilbert
Propiedades

Vectores minimales

Existencia de los vectores minimales

iBajo qué condiciones podemos asegurar la existencia de los
vectores minimales asociados a un operador?

Teorema

Sea X es un espacio de Banach reflexivo y sea T € L(X) inyectivo
y de rango denso. Entonces existen los vectores minimales y: para
xo € X, e€(0,||x]|]) y n €N pardmetros fijados cumpliendo

IT"y5 = xoll = &.

Si ademds X es estrictamente convexo, dichos vectores minimales
son unicos.

Nota: En los espacios de Banach reflexivos siempre es posible
construir una norma estrictamente convexa que sea equivalente a
la que posee dicho espacio.
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Vectores minimales

Vectores minimales en espacios de Hilbert

Teorema

Sea H espacio de Hilbert, T € L(#) inyectivo y de rango denso.
Sean xp € H vector no nulo, € € (0, ||xo0]|) y n € N pardmetros.
Entonces existe una constante positiva u5, = u5(xo, €) tal que los
vectores minimales verifican la ecuacién de punto fijo

Yo =M T (x0 — T"yp).
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Vectores minimales

Vectores minimales en espacios de Hilbert

Teorema

Sea H espacio de Hilbert, T € L(#) inyectivo y de rango denso.
Sean xp € H vector no nulo, € € (0, ||xo0]|) y n € N pardmetros.
Entonces existe una constante positiva u5, = u5(xo, €) tal que los
vectores minimales verifican la ecuacién de punto fijo

Yo =M T (x0 — T"yp).

Ademas:
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Vectores minimales

Vectores minimales en espacios de Hilbert

Teorema

Sea H espacio de Hilbert, T € L(#) inyectivo y de rango denso.
Sean xp € H vector no nulo, € € (0, ||xo0]|) y n € N pardmetros.
Entonces existe una constante positiva u5, = u5(xo, €) tal que los
vectores minimales verifican la ecuacién de punto fijo

Yo =M T (x0 — T"yp).

Ademds:
© La constante pf, es tnica.
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Definicién
Vectores minimales en espacios de Hilbert
Propiedades

Vectores minimales

Vectores minimales en espacios de Hilbert

Teorema

Sea H espacio de Hilbert, T € L(#) inyectivo y de rango denso.
Sean xp € H vector no nulo, € € (0, ||xo0]|) y n € N pardmetros.
Entonces existe una constante positiva u5, = u5(xo, €) tal que los
vectores minimales verifican la ecuacién de punto fijo

g __

Yo =M T (x0 — T"yp).

Ademas:
© La constante pf, es tnica.
@ Haciendo unas pequenas operaciones se obtiene

xo— T"ye = (I + 5T T 1xg.

Daniel Rodriguez Luis Vectores Minimales y Subespacios Invariantes



Definicién
Vectores minimales en espacios de Hilbert
Propiedades

Vectores minimales

Propiedades

Corolario

Sea H espacio de Hilbert y T € L£L(H) operador inyectivo y de
rango denso. Sean xg € H vector no nulo, € € (0, ||xo]]) y n € N.
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Definicién
Vectores minimales en espacios de Hilbert

Vectores minimales

Propiedades

Propiedades

Corolario

Sea H espacio de Hilbert y T € L£L(H) operador inyectivo y de
rango denso. Sean xg € H vector no nulo, € € (0, ||xo]]) y n € N.

@ Si denotamos ¢, el dngulo formado por T"y; —xo y T"y;,
entonces 65 > /2.
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Vectores minimales

Propiedades

Propiedades

Corolario

Sea H espacio de Hilbert y T € L£L(H) operador inyectivo y de
rango denso. Sean xg € H vector no nulo, € € (0, ||xo]]) y n € N.

@ Si denotamos ¢, el dngulo formado por T"y; —xo y T"y;,
entonces 65 > /2.

Q [ITy;? < lIxoll* — €.
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Definicién
Vectores minimales en espacios de Hilbert
Propiedades

Vectores minimales

Propiedades

Corolario

Sea H espacio de Hilbert y T € L£L(H) operador inyectivo y de
rango denso. Sean xg € H vector no nulo, € € (0, ||xo]]) y n € N.

@ Si denotamos ¢, el dngulo formado por T"y; —xo y T"y;,
entonces 65 > /2.

Q [ T"y; % < llxoll? — €2.
Q@SizeH, zLy,siysélosi T"z L T"y; — xo.
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Definicién
Vectores minimales en espacios de Hilbert
Propiedades

Vectores minimales

Propiedades

Corolario

Sea H espacio de Hilbert y T € L£L(H) operador inyectivo y de
rango denso. Sean xg € H vector no nulo, € € (0, ||xo]]) y n € N.

@ Si denotamos ¢, el dngulo formado por T"y; —xo y T"y;,
entonces 65 > /2.

Q [ T"y; % < llxoll? — €2.
Q@SizeH, zLy,siysélosi T"z L T"y; — xo.
@ Si x € K¢, entonces ||yZ||2 < |(x,y5)| para cada n € N.
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Definicién
Vectores minimales en espacios de Hilbert
Propiedades

Vectores minimales

Propiedades

Intuitivamente, el corolario anterior permite conocer, de manera
geométrica, en que regidn de la frontera de la bola B(xp,¢) se
sittian los vectores Ty, para cada n € N.
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Definicién
Vectores minimales en espacios de Hilbert
Propiedades

Vectores minimales

Propiedades

Intuitivamente, el corolario anterior permite conocer, de manera
geométrica, en que regidn de la frontera de la bola B(xp,¢) se
sittian los vectores Ty, para cada n € N.

Esto es debido a que, para
cada n natural se tiene que
05 > m/2, y por consiguiente
dichos vectores se encuentran
en el arco con extremos abier-
tos sefialado de color rojo en
la Figura para dimensién dos.
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Vectores minimales en espacios de Hilbert
Propiedades

Vectores minimales

Propiedades

Recordemos que dado X’ espacio de Banachy T € L(X), se dice
que T es cuasinilpotente si lim,_,o || T"[|Y/" = 0.
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Definicién
Vectores minimales en espacios de Hilbert
Propiedades

Vectores minimales

Propiedades

Recordemos que dado X’ espacio de Banachy T € L(X), se dice
que T es cuasinilpotente si lim,_,o || T"[|Y/" = 0.

Proposiciéon

Sea H un espacio de Hilbert y sea T € L(X) un operador
inyectivo y de rango denso. Dados xp € X vector no nulo, n € Ny
e € (0, ||x0]|) denotemos por {y&},en sucesidn de vectores
minimales asociado a dicho operador. Si T es cuasinilpotente

entonces || - ”
Y
lim —2%=1- —,

koo [lysll

para cierta subsucesién {y;, }ken-
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Operadores compactos
Resultados conocidos Operadores cuasinilpotentes

Operadores compactos

Recordemos que dado X’ espacio de Banachy T € L(X), se dice
que T es compacto si { Tx : x € By} es compacto en X
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Operadores compactos

Recordemos que dado X’ espacio de Banachy T € L(X), se dice
que T es compacto si { Tx : x € By} es compacto en X

Teorema de Lomonosov (1973)

Sea X un espacio de Banach de dimension infinita. Si

T,K € L(X) con K un operador compacto no nulo y tal que

TK = KT, entonces T posee un subespacio cerrado invariante no
trivial.
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Operadores compactos

Recordemos que dado X’ espacio de Banachy T € L(X), se dice
que T es compacto si { Tx : x € By} es compacto en X

Teorema de Lomonosov (1973)

Sea X un espacio de Banach de dimension infinita. Si

T,K € L(X) con K un operador compacto no nulo y tal que

TK = KT, entonces T posee un subespacio cerrado invariante no
trivial.

Nota: Si ademas el operador T es no escalar, esto es T # Al,
entonces T posee un subespacio cerrado, T hiperinvariante no
trivial.
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Operadores compactos

Recordemos que dado X’ espacio de Banachy T € L(X), se dice
que T es compacto si { Tx : x € By} es compacto en X

Teorema de Lomonosov (1973)

Sea X un espacio de Banach de dimension infinita. Si

T,K € L(X) con K un operador compacto no nulo y tal que

TK = KT, entonces T posee un subespacio cerrado invariante no
trivial.

Corolario

© Todo operador compacto no nulo K tiene un subespacio
cerrado hiperinvariante no trivial.

@ Todo operador polinomialmente compacto no nulo P(K) tiene
un subespacio cerrado hiperinvariante no trivial.
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Operadores cuasinilpotentes

1997, C. Read construye un operador cuasinilpotente en ¢! sin
subespacios cerrados e invariantes no triviales.
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Operadores cuasinilpotentes

1997, C. Read construye un operador cuasinilpotente en ¢! sin
subespacios cerrados e invariantes no triviales.

Una sucesién {x,}nen en un espacio de Banach X’ se denomina
base de Schauder si para todo x € X’ existe una unica sucesion de
escalares {ap }nen tal que x = >0 1 apxy, esto es,

n
ng x|l — 0, n — oo.
k=1
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1997, C. Read construye un operador cuasinilpotente en ¢! sin
subespacios cerrados e invariantes no triviales.

Una sucesién {x,}nen en un espacio de Banach X’ se denomina
base de Schauder si para todo x € X’ existe una unica sucesion de
escalares {ap }nen tal que x = >0 1 apxy, esto es,

n
ng x|l — 0, n — oo.
k=1

Si X es un espacio de Banach real y {x,}nen una base de
Schauder, se define
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Operadores cuasinilpotentes

1997, C. Read construye un operador cuasinilpotente en ¢! sin
subespacios cerrados e invariantes no triviales.

Una sucesién {x,}nen en un espacio de Banach X’ se denomina
base de Schauder si para todo x € X’ existe una unica sucesion de
escalares {ap }nen tal que x = >0 1 apxy, esto es,

n
ng x|l — 0, n — oo.
k=1

Si X es un espacio de Banach real y {x,}nen una base de
Schauder, se define
Q@ C={> 7" anxn:a,>0paratodon=1,2...}.
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Operadores cuasinilpotentes

1997, C. Read construye un operador cuasinilpotente en ¢! sin
subespacios cerrados e invariantes no triviales.

Una sucesién {x,}nen en un espacio de Banach X’ se denomina
base de Schauder si para todo x € X’ existe una unica sucesion de
escalares {ap }nen tal que x = >0 1 apxy, esto es,

n
ng x|l — 0, n — oo.
k=1

Si X es un espacio de Banach real y {x,}nen una base de
Schauder, se define
Q@ C={> 7" anxn:a,>0paratodon=1,2...}.
@ x>ysiysélosix—y e C, para todo x,y € X.
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Operadores cuasinilpotentes

1997, C. Read construye un operador cuasinilpotente en ¢! sin
subespacios cerrados e invariantes no triviales.

Una sucesién {x,}nen en un espacio de Banach X’ se denomina
base de Schauder si para todo x € X’ existe una unica sucesion de
escalares {ap }nen tal que x = >0 1 apxy, esto es,

n
ng x|l — 0, n — oo.
k=1

Si X es un espacio de Banach real y {x,}nen una base de
Schauder, se define

Q@ C={> 7" anxn:a,>0paratodon=1,2...}.

@ x>ysiysélosix—y e C, para todo x,y € X.

@ T € L(X) es positivo respecto a dicha base si T(C) C C.
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Teorema (Abramovich-Aliprantis-Burkinshaw, 1994)

Sea X un espacio de Banach real con una base de Schauder. Si
T,Q € L(X) son operadores positivos respecto a dicha base que
conmutan entre si verificando que

lim ”QnyOHl/n - 05 Yo > 07 Yo 75 07
n— 00

entonces T posee un subespacio cerrado e invariante no trivial.
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Operadores cuasinilpotentes

Teorema (Abramovich-Aliprantis-Burkinshaw, 1994)

Sea X un espacio de Banach real con una base de Schauder. Si
T,Q € L(X) son operadores positivos respecto a dicha base que
conmutan entre si verificando que

lim HQny0||1/n - 05 Yo > 07 Yo 75 07
n— 00

entonces T posee un subespacio cerrado e invariante no trivial.

Corolario

Si X' un espacio de Banach real, {x,}nen una base de Schauder del
mismo y @ € L(X) un operador cuasinilpotente positivo respecto
a dicha base, entonces @ posee un subespacio cerrado e invariante
no trivial.
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Operadores compactos

Teorema

Sea H un espacio de Hilbert. Entonces todo operador compacto no
nulo K tiene un subespacio cerrado e hiperinvariante no trivial.
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quema de la demostracion
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L N L . Mé3s resultados
Vectores minimales y subespacios hiperinvariantes

Esquema de la demostracién

Férmula de Gelfand p(T) = lim,_o0 || T"||*/"
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quema de la demostracion

@ K es cuasinilpotente.
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Esquema de la demostracién

@ K es cuasinilpotente. Sea xo vector no nuloy € € (0, ||xol|).
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Esquema de la demostracién

@ K es cuasinilpotente. Sea xo vector no nuloy € € (0, ||xol|).

@ Existe subsucesion tal que lim;_, Hyﬁj_1||/\|yﬁj|| =0.
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Esquema de la demostracién

@ K es cuasinilpotente. Sea xo vector no nuloy € € (0, ||xol|).

@ Existe subsucesion tal que lim;_, Hyﬁj_1||/\|yﬁj|| =0.

® Yo, 20 € H verificando K”fy,fj — ¥ ,K"f_lyf,j_l 2 7.
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Esquema de la demostracién

@ K es cuasinilpotente. Sea xo vector no nuloy € € (0, ||xol|).

@ Existe subsucesion tal que lim;_, Hy%—l”/”)/ﬁjn 0.
® yo,20 € H verificando K" y7. SLANYA ,Knj—lyﬁj_l N
e Para T € {KY,
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Esquema de la demostracién

@ K es cuasinilpotente. Sea xo vector no nuloy € € (0, ||xol|).

@ Existe subsucesion tal que lim;_, Hyﬁj_1||/\|yﬁj|| =0.

® Yo, 20 € H verificando K”fy,fj — ¥ ,K"f_lyf,j_l 2 7.

e Para T € {K}/, escribimos

Typ,—1 = Qn—1Yp, + wWn;—1, donde wy, 1 € <{y,‘fj}>L.
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Esquema de la demostracién

K es cuasinilpotente. Sea xp vector no nuloy € € (0, || xo]|)-

(]

Existe subsucesién tal que lim;_. Hyﬁj_1||/\|yﬁj|| =0.

Yo, 20 € M verificando K" yp. s v ,Knj—1y§j_1 L2
Para T € {K}/, escribimos

Typ,—1 = Qn—1Yp, + wWn;—1, donde wy, 1 € <{y,‘fj}>L.

limj oo (TK "y 1, K"y — X0) = (TKz0, yo — Xo) = 0.
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Esquema de la demostracién

@ K es cuasinilpotente. Sea xo vector no nuloy € € (0, ||xol|).
@ Existe subsucesion tal que lim;_, Hyﬁj_1||/\|yﬁj|| =0.
® Yo, 20 € H verificando K”fy,fj v ,K”f_lyf,j_l 5 2.
e Para T € {K}/, escribimos

Tyﬁj_l = Oénj—ly[fj + an—1> donde an—l € <{.ylz’;‘1}>L
° ||'mJ-_>OO<TK”J'y,fj71, K"yr, — xo0) = (TKzo, y0 — xo) = 0.
o (Tz0, K*(yo — x0)) =0
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Esquema de la demostracién

K es cuasinilpotente. Sea xp vector no nuloy € € (0, || xo]|)-

(]

Existe subsucesién tal que lim;_. Hyﬁj_1||/\|yﬁj|| =0.

Y0, 20 € H verificando K”fy,fj — ¥ ,K"f_lyf,j_l 2 7.

e Para T € {K}/, escribimos
Typ,—1 = Qn—1Yp, + wWn;—1, donde wy, 1 € <{y,‘fj}>L.
° ||'mJ-_>OO<TK”J'y,fj71, K”J'y,fj — xo) = (TKzp, yo — x0) = 0.
® (Tz0,K*(yo — x0)) =0 con (yo — x0) # 0y K*(yo — x0) # 0.
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Esquema de la demostracién

K es cuasinilpotente. Sea xp vector no nuloy € € (0, || xo]|)-

(]

Existe subsucesién tal que lim;_. Hyﬁj_1||/\|yﬁj|| =0.

Yo, 20 € M verificando K" yp. s v ,Knj—1y§j_1 L2
Para T € {K}/, escribimos

Typ,—1 = Qn—1Yp, + wWn;—1, donde wy, 1 € <{y,‘fj}>L.

limj oo (TK "y 1, K"y — X0) = (TKz0, yo — Xo) = 0.

(Tzo, K*(yo — x0)) =0 con (yo —x0) # 0y K*(yo — x0) # 0.
@ M =span{Sz : SK = KS}.
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Operadores cuasinilpotentes

Teorema (Jung-Ko-Pearcy, 2003)

Sea H un espacio de Hilbert de dimensién infinita. Supongamos
Q@ € L(H) es un operador inyectivo, de rango denso y
cuasinilpotente. Sean {Dy,}meny C {Q} una sucesién convergente
en la topologia débil de operadores a D € {Q}, D #0, y
{Km}men una sucesién de operadores compactos tales que

lim ||Dm — Km| = 0.
m—00

Entonces @ posee un subespacio cerrado e hiperinvarinte no trivial.

<
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M3as resultados

Teorema (Chalendar-Partington, 2005 )

Sea X' un espacio de Banach, T € £(X') un operador inyectivo y
de rango denso. Dados xg € X vector no nulo, n € Ny

e € (0, ||x0]|) denotemos por yS a un A-vector minimal asociado.
Supongamos que existe una subsucesién {y; }ken tal que

o el
lim —— =

k=oo lygll

y una sucesién uniformemente acotada {Ax}xeny C { T} de forma
que la sucesién {A, T"1 —11keN COnverge en norma a un
elemento no nulo. Entonces T tiene un subespacio cerrado e

hiperinvariante no trivial.
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Corolario

Sea X' un espacio de Banach, T € L(X) un operador inyectivo y de
rango denso. Dados xg € X vector no nulo, n € Ny e € (0, |x])
denotemos por y; a un A-vector minimal asociado. Supongamos
que existe una subsucesién de A-vectores minimales tal que

. ya |l
Iim —— =

k=oo flyg Il

Si se verifica una de las siguientes condiciones:
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M3as resultados

Corolario

Sea X' un espacio de Banach, T € L(X) un operador inyectivo y de
rango denso. Dados xg € X vector no nulo, n € Ny e € (0, |x])
denotemos por y; a un A-vector minimal asociado. Supongamos
que existe una subsucesién de A-vectores minimales tal que

. ya |l
Iim —— =

k=oo flyg Il

Si se verifica una de las siguientes condiciones:

(1) {T"k_IY§k,1}keN converge en norma a un elemento no nulo.
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M3as resultados

Corolario

Sea X' un espacio de Banach, T € L(X) un operador inyectivo y de
rango denso. Dados xg € X vector no nulo, n € Ny e € (0, |x])
denotemos por y; a un A-vector minimal asociado. Supongamos
que existe una subsucesién de A-vectores minimales tal que

. ya |l
Iim —— =

k=oo flyg Il

Si se verifica una de las siguientes condiciones:
ng—1, e
Q@ {T™ *y;, _1}ken converge en norma a un elemento no nulo.

Q {T"™y;, _1}ken converge en norma a un elemento no nulo.
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Corolario

Sea X' un espacio de Banach, T € L(X) un operador inyectivo y de
rango denso. Dados xg € X vector no nulo, n € Ny e € (0, |x])
denotemos por y; a un A-vector minimal asociado. Supongamos
que existe una subsucesién de A-vectores minimales tal que

. ya |l
Iim —— =

k=oo flyg Il

Si se verifica una de las siguientes condiciones:
ng—1, e
Q@ {T™ *y;, _1}ken converge en norma a un elemento no nulo.

Q {T"™y;, _1}ken converge en norma a un elemento no nulo.

Entonces T tiene un subespacio cerrado e hiperinvariante no trivial.
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