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Teoria de Morse

Definiciones

@ M variedad C*° compacta n-dimensional .
e f: M — R funcién C*

Definition

Sea p € Crit(f), diremos que p es no degenerado si

det (83,25)9 (p))l_’j # 0. Diremos que f es una funcion de Morse si

todos sus puntos criticos son no degenerados. Definimos el indice
de Morse de un punto critico no degenerado p como el nimero de

. ] 2
autovalores negativos de la matriz (8)‘3&_@)).
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Teoria de Morse

Desigualdades de Morse

Las desigualdades de Morse ponen de manifiesto la relacién
existente entre la topologia de la variedad y las funciones de Morse.
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Teoria de Morse

Desigualdades de Morse

Las desigualdades de Morse ponen de manifiesto la relacién
existente entre la topologia de la variedad y las funciones de Morse.

Theorem (Desigualdades de Morse)

Sea f : M — R una funcién de Morse definida en una variedad
C®°. Sean c; el nimero total de puntos criticos de indice i y (; el
i-ésimo niimero de Betti de la variedad M. Se tiene entonces:

° B <c,

o Y o(-1)'ci = x(M).
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Teoria de Morse

El toro y la funcién altura

Si consideramos M = S x S y f la funcién altura se tiene:

T2
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El toro y la funcién altura

Si consideramos M = S x S y f la funcién altura se tiene:

T2

e fo=1 =2 fo=1yx(M)=0,
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Teoria de Morse

El toro y la funcién altura

Si consideramos M = S x S y f la funcién altura se tiene:

T2

A A

@ fo=1 =2 p2=1yx(M)=0,
eg=1ca=2,c=1yg—ca+c=0.
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Teoria de Morse

Versidon dinamica

El estudio de las funciones de Morse es equivalente al estudio de la
EDO
x = —VIf(x).
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Teoria de Morse

Versidon dinamica

El estudio de las funciones de Morse es equivalente al estudio de la
EDO
x = —VIf(x).

La condicién de que todos los puntos criticos de f sean no
degenerados equivale a que todos los puntos criticos de —Vf sean
hiperbdlicos. Ademds el indice de Morse de cada uno de ellos
coincide con la dimensién de su variedad inestable.
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Teoria de Morse

Versidon dinamica

El estudio de las funciones de Morse es equivalente al estudio de la

EDO
x = —VIf(x).

La condicién de que todos los puntos criticos de f sean no
degenerados equivale a que todos los puntos criticos de —Vf sean
hiperbdlicos. Ademds el indice de Morse de cada uno de ellos
coincide con la dimensién de su variedad inestable.

Se deduce entonces que las desigualdades de Morse ponen de
manifiesto la relacién entre la dinamica definida por el campo —Vf
en un entorno de cada punto critico y la topologia de la variedad
M.
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El indice de Conley

Problema de Conley

@ Sea ¢ : X x R — X un flujo definido en un espacio métrico
localmente compacto.
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El indice de Conley

Problema de Conley

@ Sea ¢ : X x R — X un flujo definido en un espacio métrico
localmente compacto.

@ Sea K C X un compacto invariante aislado.
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El indice de Conley

Problema de Conley

@ Sea ¢ : X x R — X un flujo definido en un espacio métrico
localmente compacto.

@ Sea K C X un compacto invariante aislado.

@ Es posible definir un indice que proporcione informacién sobre
la dindmica en un entorno de K y que generalice al indice de
Morse?

Héctor Barge Yafiez El indice de Conley y el grado topdlogico



El indice de Conley

Problema de Conley

@ Sea ¢ : X x R — X un flujo definido en un espacio métrico
localmente compacto.

@ Sea K C X un compacto invariante aislado.

@ Es posible definir un indice que proporcione informacién sobre
la dindmica en un entorno de K y que generalice al indice de
Morse?

@ En caso afirmativo, Es posible obtener un andlogo a las
desigualdades de Morse en este caso?
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El indice de Conley

Definicidn

@ Sea K un compacto invariante aislado,
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El indice de Conley

Definicidn

@ Sea K un compacto invariante aislado,

@ (N, L) un bloque aislante para K.

Definition

Se define el indice de Conley de K como el tipo de homotopia del
espacio topoldgico punteado h(K) = (N/L, [L]).
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El indice de Conley

Ejemplos

(@) (b) (c)

The Conley index for a source, a saddle and a sink.
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El indice de Conley

Propiedades

@ K admite una base de bloques aislantes,
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El indice de Conley

Propiedades

@ K admite una base de bloques aislantes,

@ h(K) no depende del bloque aislante escogido,
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El indice de Conley

Propiedades

@ K admite una base de bloques aislantes,

@ h(K) no depende del bloque aislante escogido,

o K +# @ si h(K) # {x},

Héctor Barge Yafiez El indice de Conley y el grado topdlogico



El indice de Conley

Propiedades
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K admite una base de bloques aislantes,

h(K) no depende del bloque aislante escogido,

K # @ si h(K) # {x},

Si K=K UK, con K1 N Ky =@, h(K) = h(K1) V h(K2),



El indice de Conley

Propiedades
o
o
o
o
o

Héctor Barge Yafiez El indice de Conley y el grado topdlogico

K admite una base de bloques aislantes,

h(K) no depende del bloque aislante escogido,

K # @ si h(K) # {x},

Si K=K UK, con K1 N Ky =@, h(K) = h(K1) V h(K2),

h(K) es invariante por continuacion.



El indice de Conley

El toro y la funcién altura
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El indice de Conley

El toro y la funcién altura

), h({q}) = (S'.{=}), h({r}) = (S". {+}),
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El indice de Conley

El toro y la funcién altura

o h({p}) = (S° {*}), h({a}) = (S', {x}), h({r}) = (S, {*}),
h({s}) = (8% {*})
Obsérvese que la dimensién de la esfera asociada a cada punto
critico coincide con su indice de Morse.
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El indice de Conley

indice de Conley de puntos criticos hiperbdlicos

Sea p es un punto critico hiperbdlico de un flujo diferenciable
definido en una variedad. Entonces h({p}) = (S¥, {*}) donde k
denota el indice de Morse del punto p.
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El indice de Conley

indice de Conley de puntos criticos hiperbdlicos

Sea p es un punto critico hiperbdlico de un flujo diferenciable
definido en una variedad. Entonces h({p}) = (S¥, {*}) donde k
denota el indice de Morse del punto p.

Hemos dado respuesta afirmativa a la primera cuestién, veamos
entonces que ocurre con la segunda.
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El indice de Conley

Descomposicion de Morse

Sea K un compacto invariante aislado, diremos que la coleccién de
subcompactos {My, M, ..., M,} es una descomposicion de Morse
de K si verifica:
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El indice de Conley

Descomposicion de Morse

Sea K un compacto invariante aislado, diremos que la coleccién de
subcompactos {My, M, ..., M,} es una descomposicion de Morse
de K si verifica:

@ M; es un compacto invariante aislado,
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El indice de Conley

Descomposicion de Morse

Sea K un compacto invariante aislado, diremos que la coleccién de
subcompactos {My, M, ..., M,} es una descomposicion de Morse
de K si verifica:

@ M; es un compacto invariante aislado,
o MinM; =2 sii#],
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El indice de Conley

Descomposicion de Morse

Sea K un compacto invariante aislado, diremos que la coleccién de
subcompactos {My, M, ..., M,} es una descomposicion de Morse
de K si verifica:

@ M; es un compacto invariante aislado,

o MinM; =2 sii#],

@ Six € K\ |JMy, existen i, con i < j tales que a(x) C M, y
w(x) C M;.
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El indice de Conley
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El indice de Conley

La ecuacidon de Morse

Se define el polinomio de Poincaré de un espacio topoldgico X
(suponemos espacios buenos, es decir, variedades compactas,
CW-complejos finitos...)
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El indice de Conley

La ecuacidon de Morse

Se define el polinomio de Poincaré de un espacio topoldgico X
(suponemos espacios buenos, es decir, variedades compactas,
CW-complejos finitos...)

pe(X) = 3 Bt
q

donde 3, denota el g-ésimo niimero de Betti de X.
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El indice de Conley

La ecuacidon de Morse

Se define el polinomio de Poincaré de un espacio topoldgico X
(suponemos espacios buenos, es decir, variedades compactas,
CW-complejos finitos...)

pe(X) = 3 Bt
q

donde 3, denota el g-ésimo niimero de Betti de X.

Theorem

Sea K un compacto invariante aislado de un flujo ¢ y

{My, My, ... My} una descomposicion de Morse de K. Entonces
existe un polinomio q(t) con coeficientes enteros no negativos tal
que:

3 pe(h(M)) = pelh(K)) + (1 -+ D)q(2).
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El indice de Conley

La caracteristica de Euler

Teniendo en cuenta que dado un espacio topoldgico X,
X(X) = p—1(X), se deduce de la ecuacién de Morse que si
{Mi, My, ... My} es una descomposicién de Morse de un
compacto invariante aislado K, entonces

3 x((M) = X(h(K)),
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El indice de Conley

La caracteristica de Euler

Teniendo en cuenta que dado un espacio topoldgico X,
X(X) = p—1(X), se deduce de la ecuacién de Morse que si
{Mi, My, ... My} es una descomposicién de Morse de un
compacto invariante aislado K, entonces

S x(h(M;) = x(h(K)),
En particular si K es el espacio total en el cual el flujo esta

definido,
> x((M) = x(K).
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Indice de Conley en superficies cerradas

Flujos de Morse en superficies

Sea ¢ : M x R — M un flujo de Morse en una superficie compacta
y sean {p1, p2,...pk} los puntos fijos de .
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Indice de Conley en superficies cerradas

Flujos de Morse en superficies

Sea ¢ : M x R — M un flujo de Morse en una superficie compacta
y sean {p1, p2,...pk} los puntos fijos de .
@ Si p; es un atractor o un repulsor x(h(p;)) =1,
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Indice de Conley en superficies cerradas

Flujos de Morse en superficies

Sea ¢ : M x R — M un flujo de Morse en una superficie compacta
y sean {p1, p2,...pk} los puntos fijos de .

@ Si p; es un atractor o un repulsor x(h(p;)) =1,

e Si p; es unasilla x(h(p;)) = -1
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Indice de Conley en superficies cerradas

Flujos de Morse en superficies

Sea ¢ : M x R — M un flujo de Morse en una superficie compacta
y sean {p1, p2,...pk} los puntos fijos de .

@ Si p; es un atractor o un repulsor x(h(p;)) =1,

e Si p; es unasilla x(h(p;)) = -1

Si denotamos por « el nimero de puntos criticos atractores o
repulsores y por 3 el nimero de sillas se tiene

S x(h(p) = o= B = x(M)
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Indice de Conley en superficies cerradas

Flujos de Morse en superficies

Por otro lado, 8 = k — «, entonces

X(M)=2a—k=k—2p
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Indice de Conley en superficies cerradas

Flujos de Morse en superficies

Por otro lado, 8 = k — «, entonces
X(M)=2a—k=k—2p

y se deduce
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Indice de Conley en superficies cerradas

Flujos de Morse en superficies

Por otro lado, 8 = k — «, entonces
X(M)=2a—k=k—2p

y se deduce

°o B= k—é(/\/’)
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Indice de Conley en superficies cerradas

Flujos de Morse en superficies

Por otro lado, 8 = k — «, entonces

X(M)=2a—k=k—2p

y se deduce
°o B= k—é(/\/’)
o o= k+>§(M)
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Indice de Conley en superficies cerradas

Flujos de Morse en superficies

Por otro lado, 8 = k — «, entonces

X(M)=2a—k=k—2p

y se deduce
°o B= k—é(/\/’)
o o = KEx(M)

2
El indice de Conley, via las ecuaciones de Morse nos permite
detectar exactamente cuantos de nuestros puntos fijos son sillas y
cuantos atractores o repulsores de un modo exacto.
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Indice de Conley en superficies cerradas

Dos resultados clave

Todo flujo continuo en una superficie cerrada es conjugado a un
flujo diferenciable.
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Indice de Conley en superficies cerradas

Dos resultados clave

Todo flujo continuo en una superficie cerrada es conjugado a un
flujo diferenciable.

Sea K un compacto invariante aislado para un flujo @ definido en
una superficie M. Entonces K admite una base de entornos
aislantes N que son superficies compactas con borde ON y tales
que el conjunto de salida L es una subvariedad compacta de ON
unidimensional.
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Indice de Conley en superficies cerradas

Dos resultados clave

Todo flujo continuo en una superficie cerrada es conjugado a un
flujo diferenciable.

Sea K un compacto invariante aislado para un flujo @ definido en
una superficie M. Entonces K admite una base de entornos
aislantes N que son superficies compactas con borde ON y tales
que el conjunto de salida L es una subvariedad compacta de ON
unidimensional.

Se deduce que L es homeomorfo a una unién disjunta de
circunferencias e intervalos cerrados.
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Indice de Conley en superficies cerradas

Calculos

Dado K compacto invariante aislado en la superficie M,
calculamos x(h(K)). Sean Ji,...Jky Ci,...C, las componentes
conexas de L.
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Indice de Conley en superficies cerradas

Calculos

Dado K compacto invariante aislado en la superficie M,
calculamos x(h(K)). Sean Ji,...Jky Ci,...C, las componentes
conexas de L.

X(h(K)) = x(N, L) = x(N) = > x(J) = > x(C) = x(N) — k.
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Indice de Conley en superficies cerradas

Calculos

Dado K compacto invariante aislado en la superficie M,
calculamos x(h(K)). Sean Ji,...Jky Ci,...C, las componentes
conexas de L.

X(h(K)) = x(N. L) = x(N) = > x(J) = D_x(C) =

Se tiene entonces que, si E denota los puntos en los que el flujo es
tangente a N exteriormente,
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Indice de Conley en superficies cerradas

El indice de Poincaré

Definition

Sea p un punto critico aislado y D un disco que no contiene mds
puntos criticos que p y verifica que todo punto del 9D es de
tangencia interna, de tangencia externa o transversal al flujo. Se
define el indice de Poincaré de p como el niimero entero

(p) =1+ 5(1 — E),

donde / denota el nimero de puntos de tangencia interna'y E el
nimero de puntos de tangencia externa de D.

i S WL .

1)
A N " =
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Indice de Conley en superficies cerradas

indice de Poincaré e indice de Conley

Theorem

Sea K un compacto invariante aislado para un flujo ¢ en una
superficie cerrada M. Supongamos que K contiene un niimero
finito de puntos criticos p1, p2, . ..pm. Entonces

> upi) = x(h(K))-

i
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Indice de Conley en superficies cerradas

Aplicaciones

Un punto critico aislado atractor p € R? es estable si, y solo si,

x(A(p)) = 1.
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Indice de Conley en superficies cerradas

Aplicaciones

Un punto critico aislado atractor p € R? es estable si, y solo si,

x(A(p)) = 1.

Sea p un punto critico de un campo vectorial en una superficie M.
Siu(p) > 1, entonces existe una drbita homoclinica en cualquier
entorno de p.
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Grado topolégico

Definicidn

Sea Q C R” un subconjunto abierto acotadoy f : Q@ — R" una
aplicacién continua que no se anula en 0f2.
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Grado topolégico

Definicidn

Sea Q C R” un subconjunto abierto acotadoy f : Q@ — R" una
aplicacién continua que no se anula en 0f2.

Se define el grado de f con respecto al abierto €, como el dnico
ndmero entero deg(f, Q) que satisface
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Grado topolégico

Definicidn

Sea Q C R” un subconjunto abierto acotadoy f : Q@ — R" una
aplicacién continua que no se anula en 0f2.

Se define el grado de f con respecto al abierto €, como el dnico
ndmero entero deg(f, Q) que satisface

@ No trivialidad: si 0 € Q, entonces deg(id, Q) = 1,
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Grado topolégico

Definicidn

Sea Q C R” un subconjunto abierto acotadoy f : Q@ — R" una
aplicacién continua que no se anula en 0f2.
Se define el grado de f con respecto al abierto €, como el dnico
ndmero entero deg(f, Q) que satisface

@ No trivialidad: si 0 € Q, entonces deg(id, Q) = 1,

@ existencia: si deg(f,Q) # 0, entonces f~1(0)NQ # &,
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Grado topolégico

Definicidn

Sea Q C R” un subconjunto abierto acotadoy f : Q@ — R" una
aplicacién continua que no se anula en 0f2.
Se define el grado de f con respecto al abierto €, como el dnico
ndmero entero deg(f, Q) que satisface
@ No trivialidad: si 0 € Q, entonces deg(id, Q) = 1,
@ existencia: si deg(f,Q) # 0, entonces f~1(0)NQ # &,
© aditividad: si 1 y € son dos subconjuntos abiertos disjuntos
de Q y no hay ceros de f en Q\ (€1 U€22), entonces
deg(f, Q) = deg(f, Q1) + deg(f,22),
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Grado topolégico

Definicidn

Sea Q C R” un subconjunto abierto acotadoy f : Q@ — R" una
aplicacién continua que no se anula en 0f2.
Se define el grado de f con respecto al abierto €, como el dnico
ndmero entero deg(f, Q) que satisface
@ No trivialidad: si 0 € Q, entonces deg(id,Q) =1,
@ existencia: si deg(f,Q) # 0, entonces f~1(0)NQ # &,
© aditividad: si 1 y € son dos subconjuntos abiertos disjuntos
de Q y no hay ceros de f en Q\ (€1 U€22), entonces
deg(f, Q) = deg(f, Q1) + deg(f,22),
@ invariancia homotépica: si F : Q x [0,1] — R” es una
aplicacién continua tal que F(x,t) # 0 para todo
(x,t) € 022 x [0, 1], entonces



Grado topolégico

Grado topoldgico e indice de Conley

Sean v : Q — R" un campo de vectores y ¢ el flujo inducido por v.
Si K es una compacto invariante aislado y N un entorno aislante
para K, entonces

deg(v, int(N)) = (—1)"x(h(K))-
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Grado topolégico

Aplicacién

Sean v : R"™ — R" un campo de vectores y ¢ el flujo inducido por
v. Si K es un atractor global para o, entonces existe al menos un
punto fijo p € K.
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Grado topolégico

Aplicacién

Sean v : R"™ — R" un campo de vectores y ¢ el flujo inducido por
v. Si K es un atractor global para o, entonces existe al menos un
punto fijo p € K.

Se puede probar que x(h(K)) = x(R") =1 en virtud de que K es
un atractor global y entonces, si N es un entorno aislante de K
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Aplicacién

Sean v : R"™ — R" un campo de vectores y ¢ el flujo inducido por
v. Si K es un atractor global para o, entonces existe al menos un
punto fijo p € K.

Se puede probar que x(h(K)) = x(R") =1 en virtud de que K es
un atractor global y entonces, si N es un entorno aislante de K

deg(v, int(N)) = (-1)" # 0,

y por tanto, en virtud de la propiedad 2 antes vista, v tiene al
menos un cero en N que tiene que estar en K puesto que es
aislado.
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Gracias por vuestra atencién!!
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