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Capitulo 1

Espacios normados. Espacios de Banach

Contenidos: Norma. Espacios normados. Espacios de Banach. Subes-

pacios. Cocientes. Normas equivalentes. Lema de Riesz. Compacidad.
Series en espacios de Banach. Desigualdades de Holder y de Minkowski.
Espacios £,. Breve presentacion de la Teorfa de Integracion de Lebes-
gue. Espacios L,[0, 1].

La base abstracta del Anéalisis Funcional consiste en el estudio de
Espacios Funcionales. Estos espacios tienen una doble estructura que
nos permitira su estudio. De un lado una estructura algebraica de espa-
cio vectorial (habitualmente de dimension infinita) y de otro lado una
estructura topologica “bien relacionada” con la estructura algebraica.
La forma méas natural de definir una topologia en un espacio vecto-
rial, siempre que sea posible, es mediante una distancia asociada a una
norma, y de hecho los primeros espacios funcionales y probablemen-
te los mas utilizados son espacios normados, cuya definicion y estudio
introducimos en este capitulo.

A continuacién introducimos la nocion de espacio de Banach, puesto
que la completitud serd una de las herramientas més utiles a nuestra
disposicion.

En muchas ocasiones necesitaremos estudiar subespacios y cocientes
de espacios de Banach y normados, y por ellos vemos aqui que ambos
respetan esas estructuras.

Mediante el Lema de Riesz probamos la no compacidad de la bola
unidad de los espacios de dimension infinita. Este es uno de los leit-
motiv del Analisis Funcional, puesto que buena parte de las técnicas
que estudiaremos van precisamente destinadas a remedar dicha falta
de compacidad. Estudiamos también la compacidad en el caso finito-
dimensional, lo que nos da pie a hablar de normas equivalentes, que
volveran a aparecer mas adelante cuando hablemos de isomorfismos
entre espacios de Banach.

Los espacios de Banach habitualmente llamados clasicos son C'(K),
co, los €, y los L,. C(K) es facil de definir. La construccion de los ¢, es
sencilla una vez probada la desigualdad de Hélder, util por si misma
en muchas ocasiones.
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Puesto que nuestros alumnos previsiblemente no conocerdn Teo-
ria de la Medida, no podemos abordar la construccion de los espacios
L,(1) en general. Sin embargo, no creemos adecuado ensefiar Anéalisis
Funcional sin hablar al menos de los espacios L,[0,1]. Dado que no
podemos estar seguros de que nuestros alumnos conozcan la Teoria de
la Integracion de Lebesgue, v dado que una presentacion rigurosa de
esta nos llevaria demasiado tiempo, hemos decidido incluir en este ca-
pitulo una presentacion de dicha teoria escueta y sin demostraciones,
pero suficiente para poder construir los espacios L,[0,1] y demostrar
su completitud.

Para la preparacion de este capitulo hemos seguido sobre todo [19],
|26] y [10]. La exposicion de la Teoria de la Integracion de Lebesgue
se basa principalmente en (34| y [36].

1. Espacios normados y espacios de Banach

Empezamos recordando la definicion de norma de un espacio vec-
torial.

DEFINICION 1.1. Sea X un espacio vectorial sobre R o C. Una
funcion || - || : X — [0,400) es una norma en X si:

1. ||z|| =0 si y solo si x = 0.
2. |[\x|| = | ]|z||, para todo x € X y e R (6 C).
3. lz +yll < llzll + |yl para todos z,y € X.

Un espacio vectorial con una norma (X, ||-||) es un espacio vectorial
normado.

Veremos a lo largo de la asignatura que la completitud juega un
importante papel en muchos de los razonamientos caracteristicos del
Anaélisis Funcional, por lo que habitualmente trabajaremos con espacios
normados y completos. Esta es precisamente la definicion de un Espacio
de Banach llamados asi porque fue Stefan Banach quien comenzd su
estudio sistemético en [5] y sobre todo en [6].

Dado un espacio vectorial normado (X, | - ||), autométicamente
posee una estructura natural de espacio meétrico, donde la métrica
d: X x X — [0,400) viene dada por

d(z,y) = ||z =y

para todos x,y € X. Es facil ver que, asi definida, d es efectivamente
una distancia. Para comprobar la propiedad triangular, observamos que
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d(z,z) = [lz—2|| = [lz—y+y—z|| < |lz—yl|+[y—z| = d(z,y) +d(y, 2)

Dos observaciones son importantes: en primer lugar, observar que
la norma es uniformemente continua, dado que
ezl =Nyl < llz =yl
(Para demostrar esto, notese que
[zl = llz =y +yll < llz =yl + [yl
y por tanto
z]] =yl < [lz —yll.
Anéalogamente se tiene que
Iyl = llll < flz = yll.)

En segundo lugar es muy importante notar que la norma dota a
X de una topologia “bien relacionada” con su estructura vectorial, en
el sentido de que tanto la suma como el producto por escalares son
continuos. Veamoslo.

Sea € > 0. Entonces dados x,y € X, para todos 21 € B(z,§),

Zy € B(y> %)7
lz1t+2—(z4+y)|| = [le+zn—r+y+a—y—r—yll < [|a—zl+[z2—yl =«

Analogamente, dados x € X, k € K (R 6 C), entonces tomando
por ejemplo

, € AJe € e
3T va 5 V3
lzll” v/3 k" V3
se tiene que, para todos o € B(k, 1) z € B(x,d2),
|z —kz|| = |[(k+a—k)(x+ 2z —2) — kx| <e

(51:m

dy = min{

De aqui se sigue que la topologia definida por la norma viene ca-
racterizada por los entornos del origen.

EJEMPLO 1.2. 1. Ya se han estudiado en cursos anteriores nor-
mas en espacios finito dimensionales. En particular se sabe que
n .__ n
G = K" (- )

es un espacio de Banach para i = 1,2,00 con las definiciones
habituales. Mas adelante veremos que se sigue de la desigualdad
de Minkowsky que () es un espacio de Banach para todo 1 <
p < 0.
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2. Dado un conjunto T, podemos definir B(T) como el espacio de
las funciones escalares acotadas definidas sobre T'. Se ve fdcil-
mente que la norma del supremo || - ||« definida como

[[fllse = sup |f ()]
zeT

es efectivamente una norma en B(T). Veamos que con esta nor-
ma B(T) es un espacio de Banach.

Sea (fn)nen C B(T) una sucesion de Cauchy. Entonces para
cada © € T la sucesion (f,(x))nen también es de Cauchy. Por
tanto eziste el lim, f,(z). Definimos entonces la funcion f :
T — K como

Fl) = lim fu()

Por ser la sucesion (f,) de Cauchy en la norma del supremo,
se tiene que la sucesion estd uniformemente acotada, y por tanto
f estd acotada. Solo nos falta ver que f, tiende a f en la norma
del supremo. Sea ¢ > 0. Entonces existe ng € N tal que para
todos n,m > ng || fn — fmll < €. Sea ahora x € T. Sabemos que
existe m > nyg tal que |f(x) — fn(x)| < €. Entonces

[f (@) = fuo ()] < |f(2) = fn(@)| + | (@) = fno ()| < 2€.

Notese que para cada x € T''m puede variar, pero siempre existe
algin m > ng para el que se tiene el resultado, y por tanto

tm |~ full = 0.

La demostracion es interesante no tanto por el resultado en
st mismo, sino porque esta es a menudo la técnica sequida para
verificar que un espacio normado es completo: se parte de una
sucesion de Cauchy, se encuentra un candidato a limite (a me-
nudo, como aqui, utilizando la completitud de los escalares), y
luego se verifica que (1) el candidato a limite estd en el espa-
cio, y (2) la sucesion converge efectivamente a ese limite en la
norma del espacio.

3. Sea K un espacio compacto de Hausdorff. Definimos C(K) co-
mo el espacio de las funciones f : K — K continuas, dotado
de la norma del supremo, || - |- Se ve igual que en el ejemplo
anterior que || - || s una norma. Veamos que con esta norma
C(K) es un espacio de Banach: dado que C(K) es un subespacio
vectorial de B(K), las funciones acotadas sobre K, puesto que
ya hemos visto que B(K) es completo sdlo es necesario demos-
trar que C(K) es un subespacio cerrado de B(K). Sea entonces
(fn) C C(K) una sucesion tal que f, — f € B(K). Sdlo hay
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que ver que f es continua. Fsto es un ejercicio de topologia,
demostrar que el limite uniforme de funciones continuas es una
funcion continua. Lo detallamos: Sea € > 0. Fxiste ng € N tal
que para todo n > ng

1o = Il <€

Sea ahora ty € K. Eziste un entorno V de ty tal que para todo
teV

| o (o) = frg (B)] < €.
Entonces, para todot € V

|f() = f(to)|l S 1F(E) = fao (O] + [ fao (8) = fao (to)|+
+1fno(to) — f(to)] < 3¢

y por tanto f es continua.
4. Veremos mds adelante que siempre que podamos definir un pro-
ducto escalar (-,-) en X, éste define una norma en X mediante

l2]* = (=, ).

Los espacios de Banach cuya norma procede de un producto
escalar se llaman espacios de Hilbert. Su importancia justifica
que se estudien en un capitulo aparte.

Sabemos del estudio de los espacios vectoriales la importancia que
tiene, dado un espacio vectorial, el estudio de sus subespacios y sus
espacios cocientes. Por tanto, resulta también importante ver cémo
ambos heredan la estructura de espacio de Banach del espacio original.

PROPOSICION 1.3. Sea (X, ||-||) un espacio vectorial normado y sea
Y un subespacio vectorial de X. FEntonces tanto Y como su clausura
Y son espacios normados con la norma heredada. Ademds, si X es un
espacio de Banach'Y también lo es.

DEMOSTRACION. Notese primero que dado que la suma y el pro-
ducto por escalares son continuos para la norma, Y es efectivamente
un subespacio vectorial de X: Veamos por ejemplo que Y esté cerrado
para la suma: Sean x,y € Y, y sea € > 0. Existen 2/,y/ € Y tales que
|lo" —z|| <€ ||¥ —y|| < e Entonces 2’ +y' €Y'y

2" +y — (z+y)| < 2

Es trivial que | - || induce una norma tanto en Y como en Y. Ademas,
si X es un espacio de Banach entonces Y es un subespacio cerrado de
un espacio completo, y por tanto él mismo es completo. O
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PROPOSICION 1.4. Sea (X, ||-||) un espacio vectorial normado y sea
Y C X un subespacio vectorial cerrado. Dado [z] € XY, definimos

= inf .
L1l = fof Jl + yli

Entonces ||| - ||| es una norma en X/Y llamada la norma cociente.
Ademds si X es un espacio de Banach entonces X/Y también es un
espacio de Banach.

DEMOSTRACION. Sea x € X. Claramente |||[z]||| > 0. Si |||[z]||| = 0
entonces existe una sucesion (y,), C Y tal que

1
[z = yall <~
n

Entonces y, — x'y como Y es cerrado se tiene que x € Y, luego [x] = 0.
Para ver la desigualdad triangular, sean z1, x5 € X y sean y,y2 € Y
tales que

1 + gl < (][l + €

2 + w2l < [[[[z]]I] +e.

Entonces

sl + o]l = Wy +2ll] = fof flor+22+yll < fls+22 41432l <

< oy + vl + llzz + vl | < [lza]ll] + [2]ll] + 2¢
y como esto es cierto para todo € > 0 se sigue la propiedad triangular.
Finalmente, si z € X y 0 # k € K, se tiene

S » ) _
Ikl = Nkl = f ke + ) = s[4+ 2

= |k| inf = |k
k] fnf fl + 1l = [&HT=T1,
y por tanto ||| - ||| es una norma en X/Y.

Veamos finalmente que si X es un espacio de Banach entonces X/Y
también lo es. Sea ([z,])neny € X/Y una sucesion de Cauchy. Elijamos
una subsucesion (ng )y tal que

zn] = [Za < 275

Como
1

n] = [2na]ll = 2 = zaa]l < 5,
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se tiene que existe y,, € Y tal que

1
Hxnl - (l’m +yn2)H < 5

A continuacion, puesto que
1
2] = fng]ll = [ln, = za]ll <

existe y,, € Y tal que
1
H(xm + ym) - (xn:s + yns)” < Z
Continuando el proceso se tiene la existencia de una sucesion (y,, )x € Y
tal que

—k
(@ + Yni) = @y + Uil <2
y por tanto podemos elegir los representantes z,, de manera que

—k
Hxnk - xnk+1|| <27
De aqui se sigue que (z,, ), es de Cauchy en X y por la completitud
de X existe x € X tal que z,, tiende a . Como

llzn,] = [zl = [[zn, = 2]l < [lon, — 2]
se sigue que [z,,] — [x] y por ser ([x,]), de Cauchy se tiene finalmente
que [z,| — [z] O

OBSERVACION 1.5. A la hora de pensar en la norma cociente, es a
menudo util darse cuenta de que

= inf =inf |z —vy| =di Y).
I(alll = faf o+ il = faf o — yi| = dist(z,Y)

Queremos estudiar la compacidad de los subconjuntos de espacios
normados. Empecemos recordando la situacién en dimensiéon finita.
Previamente necesitamos la nocién de normas equivalentes, que vol-
vera a aparecer mas adelante.

DEFINICION 1.6. Sea X wun espacio vectorial. Dadas dos normas
|-1l1 wll-]]2 sobre X, decimos que son equivalentes si inducen la misma
topologia.

PROPOSICION 1.7. Dos normas ||-||1 y ||-|l2 sobre X son equivalentes

si y solo si existen dos constantes ¢, C' € (0,+00) tales que, para todo
reX

cllefly < llzlls < Cllzfl,
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DEMOSTRACION. Supongamos que existen ¢, C' como en el enun-
ciado. Sea x¢g € X y € > 0. Entonces

€
Bl(!lf[)7 5) C BQ(ZEQ, 6)

y
BQ(LE'Q, CE) C BQ(SL’Q, 6)

lo que muestra que las dos topologias son equivalentes.

Reciprocamente, supongamos que las dos topologias son equivalen-
tes. Por tanto el conjunto B;(0,1) es un entorno abierto del 0 en la
topologia dada por la norma 2, y por ello existe r > 0 tal que

BQ(O, T) C Bl(O, 1)
De aqui se sigue que, para todo x € X,
z]ly <772
La otra desigualdad se obtiene analogamente. O

Sea X un espacio vectorial en el que hay definidas dos normas
equivalentes || - || ¥ || - ||2. Entonces la aplicacion identidad

Id: (X, || 1) — (X, l2)

es lineal, continua, biyectiva, y su inversa también es lineal y continua,
como se ve al principio del Capitulo 3. Dos espacios normados entre
los que podemos establecer una aplicacién con esas caracteristicas se
dicen isomorfos.

PROPOSICION 1.8. Sea X un espacio vectorial de dimension finita.
Entonces dos normas cualesquiera en X son equivalentes.

DEMOSTRACION. Suponemos X = K" y consideramos en el la nor-
ma 1 || -]|; y otra norma cualquiera || - ||. Si (e;), es la base canonica

de K", se tiene
<3 laillledll < (méx flesl ) Jll.

2| = HZ Li€;

Esto nos da una de las desigualdades buscadas y nos dice que
Id (X |- (1) — (X))

es continua, de donde || - || es una funcion continua sobre (X, | - ||1).
Puesto que S(x,.|,) es un compacto (probamos este hecho més adelan-
te), la funcién | - ||, que es estrictamente positiva en Sx.,) alcanza

su minimo ahi al que llamamos 0 y se tiene 6 > 0. Por tanto

1
-l < <[
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que era la otra desigualdad buscada.
Solo resta por tanto comprobar que efectivamente S(x . ,) es un

compacto. Consideremos la sucesion (zy)gen C Scx,||l,) donde para
todo k € N

_ 1 n
ok = (T, -, TF).
. _ n l _ .
Se tiene que |zx|| = >/, |2},| = 1y por tanto para todo 1 <i <n la
sucesion (z},)ren esta acotada. Podemos entonces, tomando subsucesio-

nes repetidas veces, extraer una sucesion de indices (k;);eny de manera
. ., /L Z
que para todo 1 <i < n la sucesion (Ik,)leN converge a z'. Entonces

n
1im Z |z}, —2'| =0
l—o0 P

y por tanto, llamando z = (x!,... "), se tiene que

lim ||zx, — z|| = 0.
l—o0

Ademés, puesto que xy, € S(x |.|,) para todo [, se tiene que x € Six .|,),
de donde se concluye que efectivamente Six |.|,) es compacto. 0

COROLARIO 1.9. 57 X es un espacio normado e Y C X es un
subespacio de dimension finita, entonces Y estd cerrado en X

DEMOSTRACION. Y es un espacio de dimension finita (digamos n)
con la norma heredada de X. Por el teorema anterior esta norma es
equivalente a, por ejemplo, la norma del supremo, de manera que Y
es (isomorfo a) ¢7. Sabemos que este espacio es completo (esto esta
sugerido como ejercicio). La completitud no se conserva por homeo-
morfismos, pero si se mantiene por homeomorfismos uniformemente
continuos. Se vera al principio del siguiente capitulo (y de hecho es un
ejercicio muy simple) que las aplicaciones lineales continuas son uni-
formemente continuas. Por tanto Y C X es completo y se tiene que Y
debe ser cerrado en X. O

El Teorema de Heine-Borel nos dice que los subconjuntos cerrados
y acotados de K™ (con cualquiera de sus normas equivalentes) son com-
pactos. Para probar la falsedad de este resultado en el caso de espacios
de dimension infinita necesitamos un resultado interesante en si mismo.

TEOREMA 1.10 (Lema de Riesz, F. Riesz 1918). Sea X un espacio
normado y sea Y C X un subespacio vectorial cerrado propio. Entonces
para todo 0 < r < 1 existe x, € Sx tal que

r < dist(z,,Y) < 1.
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DEMOSTRACION. Sea [z] € X/Y tal que 1 > ||[z]|| > r. Sea ahora
un z € [z] (es decir, un representante de [z]) tal que [|z]] < 1y sea
T, = Hi—” Entonces se tiene que

dist(2,Y) ||[2]]]

dist(x,,Y) = = > ||[=]]| > -
2] 2]
U
El siguiente teorema es ahora facil de probar
TEOREMA 1.11. Sea (X, || - ||) un espacio normado. Entonces son

equivalentes:

1. Todo conjunto cerrado y acotado de X es compacto
2. Bx es compacto
3. X tiene dimension finita

DEMOSTRACION. Claramente (1) implica (2). Para ver que (2) im-
plica (3), supongamos que X es de dimensién infinita. Usando el Le-
ma de Riesz e induccion construimos una sucesion (z,) C Sx tal que
dist(z,span{a1,...,z,-1}) > 5 para todo n € N. Entonces, para todo
n # m, dist(T,, Ty) > %, por lo que la sucesion (z,) no puede tener
subsucesiones convergentes.

Veamos finalmente que (3) implica (1). Supongamos que dim X =
m, sea £ C X un conjunto cerrado y acotado y sea (z,), C E. Sea
{e1,...,em} una base de X y para todo n € N sea z, = ale; +
-+ are™. Usando que (z,), C E y que E esta acotado es facil ver
que para todo 1 < ¢ < m la sucesiéon (o), C K esta acotada. Asi,
existe una subsucesion (n;); tal que para todo 1 < i < m la sucesion
(aﬁll)l tiende a o' € K cuando [ tiende a infinito. Entonces x,, tiende a
r=a'eg+---+ae, (esto se puede ver estableciendo un isomorfismo
entre X y 7, 0 (", que lleve los e; a los elementos de la base canonica).
Por ser E cerrado, se tiene que x € F y con eso acabamos. O

Continuamos el capitulo dando una caracterizacion a menudo tutil
de los espacio de Banach en términos de la convergencia de series.
En [12, Chapter 1. Notes and Remarks| aparece una gran cantidad
de informacion acerca de resultados profundos aunque elementales en
su formulacion relacionados con la sumabilidad en espacios normados,
incluso en espacios finito-dimensionales.
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Dado un espacio normado y una sucesion (x,,) C X, podemos definir
. o)
la serie > > | x, como

o m

E T, = lim E Tp,
m—0o0

n=1 n=1

al igual que haciamos con las series numéricas. Si ese limite existe
y vale x, decimos que la serie es convergente. Decimos que la serie
>, Ty es absolutamente convergente si la serie numérica > - ||z,
converge. Parece obvio que la convergencia absoluta deberia implicar
la convergencia en norma de X. El problema podria ser la completitud.
De hecho, se tiene

TEOREMA 1.12. Un espacio normado X es completo si y sdlo si
toda serie absolutamente convergente es convergente.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es un espacio de Banach y
sea » x, una serie absolutamente convergente. Entonces, dado ¢ > 0
existe ng € N tal que para todos p,q > ng

q
Z 2]l <e.
n=p

Por tanto, llamando s, = > ", &, tenemos

q q
[sp — sqll = Z Tp|l < Z 2]l <e.
n=p+1 n=p+1

Es decir, (8, )men es una sucesion de Cauchy y por tanto (s,,) converge
ax € X, yaque X es un espacio de Banach.

Reciprocamente, supongamos que toda serie absolutamente conver-
gente es convergente, y sea (x,) C X una sucesion de Cauchy. Veamos
que (z,) tiene una subsucesion convergente. Empezamos construyendo
inductivamente una subsucesion (2, )m C (zn)n: Sea ny € N tal que,
para todo n > nq,

me - xn” <27

Supuestos ya elegidos ny < ny < --- < ny,,_1, elegimos n,, de manera
que n,, > n,_1 y tal que, para todo n > n,,,
”In - Inm, S 2_m'

Definimos ademés z,, = 0 y definimos ahora la sucesion (y;);en como

Yi = Tpy — Tpy_q-
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Entonces

m
HNES § Y;
i=1

||yl|| = ||xm - x”i—l” < 2_(i_1)'

Por tanto la serie ) . y; es absolutamente convergente y, por hipotesis,
convergente. Es decir ) . y; converge a © € X. Puesto que z,, =
> o, Ui, tenemos que x,, converge a z y, por ser (x,) de Cauchy, de
aqui se sigue que x, converge a x, y por tanto X es completo. [

2. La construccion de los /,

Los espacios de Banach clasicos son los ¢, los L, y los espacios
C(K). Vamos a ver que los ¢, son espacios de Banach. Los espacios
C(K) ya estan estudiados en el ejemplo 1.2 y el estudio de los L, lo
haremos si los alumnos ya saben teorfa de la medida, o si finalmente les
ensenamos la integral de Lebesgue. Para definir los espacios ¢, y com-
probar que son espacios normados necesitamos primeramente estudiar
las desigualdades de Holder y de Minkowski.

Primeramente necesitamos un lema.

LEMA 1.13. Sean a > 0, b > 0, p,q € (1,00) tales que % + % = 1.
Entonces

a? bl
ab < — + —.
b q
DEMOSTRACION. Sea b > 0 y definamos la funcién
a? bl
pla) = —+ — —ab
p q

Es facil ver que ¢/(a) > 0sia > b7ty que ¢'(a) < 0si0 < a < b1
Por tanto ¢ alcanza su minimo en a = b7 ! y p(b% 1) = 0. De ahi se
sigue que

al bl
v(a) = — + — —ab > 0 para todo a > 0
p q
y por lo tanto
ab bl
ab < — + —.
p q
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TEOREMA 1.14 (Desigualdad de Holder). Sean (ax)i-y, (bx)i, C
R, dos sucesiones finitas de términos positivos, y sean p,q € (1,00) dos
numeros tales que % + é = 1. Entonces

S o < (iag); (g;bg)?

k=1 k=1

DEMOSTRACION. Podemos suponer que a; # 0 # by, para todo k.
Entonces, para todo 1 < k£ < m definimos

ar b
Akz—k;yBkI—kl
(i ar)’ ()’

y observamos que

S =Y
k=1 k=1
Usando el Lema 1.13 tenemos que
A? B}
ApB < k4 =
p q
y sumando esta desigualdad para todo k tenemos que

o 1 & 1 & 1 1
ABr < - AP Z Bl = -4+ - =1,

y por tanto

Zm: = 17 i T =1
=) (Se)

lo que termina la demostracion. O

TEOREMA 1.15 (Desigualdad de Minkowski). Sean dos sucesiones
(ag)p_q, (br)i_y tales que, para todo k, ar >0 y by >0, y sea 1 <p <
oo. Entonces

(o) <(59) (59

k=1 k=1

B =

DEMOSTRACION. Si p =1 el resultado es trivial. Sea 1 <p < ooy

sea g € (1,00) tal que % + % = 1. Entonces, usando la desigualdad de
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Holder y el hecho de que (p — 1)g = p tenemos

Z(ak + bk)p = Z(ak -+ bk)pfl(ak + bk) =

k=1 k=1

= (ar+ b)) ar + > (ag + )Py <
k=1 k=1

k=1

Dividiendo todo por (3 ,_, (ar + bx)P), tenemos que

1
1

(im " bk)p) - (i(ak - bm) - <(Ca) + (X bi)’l’

k=1

como queriamos comprobar. O

El caso p = 1 de las desigualdades de Holder y Minkowski se deja
€OMO ejercicio.

Con esto ya podemos definir los espacios {,, £ y comprobar que
son espacios de Banach.

DEFINICION 1.16. Definimos £, como el espacio vectorial n dimen-
sional de las n-uplas de nimeros reales o complejos (R™ ¢ C") dotado
con la norma del supremo |- ||, donde para todo x = (x1,...,x,) € R"
6 C", su norma del supremo se define como:

]l = méx |z

Sobre el mismo espacio vectorial R™ o C" podemos definir otras
normas. En particular tenemos

DEFINICION 1.17. Sea 1 < p < oo. Definimos € como el espacio
vectorial R™ ¢ C™ dotado con la norma p || - ||,, definida como:

el = (Z|)

=1
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OBSERVACION 1.18. Es sencillo ver que ||-||, verifica las propiedades
(1) y (2) de la definicion de norma. La propiedad (3) (la desigualdad
triangular) es precisamente la desigualdad de Minkowski.

Es interesante representar las distintas bolas unidad de los espacios
5127 para hacerse una idea de las distintas geometrias de estos espacios.

En los ejercicios veremos que los espacios normados finito dimen-
sionales son completos, por lo que en particular £ es un espacio de
Banach para todo 1 < p < oo y para todo n € N.

Anélogamente podemos definir los espacios £, (1 < p < 00).

DEFINICION 1.19. Sea 1 < p < oo. Definimos €, como el espacio
vectorial de las sucesiones x = (x;);en de nimeros (reales o complejos)
tales que Y oo, ;[P < 0o, dotado con la norma p definida por

(@)l = (Z mrp)

OBSERVACION 1.20. Para ver que €, estd bien definido es necesario
ver que efectivamente es un espacio vectorial y que || - | : ¢, — [0, 00)
es efectivamente una norma. Veamdslo. La unica dificultad reside en
comprobar que, si (x;),(y;) € €,, entonces (x;) + (y;) € £, y ||(x;) +

Wi)llp < (o) llp + 1l ()l
Para todo n < m, usando la desigualdad de Minkowski, se tiene

Lo, !
<Z ‘Iz + yz’|p> < (Z |Iz'|p> + (Z |yz“p> <
1=1 =1 i=1

m - m N
. (Zw) s (zw)
=1 =1

Asi pues, dejando tender m a infinito se tiene que

(}jmf+%v> < )l + Il

para todo n € N, de forma que, al dejar que n tienda a infinito tenemos
lo buscado.

S =

DEFINICION 1.21. Definimos (o, como el espacio vectorial de las su-
cesiones acotadas x := (r;);en de nimeros (reales o complejos), dotado
con la norma del supremo || - || definida por

(i) lloo = sup [
i€N
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Se ve facilmente que L estd bien definido, es decir, que es un espacio
vectorial y que || - || es en efecto una norma.

El espacio / es “muy grande” y tienen gran importancia sus si-
guientes subespacios cerrados.

DEFINICION 1.22. Definimos ¢ como el espacio vectorial de las su-
cesiones convergentes x = (z;);en de nimeros (reales o complejos),
dotado con la norma del supremo |||, y definimos ¢y como el espacio
vectorial de las sucesiones x = (x;);en convergentes a cero de nimeros
(reales o complejos), dotado de nuevo con la norma del supremo.

Todos los espacios definidos anteriormente son espacios de Banach.
Ese es el contenido de la siguiente proposicion.

PROPOSICION 1.23. Sea 1 < p < oco. Entonces £, es un espacio de
Banach. Ademds c y co también son espacios de Banach.

DEMOSTRACION. Veamos primero el caso 1 < p < oo. Considere-
mos (2")pen C £, una sucesion de Cauchy, donde z™ = (z}');. Dado
€ > 0 existe ng € N tal que para todo n,m > ny

00 P

|z — 2™ <€, es decir Z |zl — 2P | <e

i=1
En particular, para todo i € N, se tiene que |z]' — 2"| < €, y por
tanto (z}'), C K es una sucesion de Cauchy. Usando la completitud
de K tenemos que para todo ¢ € N existe z; € K tal que 2 — x;
cuando n tiende a co. Con esto ya tenemos el candidato a limite, que
es ¢ = (2;)ien. Veamos que x € {, y que 2" tiende a x en {,. Para
lo primero, por ser (™), una sucesion de Cauchy, sabemos que esta
acotada, y por tanto existe C' > 0 tal que, para todon € N, |[z"[|p < C

es decir
o0
D lapp<c
i=1

Entonces, para todos j,n € N se tiene que

J
S ey < c
=1

Tomando limites cuando n tiende a infinito, se tiene que
J
>l <c,
i=1
y dejando ahora que j tienda a infinito tenemos que
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o
Y lnlP<c
i=1
y por tanto z € £,,.
Veamos finalmente que 2" tiende a x en ||-|,. Sea € > 0. Seang € N
tal que, para todo n,m > ny,

|z™ — ™|, <e.

Entonces, para todo 57 € N tenemos que

j v
<Z|x;’—x;”|p> <.
i=1

Fijando j € N, eligiendo n > ng y dejando que m tienda a infinito
obtenemos que

j v
(Z!x?—xﬂ’j < e para todo j € N, n > ny.
i=1

Dejando ahora que j tienda a infinito, obtenemos que

0 v
<Z |z — xi|p> < € para todo n > ng
i=1

y por tanto z" tiende a x en /.

Para ver que /., es Banach, basta notar que ¢, = B(N), el conjunto
de las funciones acotadas

f"N— K.
Ya hemos visto en el Ejemplo 1.2 que ese espacio es completo. También,
si los alumnos conocen suficiente topologia, se puede ver que (o, =
C'(PN), las funciones continuas sobre la compactificacion de Stone-Cech
de N con la métrica usual. También en el Ejemplo 1.2 vimos que este
espacio es un espacio de Banach.

Veamos finalmente que ¢ y ¢y son espacios de Banach. Puesto que
ambos son subespacios de /,, y este es completo, sélo tenemos que ver
que ambos son cerrados en /... Lo vemos para ¢, el caso de ¢ es algo
més sencillo y se deja como ejercicio.

Sea (2"),eny C ¢ una sucesion tal que z” tiende a x € f. Hemos
de ver que x € c. Para todo n € N sea [, = lim;_,,, z'. Veamos que
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(I,)n es una sucesion de Cauchy. Sea e > 0. Existe ny € N tal que, para
todos n, m > ng se tiene

|z" — 2™ < e
Entonces para todo i € N
|z — 2| < e
Fijando n, m > ng y dejando que 7 tienda a infinito obtenemos que
[, — L] < e

Por tanto (l,), es una sucesion de Cauchy y existe [ € K tal que (l,)
tiende a [. Veamos que lim;_,, x; = [: sea € > 0. Existe ny € N tal que
para todo n > ng

|la" —z|| <ey |l, =] <e

Ademas existe j € N tal que para todo i > j

no
|Iz‘

— ln,| < €.
Entonces, para todo ¢ > j
|z — 1] < |a; — a4+ |20 — Loy + |1y — 1] < 3€

y por tanto x; tiende a l y x € c. 0

3. La construccion de los L,[0, 1]

Puesto que es posible que nuestros alumnos no conozcan la inte-
gral de Lebesgue, incluimos en esta memoria una breve descripcion sin
demostraciones de los resultados basicos de la Teorfa de la Integral de
Lebesgue. Creemos que deberia ser posible explicar en una o dos ho-
ras los resultados de esta Teoria necesarios para poder construir los
espacios Ly,[0, 1].

Comenzamos con una definicion

DEFINICION 1.24. Sea Q un conjunto y sea F C P(2) una coleccion
de subconjuntos de ). Decimos que F es una o-algebra si

1. Qe F.

2. 81 A € F entonces también su complementario A € F.
3. i (An)nen C F entonces

UneNAn 6 .F

Se sigue de la definicién que si F es una o-algebra y A, B € F
entonces A\ B € F, y si (A,)52, C F entonces también N°, A, € F.
Se puede demostrar que dada 7" C P(f2) una familia de subconjun-
tos de 2, existe una o-algebra minima (en el sentido de la inclusion) que
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contiene a T'. A esta o-algebra la denominamos la o-&lgebra generada
por T, y la escribimos (7).

No pretendemos desarrollar una Teoria de la Medida abstracta, sino
simplemente definir y justificar parcialmente los resultados principales
de la Teoria de la Medida de Lebesgue. Por lo tanto, de ahora en
adelante consideraremos 2 = [0,1] (todo es totalmente andlogo para
cualquier otro intervalo cerrado y acotado [a,b] C R) y la o-algebra que
consideraremos sera B, la o-algebra generada por los conjuntos abiertos
de [0,1]. A B se le denomina habitualmente la o-dlgebra de Borel.

Un par (Q,F), formado por un espacio y una o-algebra definida
sobre él se denomina un espacio de medida. Nuestro espacio de medida
sera siempre ([0, 1], B).

DEFINICION 1.25. Dado ([0, 1],B), un conjunto A C [0,1] se dice
medible si A € B.

En Teoria de la Medida es conveniente a menudo definir funciones
con valores en la recta real ampliada R = R U {—o0} U {400} 6 en
[0, 00]. En el caso complejo, diremos que una funcion toma valores en
C si f es de la forma f = g +1h, y tanto g como h toman valores en
R. Finalmente, si queremos denotar una funcién que toma valores en
R o C, segin el cuerpo sobre el que estemos trabajando, diremos que
f toma valores en K. Esta notacion no es estandar, pero creemos que
simplifica algo la escritura de varios de los resultados siguientes.

DEFINICION 1.26. Una funcién f : [0,1] — R se dice medible
st para todo conjunto abierto A C R y para todo a € R se tiene que

YA, f~Y[~o00,a)) vy f~*((a, +oc]) son medibles.

DEFINICION 1.27. Una funcién f : [0,1] — C se dice medible si
f=g+1h, con f,g:[0,1] — R funciones medibles.

Se tiene la siguiente proposicion que no demostraremos.

PROPOSICION 1.28. Sea (fn)nen una sucesion de funciones f, :
[0,1] — R medibles. Entonces

1. g =sup,, fn y h =limsup,, f,, son medibles.

2. Silim, f,(t) = f(t) para todo t € [0,1] entonces [ es medible.

3. Sif,g:[0,1] — R son medibles entonces las funciones max{f, g}
y min{ f, g} son medibles. En particular max{0, f} y min{0, f}
son medibles.
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DEFINICION 1.29. Una funcion f : [0,1] — K se dice simple si
eriste n € N, escalares {a,...,a,} y conjuntos Ay,..., A, € B tales

que
f = Z a; X A;
=1

Claramente, toda funcion simple es medible.

Del siguiente resultado esbozamos la demostracion.

TEOREMA 1.30. Sea f : [0,1] — R una funcion medible. Entonces
existe una sucesion de funciones simples (s,)n tal que

1.LO0< s <59 <0
2. Para todo t € [0,1]

h'in sn(t) = f(t)

DEMOSTRACION. Para todo n € N y para todo 1 < i < n2" sea

_ 1—1 1
= ([54)

y
Fn = f7Y([n, o0])
y sea
i1
" ; on XBni T TXE,

l

Si bien s6lo vamos a utilizar la medida de Lebesgue, damos la defi-
nicion general de medida (positiva contablemente aditiva)

DEFINICION 1.31. Dado un espacio de medida (), F), una medida
sobre dicho espacio es una funcion

m: F — [0, 00]
tal que
1. m@)=0

2. Para toda sucesion de conjuntos medibles (Ap)nen dos a dos
disjuntos (esto es, A, N A, =0 para todo m # n) se tiene

m (U An> => m(Ay).
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No es obvia la existencia de medidas no triviales. A continuacion
damos como teorema (sin demostracion) la existencia de la medida de
Lebesgue.

TEOREMA 1.32. En el espacio de medida ([0, 1], B) existe una tinica
medida
A:B—0,1]
tal que para todo 0 < a <b<'1
M(a,5) = Aa,b]) = b—a.
A esta \ la denominamos medida de Lebesgue.

Notese que para todo medida positiva m se tiene que si A, B son dos
conjuntos medibles con A C B entonces m(A) < m(B). La siguiente
proposicion (que tampoco probamos) nos dice que podemos aproximar
(en el sentido de la medida de Lebesgue) cualquier conjunto medible
desde dentro por compactos y desde fuera por abiertos.

PROPOSICION 1.33. La medida de Lebesgue \ es regular en el si-
guiente sentido: para todo A C [0, 1] y para todo € > 0 existe un conjun-
to cerrado (equivalentemente compacto) F C A y un conjunto abierto
G D A tales que

MG) —e < AMA) SAF) +e,
equivalentemente
MANF) <ey MG\ A) <e
Necesitamos ahora definir integracion respecto de la medida de Le-
besgue. Comenzamos definiendo la integral de las funciones simples
de la tnica forma razonable y la vamos extendiendo a las funciones

medibles ganando generalidad. No es dificil ver que cada una de las
definiciones va siendo coherente con las anteriores.

DEFINICION 1.34. Si s = Y"1 a;xa, : [0,1] — R es una funcion
simple y E C B es un conjunto medible, se define la integral de s en F
respecto de A como

/ sd\ =" a;\(A;NE).
E i=1

DEFINICION 1.35. Si f : [0,1] — [0, 00] es una funcion medible y
positiva, y E C B es un conjunto medible, se define la integral de f en

E respecto de A como
/fd)\:sup/ SdA,
E s JE
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donde el supremo se toma sobre todas las funciones simples s tales que
s < f.

Notese que la integral asi definida puede valer oco.

DEFINICION 1.36. Si f : [0,1] — R es una funcion medible, se
definen f* y f~ como

fH=max{f,0} y f~ = —min{f,0}.
De la Proposicion 1.28 se sigue que tanto f* como f~ son medibles
(y claramente positivas). Entonces, dado un conjunto medible E C B
consitderamos las dos integrales

/E Frdxy /E Fdn.

Si al menos una de esas dos integrales es finita, se define la integral de
f en E respecto de A\ como

/EfdA:/EﬁdA—/Ef—dA.

DEFINICION 1.37. Si f : [0,1] — @_es una funcion compleja me-
dible y f = g +1h, con g,h : [0,1] — R medibles, dado un conjunto
medible E C B se define la integral de f en E respecto de \ como

/fdA:/gdAJrz/hd)\
E E E

si las integrales involucradas en la definicion existen.

Finalmente,

OBSERVACION 1.38. Se demuestra que si [ es integrable Riemann
en un intervalo |a,b], entonces la integral de Riemann de f en [a,b] y
la integral de Lebesgue de f en [a,b] coinciden. Se demuestra también
que existen funciones no integrables Riemann que si son integrables
Lebesqgue.

Resumimos en las dos siguientes proposiciones las propiedades bé-
sicas de la integral de Lebesgue que necesitaremos mas adelante, sin
demostraciéon. Necesitamos una definicién previa.

DEFINICION 1.39. Sea f : [0,1] — R una funcién medible. De-
cimos que f es integrable si las dos integrales que aparecen en su de-
finicion son finitas. Andlogamente, si f : [0,1] — C es una funcidn
medible, decimos que f es integrable si las dos integrales que aparecen
en su definicion son finitas.

PROPOSICION 1.40. Sea f,g:[0,1] — R y E € B. Entonces
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1. Si f es medible y acotada en E entonces f es integrable.
2. Sia < f(x) <b para todo x € E entonces

a\(E) < / Fdx < bA(E).

3. Si f,g son integrables en E y f(x) < g(z) para todo x € E

entonces
/ fd\ < / gdA.
E E

PROPOSICION 1.41. Sea f,g:[0,1] — K y E € B. Entonces
1. St f, g son integrables, entonces para todo o, 5 € K

/E(Oéerﬁg)d)\:a/EfdAJrﬁ/Egd)\.

(Si bien es razonablemente inmediato que los escalares pueden
salir fuera del signo integral, para demostrar la aditividad de la
integral se suele usar el Teorema de la Convergencia Mondtona,
que veremos mds adelante, o algin resultado equivalente.)

2. Si f es medible y \(FE) = 0 entonces

)
[Efd)\zo.

3. Si f es integrable en E y A € B verifica A C E entonces f es
integrable en A.

/ fdA’ < [ Irian

De los resultados anteriores se deduce que los conjuntos de medida
nula son despreciables en la integracion:

4.

PROPOSICION 1.42. Sean f:[0,1] — Ky A E€B. SiACEy

AME\ A) =0 entonces
d\ = d\
Jon=]g

Este dltimo resultado hace que, si lo que nos interesa de las funcio-
nes sea su integral, parezca que tenga sentido considerar la siguiente
relacion de equivalencia. Dadas dos funciones medibles

f?g : [071] —>K
decimos que f ~ g si

A ({x € [0,1] tales que f(z) # g(z)}) = 0.
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Es claro que ~ es una relaciéon de equivalencia y que si f ~ g entonces

para todo E € B
/ fdx = / gd.
E E

La siguiente notacion util esta relacionada con lo anterior: Si una
propiedad P ocurre para todo z € [0,1] \ A siendo A un conjunto de
medida nula, decimos que P ocurre en casi todo punto, abreviado c.t.p.

En particular, f ~ g siy solo si f(z) = g(z) c.t.p.

Los dos resultados que enunciamos a continuacién, sin demostra-
cion, son fundamentales en la teoria de integracion de Lebesgue, y nos
permitiran intercambiar limites e integrales en numerosas ocasiones.

TEOREMA 1.43 (de la Convergencia Monétona). Sea £ C B. Sea
(fn) una sucesion de funciones medibles f, : [0,1] — [0, 00] tales que
para todo x €

0< fi(z) < fa(z) <---
Sea f:[0,1] — [0,00] la funcion definida como

flz) = h’gn fn(x) para todo x € [0,1].

Entonces

im [ fud\ = / fd\.
E E

n—oo

TEOREMA 1.44 (de la Convergencia Dominada). Sea E C B. Sea
(fn) una sucesion de funciones medibles f, : [0,1] — [0,00] y sea
f:10,1] — [0, 0] tales que

fz) = H,En fn(x) para todo x € [0, 1].

(Notese que f es medible como consecuencia de la Proposicion 1.28).
Si existe una funcion g : [0,1] — [0, 00] integrable en E y tal que para
todo n € N y para todo z € [0,1]

| fa(2)] < g(2)
entonces
lim fnd)\:/fd)\.

Una vez que tenemos a nuestra disposicion los resultados basicos de
la Teoria de integraciéon de Lebesgue, podemos iniciar la construccién
de los espacios L,[0, 1].

Empezamos proponiendo como ejercicio la demostracion de las de-
sigualdades de Holder y Minkowski en la version integral.
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EJErRcICIO 1.1 (Desigualdad de Hélder). Sean 1 < p,q < oo con
=1, sean f,g:1[0,1] — [0, 00] medibles y sea E C B. Entonces

o= (o) ([0

EJERCICIO 1.2 (Desigualdad de Minkowski). Sean 1 < p,q¢ < oo
con %—‘—% =1, sean f,g : [0,1] — [0, 00| medibles y sea E C B.

Entonces
(fir+or0)’ < (7o) +([ra)

Definimos ahora las normas p para las funciones medibles.

1 1
P+q

DEFINICION 1.45. Sea f : [0,1] — K una funcién medible y sea
1 <p < oo. Se define la norma p de f como

1l = ( / |f|pdA>p

Veamos ahora el caso p = oo.

DEFINICION 1.46. Sea f : [0,1] — [0, 00| una funcion medible.

Sea
S = {a € R tales que \(f (e, 00])) = 0}

Si S =0 hacemos B = oo. Si S # 0, decimos que o € S es una cota
esencial de S y hacemos 8 = inf S. Llamamos a B el supremo esencial
de f.

Ahora, dada una funcion medible f : [0,1] — K, llamamos B al
supremo esencial de |f| y definimos la norma oo de f como

[flloe =5

Puesto que

FH(B,00]) = U (B + -, 00))

y dado que la uniéon numerable de conjuntos de medida 0 tiene medida
0, se sigue que el supremo esencial es una cota esencial y por lo tanto

f(@) < | flloo c-tup.

Ya podemos definir los espacios L,.

DEFINICION 1.47. Sea 1 < p < oo. Se define el espacio vectorial
L,[0,1] como

L£,[0,1] = {f : [0,1] — K medibles tales que || f||, < 0o}.
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Quisiéramos ver ahora que el espacio £,[0,1] con la norma p es
un espacio de Banach. Lamentablemente la norma p no es una norma
en £,[0,1]. Lo tinico que falla es que f puede ser distinta de 0 (en el
sentido que esperarfamos de “ser distinto de 0”) mientras que || f|, = 0,
tomese por ejemplo

1 siz=0
f(x)—{o stz # 0.
La solucién es definir los espacios L, [0, 1] como el cociente de £,[0, 1]

por la relacion de equivalencia ~ definida anteriormente.
Con esta definicion se tiene

EJERCICIO 1.3. Sea 1 < p < o0. El espacio L,[0,1] con la norma
|l -1l es un espacio normado.

Es algo mas complicado ver que L,[0, 1] es un espacio de Banach.
Siguiendo la costumbre habitual, al escribir no somos totalmente rigu-
rosos en la distincion formal entre f € £,[0,1] y su clase [f] € L,[0, 1].
Creemos que no hay confusion posible y que ser totalmente formalistas
confunde més que aclara.

TEOREMA 1.48. Sea 1 < p < oco. El espacio L,[0,1] con la norma
|l -1l es un espacio de Banach.

DEMOSTRACION. Consideramos primero el caso 1 < p < oo. Sea
(fa)n C L,[0,1] una sucesion de Cauchy. Queremos ver que (f,,) con-
verge a una funcion f € L,[0, 1], y por ser (f,) una sucesion de Cauchy,
esta claro que basta probar que (f,,) tiene una subsucesion convergente.
Asi, tomando una subsucesion podemos suponer sin perdida de gene-
ralidad que

1
i = Full <
Sea fo =0y para todos n € N, t € [0, 1] sea

gn(t) = Z | fi41(t) = f5 ()]

o) =3 fya(0) = 1)

Entonces, por la desigualdad triangular se tiene

n n 1
lgnllp < ZO 1 fi0 = Filly < Lfr = follp + Zl 5 = Al + 1.
J= J=
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Como ademas la sucesion (g,,) es creciente y converge a g del Teo-
rema de la Convergencia Mono6tona se tiene que

glly = M flgall, < [[frllp + 1

y por tanto g € L,[0,1], y en particular g es finita c.t.p.

Es decir, la serie > 72 fj41(t) — f;(t) converge absolutamente c.t.p.
y por tanto converge c.t.p.

Para todo t € [0, 1] sea entonces

t) = Z fiva(t) — f;(2).
Como

fn Zf]—i—l )

se tiene que

lim f.(t) = £

| fu(t) Z | fi+1(t) — f;(t)] < g(t) para todo t € [0, 1].

Ahora el Teorema e la Convergencia Dominada nos dice que

/ |f\pd)\_hm/ \fn]pd/\</ A < o0

y por tanto f € L,[0, 1].

En ese caso tambien |f| + g € L[0,1] v |f — ful? < (If] + g)"
para todo n € N. Por tanto, de nuevo el Teorema de la Convergencia
Dominada nos dice que

1
||f—fn||£=/0 fu— FIPAA 5 0

y por tanto f, — fen ||-|,, lo que termina la demostracion en el caso
1<p<oo.

Si ahora p = 00, sea (f,,) C Loo[0, 1] una sucesion de Cauchy. Para
todos n,m € N sea

An = {t € [0,1] tales que [fo(t)] = [[f[loc}

y sea

By = {t € 0,1] tales que | f,,(t) — fu(t)] = || fin — fulloo}-
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- (000 0 )

n,m=1
entonces m(F) = 0y esta claro que (f,,) tiende uniformemente en F° a
una funciéon f acotada. Por lo tanto f € L[0,1] y || fo— flleo = 0. O

En muchas ocasiones la forma mas comoda de estudiar un espacio
L,[0,1] es considerarlo como el completado de C[0,1] con la norma
p. Contamos eso a continuacion sin detallar las demostraciones, puesto
que eso nos llevaria a internarnos en la Teoria de la Integral de Lebesgue
mas de lo que consideramos adecuado para este curso.

Comenzamos enunciando sin demostracion el Teorema de Lusin. Al
presentarlo en clase podemos hacer un esquema de la demostracion,
utilizando la regularidad de A y el Lema de Urysohn, aunque sin com-
pletar los detalles.

TEOREMA 1.49 (Lusin). Sea f : [0,1] — K una funcidn integrable,
sea B C B con f(x) =0 six € E y sea € > 0. Entonces existe
g € C[0,1] tal que

A{z; fz) # g(x)}) <€

19lloc < 11 lloo-

Necesitamos otro resultado, interesante en si mismo.

PROPOSICION 1.50. Sea S el conjunto de las funciones s : [0,1] —
K simples y sea 1 < p < co. Entonces S es denso en L,[0,1].

DEMOSTRACION. Vemos primero el caso real. Sea f € L,[0,1], f >
0, v sea (s,) C S una sucesion tal que 0 < s < s < -+ y

lim s, () = f(z) c.t.p.

Puesto que | f —s,|P? < |f]?, del Teorema de la Convergencia Dominada
se sigue que
1f = snllp = 0.

Una vez probado el caso f > 0 se puede probar el caso de f con valores
en R descomponiendo f = f* — f~, y a continuacion se prueba el caso
de f con valores en C descomponiendo f = g + 2h. U

Finalmente se tiene

TEOREMA 1.51. Sea 1 < p < oco. Entonces (C[0,1], ] -||,) es denso
en L,[0,1].
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DEMOSTRACION. La demostracion se sigue del resultado anterior
més el Teorema de Lusin. U

Finalmente podemos comentar que se puede demostrar que C|0, 1]
es separable y que L..[0, 1] no lo es, por lo que (C[0, 1], || - ||oc) no puede
ser denso en L]0, 1].

4. Practicas sugeridas.

EJERCICIO 1.4. Comprobar que todo espacio normado de dimension
finita es completo.

EJERCICIO 1.5. Sea (X, || -||) un espacio normado. Entonces || - || :
X — [0, +00) es una funcidn continua.

EJERCICIO 1.6. Para todo n € N sea X,, un espacio de Banach.
Probar que, para todo 1 < p < 0o, el espacio

EP(XN) = {<wn)n6N

o
tales que x,, € X, para todon € N y Z |z, ||P < oo}
n=1
es un espacio de Banach con la norma

[(zn)nenl| = <Z ||xn||p) : :

Andlogamente probar que ¢(X,,), co(Xy) y loo(Xy) con las definiciones
obvias también son espacios de Banach.

EJERCICIO 1.7. En muchas ocasiones (en particular en la construc-
cion de los duales de estos espacios) necesitaremos una “aprorimacion
por un numero finito de coordenadas” a los elementos de {,, ¢ y co.
Para esto resulta muy adecuado definir el espacio

coo = {(zn)nen € K" tales que existe ng € N de manera que
para todon > ng x, =0},
es decir el espacio de las sucesiones de escalares con un numero finito de
términos no nulos. Comprobar que, para todo 1 < p < 0o, (coo, || - )
es un espacio normado pero no es un espacio de Banach. Para todo

1 < p < oo comprobar que coo C £, y que coo es denso en £,. Comprobar
también que cog C co Yy que coy €s denso en cg.

EJERCICIO 1.8. Aplicar el Teorema 1.12 para demostrar el reciproco
de la Proposicion 1.4: St X es un espacio normado, ¥ C X es un
subespacio vectorial cerrado y X/Y es un espacio de Banach, entonces
X es un espacio de Banach.
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EJERCICIO 1.9. Bases de Schauder. |26, p. 133]

EJERCICIO 1.10. Separabilidad. Definicion y propiedades bdsicas.
Comprobar que (, es separable si y solo si 1 < p < 0o, y que ¢y es
separable. Demostrar que C[0,1] es separable.

EJERCICIO 1.11. Probar que si 1 < p < oo L,[0,1] es un espacio
de Banach.

EJERCICIO 1.12. Dar condiciones necesarias y suficientes para que
se tenga la igualdad en las desigualdades de Hélder y Minkowsk:.

EJERCICIO 1.13. Demostrar que st 1 < q < p < 00 entonces la
inclusion £, C L, es propia.

EJERCICIO 1.14. Encontrar una sucesion que pertenezca a co pero
no a ¢, para ningin p € [1,00).

EJERCICIO 1.15. Hacer un boceto de las bolas unidad en EIQ, con
p= 1,%,2,4,00.

EJERCICIO 1.16. Demostrar que si X tiene dimension finita e Y C

X es un subespacio vectorial propio entonces eriste x € Sx tal que
d(z,Y) = 1.

EJERCICIO 1.17. Sea C™][0,1] el conjunto de las funciones conti-
nuas con derwada n-sima continua, con la norma

I/l = mdx || f]le

0<k<n

Demostrar que C"™[0,1] con esa norma es un espacio de Banach.



Capitulo 2

Aplicaciones lineales continuas entre espacios
normados

Contenidos: Aplicaciones lineales continuas. Espacios isométricos
e isomorfos. Normas en L£(X;Y'). Espacio dual. Hiperplanos y formas
lineales.

Como ya hemos dicho, el objeto natural de trabajo del Analisis Fun-
cional van a ser espacios vectoriales, en general de dimension infinita,
dotados de algin tipo de topologia vectorial (en este curso solo con-
sideramos espacios normados). Resulta pues natural que en el estudio
de estos espacios sea de gran importancia el estudio de las aplicacio-
nes lineales y continuas entre ellos, dado que estas son las aplicaciones
que preservan las dos estructuras (vectorial y topologica) con las que
estamos trabajando. De hecho muchas de las aplicaciones del Anéli-
sis Funcional consisten precisamente en estudiar ciertas aplicaciones
lineales y continuas destacadas entre espacios normados.

Tras ver las caracterizaciones mas utilizadas de la continuidad de
una aplicacion lineal T': X — Y, estudiamos la situacion cuando X
tiene dimension finita y vemos que si X tiene dimension infinita siem-
pre existen aplicaciones lineales no continuas. Definimos seguidamente
cuando dos espacios son isomorfos o isométricos.

Es facil ver que L£(X;Y), el espacio de las operadores de X a Y
tiene estructura de espacio vectorial. Lo interesante es que también se
puede definir una norma que le convierte en espacio normado, completo
si Y lo es. En particular se sigue que el dual de todo espacio normado
es un espacio de Banach.

Para terminar, incluimos en este capitulo un breve estudio de la
relacion entre formas lineales e hiperplanos, necesario para estudiar el
Teorema de Hahn-Banach en el siguiente capitulo.

En la preparacion de este capitulo hemos seguido principalmente
26], [19] y [10].

33
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1. Aplicaciones lineales continuas
Empezamos con el siguiente teorema
TEOREMA 2.1. Sean X,Y dos espacios normados, y sea T : X —

Y una aplicacion lineal. Entonces, son equivalentes:

(i) T es continuo.

(ii) T es continuo en el origen.

(iii) Fziste C > 0 tal que |T(z)|| < C||z|| para todo x € X

(iv) T es Lipschitziana, es decir, existe C' > 0 tal que
IT(x) = T(y)ll < Cllz =yl

para todos x,y € X.

(v) T(Bx) estd acotado en'Y'.

(vi) ker(T) es un subespacio cerrado y la aplicacion lineal T : X/ ker(T) —
Y definida como

es continua.
DEMOSTRACION. Claramente (i) implica (ii).

Para ver que (ii) implica (iii), si T es continuo en el origen, entonces,
dado € > 0 existe 0 > 0 tal que, siempre que [|z| < ¢ se tiene

1T ()|l < e
Entonces, para todo 0 # = € X se tiene que

ron-pr ()] 2]

Como
zd ‘ B
||
entonces
7@ < 921

y C = % verifica (iii).

Que (iii) implica (iv) se sigue de la linealidad de T', puesto que
[T(z) =Tl = 1Tz -yl < Cllz -yl

Claramente (iv) implica (i).
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Si (iii) es cierto, entonces, para todo x € By, ||T(z)| < C, luego
T(Bx) esta acotado y se tiene (v).

Reciprocamente, si tenemos (v), y, por ejemplo ||T(z)|| < C para
todo x € By, entonces para todo 0 # x € X se tiene

T (—) H < Cle]
Bl

Veamos que (i) implica (vi). Claramente, si T' es continuo entonces
ker(T") es un subespacio cerrado. Por tanto ya vimos que X/ ker(T) es
un espacio normado con la norma inducida. Es conocido (y facil de ver)
que la aplicacion T esta bien definida y es lineal. Ademas

1T ()]l = Il

lo que implica (iii)

IT(2Dll = 1T ()] < Cll]

si 1" es continuo.

Reciprocamente, si se tiene (vi), existe C' tal que
IT ([l < C|[[«]]]
y por tanto, para todo x € X,
1T (@)l = 1T (=D < l|[=]]] < Cl«]

ya que
= inf <
il = _fufflo+ 21 < o]
por tanto (iii), y de ahi (i), son ciertos. O

Veamos como corolario (aunque es facil probarlo directamente) que
en espacios de dimension finita todo operador lineal es continuo.

COROLARIO 2.2. Sean X,Y dos espacios normados con dim X < oo
y sea T : X — Y wuna aplicacion lineal. Entonces T es continuo.

DEMOSTRACION. Puesto que ya hemos visto anteriormente que en
los espacios de dimensioén finita todas las normas son equivalentes, supo-
nemos sin perdida de generalidad X = (7. Sea (e;)!_; la base canénica
de (7 y sea

M = sup || T(e;)]]-
(2

Entonces, para todo z = (x1,...,x,) € By,

1T ()|l =

< Z |z |1 T (e) || <
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<MY |ul <M
%

y el teorema anterior nos garantiza que 7" es continuo. U

Veamos que de hecho esa condiciéon caracteriza a los espacios de
dimension finita.

TEOREMA 2.3. Sea X un espacio normado de dimension infinita
e Y un espacio normado no nulo. Entonces existe una aplicacion T :
X — Y lineal no continua.

DEMOSTRACION. Sea (z,) C By una familia de vectores lineal-
mente independientes, consideremos una base B de X que contenga a
la sucesion (z,,) y un vector 0 # y € Y. Definamos ahora la aplicacion
lineal T": X — Y en todos los elementos de la base B mediante

ny, sib=ux,
T(b) =
0, si b # x, para todo n

y la extendemos por linealidad a todo X. Entonces claramente 7'(Bx)
no esta acotado, por lo que 7' no es continuo. U

Desde el punto de vista de las categorias, siempre es importante
establecer alguna condicion de “equivalencia” entre los objetos de la
categoria. En la categoria de espacios de Banach, y de espacios nor-
mados, hay dos nociones que pueden jugar este papel, segiin en que
aspectos de la teoria deseemos fijarnos.

DEFINICION 2.4. Dos espacios normados X eY se dicen isomorfos
st existe una aplicacion lineal biyectiva y continua 0 : X — Y tal
que su inversa 01 (que sabemos por Algebra Lineal que es lineal) es
continua.

Veremos que del Teorema de la Aplicacion Abierta se sigue que si
6 es como en la definiciéon entonces 0! siempre verifica lo pedido.

Observemos que si X e Y son isomorfos, entonces X es Banach si
y s6lo si Y lo es, ya que los homeomorfismos lineales ya vimos que son
uniformemente continuos.

DEFINICION 2.5. Dos espacios normados X e Y se dicen isométri-
cos si existe una aplicacion lineal y biyectiva 0 - X — 'Y tal que, para
todo x € X,

16 = ll=]]-
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Los isomorfismos conservan la estructura lineal y topologica de los
espacios. Las isometrias conservan ademas la geometria de los espacios.
Se distingue entonces a menudo entre la Teoria Isométrica, més preo-
cupada de problemas de Geometria de Espacios de Banach, y la Teoria
Isomoérfica, mas preocupada de problemas que se suelen denominar es-
tructurales.

A continuacién damos algunos ejemplos de aplicaciones lineales y
continuas (operadores de ahora en adelante) o no continuas entre es-
pacios normados.

EJEMPLO 2.6. Sea A = (a; ;)i jen una matriz infinita y sea 1 < p <
00.

Sip =1, supongamos que y(j) = > -, |ai;
y que y(j) — 0 cuando j — oc.

Sil<p<ooy ]% + é =1, supongamos que

< 00 para todo j € N

o /o0 £\ 7
By = Z (Z ]ai7j|q) < 0.
i=1 \j=1
Entonces el operador
Ty:l, — 1,
dado por

Ta(z) = (Z am%‘)

j=1 j

(estd bien definido y) es continuo.

Comencemos viendo el caso p = 1. Notemos que si y(j) — 0 en
particular se tiene que sup; v(j) = C < oo. Entonces

o o o
|Ta(z) ||y = (Z am’%‘) =D | <D0 ai| =
=1 i=1 | j=1 i g

i1
= angllasl <Yl Y aigl =Y M) < Cllally,
i j i j

por lo que Ty es continuo.

Veamos ahora el caso 1 < p < co. Notese el uso de la desigualdad

de Holder.
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o0 o0
| Ta(2)llp = (Zai,j%) < <Z\am‘%‘|> <
j=1 ;
P
<l| zw (zw l
1
o] q
= ||z, (Zlmq) NS
j=1

illp
y por tanto Ty es continuo.

Veamos un analogo continuo del ejemplo de arriba, lo que se conoce
como operadores integrales de Fredholm.

EJEMPLO 2.7. Sea k(-,-) : [0,1] x [0,1] — K wuna funcién a la
que de ahora en adelante nos referiremos como nicleo de Fredholm. Fl
nicleo k nos permite definir una aplicacion entre espacios funcionales
(de momento por precisar)

x> Ti(x // (s,t)x

Se pueden estudiar las caracteristicas de este operador en funcion del
nicleo k y del espacio en que lo definamos.

En este ejemplo, consideremos 1 < p < oco. Sea X = L,[0,1], sea
Y = L,[0,1] con Ilj + % = 1 y supongamos que k € L,([0,1] x [0, 1]).
Entonces, para todo x € X y s € [0,1] usando la version integral de la
desigualdad de Holder andlogamente a como lo hicimos en el Fjemplo
7.10 tenemos

e |</ (s, Olle(0)|dt < ||z, (/ \kzst|th>
y por lo tanto
1)l = ( / Ti(a |st) <

<], (/ / |kst\thds) — llel Ikl

de donde se sigue la continuidad de Ty, : L,[0,1] — L0, 1].

Veamos algtin ejemplo de operador lineal no continuo
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EJEMPLO 2.8. Sea C[0,1] el espacio de las funciones con derivada
continua, dotado de la norma del supremo, y sea
D :CY0,1] — C[0,1]
el operador derivacion. Entonces D es lineal pero no continuo, ya que,

si fu(t) = 1", entonces || fn]| = 1 pero
DU = [1fall = sup [lnt™H ] = n

EJEMPLO 2.9. Andlogamente, podemos definir la forma lineal
7' C'0,1] — K

dada por

2(f) = f(1)
y ver que no es continua. En efecto, veamos que ker ' = 2'~1{0} no es
cerrado: sea f, =t—L. Entonces f),(1) =1—2 =0 para todon € N, y

por tanto f! € kera'. Claramente f, tiende a f(t) =t pero f & kera'.

Ya sabemos del Algebra Lineal que el espacio de operadores lineales
entre espacios vectoriales tiene a su vez estructura de espacio vectorial.
Es muy facil ver que los operadores lineales y continuos forman un
subespacio vectorial de este (sin mas que notar que [[(T 4+ S)(z)| =
1T(x) + S(@)|| < (T ()] + 1S@)]] < Cillz|| + Collz]| = (C1 + Co)l|]]
y que [[aT'(x)|| = ||| T(x)]|). Denotaremos a este tltimo espacio por
L(X;Y). Veamos que L£(X;Y) hereda de X e Y una estructura natural
de espacio normado.

DEFINICION 2.10. Dados dos espacios normados X e Y y un ope-
rador T : X — Y definimos su norma como

1T} = sup [|T(z)]

r€Bx

Es facil ver que esa funcion es efectivamente una norma en £(X;Y).

LEMA 2.11. Dados dos espacios normados X e Y y un operador
T: X —Y se tiene

|T|| = inf {C >0, tal que ||T(2)|| < C||x| para todo x € X} =
= sup [ T'(x)]]

reSX

DEMOSTRACION. Llamemos [ := inf{C > 0, tal que ||T'(z)| <
C||z|| para todo x € X}. Si C es tal que

1T ()] < Cl=]]
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para todo x € X, entonces

sup [|T(z)|| < C
<1
y por tanto ||T|| < I.
Por otro lado, si 0 # = € X, entonces

17(@)) = 2] |7 (—) I < flall sup 7))

] seSx

de donde

I < sup |[T(z)[ < TN < 1.
zESx
0

Ya hemos visto que £(X;Y) con la norma de operadores es un
espacio normado. Veamos ademas que es un espacio de Banach si Y lo
es

PROPOSICION 2.12. Dados dos espacios normados X e Y, si Y

es un espacio de Banach entonces L(X;Y) también es un espacio de
Banach.

DEMOSTRACION. La demostracion es esencialmente la misma de
siempre: consideramos una sucesion de Cauchy, le buscamos un candi-
dato al limite y finalmente verificamos que dicho candidato es efectiva-
mente un elemento del espacio y que la sucesion converge a él.

Sea (T)nen C L(X;Y) una sucesion de Cauchy. Es facil ver que,
para todo z € X, (T,,(z)),, es una sucesion de Cauchy en Y. Por tanto,
puesto que Y es completo, existe y € Y tal que (T,(z)), tiende a y.
Consideramos la aplicacion T': X — Y definida por

T(x) = h'in T, (z).

Debemos ver que T' es lineal y continua: la linealidad se sigue del
hecho de que la suma y el producto son continuos; veamos por ejemplo
la aditividad

T(x+y) =1mT,(z +y) = Im(T,(z) + T.(y)) = T(z) + T(y)
Para ver que T es continuo, por ser (7)) una sucesion de Cauchy, para

todo € > 0 existe ng tal que para todo n,m > 0, ||T,, — T,,|| < e.
Entonces, por la continuidad de la norma, para todo m > ny

(1) 1T (x) = Ton(2) || = M |7, (2) = Ton ()| <
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< 1w [T, — T | 2] < ela]
y por tanto, tomando € = 1,
1T ()|l < [T(2) = Ton(2) || + 1T (@) [| < (L4 [ Tnl]) |l

lo que implica que T es continuo. La convergencia de (7},) a T se sigue
de (1). O

Probablemente sea interesante recalcar en algiin momento que es
en general muy dificil calcular la norma de un operador, incluso para
muchos operadores aparentemente sencillos. Considérese por ejemplo
el caso de operadores 1" : ¢ — (3, dados por una matriz. Dada una
matriz, resulta un problema muy complejo y a menudo importante cal-
cular, o al menos estimar, su norma como operador entre esos espacios.

La siguiente proposicion es muy usada.

PROPOSICION 2.13. Sean X,Y,Z espacios normados, y sean T €
L(X;Y)yS e L(Y;Z). Entonces SoT € L(X; Z) y ||SoT|| < ||S||7T]|

DEMOSTRACION. Basta observar que
1(S o T)(x)l| = ST @) < [[SIHT 2]
O

Dado un espacio normado X, llamamos X* := £(X; K). Del Teore-
ma 2.12 se sigue que X* es siempre completo. Llamamos a X* el dual
topolégico, o simplemente dual de X. Del Teorema 2.3 se sigue que en
los espacios de dimensién infinita el dual algebraico y el topolégico no
coinciden. Nosotros usaremos exclusivamente el dual topolégico, puesto
que es el que nos permitira utilizar la estructura topologica del espacio.

Para poder estudiar en el proximo capitulo las aplicaciones geomé-
tricas del Teorema de Hahn-Banach necesitaremos estar familiarizados
con la nocion de hiperplano. Aprovechamos este momento para intro-
ducir su definiciéon y probar algunos resultados elementales.

Sea X un espacio vectorial. Un hiperplano M C X es un subespacio
vectorial de codimension 1, es decir, tal que dim(X /M) = 1. Existe una
relacion biunivoca entre hiperplanos y (rectas de) formas lineales (no
necesariamente continuas).

PROPOSICION 2.14. Un subespacio vectorial M C X es un hiper-

plano si y solo si existe una forma lineal no nula x' : X — K tal que
M = kerx'.
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DEMOSTRACION. Si M es un hiperplano, sea @ : X — X/M la
aplicacion cociente canodnica, y sea 6 : X/M — K un isomorfismo.

Entonces ' = fo (@ : X — K es una aplicacion lineal tal que ker 2’ =
M.

Reciprocamente, si 2/ : X — K es una forma lineal no nula,
llamando M = ker 2’ tenemos que la aplicacién canoénica
2 X/ kera' — K
dada por
2'([2]) = o/(x)

esta bien definida, es lineal, inyectiva y sobreyectiva, y por tanto esta-
blece un isomorfismo lineal entre X/ kera’ y K, es decir,

dim(X/kerz') = 1.
U

PROPOSICION 2.15. 57 X es un espacio normado y M C X es un
hiperplano, entonces M es cerrado o denso.

_ DEMOSTRACION. Sea M, la clausura topologica de M. Entonces
M es un subespacio vectorial (Proposicion 1.3) y se tiene que

McMcX

Al ser dim X/M = 1, se tiene que, o bien M = M (M es cerrado) o
bien M = X (M es denso). O

A la vista de la division de los hiperplanos en densos y cerrados, y de
la relacion entre hiperplanos y formas lineales, la siguiente proposicion
resulta natural.

PROPOSICION 2.16. Sea X un espacio de Banach y 2’ : X — K
una forma lineal. Entonces ker 2’ es cerrado si y sélo si ' es continua.

DEMOSTRACION. Claramente si 2’ es continua entonces kerz’ =
'71({0}) es cerrado.

Reciprocamente, supongamos que ker z’ es cerrado. Sea
Q:X — X/kera
la aplicacion cociente, que es continua (Ejercicio 2.2). Sea

0:X/kerr' — K
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un isomorfismo algebraico, que siempre es continuo por ser una aplica-
cion lineal entre espacios de dimension finita (Corolario 2.2). Entonces

f=00Q: X —K
es continua y ker f = ker z’. Veamos finalmente que existe a € K tal
que =’ = af, y por tanto ' es continua.

Sea xo € X tal que f(z9) = 1. Entonces 2’(z¢) = o # 0 (porque los
nicleos de fy 2’ coinciden). Sea ahora z € X y sea a = f(x). Entonces

flz —azy) = f(z) —al =0
y por tanto
r — axgy € ker f = ker 2/,
es decir
'(z — axg) =0
de donde 2'(x) = aa’(x), es decir

2 (z) = f(x)2'(x9) = af (x) para todo z € X.
U

EJEMPLO 2.17. Veamos un ejemplo de un hiperplano denso: consi-
deremos la sucesion (e,) C cy. Sea 2° € ¢y, 2° = (1, %, %, ...), es decir
2% = L. Es facil ver que {zo} U {en;n € N} es un sistema linealmente

independiente. Sea entonces B = {xo} U {e,;n € N} U {b;;i € I} una
base de Hamel. Entonces todo x € ¢y se puede escribir en forma tinica

como
T = Qg + g Op €, + g o€,
n 7

(donde sdlo una cantidad finita de coeficientes son no nulos). Definimos

' g — K como 2'(x) = ap. Asi definido 2’ es una forma lineal

obviamente no nula puesto que x'(xg) = 1. Claramente coy C kerz’ y
puesto que coy es denso en ¢y se tiene que ker 2’ es denso.

2. Practicas sugeridas

EJERCICIO 2.1. Dos espacios normados X,Y son isomorfos si y
solo si existe una aplicacion lineal y biyectiva 0 : X — Y y existen
a, B > 0 tales que, para todo v € X,

allzl] < [1(=)]] < Bl

EJERCICIO 2.2. Sea X un espacio normado, Y C X un subespacio
vectorial cerrado. Entonces la aplicacion cociente

Q: X — X/Y

es continua.
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EJERCICIO 2.3. Sea 1 < g < p < oo. Probar que la identidad formal
i: 4y — L, es continua.

EJERCICIO 2.4. [17, p. 103] Si (F,,) C L(CI0,1]) es una sucesion
de operadores positivos tal que

i F(f) = f
para f =1,x, 1% entonces

m F,(f) = f
para todo f € C[0,1].

EJERCICIO 2.5. Sea H = Ly y sea CY el conjunto de las funciones
con derivada continua. Sea t € [0,1] y sea D; : CV — K la forma
dada por

Dt(f) = f/(t)-
Demostrar que Dy no se puede extender con continuidad a Lo[0, 1].
EJERCICIO 2.6 (Matriz de Hilbert). Probar que la matriz A =
(ai’j)i,jeN con
1
1+
define un operador acotado T : by — Uy con ||T|| < 7.

Q4,5



Capitulo 3

Teoremas de Hahn-Banach

0.1. Contenidos: Teorema de Hahn-Banach en forma analitica.
Forma normante. Espacios vectoriales topologicos. Espacios localmen-
te convexos. Seminormas. Funcionales sublineales. Conjuntos absor-
bentes, equilibrados, convexos. Teoremas de Hahn-Banach en forma
geométrica. Reflexividad. Dual de un espacio cociente. Aplicaciones.

El Teorema de Hahn-Banach (o mas bien los Teoremas de Hahn-
Banach) juegan un papel fundamental en la teoria de Espacios Nor-
mados, asi como en la teoria de Espacios Localmente Convexos. En su
forma analitica, el Teorema de Hahn-Banach nos permite extender for-
mas lineales definidas sobre subespacios y dominadas por funcionales
sublineales o seminormas. Esto nos garantiza que los espacios duales
son, en primer lugar, no vacios, y en segundo lugar, suficientemente
ricos como para determinar importante informacion estructural acerca
de los espacios. En su forma geométrica, el Teorema de Hahn-Banach
nos permite separar por medio de hiperplanos determinados pares de
conjuntos del espacio y esto tiene una importancia fundamental, como
se verd en las aplicaciones. Las dos formas del teorema estan relacio-
nadas ya que, como vimos en el capitulo anterior, hay una estrecha
relacion entre formas lineales e hiperplanos. Nosotros demostraremos
en primer lugar la forma analitica, y de ahi deduciremos la forma geo-
métrica. El lector interesado en leer una presentacion de estos teoremas
en otro orden puede consultar por ejemplo [37], [21] o [26].

La demostracién de la version analitica del Teorema que presen-
tamos es la mas habitual, y creemos que también la méas elegante. En
todo el capitulo hay que distinguir entre el caso real y el caso complejo,
y asi lo hacemos. Como consecuencia de la forma analitica del teorema
obtenemos la existencia de formas normantes

Antes de la presentacion de las formas geométricas del teorema, he-
mos incluido una breve presentacion de los Espacios Localmente Con-
vexos y de los Espacios Vectoriales Topologicos. No es estrictamente
necesario hacerlo asi, y de hecho en este curso sb6lo utilizamos una

45
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version del Teorema de separacion de Hahn-Banach en Espacios Lo-
calmente Convexos en la demostracion del Teorema de Goldstine en el
Capitulo 8, demostracion que no es indispensable para la asignatura
como comentaremos en su momento.

El motivo de que hayamos incluido esa pequena secciéon sobre Espa-
cios Localmente Convexos es doble: por un lado nos permite presentar
el Teorema de separacién de Hahn-Banach en su contexto més gene-
ral, y por otro lado nos sirve de excusa para informarle al alumno de
la existencia de tales espacios y que no todo espacio funcional es nor-
mable. De todas formas, podemos prescindir de esa seccion y hacer
una presentacion algo menos general de los Teoremas de separacion de
Hahn-Banach tal y como se hace por ejemplo en [19] o [26].

Asi como el Teorema de extension de Hahn-Banach es esencialmente
lnico en su enunciado, existen numerosas versiones mas o menos ge-
nerales o especializadas del Teorema de separacion. La aparentemente
més general y de la que se siguen muchas de las otras es nuestro Teo-
rema 3.22, debido a Mazur. A continuacién hemos presentado algunos
de sus corolarios mas ttiles, pero hay muchas otras versiones posibles
algunas de las cuales se pueden sugerir como ejercicios.

Seguimos con un estudio de la reflexividad en espacios normados y
el estudio del dual del espacio cociente.

En este capitulo comienzan a ser muy relevantes las aplicaciones.
Las de los Teoremas de Hahn-Banach son muy numerosas. Hemos in-
cluido algunas de las “clasicas”, pero se podrian anadir muchas otras.
Debido simplemente a nuestro interés personal en este momento hemos
hecho una pequena resena de algunas aplicaciones a la Teoria Economi-
ca de estos teoremas, pero probablemente no serian las méas adecuadas
para contar en clase dado que requieren bastantes definiciones adicio-
nales.

Para la presentacion del Teorema de extension de Hahn-Banach he-
mos seguido principalmente [7]. La breve introduccion a los Espacios
Localmente Convexos sigue [10] aunque también nos hemos servido de
[37] v [21]. Seguimos de nuevo [7] para introducir las versiones geomeé-
tricas del Teorema de Hahn-Banach. El lector interesado esencialmente
en versiones geométricas del teorema para espacios normados puede
consultar [19, Ejercicios al final del Capitulo 2].

1. El Teorema de Extension de Hahn-Banach

Aunque en este curso usaremos el Teorema de Hahn-Banach mas
frecuentemente en el contexto de los espacios normados, el teorema
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sigue siendo cierto, y se utiliza a menudo en el contexto de espacios
vectoriales topologicos localmente convexos. Incluso en el contexto de
los espacios normados, las versiones geométricas del teorema necesitan
de las nociones de seminorma y funcional sublineal. Es por ello que
antes de enunciar y demostrar el teorema de Hahn-Banach debemos
definir seminormas y funcionales sublineales.

DEFINICION 3.1. Sea X un espacio vectorial. Una funcion
p: X — [0, +00)

es una seminorma si verifica

1. p(Azx) = |[A|p(x), para todo z € X y X € K.
2. p(z+vy) < p(z) +ply), para todos x,y € X.

Es decir, una seminorma es exactamente igual a una norma salvo
en que puede haber elementos x # 0 tales que p(x) = 0.

Aunque volveremos sobre ello més adelante, adelantamos que un
espacio localmente convexo serd un espacio vectorial cuya topologia
vendra definida por medio de una familia de seminormas.

Necesitamos también definir funcionales sublineales.

DEFINICION 3.2. Sea X un espacio vectorial sobre R o C. Un fun-
ctonal sublineal p sobre X es una aplicacion p : X — R positivamente
homogénea y subaditiva, es decir p verifica

» p(Az) = Ap(z) para todo N € R, y para todo x € X
Pz +) < p(x) + ply) para todos 7,y € X

Claramente, toda seminorma es un funcional sublineal, aunque no
al revés. En particular una norma es un funcional sublineal.

Puesto que el Lema de Zorn es parte esencial de la demostracion
del Teorema de Hahn-Banach, incluimos aqui su enunciado.

LEMA 3.3 (Lema de Zorn). Sea A # 0 un conjunto ordenado, en
el que todo subconjunto totalmente ordenado tiene una cota superior
(en ese caso se dice que A es inductivo). Entonces todo elemento de A
estd mayorado por un elemento mazimal (un elemento a es maximal si
a < b implica a=1">)

Las demostraciones (y los enunciados) del Teorema de Hahn-Banach
son levemente distintos en el caso real y el caso complejo. Merece la
pena mencionar que si bien el teorema en el caso real lo probaron
independientemente Hahn (1926) y Banach (1927), la demostracion del
caso complejo no apareci6é hasta 1938 en un articulo de Bohnenblust y
Sobczyk.



48 3. TEOREMAS DE HAHN-BANACH

TEOREMA 3.4 (Hahn-Banach). Sea X wun espacio vectorial real,
p: X — R un funcional sublineal, M C X un subespacio vectorial de
X y f: M — R una aplicacion lineal dominada por p, es decir, para
todo x € M,

f(z) < pl(x).
Entonces eziste una aplicacion lineal f : X — R que extiende a f

(es decir, tal que f(z) = f(x) para todo v € M) y que sigue estando
dominada por p, es decir, para todo x € X,

fz) < p(x).
DEMOSTRACION. Demostraremos primero que podemos extender
f a “una dimension” mas. A continuacion el Lema de Zorn operara su
magia.
Sea e € X \ M, sea G = M @ [e]. Entonces todo elemento y € G
admite una tinica descomposicion y = x + e, con x € M, A € R. Para
todo y € G descompuesto en la forma indicada definimos

fly) = f(@) + A

Claramente f : G — R es lineal y extiende a f. S6lo nos falta demos-
trar que podemos elegir ¢ = f(e) de manera que f < p en G, es decir
de manera que

(2) fly) = f(@) + e < p(x + Ne) = p(y)

para todo y € G.
Sabemos por hipotesis que (2) es cierta para A = 0. Para A > 0,
dividiendo por A, la ecuacion (2) se puede escribir como

1) vesn (e

y por tanto queremos que
<p(3+e) -1 (3)
c —+e|— N

c< 5154 {p(z1 +e) = f(z1)}

Para A\ < 0, dividiendo por —\, la ecuacion (2) se puede escribir
cOmo

es decir

f(fEQ)—CSP(:EQ—e), con xgz__x,

A

y por tanto queremos que
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c> sup {f(z2) —p(z2 —€)}

Es decir, podremos elegir un ¢ que cumpla lo pedido si y sélo si

Sup. {f(22) = plez —e)} < If {p(ar+e¢) = fz1)}

Esto es lo mismo que pedir que, para todo xq, x5 € M,

f(z2) —p(xs —e) < p(xy +e) — f(1)
es decir,
f(@1) + f(22) < plar +e) + plaz —e).
Pero por hipotesis sabemos que
f(@1) + fz2) = flz1+22) <plzr +22) =p(r1 + e+ a2 —€) <

< p(z1+e)+plzs —e)
Por tanto efectivamente existe algun ¢ (en general mas de uno) que
verifica lo pedido. Notese que la no unicidad de ¢ hace que tampoco la
extension sea dnica en general.

Ahora es cuando el lema de Zorn entra en accion: Consideramos el
conjunto de pares

A:={(H, fu), donde H C X es un subespacio vectorial

que contiene a M v fg : H — R es una aplicacion lineal
que extiende a f y estd dominada por p}.
Podemos definir un orden natural para nuestro problema en A como

(Hl,le) < (H27fH2) si Hl C H2 y ng extiende a le.

Con este orden A es inductivo: en efecto, sea (H;, fu,)ic; un con-
junto totalmente ordenado. En ese caso el par (H, f3) definido como

fu(x) = fu,(v) six € H;

pertenece a A y es una cota superior de (H;, fu,)icr

Por tanto, puesto que A es inductivo el elemento (M, f) € A es-
t4 mayorado por un elemento maximal, llamémosle (L, f1). Si L no
fuera el espacio total X, usando la primera parte de la demostracion
podriamos extender f a un subespacio L’ estrictamente mayor que L
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de manera que (L, f;) no seria maximal, una contradiccion. Por tanto
L =Xy f= fr esla extensién buscada de f a todo X. O

OBSERVACION 3.5. Merece la pena hacer aqui un par de observa-
ciones. En primer lugar que en la demostracion del Teorema no hemos
usado ninguna topologia, por lo que en particular f no tiene por qué ser
continua ni F tiene por qué ser cerrado en X (puesto que ni siquiera
hemos definido ninguna topologia en X )

En sequndo lugar mencionar que este Teorema, con toda su poten-
cia que tendremos ocasion de aplicar mds adelante, tiene también una
limitacion que no conviene olvidar. El procedimiento de obtencion de f
es no constructivo, y ademds 7 no es unica, ni tenemos forma de elegir
“bien” una extension entre todas las posibles (en particular no podemos
en general seleccionar linealmente una extension). Cuando veamos las
versiones geométricas del teorema, serd natural plantearse la relacion
entre la unicidad de la extension y la geometria del espacio. Hay varios
resultados en esta direccion. Un ejemplo de lo que se puede esperar es el
Teorema de Taylor-Foguel que nos dice que, dado un espacio de Banach
X, para todo Y C X y para todo y* € Y* y* tiene una extension de
Hahn-Banach winica si y solo st X* es estrictamente convero, es decir,
st dados f1, fo € Sx~, H%H < 1.

Hemos sequido la presentacion mds habitual del Teorema. Para cier-
tas aplicaciones puede ser interesante observar que el Teorema, con
(esencialmente) la misma demostracion, sigue siendo cierto si a p le
pedimos tan solo que sea convexa ([1]). Es facil ver que todo funcional
sublineal es convezo.

Damos a continuacién como corolario la versiéon compleja del teo-
rema.

TEOREMA 3.6 (Hahn-Banach). Sea X un espacio vectorial real o
complejo, p : X — [0, 4+00) una seminorma, M un subespacio vecto-
rial de X y f : M — K (con K =R ¢ C segin X sea real o complejo)
una forma lineal dominada por p en mddulo, es decir, para todo x € M,

f(@)] < p(z).
Entonces existe una extension f : X — K de f también dominada

por p en mddulo.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que X es un espacio vec-
torial real. Puesto que las seminormas son funcionales sublineales, el
teorema anterior nos dice que existe una extension de f, f: X — R
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tal que f(x) < p(z) para todo x € X. Entonces, cambiando = por —x
se tiene que

f(=2) < p(~2)

es decir
y por tanto

para todo x € X.

Si X es un espacio vectorial complejo, también lo es real, de manera
que si f: M — C es una forma lineal, podemos definir la forma real

g(x) = R(f)(@): M — R

que podemos extender a § con |g(z)| < p(x) para todo x € X por los
razonamientos anteriores.

Ahora, la linealidad compleja de f nos dice que si f(z) = a + 10
entonces

flz) = =B+,

es decir, que para todo x € M,

(@) = —g(ux) = —R(f)(wx)

Por tanto, la forma
f(@) = g(x) —1g(x) : X — C

extiende a f. Para ver que f estd dominada en moédulo por p, dado
x € X, sea 0 = arg f(x). Entonces

@)= e f(z) = fle ) = Rf(ez) =

= g(e™x) < ple™"z) = p(z)
lo que demuestra el teorema. O

El teorema de Hahn-Banach tiene muchisimas consecuencias y apli-
caciones en al Analisis Funcional. La primera de ellas es que, puesto
que los espacios de dimension finita tienen funcionales controlados por
la norma, todo espacio normado (y también todo espacio localmente
convexo) tiene dual topolégico no vacio. El siguiente corolario nos dice
que no sélo el dual es no vacio, sino que hay suficientes elementos para
normar cada vector de X. Enunciamos y demostramos el resultado en
el caso mas general de seminormas.
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COROLARIO 3.7. Sea X un espacio vectorial real o complejo, p una
seminorma en X y x € X. Entonces existe una forma lineal f : X —
K tal que, para todo y € X,

1fw)] < p(y)
y tal que
f(x) = p(x).

En particular, si X es un espacio normado entonces dado v € X
existe una forma lineal y continua f de norma 1 tal que

fx) = ]

DEMOSTRACION. Tomamos M = [z]| y definimos f : M — K
como

f(Az) = Ap(x)

para todo A € K. Entonces el Teorema 3.6 nos dice que existe f :
X — K que cumple lo pedido. 0

El siguiente resultado también es una consecuencia del teorema.
Nos proporciona una “dualidad” entre la norma de los elementos de X
y los de X*.

COROLARIO 3.8. Sea X un espacio normado. Entonces, para todo
r e X,

lz]l = sup [f(z)]

fEBxx

DEMOSTRACION. En efecto,

[f (@) < [ f1l]]]]
y por tanto
sup |f(z)] < ||z

J€Bxx

Por otro lado, tomando f; un funcional de norma 1 normante de =,
como en el corolario anterior, tenemos

[zl = [fo(x)] < sup |f(z)]

E€Bx=*
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2. Espacios Localmente Convexos

El contexto natural para las versiones geométricas de los teoremas
de Hahn-Banach es el de los espacios localmente convexos. Por ello
antes de enunciar y probar dichas versiones geométricas dedicaremos
esta seccion a la definicion y breve estudio de los Espacios Localmente
Convexos (ELC) en particular.

Los espacios vectoriales topologicos (EVT) son la generalizacion
natural de los espacios normados en el siguiente sentido: a menudo es
necesario estudiar un espacio vectorial con una topologia “bien relacio-
nada” con la estructura lineal (en el sentido que vamos a precisar a
continuacion) pero dicho espacio no es normado. Buena parte -pero no
toda- de la teoria (y de la intuicion) de espacios normados se puede
trasladar sin excesiva dificultad a este nuevo contexto

Empezamos con una definicién.

DEFINICION 3.9. Un espacio vectorial topologico X es un espacio
vectorial en el que se ha definido una topologia que hace que

1. La aplicacion suma + : X x X — X es continua.
2. La aplicacion producto - : K x X — X es continua.

EJERCICIO 3.1. Sea X un EVT, y sea x € X. Probar que la apli-
cacion T, : X — X dada por

es un homeomorfismo (es decir, es biyectiva y continua en ambos sen-
tidos).

Ya hemos visto que los espacios normados son EVT’s.

No vamos a estudiar en esta memoria los EVT’s en general, pues-
to que entendemos que dicho estudio es excesivamente especializado
y que probablemente sea mejor que el contacto inicial de los alum-
nos con el Anélisis Funcional ocurra en el contexto mas “razonable” de
los espacios de Banach. Si queremos en esta seccion estudiar sucinta-
mente un tipo especial de EVT’s, los Espacios Localmente Convexos
(ELC), ya que son el contexto natural para los Teoremas geométricos
de Hahn-Banach. Ademés, dado un espacio de Banach X, tanto (X, w)
como (X* w*), que estudiaremos méas adelante, son ELC’s. Por ello
definimos a continuacion Espacios Localmente Convexos, y a continua-
cion probamos algunas propiedades béasicas de los ELC que usamos
més adelante. Cuando estas propiedades lo sean de todos los EVT, no
pediremos la convexidad en el enunciado.



54 3. TEOREMAS DE HAHN-BANACH

Los ELC’s son aquellos EVT en los que cada punto posee una base
de entornos formada por conjuntos convexos. Veremos més adelante
como a partir de un conjunto convexo se puede definir su funcional
de Minkowsk: que serd una seminorma, de manera que probaremos la
equivalencia entre tener una base de entornos convexos y tener una
topologia definida por seminormas. Elegimos de momento esta ultima
como la definicién de ELC, por parecernos mas intuitiva inicialmente.

DEFINICION 3.10. Sea X un espacio vectorial y sea P una familia
de seminormas definidas sobre X. Sea T la topologia definida en X que
tiene como subbase los conjuntos

Wizgme) = {2 € X tales que p(x — x¢) < €}

para todo xg € X, p € P ye >0, de manera que un conjunto U C X
es abierto si y solo si para todo xo € X existe un entorno de xg

Wizompr,pnie) = {2 € X tales que p;(x — x) < € para todo 1 <i < n}

de manera que Wiz, poe) C U. Si ademds la topologia T es Haus-
dorff, decimos que X es un Espacio Localmente Convezo.

Es un ejercicio (y como tal lo proponemos) verificar que todo ELC
es un EVT. También es un ejercicio verificar que si X es un espacio vec-
torial con la topologia dada por una familia de seminormas P, entonces
X es Hausdorff si y solo si

Npep{z € X tales que p(z) = 0} = {0}.

Parafraseando [1], “if we had our way, all topological vector spaces
would be Hausdorft”. Hacemos nuestra tal afirmaciéon, puesto que no
tendremos ocasion de trabajar con EVT’s no separados. En nuestras
definiciones, si bien no le pedimos a los EVT que sean separados, si se
lo pedimos a los ELC.

Recordemos la definicion de conjunto convexo.

DEFINICION 3.11. Sea X un espacio vectorial. Un conjunto A C X
es convero si para todos a,b € A, el segmento

(a,0] = {ha+ (1— N A € [0,1]}

estd contenido en A
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Es facil ver que A es convexo si y so6lo si para todos ay,...,a, € A
y para todos Ai,..., A\, € [0,1] con Y 7", \; = 1 se tiene

zn: )\iai c A.
=1

También es facil ver que la intersecciéon de conjuntos convexos es
convexo. Puesto que ademas un espacio vectorial X siempre es convexo,
tiene sentido definir la envoltura convexa de un conjunto.

DEFINICION 3.12. Sea X wun espacio vectorial y sea A C X. Se
define la envoltura conveza de A, que denotamos co(A), como la inter-
seccion de todos los conjuntos converos que contienen a A. Si ademds
X es un EVT, se define la envoltura convera y cerrada de A, y la
denotamos como c¢o(A), como la interseccion de todos los conjuntos
converos y cerrados que contienen a A.

EJERCICIO 3.2. Dado A C X, demostrar que

co(A) = {Z)‘iai; neN, ay,...,a, €A A\,..., N\, €0,1]}.
i=1
EJERCICIO 3.3. Sean X,Y espacios vectoriales. SiT : X — Y es

una aplicacion lineal y C C'Y es convexo entonces T~ (C') también es
convezo.

Necesitamos dos definiciones maés.

DEFINICION 3.13. Sea X un espacio vectorial. Un subconjunto A C
X se dice equilibrado si «A C A para todo o € K tal que |a| < 1.

Obviamente todos los conjuntos equilibrados contienen al origen.
La idea de su definiciéon es una cierta “simetria respecto al origen”.

DEFINICION 3.14. Sea X un espacio vectorial. Un subconjunto A C
X se dice absorbente si para todo v € X existe un o > 0 tal que x € A\A
para todo \ € K tal que |\ > «a.

Ademds, sia € A, A se dice absorbente en a si A—a es absorbente.

EJERCICIO 3.4. Dado un espacio vectorial X y una seminorma p :
X — [0,00), comprobar que el conjunto

A ={x € X tales que p(x) < 1}

es converxo, absorbente y equilibrado y que ademds A es absorbente en
todos sus puntos.
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El ejercicio anterior muestra que la “bola unidad” abierta asociada
a una seminorma es siempre un conjunto convexo, absorbente en todos
sus puntos y equilibrado. Lo interesante es que el reciproco también es
cierto.

PROPOSICION 3.15. Sea X un espacio vectorial y sea A C X un
subconjunto convexo, absorbente en todos sus puntos y equilibrado. En-
tonces existe una unica seminorma p : X — [0,00) tal que A = {x €
X tales que p(z) < 1}.

DEMOSTRACION. Definimos p : X — [0, 00) como
p(z) = inf{t tales que t > 0y x € tA}.

Tenemos que ver que p estd bien definida, que es una seminorma y
que A = {z € X tales que p(z) < 1}. Puesto que A es absorbente,
para todo x € X existe t > 0 tal que x € tA, por lo que p esta bien
definida. Veamos que p es una seminorma. Claramente p(0) = 0 puesto
que 0 € A. Veamos que p(ax) = |a|p(x). Podemos suponer que o # 0.
Usando que A es equilibrado tenemos que

t
plax) = inf{t > 0;ax € tA} = inf{t > 0;z € aA} =

—mf{t> 00 c i‘A} —nf{t > 0 e A} =
o ||
— la| f{-= > 0. € A} = |alp(x)
laf =7 7 a '

Para terminar de comprobar que p es una seminorma nos resta ver
la propiedad triangular. Observemos como paso previo que si o, 5 > 0
y a,b € A entonces

aa—irﬁb:(oz—l—ﬁ)( b

(07
a+ﬁa+a+6b) €(a+p)A

por la convexidad de A. Ahora, sean z,y € X con p(z) = ay p(y) = B.
Sea € > 0. Por definiciéon de p,

x € (a+e)A

y € (B +¢)A.
Por tanto

r+yc(at+e)A+(B+e)A=(a+ B+ 2)A
y de aqui se sigue que

plz+y) < a+ B+ 2 =p(x) + ply) + 2.
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Puesto que esto es cierto para todo € > 0 se tiene la desigualdad trian-
gular.

Veamos ahora que
A = {x € X tales que p(z) < 1}.

Sip(x) = a < 1 entonces para todo a < § < 1se tiene que x € A C A
(la ultima inclusion se sigue de que A es equilibrado). Por tanto

{z € X tales que p(z) < 1} C A.

Para la otra inclusion, sea a € A. Entonces p(a) < 1. Puesto que A
es absorbente en todos sus puntos, en particular lo es en a y por tanto
existe A > 0 tal que

a+da=yeA

_ Y ‘ :
Entonces a = 17 y de aqui se sigue que

< — < 1.
14+ A

Solo falta por tanto ver la unicidad de p. Sea ¢ : X — [0, 00) tal
que A = {x € X tales que ¢(x) < 1}.

Veamos que p(z) < ¢(z) para todo z € X. La otra desigualdad se
prueba analogamente. Sea z € X y sea a = ¢(z). Para todo ¢ > 0

x e
q = < 1.
<a+e) o+ €

Por tanto 5~ € Ay de aqui se sigue que

x x
p(z) = p( ) < 1.
a+€ a+€

p(r) < a+e=q(x)+e

Por tanto

Puesto que esto se tiene para todo € > 0, se sigue que p < q. U

El resultado anterior nos invita a formular una definicion. Note-
se previamente que s6lo hemos usado que A fuera absorbente en ca-
da punto para obtener el menor estricto en la relacion A = {z €
X tales que p(z) < 1}. En particular notese que p también es una
seminorma si solo le pedimos a A que sea absorbente, equilibradoy
convexo.



58 3. TEOREMAS DE HAHN-BANACH

DEFINICION 3.16. Sea A C X wun conjunto convezro, absorbente y
equilibrado. Entonces podemos definir el funcional de Minkowski de A,
que a menudo llamaremos j, como la funcion j : X — [0,00) dada
por

j(x) = inf{X\ tales que A >0 y x € NA}.

Del resultado anterior se sigue que en ese caso el funcional de Min-
kowski es una seminorma.

LEMA 3.17. 8t X esun EVT y A C X es un abierto entonces A es
absorbente en todos sus puntos.

DEMOSTRACION. Para todo a € A, se tiene que A — a es entorno
de 0, y por tanto es absorbente. 0

Tal y como prometimos al principio de la seccién, probamos que un
ELC es precisamente un EVT con una base de entornos convexos.

PROPOSICION 3.18. Sea X un EVT y sea

U={AC X tales que A es abierto, convexo y equilibrado }.

Entonces X es un ELC si y solo si U es una base de entornos del
origen.

DEMOSTRACION. Si X es un ELC, segin la Definicion 3.10, los
entornos de la forma Wiy ., poe) = {2 € X tales que p;(x — x9) <
e para todo 1 < i < n}, que son claramente abiertos, convexos y equi-
librados forman una base entornos del origen.

La otra implicacién es mas facil. O
Mas adelante necesitaremos este resultado.

PROPOSICION 3.19. Sea X un EVT. Sean A C X un subconjunto
compacto y B C X un subconjunto cerrado con AN B = (). Entonces
existe un entorno abierto del origen U tal que A4+ U y B+ U no se
intersecan.

PROPOSICION 3.20. Sea X un EVT y f : X — K una forma
lineal. Entonces son equivalentes:

(i) f es continua.
(i) f es continua en algin punto.
i) f

)

(iii es continua en el origen.
(iv) ker f es cerrado.
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DEMOSTRACION. La equivalencia entre (i), (i) y (iii) se sigue del
hecho de que las traslaciones en los EVT’s son homeomorfismos.

Claramente (iii) implica (iv).

Veamos ahora que (iv) implica (iii). Supongamos que ker f es ce-
rrado y sea (24)aca C X una red tal que x, — 0. Sea también u € X
tal que f(u) =1.Si f(z,) # 0 entonces podemos suponer (pasando a
una subred en caso necesario) que existe € > 0 tal que |f(z,)| > € para
todo a. Sea

f(u)

Yo = U — f(xa)xa

y observemos que para todo « se tiene que y, € ker f. Ademaés clara-
mente y, — u. Por ser ker f cerrado se tiene que u € ker f en contra-
diccion con que f(u) = 1. Por tanto se ha de tener que f(z,) — 0, lo
que nos dice que f es continua en el origen. U

Como ya vimos en la forma analitica del Teorema de Hahn-Banach,
las seminormas y los funcionales sublineales juegan un papel destacado
en su enunciado y demostraciéon. Ya hemos visto que dado un EVT,
las seminormas estan asociadas a los conjuntos convexos, absorbentes
y equilibrados. El siguiente resultado, cuya demostracién no incluimos
por ser totalmente analoga a la de la Proposiciéon 3.15 nos dice que si
no le pedimos al conjunto que sea equilibrado lo que obtenemos no es
una seminorma sino un funcional sublineal. Recuérdese que ya hemos
visto que los conjuntos abiertos son absorbentes.

PROPOSICION 3.21. Sea X un EVT y sea A C X un subconjun-
to abierto y convero que contiene al origen. Entonces el funcional de
Minkowski de A, ja: X — [0,00) definido como

ja(x) = inf{\ tales que A >0 y x € A}
es un funcional sublineal, y A = {x € X tales que ja(x) < 1}.

Antes de enunciar el teorema de Hahn-Banach en forma geométri-
ca, debemos comprobar que los resultados basicos referidos a hiperpla-
nos que probamos para espacios normados siguen siendo ciertos en el
contexto de EVT’s. En particular se prueba andlogamente al caso de
espacios normados que si X es un EVT y H C X es un hiperplano
entonces H es cerrado o denso. Que un hiperplano es el niucleo de una
forma lineal sigue siendo obviamente cierto puesto que ahi los tnicos
razonamientos involucrados eran algebraicos, no topolégicos. Por 1lti-
mo necesitaremos que si H es un hiperplano niicleo de una forma lineal
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f entonces H es cerrado si y solo si f es continua. Esto ya lo hemos
probado en la Proposiciéon 3.20.

3. Teoremas de separacién de Hahn-Banach
El siguiente resultado se debe a Mazur.

TEOREMA 3.22 (Hahn-Banach, forma geométrica). Sea X un espa-
cio vectorial topoldgico (real o complejo), A C X un conjunto convero
abierto no wvacio, L un subespacio afin de X que no interseca a A.
Entonces existe un hiperplano afin cerrado H que contiene a L y no
interseca a A.

DEMOSTRACION. Demostramos primero el caso real. Suponemos
que 0 € A (si no es asi, podemos considerar A — a y L — a para
cualquier a € A).

Por ser A un abierto convexo que contiene al origen es absorben-
te, y podemos definir su funcional de Minkowski p : X — [0, 00).
Ya hemos visto que p es un funcional sublineal y que A = {z €
X tales que p(z) < 1}.

Sea x¢o € L y consideremos el subespacio vectorial F' = L & x.
Entonces F' es el subespacio vectorial generado por L. Puesto que, por
hipotesis, 0 € L, L es un hiperplano afin de F.

Por tanto existe una forma (no necesariamente continua) f : FF —
R tal que L = {z € F; f(z) = 1}. Por tanto f(x) < p(z) para todo
x € L (porque para todo x € L se tiene que z ¢ A y por tanto
p(z) > 1). Veamos que también f(x) < p(z) para todo x € F: Sea
x € F.Si f(z) < 0, automaticamente se sigue que f(z) < p(x). Si,

en cambio f(z) > 0 consideramos el elemento 7oy € F. Puesto que

f (%) =1, se tiene que ﬁ € L y entonces

f(z) < p(x).

Entonces podemos aplicar la forma analitica del Teorema de Hahn-
Banach, caso real, puesto que p es un funcional sublineal, y tenemos
que existe una forma lineal f : X — R que extiende f y que estéi
dominada por p (f(z) < p(z) para todo = € X).

Sea ahora el hiperplano afin H := {z € X; f(z) = 1}. Claramente
contiene a L, puesto que fAextiende a f. Ademas H N A = () porque

si y € H entonces p(y) > f(y) = 1 y por tanto y ¢ A. Para acabar,

de donde
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veamos que H es cerrado: Es un ejercicio comprobar que, al igual que
ocurria con los hiperplanos vectoriales, un hiperplano afin es cerrado
o denso en X. Pero H no puede ser denso puesto que no interseca al
abierto A.

Ahora supongamos que X es un espacio vectorial complejo. Usando
los razonamientos anteriores podemos hallar un hiperplano afin real H,
que contiene a L y que no interseca a A. Sabemos que existe zg € L
tal que Hy = zo + H{, con H| un hiperplano vectorial real. Entonces
H' := H{N1H{ es un hiperplano vectorial complejo y H = xo + H' es
un hiperplano afin complejo que no interseca a A y que contiene a L,
ya que L = xg + L', donde L’ es un espacio vectorial complejo y por
tanto «L/ = L'. O

Se pueden dar ahora una amplia variedad de corolarios de la forma
geométrica del Teorema. Propondremos alguno a continuaciéon y otros
irdn en los ejercicios. Es conveniente mencionar que muy a menudo
es necesario fabricarse teoremas de separacion “tipo Hahn-Banach” a
medida para el problema en que se esta trabajando.

COROLARIO 3.23. Sea X un EVT real, A C X un subconjunto
abierto convexo no vacio y B C X un subconjunto convero no vacio tal
que AN B = (. Entonces existe una forma lineal y continua f € X* y
un o € R tales que, para todos x € A, y € B,

flz) <a < fy),

es decir, existe un hiperplano cerrado afin (f~1({a})) que separa A y
B.

DEMOSTRACION. El conjunto
C=A-B:={a—bacAbec B} =Upp(A—Db)

(no A\ B!!) es abierto, por ser union de abiertos, y convexo (si ¢; =
1 — 1y € C, cg = 29 —ys € C, entonces \c; + (1 — Nz = Azy +
(1 —=XNz2—Ays + (1 — N)ye € C por la convexidad de Ay B). Ademas
C es no vacio y no contiene al origen. Usando el teorema podemos
encontrar un hiperplano afin cerrado que pasa por el origen (es decir, un
hiperplano vectorial cerrado) que no corta a C. Usando la convexidad
de C podemos encontrar f € X* tal que f(z) < 0 para todo ¢ € C.
Por tanto, para todo z € A, y € B
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y por tanto, si llamamos
a = inf f(y)

yeB

tenemos, para todo x € A, y € B

f(@) <a< f(y)

pero ahora, como A es abierto, se tiene que f(x) < « para todo = € A,
va que si no fuera asi, existiria zy € A tal que f(x¢) = a. Supongamos
por ejemplo que a > 0. Por la continuidad del producto, existiria e > 0
tal que (14 €)zg € A, y tendriamos que f((1 + €)zg) > a. Si a < 0 se
razona analogamente. U

El mismo corolario admite una versién compleja

COROLARIO 3.24. Sea X un EVT complejo, A C X un subconjunto
abierto convexo y equilibrado y B C X un subconjunto convero no
vacio tal que AN B = (). Entonces existe una forma (compleja) lineal
y continua f € X* y un o > 0 tales que, para todos x € A, y € B,

[f(@)] <o <[f(y)l,

es decir, existe un hiperplano cerrado afin (f~'({a})) que separa A y
B.

DEMOSTRACION. [7, Corollary 4, p. 32] O

Finalmente damos las versiones real y compleja de un teorema de
separacion bastante utilizado. Lo enunciamos y probamos en el caso de
espacios localmente convexos.

COROLARIO 3.25. Sea X un ELC real. Sea A C X un subconjunto
compacto, convexo no vacio y B C X un subconjunto cerrado convezro
no vacio que no interseca a A. Entonces existe un hiperplano afin ce-
rrado que separa estrictamente A y B, esto es, existe f € X* ya € R
tales que

sup f(z) < a < sup f(y)
€A yeB

DEMOSTRACION. Por la Proposiciéon 3.19 sabemos que existe un
entorno abierto del origen U tal que A+ U y B + U cumplen las
hipotesis del Corolario 3.23 y por tanto existen f € X* y a € R tales
que, para todos x € A+U,ye B+ U,

f(z) <o < fly),

la tltima desigualdad es estricta porque B es abierto, razonando como
lo hicimos en el Corolario 3.23 para A. 0

La version compleja del Corolario es la siguiente



4. REFLEXIVIDAD 63

COROLARIO 3.26. Sea X un ELC complejo, Hausdorff. Sea A C X
un subconjunto compacto, convexro equilibrado no vacio y B C X un
subconjunto cerrado convero no vacio que no interseca a A. Entonces
existe un hiperplano afin cerrado que separa estrictamente A y B, esto
es, existe f € X* y a > 0 tales que para todos x € A, y € B,

[f(2)] < a<|f(y)]

DEMOSTRACION. [7, Corollary 6 p. 33] O

4. Reflexividad

Notemos que si tenemos un espacio normado X podemos definir
una aplicaciéon candnica

J: X — X™

dada por la relacién
J(x) (") = 2" (x)
para todos x € X, x* € X*. Es un sencillo ejercicio comprobar que J
esta bien definida (es decir, que para todo z € X la aplicacion J(x) :
X* — Kes lineal y continua). Ademés, del Teorema de Hahn-Banach
se sigue que
[J(z)| = sup |J(z)(z")] = sup [z7(z)| = ||z|

$*EBx* $*€BX*

y por tanto J es una isometria (no necesariamente sobreyectiva).

Si X es un espacio de Banach se sigue facilmente que J(X) C X**
es un espacio cerrado. Si X no es un espacio de Banach, entonces
J(X) C X** es un subespacio cerrado en X**. Puesto que X** si'es un

espacio de Banach se sigue que J(X) es la complecion de X (en X**).
Esta complecion es 1inica en el siguiente sentido:

Si X, es otro espacio de Banach tal que X C X; y X es denso en
X; entonces X; y J(X) son isométricos. Veamoslo. Sea

6:J(X) — X,

la aplicacién dada por
0(J(x)) = =x.
0 es claramente una isometria y por tanto se extiende por densidad a
una isometria
0 : (X) — X.
Solo nos falta comprobar que 0 es sobreyectiva. Sea x; € X;. Puesto
que X es denso en X, existe una sucesion (z,), C X tal que x, — z.
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Entonces la sucesion (J(x,,)), C J(X) es de Cauchy y por tanto existe
y € J(X) tal que J(z,) — y. Entonces

0(J () = O(y)

y también )
0(J(xy,)) — o1

por lo que x; = é(y) lo que termina la demostracion.

Decimos que un espacio X es reflexivo si la aplicacién canonica
J : X — X™ es sobreyectiva. Veremos méas adelante que si 1 < p <
oo entonces £, y L,[0,1] son espacios reflexivos. En cambio, veremos
también que cg y 1 no son reflexivos.

Un espacio es reflexivo si la inyeccion canénica J : X — X**
es sobreyectiva. En [22], James muestra un ejemplo de un espacio no
reflexivo X tal que existe una isometria sobreyectiva (no la canonica,
naturalmente) 6 : X — X**.

5. Dual de un espacio cociente

En la siguiente seccién probamos dos resultados tutiles a menudo.
Ambos pueden ser considerados simples ejercicios y, con alguna suge-
rencia, pueden ser resueltos por los propios alumnos.

PROPOSICION 3.27. Sea X un espacio de Banach y M C X un

subespacio vectorial cerrado. Si M+ = {x* € X* tales que z*(z) =
0 para todo x € M} entonces
X*/M*+ = M*

donde el igual en la linea de arriba denota que ambos espacios son
linealmente 1sométricos.

DEMOSTRACION. Sea 6 : X*/M+ — M* la aplicacién dada por

0([x"]) = =,
es decir, para todo m € M,

O([2"])(m) = 2% (m).

6 esta bien definida y es lineal.

Si §([z*]) = 0 entonces x* € M~ y por tanto [x*] = 0, por lo que ¢
es inyectiva.

Ademas, dado m* € M*, podemos extenderlo por Hahn-Banach a
x* € X*. Es claro que 6([z*]) = m* por lo que 0 es sobre.
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Veamos que es una isometria. Sea z* € X* y sea m*- € M~*. Enton-
ces

10Dl = 10([z" + m DIl = sup [Ja*(m) +m* (m)|| < ||l +m* ],

meBys

y tomando infimos en m* € M+ se tiene que

16" DI < =]

Para la otra desigualdad, dado z* € X*, sea m* € M* dado por
m*=X i, ¥ sea y* una extension de Hahn-Banach de m* con la misma

norma ([ly*|| = [|m*|]). Entonces [z*] = [y*], m* = 0([z"]) = 0([y"]) ¥
16Dl = llm* || = ™l = [Ily"]l = "],
lo que termina la demostracion. 0]

PROPOSICION 3.28. Sea X un espacio de Banach y M C X un
subespacio vectorial cerrado. Entonces

(X/My = M

donde de nuevo el signo igual denota que los espacios son linealmente
1S0MELTICOS.

DEMOSTRACION. Sea @) : X — X/M la aplicacion cociente y sea
0:(X/M)" — M*
la aplicacién dada por
0(y") =y o Q.
Veamos en primer lugar que @ termina en M*: Para todo m € M
y para todo y* € (X/M)",

0(y*)(m) = y" o Q(m) = y*(0) = 0.
Es claro que 0 es lineal. Veamos que es una isometria:
Para todo y* € (X/M)",

160G = lly™ o QI < NIQUY Il = lly"]l

lo que nos da una de las desigualdades.

Para la otra, dado y* € (X/M)" y dado € > 0 sea [z] € X/M tal
que ||[z]]] < 1y tal que

)] = |yl —e
Por la definicién de la norma cociente existe m € M tal que

|le+m| <1
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y entonces
10 ) =lly" o Qll = [(y" 0 Q)(z +m)|| =
=" o Q)@ = ly*([=])| = "] — ¢,
y de aqui se sigue que, para todo y* € (X/M)",
160Gy = Nyl

por lo que 6 es una isometria (y, en consecuencia, inyectiva).

Solo falta ver que @ es sobreyectiva. Para ello, sea m* € M=*. Sea
y* : X/M — K la forma dada por

* 1
y*([z]) = m™(x).
y* esta bien definida, es lineal, y es continua porque, para todo m € M,

ly*([2)] = [m* (2)| = [m* (2 +m)| < [m*||[|x +m]|
y por tanto, tomando infimos en m, se tiene que
ly* ()] < lm* [|[[[]]]-

Por tanto y* € (X/M)", y claramente 0(y*) = m*, lo que termina la
demostracion. O

6. Aplicaciones

Las aplicaciones de los Teoremas de Hahn-Banach tanto a proble-
mas del Analisis Funcional como a problemas mas “aplicados” son de-
masiado numerosos para incluir en esta memoria ni siquiera una can-
tidad significativa de ellos. Nos limitaremos a mencionar algunas de
estas aplicaciones.

Limites de Banach: Demostrar que existe un funcional lineal L
definido sobre /., tal que
= | L] =1
» Six=(x,) € centonces L(z) = lim,,_,o, x,
» Six=(r,) € lyy x, >0 para todo n € N entonces L(z) > 0.
» Six = (z,) € ly y llamamos 2’ = (xq,x3,...) entonces L(z') =
L(x)

Esta es una de las aplicaciones mas clasicas del Teorema de Hahn-
Banach y se puede consultar en muchos libros. Dos presentaciones ade-
cuadas para este curso pueden ser las de [10, p. 82] o [19, Ejercicio 19,
p.39].
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Existencia de medidas sobre el circulo unidad invariantes
por rotaciones: S. Banach estaba intentando resolver este problema
cuando prob6 el Teorema de Hahn-Banach (y a continuacion lo aplico
para resolver el problema). Se puede ver una presentacion por ejemplo
en [17].

Sea T = {z € C tales que |z| = 1}. Entonces se tiene.

TEOREMA 3.29. Fziste una medida finitamente aditiva invariante
por rotaciones definida sobre la o-dlgebra de todas las partes de T. Es
decir, existe una funcion

m : P(T) —s [0, 1]

tal que
» m(T) =1.
» Para todos S, T € P(T) con SNT = se tiene

m(SUT) =m(S)+m(T).

» Para toda rotacion f : T — T (dada por f(z) = ze?) y para
todo S € P(T) se tiene

m(f(5)) = m(S).

Teorema bipolar Sea X un espacio normado y sea M C X y
N C X* dos conjuntos no vacios. Definimos la polar de M como

M" = {z* € X* tales que |z*(x)| < 1 para todo x € M}
y la polar de N como
N = {x € X tales que |2*(x)| < 1 para todo 2* € N}.

Obviamente hay una cierta incoherencia en la definiciéon tal y como la
hemos presentado, puesto que N debiera ser un subconjunto de X**;
para ser méas estrictos debiéramos haber llamado a N algo asi como
“prepolar”, y haber utilizado una notacion como °N o algo asi, como se
hace en algunos textos. En realidad el contexto natural para la nocién
de polar de un conjunto es el de los pares duales, y en ese contexto
se reduce la ambigiiedad, pero no vamos a incluir en esta memoria la
nocion de par dual, por lo que nos limitamos a presentar estas ideas en
el contexto de los espacios normados.

EJERCICIO 3.5. Para todos M y N como en la definicion M° y N°
son conjuntos cerrados, convexros y equilibrados.
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La nocién de polar estd muy relacionada con la nocién de anulador
de un subespacio (que se corresponde con el subespacio ortogonal en
espacios de Hilbert).

DEFINICION 3.30. Sea M C X wun subespacio. Entonces definimos
su anulador M+ como

M=+ = {z* € X* tales que x*(x) = 0 para todo v € M}
EJERCICIO 3.6. Si M C X es un subespacio entonces M = M+
EJERCICIO 3.7. Si B C A entonces A° C BY.

Con esto ya podemos probar el siguiente teorema, conocido como
Teorema (de la) bipolar. También es valido en el contexto mas amplio
de par dual.

TEOREMA 3.31. Sea X un espacio normado, M C X. Entonces
M .= (M°)° = coe(M)
donde coe(M) es la envoltura convera equilibrada y cerrada de M.

DEMOSTRACION. Sea A = M;e;A; donde {A;;i € I} son todos los
conjuntos cerrados convexos y equilibrados que contienen a M. Hay
que probar que M = A.

En primer lugar, puesto que M es cerrado convexo y equilibrado se
tiene que A € M.

Para el otro contenido, sea xqg & A. Como A es cerrado y convexo,
usando el Teorema de Hahn-Banach se tiene que existe z* € X*, o € R
y € > 0 tales que, para todo a € A

Rr*(a) < a < a+e < Rz (x9).
Por ser A convexo y equilibrado sabemos que 0 € A, y por tanto
0=2"(0) < a.

Entonces, sustituyendo z* por % se tiene que existe € > 0 tal que, para
todo a € A,
Ra*(a) <1 <1+4+e < Rax*(x).
Siae€ Ay z*(a) = |2*(a)|e? entonces e Pa € A (por ser A equili-
brado) y por tanto

lz*(a)| = Ra*(e™a) <1 < 1+¢e < Ra*(x0).

Puesto que eso ocurre para todo a € A, se sigue que z* € A°. Notemos
que M C A. Por tanto A° C MY, asi que 2* € M°. Pero esto implica que
o € M. Es decir, hemos probado que el complementario de A est4
contenido en el complementario de M, es decir, que M Cc A. O
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7. Practicas sugeridas
EJERCICIO 3.8. Comprobar que todo ELC es un EVT.

EJERCICIO 3.9. Sea X un EVT y xo € X. Entonces la aplicacion
tz, © X — X dada por t,,(x) = x + xo es biyectiva, continua y de
inversa continua (es decir, es un homeomorfismo). Como consecuencia,
los trasladados de una base de entornos del origen forman una base de
entornos de cualquier punto. Andlogamente, para todo 0 # a € K la
aplicacion h, : X —> X definida por ho(z) = ax también es un
homeomorfismo.

EJERCICIO 3.10. Sea X un espacio vectorial complejo. Si Fy : X —>
R es una forma lineal considerando X como espacio vectorial real, de-
mostrar que F': X — C definida como

F(z) = Fi(x) —1F1(1x)
es una forma lineal sobre X considerado como espacio vectorial com-
plejo.
EJERCICIO 3.11. Si X es un espacio de Banach de dimension in-
finita, demostrar que emisten conjuntos convexos Cy y Cy tales que
CiulCy, =X, CiN0Cy =0 y tanto C; como Cy son densos en X.

Sugerencia: Considérese una forma lineal no continua y los dos se-
miespacios en que divide a X.

EJERCICIO 3.12. Demostrar que un espacio de Banach X es refie-
xiwo st y solo si X* es reflexivo.

EJERCICIO 3.13. Demostrar que si un espacio de Banach X es re-
flezivo entonces todo subespacio cerrado Y C X también es reflexivo.






Capitulo 4

El Teorema de Baire y sus consecuencias: El
Principio de Acotacién Uniforme y el Teorema de
la Grafica Cerrada.

0.1. Contenidos: Teorema de Ascoli-Arzela. Principio de Aco-
tacion Uniforme. Teorema de Banach-Steinhaus. Grafica cerrada. Teo-
rema de la Grafica Cerrada. Aplicaciones abiertas. Teorema de la Apli-
cacion Abierta. Proyecciones en un espacio de Banach. Subespacios
complementados. Teorema de Stone-Weierstrass. Aplicaciones.

Los Teoremas de la Aplicacion Abierta, de la Grafica Cerrada, el
de Banach-Steinhaus y el principio de Acotacion uniforme, junto con el
Teorema de Hahn-Banach ya estudiado forman la base de la Teoria de
Espacios de Banach y son herramientas indispensables para el estudio
de los operadores entre espacios de Banach. Los estudiamos en este
capitulo. Todos ellos tienen en comun el que su demostraciéon méas usual
los deriva del Teorema de Baire. Quizas merezca la pena mencionar
que varias de las consecuencias de estos teoremas se pueden demostrar
directamente por métodos de joroba deslizante.

La importancia de estos resultados se manifiesta en que en todo el
resto de la memoria se usaran frecuentemente.

Una posibilidad a la hora de presentar estos resultados es utilizar el
lenguaje de las categorias de Baire para obtener con poco mas esfuerzo
versiones algo méas finas de estos resultados. Sin embargo, dado que
no vamos a necesitar esas versiones mas finas en este curso, hemos
optado por no usar dicho lenguaje de categorias para mantener una
presentacion més simple.

El Principio de Acotacién Uniforme nos informa acerca de la posi-
bilidad de garantizar que una familia de operadores es “uniformemente
acotada” sabiendo que es “puntualmente acotada”. Antes de enunciar
formalmente ese teorema veamos otro resultado muy conocido y 1til, el
Teorema de Arzela-Ascoli, que también nos habla, aunque en otro con-
texto, de la posibilidad de obtener una acotacién “uniforme” partiendo
de una acotaciéon “puntual”.

71
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Seguimos el capitulo estudiando las otras dos aplicaciones antes
mencionadas del Teorema de Baire al Analisis Funcional, los Teoremas
de la Grdfica Cerrada y de la Aplicacion Abierta.

Como una primera aplicacion de estos resultados estudiamos las
proyecciones en espacios de Banach, lo que nos da pie a definir subes-
pacios complementados. No es sencillo en general demostrar si un de-
terminado subespacio estd o no complementado, ni es obvio presentar
ejemplos de subespacios no complementados sin usar resultados profun-
dos. Por ello, mostramos en este capitulo que ¢g no esta complementado
en .

Terminamos el capitulo viendo otro de los teoremas fundamentales
del Analisis Funcional, aunque su demostraciéon no esté relacionada con
los anteriores, el Teorema de Stone-Weierstrass. Por su importancia en
muchas aplicaciones, creemos necesario enunciarlo y probarlo en este
curso. Su principal aplicaciéon en este curso la veremos en el Capitulo
11, cuando se utilizard para estudiar Anéalisis de Fourier en el marco
de la Teoria de espacios de Hilbert.

Con el paso del tiempo han ido apareciendo diferentes demostracio-
nes de este teorema fundamental. Entre ellas, una demostracion “direc-
ta”, utilizando los polinomios de Bernstein, una demostracion utilizan-
do el Teorema de Korovkin (véase por ejemplo |26, p. 40]), o una demos-
tracién razonablemente corta, pero que utiliza el Teorema de Alaoglu,
el Teorema de Krein-Milman y la descripcion del dual de C'(K) como
el espacio de medidas de Radon (véase por ejemplo [10, p. 145]). Final-
mente hemos elegido la demostracion seguida en |9, p. 137] puesto que
no utiliza resultados profundos adicionales y a la vez resulta, creemos,
razonablemente instructiva y sencilla.

Al igual que ocurria con el Teorema de Hahn-Banach, son innu-
merables las aplicaciones de los resultados de este capitulo al Anélisis
Funcional y a otras areas de la matemaética. Presentamos brevemente
al final del capitulo algunas de las aplicaciones que nos han parecido
mas adecuadas para este curso.

Para la preparacion de este capitulo hemos seguido sobre todo [26]
y [19], con la adicion de [9] para el estudio del Teorema de Stone-
Weierstrass.

1. El Teorema de Ascoli-Arzela

Antes de enunciar y probar el Teorema de Ascoli-Arzela y el Princi-
pio de Acotaciéon Uniforme veamos que responde a una pregunta natu-
ral. Observemos que una familia de funciones continuas de un espacio
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métrico en otro puede ser puntualmente acotada sin serlo uniforme-
mente. Por ejemplo, consideremos las funciones f,, € C(]0,1])

n’t, si0<t<:i
Inlt) = 1 S 1
T si-<t<1
Esta familia estd puntualmente acotada ya que f,(0) = 0 para

cada n € Ny |f,(t)] < 7 para todo ¢ € (0,1]. Pero en cambio no estan
uniformemente acotadas (es decir, no admiten una misma cota valida
para todo n y para todo t) ya que fn(%) = n para todo n € N.

Precisamente el Teorema de Ascoli-Arzela nos da condiciones sufi-
cientes para poder garantizar la acotacion uniforme.

Vamos a trabajar en C(T), el espacio de las funciones continuas
definidas sobre un compacto 7" que suponemos metrizable.

Previamente necesitamos unas definiciones.

Ya sabemos que toda funcion f € C(T') es de hecho uniformemente
continua, donde la “uniformidad” es en los ¢ € T. A un subconjunto
E C C(T) le podemos pedir que sea equicontinuo en t, y esto va a ser
una continuidad uniforme en f € F.

DEFINICION 4.1. Sea T' un espacio compacto metrizable y sea E C
C(T). E se dice equicontinuo en t € T' si para todo € > 0 existe 6 > 0
tal que para todo f € E, si d(s,t) <& entonces |f(t) — f(s)| <e.

DEFINICION 4.2. E C C(T) se dice acotado ent € T si

sup | £(1)] < oc.
fer

TEOREMA 4.3 (Ascoli-Arzela). Sea T' un espacio compacto metri-
zable y sea E C C(T). Supongamos que E es un conjunto acotado y
equicontinuo en t para todo t € T. Entonces E C C(T') es precompacto
(en particular E estd acotado en la norma del supremo, es decir E estd
uniformemente acotado). Por tanto, toda sucesion de E contiene una
subsucesion uniformemente convergente.

DEMOSTRACION. Tenemos que probar que F es precompacto. Sea
€ > 0. Por ser E equicontinuo en todo punto, para todo t € T existe
d; > 0 tal que para todo f € E y para todo s € B(t,d;)

[f(s) = f(O)] <
El conjunto {B(t,0;);t € T} es un recubrimiento abierto de 17"y
por ser T' compacto existen ty,...,t¢, € T tales que, llamando 9; = o,
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Por ser E acotado en todo punto, existen aq,...,a, > 0 tales que
|f(t:)| < ay para todo f € E, y para todo 1 <i < n.

Sea ahora a = max;{o;} + €. Entonces para todo t € T existe i €
{1,...,n} tal que para todo f € E

fO1= 1) = f(t) + fE)] < e+ [ft)] < a
y por tanto E esta uniformemente acotado en 7', es decir E esté acotado
en C(T). Veamos que de hecho E es precompacto. Sea
D, = {k € K tales que |k| < a}
y para toda f € E sea

e(f) = (f(tl)v"'vf(tn)) S DZ
El Teorema de Heine-Borel nos dice que D] es un conjunto compacto
de K" (con cualquiera de sus normas). Consideramos por ejemplo la
norma oo en K". Por ser D! compacto existe una cantidad finita de
bolas Vi,...,V,, de radio € que cubren D!.
Ahora, para cada 1 < j < m, si

Vin{e(f);fe E}Y#0
elijamos un f; € E tal que e(f;) € V}.
Vamos entonces a mostrar que las bolas de centros f; y radio He
forman un recubrimiento de E:
Sea f € E. Puesto que los V; forman un recubrimiento de D}
sabemos que existe j € {1,...,m} tal que e(f) € V;. Puesto que
e(f;) € V; y dado que el radio de V; es ¢, sabemos que

le(f) —e(fi)llee <€

es decir, para todo i € {1,...,n}

(8 = f(t)] < 2e.
Ahora, dado t € T, existe i € {1,...,n} tal que t € B(¢;,d;) y por
lo tanto
|F@&) = f@0) < @)= FE)I+1f () = fi(E)+1f; () — f3(8)] < e+2e+e.
Es decir
If = filloo < 4e < 5e,
lo que prueba que E es precompacto.

La ultima afirmacion es inmediata: al ser C(7T') un espacio de Ba-
nach, la clausura de F, E es un subconjunto compacto. Por tanto toda
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sucesion en E tiene una subsucesion convergente (a un elemento de

). 0

El Teorema de Banach-Steinhaus y el Principio de Acotaciéon
Uniforme

Antes de estudiar el Principio de Acotacion Uniforme y el Teorema
de Banach-Steinhaus, empezaremos recordando a los alumnos el Teo-
rema, de Baire, que suponemos ya conocido. Si no lo fuera, podriamos
incluir una demostracion.

TEOREMA 4.4 (Baire, 1899). Sea X un espacio métrico. Entonces
la interseccion de una familia finita de subconjuntos abiertos densos de
X es denso (y abierto) en X.

St ademds X es completo, entonces la interseccion de una familia
contable de subconjuntos abiertos densos de X en densa en X.

Notemos que, tomando complementarios, el Teorema de Baire dice
que en un espacio métrico completo la unién contable de cerrados con
interior vacio tiene interior vacio.

Podemos pensar el teorema de Ascoli-Arzela como una herramienta
que nos da condiciones suficientes para que en una familia de funciones
continuas escalares definidas sobre un compacto metrizable, la acota-
ci6n puntual implique la acotacién uniforme.

Nos preguntamos ahora cudl es la situacion para una familia de
aplicaciones lineales entre espacios de Banach. La respuesta nos la da
el

TEOREMA 4.5 (Principio de Acotacion Uniforme). Sea X un es-
pacio de Banach, Y un espacio normado y sea T un subconjunto de
L(X;Y) puntualmente acotado, es decir, tal que para todo x € X el
conjunto {T(x);T € T} CY estd acotado. Entonces existe C' > 0 tal
que

sup [Tl = sup |[[T(2)]| < C.
TeT TeT ,x€Bx
DEMOSTRACION. Para todo n € N, sea
D, ={x € X;||T(z)|| > n para algin T" € T }.

Puesto que, toda T" € T es continua, y || - || también es una funcion
continua, tenemos que || -||oT : X — [0, +00) es continua, por lo que

D= (|||l o T)"'(m,00) = { € X tales que |T(z)] > n}
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es un abierto. Puesto que D,, = Uper DY, se sigue que D, es un abierto.

Sea x € X. Por hipotesis, existe ny € N tal que [|T(z)] < no
para todo T € T. Por tanto x & D, y se sigue que NyenD,, = 0, en
particular N,enD,, no puede ser denso en X.

Ahora el Teorema de Baire nos dice que existe mg € N tal que D,,,
no es denso. Por tanto existe a € X y r > 0 tal que B(a,r)N D,,, = 0.
Esto quiere decir que T'(B(a,r)) < mq para todo T' € T, y veremos
que a partir de ahi es facil acabar sin mas que “trasladar” la bola al
origen.

Sea x € Bx, T € T. Entonces

1T (re + a)|| < mo
(puesto que rz + a € B(a,r)) de forma que

IT@) = T )| =+ T (v + @) ~ T(a)]| <

1 2my
< (T re+a)ll +T()]) < ==
Es decir
2m0
sup ||T(z)|| = sup [|T|| < —.
z€Bx, T€T TeT r

O

OBSERVACION 4.6. Probablemente sea conveniente hacer algunos
comentarios al teorema.

En primer lugar, obsérvese que el conjunto Ey = {z € X; tales que
T estd acotado en x} es un subespacio vectorial. Por tanto, puesto que
todo subespacio vectorial de X o bien es X o bien tiene interior vacio, se
tiene que o bien el interior de Ey es vacio (es decir, el complementario
de Ey es denso), o bien Ey = X. Por lo tanto, o bien T estd acotado
en todo punto, o para todo x en un conjunto denso de X, T no estd
acotado en x. Esta es la formulacion del Teorema que sigue por ejemplo
[7].

En realidad, usando la notacion de categorias de Baire, se puede
ver facilmente que la demostracion vale igual suponiendo que X es un
espacio normado y T estd puntualmente acotada en un conjunto de
segunda categoria.

COROLARIO 4.7. Sea X un espacio de Banach, Y un espacio nor-
mado y sea (T,)nen C L(X;Y) una sucesion tal que para todo x € X
la sucesion (T, (x)), es convergente en Y. Definamos la aplicacion
T:X —Y como

T(x) =1limT,(x)
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entonces
(i) (Teorema de Banach Steinhaus, 1927) T € L(X;Y) y

1T < sup || 75| < oo
n

(ii) Sea B C X un conjunto compacto. Entonces (T,(x)), converge
a T(z) uniformemente en x € B

DEMOSTRACION. (i) T es lineal, de nuevo por la continuidad de la
suma y el producto y el escalares. Para ver T' es continuo, empecemos
notando que, para todo z € X, el conjunto {||T,.(z)|;n € N} esta
acotado, porque (7,,(x)), es una sucesion convergente. El Principio de
Acotacion Uniforme nos dice ahora que el conjunto {||7,||;n € N} esta
acotado y por tanto existe el sup,, [|7,||. Entonces, para todo x € By,

|17 ()] = U |7, (2) || < sup [[T]| < o0

De forma que T es continua y

1T} < sup |75 < o0

(ii) Sea € > 0. Puesto que B es precompacto existen zy,...,2,, € B
tales que

B C B(xy,€) U+ U B(xy,€)
Puesto que T),(z;) — T'(z;) para todo 1 < i < m, existe ng € N tal
que
[T (ws) = T(s)|| <€
para todo n > ng y para todo 1 < i < m. Sea ahora z € B y sea x; tal
que ||z — z;|| < e. Entonces, para todo n > ng, se tiene

[T () = T()|| < Taz — zi)ll + [1(Tn = T) (i)l + 1T (2 — 2)|| <
< ITall+ 17Dl = @ill + 1T a:) = T(@a)ll < (2sup [Tul + De.
O

OBSERVACION 4.8. Observemos en primer lugar con un ejemplo
que no podemos prescindir de la hipotesis de la completitud de X ni
en el Principio de Acotacion Uniforme ni en el Teorema de Banach-
Steinhaus. Consideremos X = cog con la norma del supremo (en ese
caso su completado es co) y para todo n € N sea, para todo x € o
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Entonces T,, € ¢y = L(coo; K) y || 1] = n para todo n € N. Sea x € ¢y
y sea iy € N tal que x(j) = 0 para todo j > i,. Entonces, para todo
n €N,

()] < iulalloe < o0

y en cambio el conjunto {||T,||;n € N} no estd acotado. Esto muestra
que el resultado del Principio de Acotacion Uniforme no es cierto en
este caso. Para ver que el Teorema de Banach-Steinhaus también falla,
definiendo la aplicacion lineal T, : coo —> K como

Too(z) = Z ()
j=1
se tiene que T,,(x) — T () para todo x € ¢y, pero To, no es continuo
porque Too(1,,1,0,0,...) = n y (1,7.,1,0,0,...) € B,,, para todo
n € N.

Ahora es facil probar como consecuencia que un conjunto B C E
estd acotado si y solo si esta débilmente acotado, y que un operador
es continuo si y solo si es débilmente continuo, donde el sentido de
débilmente acotado y débilmente acotado es el dado por el enunciado
siguiente.

TEOREMA 4.9. Sean X e Y espacios normados y sean B C X un
subconjunto y T : X — Y wuna aplicacion lineal. Entonces

(i) B es acotado si y solo si para todo * € X* x*(B) estd acotado
en K
(ii) T es continua si y sdlo si y*oT es continua para todo y* € Y.

DEMOSTRACION. Es facil ver que si B esta acotado también estéa
débilmente acotado. Para la otra implicacién, supongamos que para
todo x* € X*, 2*(B) C K esta acotado. Sea J : X — X** la inmersion
candnica de X en su bidual. Entonces el conjunto {J(x);x € B} es
un subconjunto de X** = L£(X*;K) donde X* es un espacio de Ba-
nach. Ademads, para todo z* € X* el conjunto {|J(z)(z*)|;z € B} =
{|z*(z)];x € B} esta acotado. Por lo tanto, el Principio de Acotacion
Uniforme nos dice que el conjunto {||J(x)|;z € B} esta acotado, y
como ||J(z)|| = ||z, se sigue que B esta acotado.

Para la parte (ii), de nuevo una implicacion esté clara. Para la otra,
supongamos que T es débilmente continua. Sea B = {T'(x);x € Bx} C
Y. Entonces para todo y* € Y*, y*(B) = (y* o T')(Bx) esta acotado,
de forma que la parte (i) nos dice que B esta acotado, es decir T'(By)
estd acotado, es decir T es continuo. O
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Los Teoremas de la Grafica Cerrada y de la Aplicacién
Abierta

Al igual que hicimos al introducir el Principio de Acotacion Unifor-
me y el Teorema de Banach-Steinhaus, antes de introducir los Teoremas
de la Grafica Cerrada y de la Aplicacion Abierta reflexionaremos breve-
mente acerca de la pregunta natural a que los Teoremas dan respuesta.

Sean X e Y espacios métricos y sea T : X — Y una aplicacion. T’
es contlinua si y s6lo si es continua por sucesiones, es decir, si para toda
sucesion (z,) C X tal que x, — x € X se tiene que T'(z,) — T'(x).

Por otro lado, T se dice cerrada si para toda sucesion (x,) C X tal
que z, >z € Xy T(x,) —y €Y se tiene que y = T'(z).

Se sigue inmediatamente de la definiciéon que una aplicaciéon conti-
nua es cerrada. En cambio el reciproco no es cierto, como lo prueba el
siguiente ejemplo. Sea X =Y =R y sea

1
T

) siz#0
T(x) =
0, siz =20

EJERCICIO 4.1. Demostrar que T es cerrada si y sdlo si la grdfica
de T, esto es, el conjunto

Gr(T) :={(z,T(z)) e X xY;z € X}
es cerrado en X XY con la topologia producto.

Notemos también que si una aplicaciéon cerrada T es biyectiva, en-
tonces su inversa 7! también es cerrada, ya que que su grafica es la
misma (una estd en X x Y y la otra en Y X X, pero ambos espacios
son claramente homeomorfos). En cambio la inversa de una aplicacion
biyectiva y continua no tiene por qué ser continua, como lo prueba
el siguiente ejemplo: Sea X = [0,27), Y = {z € C;|z] = 1} y sea
T : X — Y la aplicaciéon dada por

T(x) =e™
T es continua y biyectiva pero T~! no es continua.

Vamos a ver ahora cudl es la situacion para aplicaciones lineales
entre espacios de Banach. Seguimos [7] para la demostracion.
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TEOREMA 4.10 (Grafica Cerrada). Sean X,Y espacios de Banach,
y sea T : X — Y wuna aplicacion lineal. Entonces T' es cerrada si y
solo s1 T es continua.

DEMOSTRACION. Ya hemos comentado que si T' es continua en-
tonces es cerrada. Veamos la otra implicaciéon. Probamos primero el
siguiente Aserto, en el que sblo usaremos la linealidad de T’

Aserto: Para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que

§Bx C T-1(eBy)

donde 0Bx = {z € X, tales que ||z|| <} y andlogamente eBy
Demostracion del Aserto: Sea ¢ > 0. Consideramos los conjuntos

G, =nT"! (gBy) .

La union U,enG,, es un recubrimiento de X, y por tanto también lo
es UpenG. (Observese que todavia no sabemos que T sea continua, lo
tinico que usamos es que 7" esta bien definida). Por el Teorema de Baire
(tomando complementarios) existe ng € N tal que G, tiene interior no
vacio, y por tanto contiene una bola cerrada de radio n > 0 y centro
%o, lo que implica que si [z — zo|| < n entonces z € ngT—* (§By). Es
facil ver que esto es equivalente a que

ﬁ cT-1 (EBY)

No 2

y por lo tanto también se verifica, para todo n > ny,

(3) % e T GBY).

Ademas, existe n; € N tal que, para todo n > nq,

4 Der <—B )
(4) n 27"
(esto simplemente porque T'(zg) € Y)
Sea entonces ny = max{ng,ni} y sea 6 = % Entonces para todo

Yy € 0By se tiene

noy +To —xo N2y + 2o  To

no U n2 '

Ahora, puesto que ||noy + xo — zo|| < 1, la ecuacion (3) implica que

N9l + Xg €
my 0 (€p,)
(%) 2 Y
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Por otro lado, de la ecuacion (4) se sigue que
2ert(SBy)
%) 2
y ahora es facil ver que
Yy € T-1 (EBy),
es decir
0By C T—1(eBy)
lo que termina la demostracion del Aserto.

Dado un € > 0, llamemos 6(¢) a (uno de los) ¢ que nos proporciona
el Aserto, y observemos que para cada € > 0 siempre podemos suponer
que d(e) < €.

Continuamos con la demostracion del Teorema. Suponemos que T
es cerrada, y vamos a probar que, para todo ¢ > 0

€
T (s (5) By) € eBy
lo que probaré que T es continua en el origen, y por tanto en todo
punto.
Asi, fijamos e >0y x €06 (g) Bx. Elijjamos z, € T‘l(gBy), con

r—x € (5(2)3}(,
esto es, ||z —z1]] < (¢)). A continuacion elegimos zo € T (£ By ) con
( I I 5 g 1
€
-)B
8) X

y procedemos inductivamente para construir una sucesion (z;);en tal
que z; € T (£By) y

T —x — Ty €6

: €
T — E Z; G(S(%)B_)Q
j=1

y por tanto,

: _ €
CL'—ZIE]'ET 1<21+le>.
j=1

Entonces T'(xz;) € 5; By y por tanto la sucesion z, = > ", T'(z;) es
una sucesion de Cauchy que converge a un punto z € Y. Puesto que
z, € €By para todo n, se tiene que z € €By.

Ademés )7 7 € (5:57) Bx C 5557 Bx (porque d(¢) < €) y por
tanto la sucesion ¢, = 37| x; converge a x. Puesto que T(t,) = 2,
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y puesto que T es cerrada, tenemos que T(x) = z, por lo que = €
T~ '(eBy), lo que prueba que §(5)Bx C T 'eBy y termina la demos-
tracion del teorema. 0

OBSERVACION 4.11. Nodtese que el teorema dice que si X eY cum-
plen las hipotesis, entonces para probar que una aplicacion T sea conti-
nua basta comprobar que si (T,)neny C X es una sucesion convergente a
0 tal que la sucesion (T(x,))neny C Y converge ay € Y entonces y = 0.
Esta es la forma en que se usa el Teorema en muchas aplicaciones.

El siguiente corolario es de gran importancia en multiples aplica-
ciones.

COROLARIO 4.12. Sean X,Y dos espacios de Banach y sea T
X — Y un operador (aplicacion lineal y continua) biyectiva. Entonces
T71:Y — X es continua.

DEMOSTRACION. Si T' es continua, su grafica es cerrada. Pero la
grafica de T7! es la misma que la de 7' (una en X x Y y la otra en
Y x X) por lo que la grifica de T~! también es cerrada. Ahora el
Teorema de la Gréfica Cerrada nos garantiza que T-! es continua. [

Continuamos el capitulo estudiando el Teorema de la Aplicacién
Abierta.

DEFINICION 4.13. Dados dos espacios topoldgicos X e Y, una apli-
cacion T : X — 'Y se dice abierta si la tmagen de cualquier abierto
es un abierto.

Claramente, si la aplicacion T es inyectiva, T es abierta si y so6lo si
T~ es continua.
Entonces tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 4.14. Sean X,Y espacios normados yT : X — Y una
aplicacion lineal. Entonces T es una aplicacion abierta si y solo si existe
v > 0 tal que

By C T(yByx),

es decir, para todo y € Y existe v € X con ||z|| < v|ly|| de manera que
T(x) =y. En particular, las aplicaciones abiertas son sobreyectivas.

DEMOSTRACION. Supongamos que 1" es una aplicacion abierta. En-
tonces transforma entornos abiertos de 0 en entornos abiertos de 0. Sea

Ux = {z € X tales que ||z|| < 1}.
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Entonces existe 6 > 0 tal que
Uy C T(Ux) C T(Bx).
Sea 0 < ¢ < 4. Entonces
&' By C 0Uy C T(Ux) C T(Bx).
Ahora es facil ver que
=5

cumple lo pedido.
Para la otra implicacién, supongamos que

vBy C T(By)

y sea G C X un abierto. Veamos que T'(G) es un abierto.
Sea a € G. Por ser GG abierto existe 6 > 0 tal que

a+d6Bx C G.
Entonces
T(a+0Bx)=T(a) +0T(Bx) C T(G)
y por lo tanto
T(a) 4+ 6vBy C T(G)
por lo que T(G) es un abierto. O

TEOREMA 4.15. Sean X,Y espacios normados.

1. 81 Z C X es un subespacio cerrado, entonces la aplicacion co-
ciente
Q:X—X/Z
es continua y abierta.
2. Sea T : X — Y una aplicacion lineal tal que ker(T) C E es
cerrado. Sea T : X/ ker(T) — Y la aplicacion lineal dada por

T([2]) = T(2).
Entonces T es abierta si y solo si T es abierta.

DEMOSTRACION. Para probar (1), en primer lugar @) es continuo
porque |||Q(x)||| = |||[x]||| < ||z]]. Para ver que @ es abierta, utilizamos
el resultado anterior. Sea un € > 0 cualquiera y sea [z] € X/Z. Entonces

inf{[lx + 2[); 2 € Z} = ||[[]ll| < (1 + el[[=]]]

por tanto existe zy € Z tal que ||z + zo|| < (1 + €)]||[z]]||. Puesto que
Q(z + z9) = [z] , podemos hacer v = 1+ € en el teorema anterior y
obtenemos que () es abierta.
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Para probar (2), puesto que ker(7) es cerrado, sea Q : X —
X/ ker(T) la aplicacion cociente. Entonces para todo A C X,

T(A) =T(Q(A)).

Puesto que Q es abierta, se sigue trivialmente que si T es abierta
también lo es T B
Por otro lado, para todo A C X/ ker(T), se tiene que

T(A) =T(Q™(A)
ya que () es sobre.

Puesto que @ es continuo por (1), se sigue que si T es abierta T
también lo es. 0

Finalmente ya tenemos todas las herramientas para probar

TEOREMA 4.16 (Teorema de la Aplicacion Abierta, Banach 1932).
Sean X,Y espacios de Banach y sea T : X — Y una aplicacion
cerrada y sobre. Entonces T es continua y abierta.

DEMOSTRACION. Por el Teorema de la Grafica Cerrada, T" es con-
tinua. Por tanto ker(T') = T71(0) es cerrado y la aplicacion

T:X/ker(T) — Y

definida por
T([z]) = T (=)

es continua (esto lo vimos en el Teorema 2.1, punto (v)). Podriamos
también no incluirlo en aquel Teorema y demostrarlo ahora.) Por tan-
to T es cerrada. T es inyectiva (esto es algebra) y, puesto que T es
sobre también lo es T (mas algebra). Por tanto T es una aplicacion
lineal cerrada y biyectiva. Asi pues la aplicaciéon inversa T ' también
es lineal cerrada y biyectiva (es cerrada porque la grafica es la misma
cambiando el orden de los pares). Puesto que Y y X/ker(T') son es-
pacios de Banach, tenemos que T ' es continua, es decir T es abierta.
Por el Teorema anterior 1" es abierta. U

2. Proyecciones en un espacio de Banach

DEFINICION 4.17. Sea X un espacio normado e Y C X un subespa-
cio vectorial cerrado. Un operador (lineal y continuo) P : X — X es
una proyeccion sobre Y si P, : Y — Y es la identidad y si P(z) € Y
para todo x € X.
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DEFINICION 4.18. Sea X un espacio normado e Y C X un subes-
pacio vectorial cerrado. Y se dice complementado en X si existe una
proyeccion de X sobre Y.

EJERCICIO 4.2. Sea X un espacio normado, Y C X un subespacio
vectorial cerrado y P : X — X un operador (lineal y continuo).
Probar que P es una proyeccion si y sélo si P2 = P, P(x) € Y para
todox € X y P: X — Y es sobreyectiva.

PROPOSICION 4.19. Sea X wun espacio de Banach e Y C X un
subespacio vectorial cerrado. Y estd complementado en X si y solo si
existe un subespacio vectorial cerrado Z C X tal que X =Y & Z en el
sentido algebraico, es decir, X =Y +7Z e Y NZ = {0}. En ese caso
se dice que Z es un complementario de'Y en X.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe Z como en el enunciado.
Tanto Y como Z son espacios de Banach y por tanto (Y & Z, || - ||1) es
un espacio de Banach, donde

1y, 2)llx = Nyl + =]

Definimos
p:Y®oZ —X
como
Py, 2) =y + 2
¢ es claramente lineal. También es continua (considerando la norma 1
en Y @ Z7) ya que

leCy, 2l = lly + 2l < llyll + llzll = Iy, 2)]1
Ademas ¢ es inyectiva: p(y, z) = 0 implica y + z = 0 lo que a su vez
implica que y =z=0porser X =Y & 7.

También ¢ es sobreyectiva: para todo x € X, x se puede escribir
como z =y + z (de forma tnica) y ¢(y, z) = .

Por los Teoremas de la Grafica Cerrada (o de la Aplicacion abierta)
sabemos que ¢! es continua. De hecho se tiene, aunque no lo usamos
explicitamente, que X es isomorfo a (Y @ Z, || - ||1); es un ejercicio com-
probar que podemos sustituir la norma 1 por, por ejemplo, cualquier
norma p.

Notemos ademés que la aplicacion 71 : Y & Z — Y & Z dada por
m1(y, z) = y es claramente una proyeccion.

Definimos entonces la aplicacion

P=ypomop ' X sY®Z —ydZ —X

Es ahora muy facil comprobar que P es una proyeccién sobre Y.
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Supongamos ahora que Y C X esta complementado, y sea P :
X — X una proyecciéon. Sea Z = ker P. Z es claramente cerrado.

Ademas, si y € Y N Z se tiene que P(y) =y (porque y € Y) y que
P(y) =0 (porque y € Z) y por tanto y = 0, luego Y N Z = {0}.

Por otro lado, sea z € X, sea y = P(z) € YV ysea z = z — y.
Entonces

P(z) = P(x) - P(y) =y —y =0,
por tanto z € Z yx =y + 2z, porloque X =Y + Z. ]

EJERCICIO 4.3. Sea Y C X un subespacio complementado, sea P :
X — X una proyeccion y sea Z = ker P un complementario de Y en
X. Entonces Z estd complementado en X y

Id—P: X — X

es una proyeccion. Sugerencia: Usar el Ejercicio 4.2.

Desde el punto de vista puramente algebraico, todo subespacio vec-
torial estd complementado. Se puede probar, dado un espacio de Ba-
nach X, que todo subespacio cerrado Y C X estd complementado si
y solo si X es Hilbert. En cambio, dado un subespacio cerrado Y de
un espacio de Banach X, no es en general nada sencillo averiguar si
Y esta complementado o no. El articulo [32] (al menos partes de él)
puede ser leido por no especialistas que deseen aprender algo acerca de
este problema.

En esta linea, con técnicas elementales se puede probar que ¢y no
esta complementado en /... Por claridad, extraemos parte de la demos-
tracién como lema previo.

LEMA 4.20. FExiste una familia F de subconjuntos de N tal que
» card(F) = card(R)
» Para todo F € F se tiene que card(F) = R,
s Para todos Fy, Fy € F

CCLT’d(Fl N FQ) < NO

DEMOSTRACION. Sea i : N — QQ una biyecciéon. Para todo r € R
elijamos una sucesion (q),), C Q tal que ¢, — 7. Sea

0:R— NV
la aplicacién dada por

o(r) = (i""(q))),, -
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Es facil ver que ¢ es inyectiva. Sea ahora
F = {e(r)ir €R}.
No es dificil ver que F cumple lo pedido. U
TEOREMA 4.21. cg no estd complementado en f
DEMOSTRACION. [19, Thm. 95|. O

Veamos que los cocientes por subespacios complementados son exac-
tamente lo que esperariamos que fueran.

PROPOSICION 4.22. Sea X un espacio de Banach, Y C X un subes-
pacio complementado de manera que X =Y &Z. Entonces (X/Y) = Z,
donde la igualdad quiere decir que ambos espacios son isomorfos (pero
no necesariamente iSométricos).

DEMOSTRACION. Sea 0 : Z — X/Y dada por 6(z) = [z]. Facil-
mente se ve que 6 es lineal y continua. Es inyectiva porque si [z] = 0
entonces z € Y, y puesto que Y N Z = {0}, se sigue que z = 0. Es
sobreyectiva porque si [z] € X/Y yx=y+z,conyeY yz € Z, en-
tonces 0(z) = [z]. Por tanto es biyectiva. Los Teoremas de este capitulo
nos dicen ahora que 6 es un homeomorfismo lineal 0

Veamos ahora que los subespacios finito dimensionales estan siem-
pre complementados. Aprovechamos la ocasiéon para definir las Bases
de Auerbach.

DEFINICION 4.23. Dado un espacio de Banach'Y con dimY =n <

oo una base de Auerbach de'Y es un sistema {eq,... e, },{et, ... e
tal que {e1,...,e,} es una base de Y, {e},... et} C Y*, para todos
1<i4,7<n
e; (e;) = di
y, para todos 1 < 1,5 <n,
leall = llejll = 1.
(Obsérvese que de aqui se sigue en particular que {e7,... e~} son li-

nealmente independientes, y por tanto una base de Y™, ya que si
Z ae; =0
i
entonces para todo j

Z ae;(ej) = a; = 0.
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EJERCICIO 4.4. |19, Thm 89| Sea X un espacio de Banach, Y C X
un subespacio n-dimensional. Entonces existen vectores {e1,...,e,} C
Y, {el,... e} C X" tales que {e1, ... e}, {e7),, ... €5, } €s una base
de Auerbach. Por lo tanto Y estd complementado en X y existe una
proyeccion P de X sobre Y con ||P|| < n.

Existe una version de este resultado garantizando la existencia de
una forma débil de Bases de Auerbach (no de proyecciones acotadas)
en todo espacio de Banach separable [30].

Por otro lado, del Teorema de Kadets-Snobar se sigue que todo
espacio n-dimensional admite una proyeccion de norma menor o igual
que y/n (ver, por ejemplo, [12, Theorem 4.18]).

3. El Teorema de Stone-Weierstrass

Sea K un espacio compacto, y C(K,R) el espacio de Banach de
las aplicaciones continuas f : C'(K) — R, dotado de la norma del
supremo. Observemos en primer lugar que C(K,R) tiene ademas de la
estructura de espacio de Banach, una estructura natural de algebra.

Recordamos al lector la definicion de algebra.

DEFINICION 4.24. Sea A un espacio vectorial sobre K. Decimos que
A es un dlgebra si existe un producto - : A X A — A definido en €l tal
que (A, +,-) es un anillo y ademads

a(x - y) = (ax) -y para todos x,y € A, a € K.

Siguiendo la costumbre habitual escribiremos zy en lugar de x - y
siempre que no haya riesgo de confusion. Claramente C'(K,R) con el
producto punto a punto es un algebra.

Decimos que un conjunto A C C(K,R) es reticulado si para todos
f,g € A las funciones sup(f, g) e inf(f, g) pertenecen a A, donde estas
funciones se definen como

sup(f, g)(t) := max{f(t), g(t)} para todo t € K,

y analogamente la funcion inf(f,g). Es un ejercicio verificar que si
f,g9 € C(K,R) entonces sup(f,g) € C(K,R) e inf(f, g) € C(K,R).

Antes de probar el Teorema de Stone-Weierstrass necesitamos dos
lemas. El primero es

LEMA 4.25. Sea A C C(K,R) un conjunto reticulado. Entonces
f € A (la clausura topoldgica de A) si y sdlo si para todos s,t € K, f
es el limite sobre {s,t} de funciones de A, es decir, dados s,t € K y
dado € > 0 existe g;4 € A tal que
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[f(s) = gsa(s)l <€y [f() —gaa(t)] <€

DEMOSTRACION. Una de las implicaciones esta clara. Para la otra,
supongamos que para todos s,t € K, f es el limite sobre {s,t} de
funciones de A. Sea € > 0 y sea gs; € A tal que

(5) 1f(s) = gsu(s) <€y [|f(t) = gsu(t)] <e

Definamos
Wy = {u € K tales que gs+(u) < f(u) + €}.

Como la funciéon (gs; — f) es continua, se tiene que Wy, C K es
abierto y usando (5) es muy facil ver que contiene a t. Por tanto, fijado
s € K la familia de conjuntos {Ws;;t € K} forma un recubrimiento
abierto de K. Al ser K compacto podemos extraer de este recubrimien-
to un subrecubrimiento finito {W; ;1 <i < n}.

Definamos ahora

gs = irllf(gs,tz)
Puesto que A es un conjunto reticulado se tiene que g, € A. Para todo
u € K,existei € {1,...,n} tal que u € Wy, es decir g4, (u) < f(u)+e
y por tanto

gs < f + €, es decir gs(u) < f(u) + € para todo u € K.

Ademas
gs(s) > f(s) — e,
ya que, para todo t € K, se tiene que |f(s) — gs+(s)| < e.
Definamos ahora

Wy ={u € K tales que gs(u) < f(u) — €}.

Como la funcion (gs — f) es continua, se tiene que W, C K es abier-
to y es facil ver que contiene a s. Por tanto la familia de conjuntos
{Ws;s € K} forman un recubrimiento abierto de K. De nuevo por
ser K compacto podemos extraer de este recubrimiento un subrecubri-
miento finito {W,,;1 < j < m}.

Definamos ahora

g = sup(gs,).
J

De nuevo por ser A es un conjunto reticulado se tiene que g € A.
Ademas se tiene

f—e<g<f+e
y puesto que esto se puede hacer para todo € > 0 se sigue que f € A. [
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Necesitamos un lema més. Previamente recordemos que si A es
un algebra entonces decimos que A" C A si A’ con las operaciones
inducidas también es un algebra. Obviamente, al igual que ocurria con
subespacios vectoriales, basta con que sea cerrada para las operaciones
del algebra.

LEMA 4.26. Sea A C C(K,R) una subdlgebra cerrada (en el sentido
topoldgico). Entonces A es un conjunto reticulado.

DEMOSTRACION. Observando que

sup(f. g) = f+g+2|f—g|
y
inf(f, g) = f+9—2\f—9\

queda claro que basta demostrar que si f € A entonces |f| € A

Para ello vamos a ver que |f| es el limite uniforme de polinomios
en f de la forma Y " a,f™.

Es facil ver que podemos suponer sin perdida de generalidad que

Il < 1.

Notemos que para todo ¢ > 0 y para todo = € R, se tiene
2 2\1
0<(z*4+€)2 —|z|<e
Por otro lado, para todo x € [—1,1] se tiene

=1+ + @ —1)=0+)1+u),

donde
x?—1
U= .
1+ €2
Ademaés, para todo z € [—1,1]
< <1

Por lo tanto, la serie de Taylor de (1 +u)% converge uniformemente
a (14 u)z en el intervalo [—1,1]. Es decir, existe un polinomio P(z)
tal que, para todo = € [—1, 1],

(2% + €2)2 — P(z)] < e.
En particular se tiene que
|P(0)] < 2e.
Finalmente, si hacemos Q = P — P(0), se tiene

1Q(f) — Il < 4e.
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Necesitamos una definicién mas.

DEFINICION 4.27. Sean K,Y dos conjuntos y sea A C Y un con-

junto de aplicaciones de K en'Y. Decimos que A separa puntos de K
si para todos s,t € K existe f € A tal que f(s) # f(t).

Finalmente podemos enunciar y probar el resultado principal de
este capitulo. Probamos primeramente el caso real.

TEOREMA 4.28 (Stone-Weierstrass). Sea A C C(K,R) una subdl-
gebra tal que

1. A separa puntos de K.
2. Para todo t € K existe f € A tal que f(t) # 0.

Entonces A = C(K,R).
DEMOSTRACION. Por los lemas anteriores, basta ver que para todos
s,t € K con s # ky para todos a, f € R existe f € A tal que f(s) =«
y f(t) = 8. Puesto que A separa puntos sabemos que existe g € A tal
que g(s) # g(t). Supongamos inicialmente que g(s) # 0 # g(t). Veamos
entonces que existen a,b € R tales que
f = ag + bg*

cumple lo pedido. Para esto tenemos que solucionar el sistema

{ a = ag(s) + bg*(s)
B = ag(t) + bg*(t)

y sabemos que este sistema tiene solucion si

9(s)g*(t) — g(t)g*(s) = g(s)a(t)(g(s) — g(t)) # 0.
Por hipétesis sabemos que esta condicion se cumple, y por tanto existen
a y b que cumplen lo pedido.

Si la funcion g que separa sy ¢t cumpliera que, por ejemplo, g(s) = 0,
entonces por las hipotesis sobre A existe otra funcién ¢’ € A tal que
g'(s) # 0. Entonces podemos elegir un € > 0 suficientemente pequeno
de manera que

" /

g =9+yg
separa s y t y no se anula en ninguno de ellos, y podemos aplicarle
ahora a ¢” los razonamientos anteriores. O

Los siguientes corolarios son a menudo comodos de aplicar.
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COROLARIO 4.29. Si {f;;i € I} C C(K,R) es un conjunto que
separa puntos de K y si para todo t € K existe f; tal que f;(t) # 0,
entonces toda funcion f € C(K,R) se puede escribir como el limite
uniforme de polinomios (sin término constante) en los elementos f;.

DEMOSTRACION. Los polinomios en esas funciones forman una subal-
gebra que verifica las condiciones del Teorema 4.28 U

COROLARIO 4.30. Sea A C C(K,R) una subdlgebra tal que

1. A separa puntos de K.
2. 1 € A, donde 1 es la funcion constantemente igual a 1.

Entonces A = C(K,R).

COROLARIO 4.31 (Weierstrass, 1885). En C([0,1],R) los polino-
mios son densos.

Veamos finalmente la version compleja del Teorema.

COROLARIO 4.32. Sea K un conjunto compacto y sea A C C(K,C)
una subdlgebra (sobre C) tal que

1. A separa puntos.
2. Para todo x € K existe f € A tal que f(x) #0

3. Para todo f € A, también f € A, donde f(t) = f(t), el conju-
gado complejo de f(t).
Entonces A = C(K,C), donde A denota la clausura topoldgica de
A.

DEMOSTRACION. Sea

Ar = {R(f); f € A}

Es facil ver que A, es una subélgebra (sobre R) de C(K,R) y que
verifica las condiciones 1y 2 del Teorema 4.28 (Si f(z) # f(y) entonces

R(f)(z) # R(f)(y) 6 R(uf)(z) # R(ef)(y); andlogamente, si f(x) # 0
entonces R(f)(z) # 0 6 R(ef)(x) # 0). Por lo tanto A, = C(K,R),
donde A, es la clausura topolégica de A, v se ve facilmente que entonces

A=A, +14, =C(K,C).
O

4. Aplicaciones

Al igual que con el Teorema de Hahn-Banach, hay multitud de
aplicaciones de los teoremas de este capitulo al Analisis Funcional o a
otras areas del Andlisis. Citamos aqui alguna de ellas.
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Existencia de solucién de ecuaciones diferenciales: Una apli-
cacion del Teorema de Ascoli-Arzela que se puede ver en |17, p. 30| es
el siguiente teorema.

TEOREMA 4.33. Sea f : R? — R una funcidn continua en un
abierto D. Entonces, para todo (xo,y0) € D la ecuacion diferencial

y' = f(z,y)
admite una solucidn local (no necesariamente unica) que pasa por el
punto (o, Yo)-

Divergencia de la serie de Fourier de funciones continuas:
Se tiene el siguiente resultado.

TEOREMA 4.34. Eziste un conjunto denso E C C|—m, 7| tal que
para toda f € E la serie de Fourier de f diverge en el 0.

Es bastante frecuente encontrar esta aplicacion en los libros. Una
buena referencia para este curso puede ser |26, p. 144] o [19, ej 39 p.
59].

En [17, p. 78] se puede ver una aplicacion similar a la divergencia
de polinomios interpoladores.

Métodos de Integracion: En [26, p. 146| se puede ver una apli-
cacion de los resultados de este capitulo a la convergencia de métodos
de integracion.

Condensacién de singularidades: La idea general de un princi-
pio de condensacion de singularidades es ver condiciones bajo las cuales
se puede garantizar que, si para todo punto ¢ty en un conjunto denso
existe una funcion fy en un conjunto dado de funciones F que tiene
una singularidad en t = ¢, entonces existe f € F tal que f tiene una
singularidad en todo ¢t € S. En el caso particular de operadores entre
espacios de Banach se tiene el siguiente resultado.

TEOREMA 4.35. Sea X un espacio de Banach y sea Y un espacio
normado. Sea (T)")nmen C L(X;Y) una sucesion (indexada por n y
m) tal que para todo m € N existe x,, € X tal que

lim sup || T (2] = +o0.
Entonces existe x € X tal que para todo m € N

limsup || 7} (z)|| = +o0.
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Se puede ver por ejemplo en [17].

Propiedad de lifting de ¢;. Se tiene el siguiente resultado

TEOREMA 4.36. Sean X e Y espacios de Banach y Q : X — Y
un operador sobreyectivo. Entonces, para todo operador T : ly — Y
existe un operador T : {1 — X tal que QT =T.

Se puede ver por ejemplo en |7, Ex. 3, p. 15].

Todo espacio de Banach separable es isomorfo a un cociente
de /1, o todo espacio de Banach es isomorfo a un cociente de
¢,(T") para algan I'. Se puede ver por ejemplo en [19, Theorem 91].

Soluciones de ecuaciones diferenciales. Sean X,Y espacios de
Banach y T' € L(X;Y') un operador sobre, es decir para todo y € F' la
ecuacion

(6) T(z)=y

tiene solucion en X. Por los Teoremas de la Aplicacién Abierta, existe
v € R tal que, para todo y € Y existe una solucion z de (6) con
el < Ayl

En muchas ocasiones la posibilidad de acotar la norma de una solu-
cion de la ecuacion en términos de la norma del término independiente
es importante. Por ilustrar esa importancia consideremos la siguiente
situacion. Supongamos, v este es el caso a menudo, que T no es sélo
sobre sino biyectiva, de forma que los teoremas de este capitulo nos
garantizan que 7! también es lineal y continua. En ocasiones, aunque
(6) tenga soluciéon para todo término independiente y, solo sabemos
calcular una soluciéon x cuando y pertenece a un cierto conjunto denso
D C F. Siahoray € F'\ D, podemos hallar una sucesion (y,) C D tal
que y, — y y una sucesion (z,) C F tal que T(z,) = y,. Obviamente
la pregunta es si podemos garantizar que x,, — x donde x es el tnico
elemento de X tal que T'(z) = v.

La respuesta es si, ya que

Iz = zall = 177 () = T ()|l < 1Ty = gl = 0

De forma que tiene sentido decir que x,, es una solucién aproximada de
(6) y ademas vemos que z varia continuamente con respecto a y. Estos
razonamientos son los que estan detras de ciertas técnicas de perturba-
cion utilizadas en la resoluciéon de ecuaciones diferenciales: perturbamos
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el término independiente levemente (de y a y,) y obtenemos una so-
luciéon aproximada z,, que esta suficientemente cerca de x (en cierta
norma) si y, esta suficientemente cerca de y (en otra cierta norma).

Veamoslo con un ejemplo. Sea la ecuaciéon diferencial lineal de orden
m con coeficientes variables dada por

(7) am(t)x(m) (t) + -+ ar ()2’ (t) + ag(t)x(t) = y(t) t e [0,1]

donde a; € C[0,1] para todo 1 < j < m y a,(t) # 0 para todo
t €10,1].
Consideramos las condiciones iniciales

(8) 2(0) = 2/(0) = --- = 2" D(0) = 0

Se demuestra en los cursos elementales de ecuaciones diferenciales que
para todo y € ([0, 1] existe una tnica solucion de (7) que verifica
(8). Consideramos los espacios vectoriales Y = C[0,1], X = {z €
C™[0,1] tales que x(0) = 2/(0) = --- = ™ D(0) = 0}. Y es un
espacio de Banach con la norma del supremo, y se puede comprobar
que si dotamos a X de la norma

]l = l[#lloo + 12" loo + - - + 112" |

entonces también X es un espacio de Banach. Definimos ahora la apli-
cacion
T: X —Y

dada por
T(z) = amz™ + - + a12’ + ap.

Es sencillo verificar que T es lineal y continua. Del teorema de
existencia y unicidad antes mencionado se sigue que 7' es biyectiva.

Supongamos que tenemos un método para solucionar (7) (es de-
cir, para calcular 7-*(y)) cuando y es un polinomio. Del Teorema de
Weierstrass se sigue que los polinomios son densos en Y. Sea ahora
Yo € Y y sea (p,) C Y una sucesion de polinomios que converge a .
Entonces si x,, es la solucion de (7) cuando el término independiente
es p,, tenemos que x, — To, donde xy es la tnica solucion de (7) ve-
rificando las condiciones iniciales (8) cuando el término independiente
es yo. Ein particular esto implica que

Ty — Xy,
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(m) M=o

(m)
n 0

5. Practicas sugeridas

EJERCICIO 4.5. Sea X wun espacio de Banach. Entonces una base
algebraica suya tiene cardinal finito o no contable.

Solucién: Supongamos que X admitiera una base contable (€;);en.
Para cada n € N sea F, el subespacio generado por {ey,...,e,}. F,
es cerrado por ser de dimension finita y puesto que (e;)ien €s una base
algebraica, se tiene que X = UpenkE,. Por el Teorema de Baire tiene
que existir ng € N tal que F,, tiene interior no vacio. Pero si F),
contiene una bola abierta entonces contiene también una bola abierta
centrada en el origen de manera que F,, es un entorno del origen, lo
que tmplica que X = F,,,, una contradiccion con que la dimension de
X sea infinita.

EJERCICIO 4.6. Sean X,Y, Z espacios normados, con X oY espa-
cio de Banach. Sea

F:XxY—Z

una aplicacion bilineal separadamente continua (esto es, para cada x €
X la aplicacion lineal F, : Y — Z dada por

F.(y) = F(z,y)

es continua, y andlogamente en la sequnda variable. Entonces F' es
continua, es decir existe a« > 0 tal que para todo (z,y) € X XY

1 (z, y)ll < aflzll{lyl

EJERCICIO 4.7. Los Teoremas de la Aplicacion Abierta y de la Grd-
fica Cerrada fallan si no hay completitud. |26, Example 10.7, p.177]

EJERCICIO 4.8. Sea X un espacio normado en el que consideramos

dos normas || - |1 y || - [|2. S X es un espacio de Banach con ambas y
si existe C € Ry tal que || - |1 < C|| - ||2 entonces las dos normas son
equivalentes.

EJERCICIO 4.9. Sean X,Y espacios de Banach, T : X — Y
un operador sobreyectivo. Entonces Y es isomorfo a un cociente de
X, en concreto a X/kerT. Sugerencia Considerar el operador 0 :
X/kerT — Y dado por 0([z]) = T(x) y verificar que es biyectivo y
continuo. A continuacidn aplicar el Teorema de la Aplicacion Abierta.



5. PRACTICAS SUGERIDAS 97

EJERCICIO 4.10. Sea E un espacio compacto y sea (f;)i-, C C(E,R)
un conjunto que separa puntos de E. Demostrar que E es homeomorfo
a un subconjunto de R"

EJERCICIO 4.11. Demostrar que el dlgebra generado por {1,z%} es
densa en C10, 1] pero no en C[—1,1].






Capitulo 5

Espacios duales y operadores traspuestos

Contenidos: Espacio dual. Duales de ¢y y £, (1 < p < 00). Fun-
ciones de variacion acotada. Dual de C[0,1]. Duales de L,[0,1] (1 <
p < 00). Traspuesto de un operador.

En varios libros de Anélisis Funcional se puede leer que el Anélisis
Funcional es sobre todo dualidad y teoria espectral. Sin entrar en la
posible exactitud de esa frase, no cabe duda que la nocién de espacio
dual es fundamental en muchas de las aplicaciones del Anélisis Funcio-
nal: muchas propiedades estructurales y geométricas sélo se entienden
si se formulan o se estudian en términos del dual, y las nociones de
convergencia débil y convergencia débil* necesitan de la definiciéon de
espacio dual para su misma definiciéon. Una vez definido el dual de un
espacio, dado un operador entre espacios normados tiene sentido definir
su traspuesto, lo que hacemos en este capitulo puesto que necesitamos
esa nocion para poder desarrollar la Teoria Espectral de operadores
compactos en los capitulos siguientes.

Dedicamos ademas buena parte de este capitulo a estudiar los dua-
les de algunos espacios de Banach clasicos: ¢, £,, L,[0,1] (1 < p < 00)
y C[0, 1]. El estudio del dual de este tltimo nos lleva a hacer una peque-
na presentacion de la integral de Riemann-Stieltjes y las funciones de
variacion acotada. Si los alumnos conocieran Teoria de la Medida estu-
diariamos directamente la representacion del dual de C'(K) en términos
de medidas de Radon.

El estudio de los duales de ¢, y ¢y lo hemos basado sobre todo en
[19], el del dual de C0, 1] en [4] y el de los duales de L, en [36] y [26].

1. Espacio dual
Comenzamos recordando la definicion de espacio dual.
DEFINICION 5.1. Sea X un espacio normado. Entonces
X" :=L(X;K)={T: X — K, T lineal y continuo }
99
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Como ya vimos anteriormente todo espacio dual es un espacio de
Banach, por la completitud de K.

En este sentido, veamos que si partimos de un espacio normado
no completo o de su completado, el dual es el mismo. Notemos que si
dos espacios de Banach X, Y, o dos espacios normados en general, son
isométricos (es decir existe una aplicacion 6 : X — Y lineal, biyectiva
y continua tal que ||#(x)| = ||z|| para todo z € X) entonces todas
las estructuras de X e Y que conocemos y utilizamos (su estructura
conjuntista, su estructura vectorial y su norma, y junto con ella su
estructura topologica) se conservan, por lo que no podemos distinguir
un espacio del otro. Por tanto, a partir de ahora diremos que X =Y
si X e Y son isométricos.

PROPOSICION 5.2. Sea Xqg C X un subespacio denso. Entonces
X = X* con la identificacion nalural.

DEMOSTRACION. Sea 6 : X* — X el operador restriccion, es
decir
o(T) =1

Ixo
Claramente 6 es lineal y continuo, con

oD < T
De la densidad de By, en Bx se sigue que de hecho
[0(T)[| = [IT']|-

So6lo nos falta ver que 6 es sobre. Sea T € X{. El Teorema de
Hahn-Banach nos garantiza que existe 7' € X* (con ||T|| = ||To]|) tal
que O(T) = Tp, lo que termina la demostracion. O

Estudiamos a continuaciéon los duales de los espacios de Banach
clasicos que hemos visto hasta ahora.

PROPOSICION 5.3 (Riesz). ¢f = 04
DEMOSTRACION. Dado z* € ¢, para cada n € N definimos z =

(7
x*(e,) donde ¢; = (0,...,0,1,0,0,...,). A continuacion Definimos el
operador

0:c5— 0
de la siguiente forma

0(x7) = (2} )nen
Veamos que 6 esta bien definido: si 2% = z*(e,) = |z} |e ", para

todo m € N, consideramos el vector

_ —1p1 . —1p9 —1
U = (€71 e72 .. e ™. 0,0,...)
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. Puesto que vy, € Bc: se tiene que

m m m
2 (vn) = 2" (Z e’“””%) = e nat(en) = > lanl < a7,
n=1 n=1 n=1

Por tanto ) | |z} | existe y es menor o igual que ||z*||. Esto prueba
que 0 esta bien definido y puesto que claramente # es lineal, los razo-
namientos anteriores también prueban que 6 es continuo y ||6]| < 1.

Vamos a usar ahora que el completado de (cog, || - ||oo) €S ¢o, por lo
que para todo 2" € cj, se tiene que |[z*[| = sup,ep, 2" (2).

Dado z* € ¢j, para todo = € B, suponiendo x; = 0 para todo
7 > m, se tiene

m m m
o) () = 3o < b Yol <
n=1 n=1 n=1

m [eS)
<Yl < ] = 16
n=1 n=1

por lo que ||z*|| < ||0(z*)|| y esa era la desigualdad que nos faltaba
para probar que # es una isometria. Al ser isometria automéaticamente
f es inyectiva y sé6lo nos resta comprobar que 6 es sobre.
Sea a = (a,) € ¢;. Consideramos la forma z* € ¢}, dada por
o0
¥ (x) = Z anTy,
n=1

Claramente, para todo = € ¢ la serie >~ a,x, es absolutamente
convergente, puesto que

0o 00
S lana] < suplaal 3 Jan] = zlluliall.
n=1 n n=1

Por tanto z* es efectivamente un elemento de ¢ y claramente 6(z*) =
a. U

PROPOSICION 5.4 (Riesz). (7 =l

DEMOSTRACION. Dado z* € ¢} definimos x} = x*(e,), y definimos
el operador
0: 07 — U
como
0(z") = (27,

Veamos que 6 esta bien definido.
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102 = sup |2, [ = sup |27 (en)| < |27

por lo que 6 esta bien definido y, puesto que es claramente lineal, tam-
bién es continuo.

Analogamente a la demostracion anterior, vamos a usar ahora que
el completado de (cgo, ||+ ||1) es ¢1, por lo que para todo x* € (3, se tiene
que o = sup,ep 7*(x).

Dado z* € {;, para todo = = (z,) € By, suponiendo z; = 0 para
todo j > m, se tiene

m m m
(x) =" (Z xnen) = anﬂ < sup |z, Z 0]
n=1 n=1 n n=1

<0G aal < 10D el < [16(7)]]

por lo que ||z*|| < ||0(z*)]| v € es una isometria. Solo resta compro-
bar que 6 es sobre.
Sea a = (a,) € l«. Consideramos la forma z* € ¢} dada por

o0
() = Z T,
n=1

Claramente, para todo x € {; la serie > - a,z, es absolutamente
convergente, puesto que

IA

0o 00
S Janzal < suplanl S 7] = llallo 2]
n=1 n n=1

Por tanto z* es efectivamente un elemento de (7 y claramente 0(z*)
a.

= O

PROPOSICION 5.5 (Riesz). Sean 1 < p,q < oo tales que ]lj+ é =
Entonces ; = {,.

DEMOSTRACION. Dado z* € (, para cada n € N definimos z;, =
x*(en).
Entonces definimos el operador

0:0 — 1,
de la siguiente forma
0(x") = (27, )nen
Veamos que 6 esta bien definido: Dado z* € £}, para todo m € N,
consideramos el vector v, = (|x|7 te™™1, ... |2k [T e 0,0, ..).
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Notemos que si %+% = 1 entonces % = ‘I;ql por lo que p(g—1) = g.
Asi

m m m
Dolanlt = et el = )l e (en) =
n=1 n=1 n=1
m
= <Z \xi\“e“""en) = 2" (vm) < (2" [[[lom]lp =
n=1

1
m D m
IHw*H(E I%I“"”) sz*H(E Iwiil">
n=1 n=1

Hemos probado que

m m %
S 2o < o] (z w)
=1

n n=1

[N

D

y de aqui se sigue que

1 11
m q m P
(Z vaiii") - (Z rwmq) < 2"l
n=1 n=1

Por tanto 0 esta bien definido y es lineal y continuo con |0 < 1.

Vamos a usar ahora que el completado de (cgo, || - ||,) es €, por lo
que para todo ™ € £}, se tiene que |[z*|| = sup,ep, (7).

Dado z* € £}, para todo x € By, suponiendo z; = 0 para todo
J > m, se tiene, utilizando la desigualdad de Holder, que

at(x) = x° (Z xn6n> = < |zl 100"l
n=1

n=1
por tanto ||z*|| < [|@(z*)]| y 0 es una isometria. Veamos que es
sobreyectiva:
Sea a = (a,) € {,. Consideramos la forma z* € (£} dada por

o0
z*(z) = Z ATy,
n=1

De nuevo por la desigualdad de Hélder, para todo z € ¢, la serie
ZOO a,x, es absolutamente convergente, puesto que

n=1
oo
Z |anzn| < [[(an)lql|(@n) |-
n=1



104 5. ESPACIOS DUALES Y OPERADORES TRASPUESTOS

Por tanto x* es efectivamente un elemento de £; y claramente 0(z*)
a.

O

El dual de C]0, 1]

Vamos a describir el dual de C[0,1] como cierto subconjunto de
las funciones de variacion acotada, utilizando la Integral de Riemann-
Stieltjes, que quizas nuestros alumnos ya conozcan. Si no la conocen,
esta puede ser una buena oportunidad para presentarla y que se fami-
liaricen con sus propiedades bésicas.

Comenzamos definiendo funciones de variacion acotada.

DEFINICION 5.6. Una funcidn g : [0,1] — R se llama de variacion
acotada si su variacion V' (g) es finita, es decir, si

V(g):=  sup {Z l9(xs) _g<xi—l)|} < o0,
0<xg...<xnp=1 i1
Es muy facil ver que con las operaciones puntuales, el conjunto

de las funciones de variacion acotada BV[0, 1] es un espacio vectorial.
Dado que V(g) = 0 implica que g es constante, es también facil ver que

lgllo = 19(0)] +V(g)
define una norma sobre BV[0, 1].

Recordemos la definicion de la Integral de Riemann-Stieltjes.
Dadas f, g : [0,1] — R, para cada particion de [0, 1] 7 = {0 = x¢ <
- < x, = 1} y para cada vector § = (§...,&,), con & € [x;_1,;
definimos una suma de Riemann-Stieltjes de f respecto de g como

S(f,m &g) = Zf& i) = g(zi1))

La funcion f se dice mtegrable Riemann-Stieltjes respecto de g,
y escribimos f € R(g), si existe el limite de la red {S(f, 7, & 9)}x
cuando 7 recorre el conjunto dirigido de todas las particiones de [0, 1]
y &, es una eleccion fija de & para cada w. A este limite si existe lo

llamaremos )
/ fdg
0

y se puede demostrar que no depende de la eleccion de &.
Las siguientes propiedades de la integral de Riemann-Stieltjes son
faciles de probar y se pueden ver por ejemplo en [2].
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» El conjunto R(g) de las funciones integrables Riemann-Stieltjes
respecto de g es un espacio vectorial y la aplicacion
T,:R(g) — R
definida como

T, (f) = / fdg

es una forma lineal.
» Aditividad respecto al intervalo: Para todo ¢ € (0,1) y para
todo f € R(g),

/Olfdngocfdg+/clfdg

» Linealidad respecto al integrador. Si f € R(g)NR(h), entonces
f € R(ag + Bh) para todo a, B € Ry

/Olfd(agwm:a/;fdgw/olhdg

= Si g es de variacion acotada entonces toda funciéon continua f es
integrable. En ese caso no es necesario tomar el limite en la red,
sino que se puede considerar una sucesion (), de particiones
que verifique

|7n]| == max{|x; — x;—1]; 1 < i <n} —0.

Ademaés siempre

S(fm&9) < 1 fllsellglle

'/Olfdg

Por tanto, la aplicacion T, : C[0,1] — R es una forma
lineal y continua para cada g € BV[0,1], y || T, < V(g) <
llgllo- Lo interesante ahora es que también podemos proceder
en sentido opuesto.

por lo que

< [[fllscllgllo

TEOREMA 5.7 (Riesz). Si T : C[0,1] — R es una forma lineal y
continua, entonces existe g € BV[0,1] con g(0) =0 tal que T =T, y

171 = 1lglk
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DEMOSTRACION. Sea T € C]0,1]*. Si existiera g € BV([0,1] con
g(0) = 0 tal que 7" = T}, tendriamos

g(z) = g(x / dg—/ X(0,2199 = T(X[0,0])
y parece que bastara con definir

9(x) = T(X[0.4))-
El problema es que en general xjo, € C[0,1], por lo que la expresion
T(X[0,2)) no tiene sentido. Serd el Teorema de Hahn-Banach quien acu-
da en nuestra ayuda. Notemos que C]0, 1] es un subespacio vectorial
(incluso cerrado) de B0, 1], las funciones reales acotadas definidas so-
bre [0, 1]. Podemos entonces extender T a una forma T € B[0, 1]* con
|T|| = ||T||. Definamos las funciones ¢, como

Pz = X[0,z] sl x 7& 0

y
o = 0.
Ahora ya podemos definir ¢ : [0,1] — R como
g(z) = T(p,) para todo z € [0, 1]
Veamos que g cumple lo que esperamos de ella.
En primer lugar, g € BV([0, 1]. En efecto, para toda particion
T={0=zg<z1 < - <z, =1}
tenemos

n

Z l9(z:) — g(wia)| = Zﬁi(g(l‘i) —g(xi-1)) =

=1

-7 (Z €i (n — somi_l)> < TN € (0, = @is)
=1

=Tl

|
Z €iX (wi—1,25)
i=1
donde ¢; = sgn(g(x;) — g(x;—1)).
Por lo tanto g € BV[0,1] y V(g9) < ||T||. Como ademas ¢g(0) = 0,
tenemos

= I

Vig) = llgllo < T
Veamos ahora que T'=T,. Sea f € C|0, 1]. Definamos

Zf( ) — pu=n(t)).
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Por ser f uniformemente continua se tiene que f, tiende a f en la
norma uniforme (|| - [|»). Por lo tanto

T(s.) = Zf (5) (o (5) -0 (2)) =1 =70

Pero, por las propiedades que hemos enunciado y la definicion de la
integral de Riemann-Stieltjes se tiene que también

=22 (5) (o (5) = (552)) = [

En consecuencia

1
1) = | tdg
0
es decir, T'= T, y por lo visto anteriormente ||T’|| = ||g||.- O

Ya hemos visto que todo elemento de C[0,1]* se puede ver como
una funcion g € BV[0, 1]. Nos gustaria ahora para que la identificacion
fuera perfecta tener unicidad en la representacion. Eso no es posible,
ya que como sabemos las extensiones por Hahn-Banach en general no
son dnicas, y para cada extension de T tenemos una g diferente. Lo
que vamos a hacer es identificar un cierto subespacio de BV[0, 1] como
el dual de C10, 1]. Para ello necesitaremos algunos resultados previos

PROPOSICION 5.8. Sea g € BV[0,1]. Entonces T, =0 si y sdlo si,
para todo ¢ € (0,1),

donde
g(c™) = lim g(x)
r—ct

y andlogamente g(c™).

DEMOSTRACION. Sea ¢ tal que T, = 0 y sea c € (0,1). Para cada
h > 0 tal que ¢+ h <1 definimos

1 sio<t<ec¢
fult) = 0 sic+h<t<l1
y lineal en el resto

Entonces

1 ct+h
T,(fi) = 0= / fudg = g(c) — 9(0) + / Fudg
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Integrando por partes se tiene

cth cth
/c fudg = —g(c) +%/ g(t)dt

luego

cuando h — 0.
Analogamente se prueba que g(1) = g(c¢™). Finalmente tomando
f =1 se tiene que 0 = g(1) — g(0).

Reciprocamente, si g es como en la hipotesis, entonces g es cons-
tante en sus puntos de continuidad, que forman un conjunto denso de
[0,1] (pues su complementario es a lo sumo numerable). Tomando una
sucesion de particiones con norma tendiendo a 0 formadas exclusiva-
mente por puntos de continuidad de g, las correspondientes sumas son
todas nulas, y por tanto su limite fol fdg también lo es. 0

DEFINICION 5.9. Una funcion g € NBV|0, 1] se llama normalizada
si g(0) = 0 y g es continua por la derecha en todo punto ¢ € (0,1).
Liamamos NBV[0,1] al subespacio vectorial de BV'[0, 1] formado por
las funciones normalizadas.

PROPOSICION 5.10. Si g1, 92 € NBV[0,1] cumplen que Ty, 4, =0,
entonces gy = gs

DEMOSTRACION. Por ser g;, g2 € NBV[0, 1] se tiene

Por lo tanto (g1 — g2)(0) = 0. Por la Proposicion 5.8 se tiene g;(1) —
92(1) = g1(0) — g2(0) y por tanto gi(1) = ga(1), y andlogamente para
todo ¢ € (0, 1) usando la continuidad por la derecha de g; ]

PROPOSICION 5.11. Para cada g € BV|0,1] existe una inica fun-
cion g € NBV|0,1] tal que Ty_5 = 0. Ademds V(g) < V(g).

DEMOSTRACION. La unicidad se sigue de la proposicion anterior.
En cuanto a la existencia, basta con definir

0 sic=0
§0)={ g()—g(0) sic=1
g9(c™) —g(0) sice(0,1)
Veamos que ¢ cumple lo pedido. Sea ¢ € (0,1). Sea € > 0. Existe
0 > 0 tal que si ¢ < s < ¢+ 0 entonces
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lg(c™) —g(s)] < e

Por lo tanto, tomando (¢,) C (s,c+ J) una sucesion decreciente que
converge a s (esto lo escribimos (¢,) N\, s) y dejando que n tienda a
infinito se tiene que, para todo s € (¢,c+ 9),

l9(c™) —g(s)| < e
De aqui se sigue que
i 3(s,) = 3(¢)

y por lo tanto ¢ es continua a la derecha en todo ¢ € [0,1).
De forma analoga se prueba que

g(c™) =g(c™) — g(0),

y por lo tanto la funcion g — g verifica las condiciones de la Proposicion
5.8. Por tanto ya solo falta probar que V(§) < co. Para esto, sea

O=ti<t1i <---<t,=1

una particion de [0,1] y sea € > 0. Sean s; € (t;,t;41) (0 < i < n) tales
que

l9(t7) = g(si)l <

Entonces, haciendo s,, = t,, = 1 se tiene

ng ”\<2e+Zyg — g(si-1)| < 2¢+ V(g),

de donde
V(g) <Vig)

y se concluye la demostracion.

Finalmente podemos enunciar
TEOREMA 5.12 (Representacion de Riesz). C[0,1]* = NBV|0, 1].
DEMOSTRACION. Sea
6 : NBVI[0,1] — C]0,1]*
la aplicaciéon definida como
0(g) =1y

Ya hemos visto que 6 es lineal, continua y que

16 = Tl < llgllo-
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Por otro lado, si T € C10, 1]* hemos visto que existe g € BV[0, 1] tal
que T, =T y que existe una tnica § € NBV|0, 1] tal que T;_, =0, es
decir Ty = T, = T'. Por lo tanto 6 es sobreyectiva y una isometria ya
que

1T = N0@)N < lgllo < llglle = 7.

2. Los duales de los L,[0, 1]

Utilizamos en esta seccién nuestros conocimientos de la Teoria In-
tegral de Lebesgue para estudiar los duales de L,[0, 1].

TEOREMA 5.13. Sea 1 < p,q < oo con §+% = 1. Dado g € L [0, 1]
sea Ty : Lpyl0,1] — K la aplicacion definida como

1
T,(f) = /0 fgdX para todo f € L,[0,1].

Entonces T, € (Ly[0,1]* y || T,]| = llg|l4- Por lo tanto la aplicacion
0 : Ly[0,1] — (Lp[0, 1])"

dada por 0(g) =T, es una isometria (ain no afirmamos que sea sobre-
yectiva).

DEMOSTRACION. La demostracion es bastante similar a la de los
duales de los £,,. Los detalles se pueden ver por ejemplo en |26, Theorem
14.1]. O

Se puede probar ademés que en el caso 1 < p < oo la isometria 6 del
teorema anterior es sobreyectiva y por lo tanto (L,[0, 1])* = L,[0, 1]. La
demostracion mas habitual de este hecho utiliza el Teorema de Radon-
Nikodym, un resultado profundo de Teoria de la Medida (o de la Teo-
ria de la Integral de Lebesgue) que preferimos no tener que exponer.
Los alumnos interesados pueden leer una demostracion laboriosa pe-
ro elemental (sin Radon-Nikodym) de la sobreyectividad de 6 en |26,
Theorem 14.3].

3. Traspuesto de un operador

Relacionado con la idea de espacio dual esta la nocion de traspuesto
de un operador.

DEFINICION 5.14. Sean X,Y espacios normados, y sea T : X —>
Y un operador. Definimos el traspuesto de T, y lo denotamos T™, como
el operador
T°:Y" — X~
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definido por
T*(y*)(x) = y"(T'(x)).
Para todo =z € By, y* € By se tiene que
T"(y")(@)| = [y* (T(2)| < | T(x)] < [T

de donde se obtiene que T™ esta bien definido.Claramente es lineal y
de la misma desigualdad de arriba se sigue que 7™ es continuo y

17| < |||
Para obtener la igualdad de las normas podemos tomar supremos
en la expresion de arriba, o considerar 7** = (T*)* : X*™* — Y™*. Es
facil ver que
T (J(x)) = T(x),
(esto se puede proponer como ejercicio) por lo que
1T < [T < 177 < |7

de donde se sigue la igualdad de todas las normas involucradas.

La notacion de traspuesto de un operador se justifica con el siguiente
ejemplo que proponemos como ejercicio.

EJERCICIO 5.1. Sea X = K", Y = K™. Consideramos en ambos
espacios por ejemplo las bases candonicas. Sabemos que todo operador T :
X — Y se representa de forma unica (respecto de las bases elegidas)
como una matriz A = (a;;) donde para todo 1 < j <n

T(€j) = Z aijei
i=1

Entonces si consideramos también las bases candnicas en los espacios
duales (K")* = K" y (K™)* = K" demostrar que la matriz traspuesta
AT es la matriz que representa respecto de esas bases al operador T* :
Y* — X*

EJERCICIO 5.2. (T'+ S)*=T*+S5*, (T'oS)* =S5"oT*

DEFINICION 5.15. Sean X,Y espacios de Banach. Un operador
T : X — Y se dice que es un isomorfismo inyectivo si ezxisten dos
constantes c¢,C' > 0 tales que para todo x € X

cllel| < NT@)| < ClIT ()]

EJERCICIO 5.3. Sean X,Y espacios de Banach. SiT : X — Y

isomorfismo inyectivo entonces T(X) C Y es un subespacio cerrado y
T(X) y X son isomdrfos.
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PROPOSICION 5.16. Sean X,Y espacios de Banach, T : X — Y
un operador. Entonces T es un isomorfismo inyectivo st y sélo si T
es sobre. Andlogamente, T es sobre si y solo si T es un isomorfismo
nyectivo.

DEMOSTRACION. Supongamos que 7' es un isomorfismo. Entonces
T(X) C Y es un subespacio cerrado isomorfo a X. Por tanto 7'(X)*
es isomorfo a X*. Para ver que 7% : Y* — X* es sobreyectiva, dado
x* € X* podemos considerar el elemento de e* € T(X)* dado por
e*(T(x)) = x*(x). Extendemos e* por Hahn-Banach a un elemento
y* € Y* con ||y*|| = ||e*]|. Sea entonces T : Y* — X*. Se tiene que,
para todo x € X

T*(y*)(z) = y'T(z) = T (x) = 2" (2)
y por tanto T*(y*) = z*.

Reciprocamente, si T : Y* — X* es sobreyectivo, para todo
x € X, utilizando el Teorema de la Aplicacion Abierta se tiene que

el = suwp @ < swp |77 @) =
T*EB x* y*EyBy =
= sup [y (T@) < [V 7Tl
y*€vBy~

y esta es la condicién que necesitamos para que T’ sea un isomorfismo
inyectivo.

La demostraciéon de la segunda mitad del teorema es analoga y se
deja como ejercicio. O

4. Practicas sugeridas

EJERCICIO 5.4. Sean X,Y espacios de Banach, T : X — Y un
operador. Entonces T(X) es denso si y sdlo si T* es inyectivo.

EJERCICIO 5.5. Demostrar que la identidad T : {1 — {5 es inyec-
tivo, pero T* no es sobre (porque Uy es separable y ly, no lo es).

EJERCICIO 5.6. Demostrar que si 1 < p < oo y % +% =1 entonces
L3[0,1] = Ly[0,1].

EJERCICIO 5.7. Probar que || - ||, es una norma en BV]0,1].



Capitulo 6
Topologias débil y débil*

Contenidos: Topologia débil. Convergencia débil de sucesiones.
Caso finito dimensional. Formas continuas con la topologia débil. Teo-
rema de Mazur. Propiedad de Schur de ¢;. Topologia débil*. Teorema
de Alaoglu. Teorema de Goldstine. Reflexividad. Aplicaciones.

Como ya dijimos al comentar el Teorema de Hahn-Banach, dado
un espacio normado (completo o no) X, dicho teorema nos garantiza
la existencia de un dual X* con una estructura “suficientemente rica”.
Resulta entonces que el estudio de X*, y de X con la topologia inducida
por X* (la topologia débil que definimos en este capitulo) tienen gran
importancia en muchos resultados fundamentales del Anélisis Funcio-
nal. Con razonamientos similares se puede estudiar en X* la topologia
inducida por X (la topologia débil* que definimos méas adelante) y ve-
remos que ésta también tiene multiples aplicaciones.

Ademas de las definiciones y propiedades basicas de las topologias
débil y débil*, estudiamos en este capitulo los duales de X y X* con
las topologias débil y débil* respectivamente. También presentamos
en Teorema de Alaoglu y el de Goldstine, y un breve estudio de la
reflexividad en espacios de Banach.

Opcionalmente se podrian estudiar también el Teorema de Eberlein
y el Teorema de Mazur acerca de la coincidencia de las clausuras en
las topologia débil y de la norma para espacios convexos. Este tltimo
teorema resulta ademas una bonita aplicaciéon del Teorema de Hahn-
Banch, al igual que el Teorema de Goldstine.

Este capitulo tal y como lo hemos planteado es algo més “topolo-
gico” que los anteriores, aunque los tinicos conocimientos topolégicos
realmente necesarios son la nocion de red, la misma nocién de topologia
y la de base de una topologia. Si los alumnos no estuvieran en posesion
de estas nociones topologicas basicas, se podria plantear el estudio de
este capitulo como se hace en [26|, definiendo tan solo la convergen-
cia débil y débil* de sucesiones. Con eso es suficiente para probar, por
ejemplo, una version débil del Teorema de Alaouglu-Bourbaki, que dice

113
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que la bola unidad del dual de un espacio separable es débil* secuen-
cialmente compacta. También se puede probar el Teorema de Eberlein,
la propiedad de Schur de ¢; y varias aplicaciones interesantes de la
convergencia débil y débil*.

Nosotros hemos basado nuestra presentacion de este capitulo sobre
todo en [11] y [19].

1. La topologia débil

DEFINICION 6.1. Sea X un espacio normado con dual X*. Se define
la topologia débil de X como la topologia generada por la siguiente base
de entornos: dadosxo € X, n € N, z],...,2; € X*, ye > 0 un entorno
débil de xo viene definido por

Wiao;ay,...,ay;€) = {x € X tales que |7 (z — wo)| < ¢
para todo 1 <i <n}

Veamos que la topologia débil es separada (Hausdorff). Dados x #
y € X, ||lx—yl| # 0 por lo que el Teorema de Hahn-Banach nos garantiza
que existe * € X* tal que

es decir, z*(x) — xz*(y) > 0. Si € = 2*(x) — 2*(y) entonces

€

v € W(x; 2% 2)7 y € Wi(y;z% 3) y W(z;z; %) NW(y; z™ %) = ()

La topologia débil es una topologia vectorial, es decir, la suma y el
producto son continuos. Vedmoslo para la suma, el producto es similar.
Sean x,y € X.Sea W(x+y;x},...,2}; €) un entorno de z+y. Entonces
tomando los entornos W (w; 23, ..., 25 5) y W(y;27,...,2); §) se tiene
que Wy, ... 20 5) + Wiy at, ..., 25 5) CW(x+y;of, ..., 255 €),
lo que prueba que la suma es continua.

Notese que si X tiene dimension infinita entonces los entornos débi-
les (por ejemplo del 0) son bastante “grandes”. Por ejemplo, un entorno

W(0;x%,...,2%; €) contiene al subespacio
» o kerz},
un subespacio de codimension finita. Y eso es muy grande.
Como consecuencia de este comentario se tiene la siguiente propo-
sicion.
TEOREMA 6.2. Sea X wun espacio de Banach. La topologia débil
coincide con la topologia de la norma si y sdlo si dim X < oo.
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DEMOSTRACION. Supongamos que la topologia débil coincide con
la topologia de la norma. Entonces la bola unidad abierta Ux = {z €
X tales que ||z]| < 1} es abierta para la topologia débil. Si X tuvie-
ra dimension infinita entonces por el comentario anterior existiria un
subespacio no trivial dentro de Uy, algo claramente imposible.

Reciprocamente, supongamos que dim X = n < oco. Puesto que ya
hemos visto que en dimensién finita todas las normas son equivalentes,
X es isomorfo a (7. Veamos ahora que la topologia débil y la topologia
de la norma coinciden sobre X.

Si U C X es un abierto débil, ya hemos visto que U es abierto en
la topologia de la norma.

Por otro lado, si U C X es un abierto en la topologia de la norma,
entonces también U C (2 es abierto (en la topologia de la norma co).
Sea xo € U. Existe r > 0 tal que B(zg,7) C U. Pero

B(xg,r) = W(xg;€],...,€65;7)

Y

y por tanto U es un abierto débil. (Notese que estamos usando impli-
citamente que puesto que X es isomorfo a (2, se tiene que e € X*

[oop)

(1<i<n). O

De hecho podemos probar aiin mas, que la topologia débil es me-
trizable si y solo si X tiene dimension finita. Para ello necesitamos
previamente un lema algebraico que tendremos ocasion de utilizar en
més de una ocasion.

LEMA 6.3. Sea X un espacio vectorial y sean f,q1,...,¢g, formas
lineales sobre X tales que

N, kerg; C ker f
Entonces f es una combinacion lineal de los g;’s.

DEMOSTRACION. Razonamos por inducciéon sobre n. Paran =1 el
lema es facil y ya lo probamos en el Capitulo 4. Supongamos que ya lo
hemos probado para k < n — 1. Entonces dados f,¢,...,¢g, como en
el enunciado del teorema aplicamos la hipotesis de induccion a

flkergn7gl‘kergn7 tte 7gn_1|kerg"

y deducimos que, sobre el ker g,

n—1
[ = Z ;3
i=1
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-1 .
Por tanto f — >, a;g; se anula en ker g, es decir

n—1
ker g, C ker (f — Z aigi>
i=1

y por tanto del caso n = 1 obtenemos que
n—1
= aigi=ang,
i=1

de donde se obtiene lo pedido. 0

Ahora podemos probar que la topologia débil nunca es metrizable
si X es de dimension infinita.

PROPOSICION 6.4. Sea X un espacio normado. En ese caso la topo-
logia débil sobre X es metrizable si y solo si X es de dimension finita.

DEMOSTRACION. Ya vimos que si X es de dimension finita entonces
la topologia débil coincide con la topologia de la norma, y por tanto es
metrizable.

Reciprocamente, supongamos que la topologia débil es metrizable.
Puesto que las topologias metrizables satisfacen el I Axioma de Nu-
merabilidad, debe existir una sucesion (z), C X* tal que para todo
entorno U de 0 existe un racional Q > € > 0 y un natural n(U) € N
tales que U contiene a W(0;z7,..., 2} p;€). Cada 2* € X* genera el
entorno débil W(0;x*;1) que a su vez contiene uno de los entornos
W(0;z3,. .. s T W (0s%:1)) €). Pero por el Lema 6.3, esto obliga a que z*
sea una combinacion lineal de 27, . .. ,x;(W(O;x*;l)). Esto implicaria que
X* tendria una base algebraica numerable, y puesto que X* es un es-
pacio de Banach, esto sélo puede ocurrir si X*, y por tanto X tiene
dimension finita. U

De hecho se tiene que si dim X < oo entonces existe una tnica
topologia vectorial separada sobre X (obviamente normable), aunque
no probaremos ese resultado en este curso.

PROPOSICION 6.5. Sea X un espacio normado. Una red (o una
sucesion) (x;)ie;r C X tiende débilmente a xy € X siy solo si para todo
e X*

lim z*(x;) = 2" (x0)
(3

DEMOSTRACION. En efecto, supongamos que lim; 2*(z;) = x*(zo)
para todo z* € X*. Si W es un abierto de la topologia débil que
contiene a xg, entonces existe un Wi(xg;z7i,...,z5;¢) C W. Puesto
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que, por hipotesis lim; 7}(z;) = (7o) para todo 1 < j < n, existe
ip € I tal que para todo i > iy (donde “>" denota el orden en I)

|x;‘(xz) — x;‘(xo)| <€

y por tanto para todo i > iy se tiene que x; € W (xo; x5,...,25;¢) C W,
es decir (z;) — xg en la topologia débil.

Reciprocamente, supongamos que (z;) — xo en la topologia débil,
y sea x* € X*. Para todo ¢ > 0, consideramos el entorno W (zy; z*;€).
Entonces existe 7g € [ tal que para todo ¢ > 1y se tiene que z; €
W (xg; z*;€), lo que implica que

|x*(z;) — 2™ (zo] < €
y de aqui se sigue que

lim z*(z;) = 2" (xo).

U

PROPOSICION 6.6. Sea X un espacio normado y x* : X — K una
forma lineal. Entonces x* es continua para la topologia de la norma de
X s1y solo st x* es continua para la topologia débil de X.

DEMOSTRACION. Las bases de entornos utilizadas para definir la
topologia débil son abiertos en la topologia de la norma (porque son
n (zF)7'(A) con A abierto y x¥ norma-continuos) y de ahi se sigue
que los conjuntos abiertos en la topologia débil son || - ||—abiertos, es
decir, la topologia de la norma es més fuerte (tiene mas abiertos) que
la topologia débil (y de ahi el nombre). Por tanto si z* : X — K es
continuo para la topologia débil, también lo es para la topologia de la

norma.

Reciprocamente, si z* € X*, para todo € > 0 el conjunto (x*) (e, €)
es un abierto débil, y por tanto x* es débilmente continua. O

Una vez probado esto podemos probar el siguiente teorema

TEOREMA 6.7. Sea T : X — Y una aplicacion entre dos espacios
normados X e Y. Entonces T es norma-norma continua st y solo si'T
es débil-débil continua.

DEMOSTRACION. Supongamos que 7' es norma-norma continua.
Entonces para todo y* € Y* se tiene que y* o7 : X — K es nor-
ma continua; por tanto y* oT' € X* y del resultado anterior se sigue
que y* o T es débil continua, y de aqui se sigue que T es débil-débil
continua.
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Reciprocamente, si T' es débil-débil continua, entonces para todo
y* € Y™ se tiene que y* o T es débil continua. Por tanto y* o T" es
norma continua. Ahora el Teorema 4.9, consecuencia del Principio de
Acotacion Uniforme, nos dice que T' es norma-norma continua. O

Probamos a continuacién el Teorema de Mazur.

TEOREMA 6.8 (Mazur). Si K es un conjunto convezo del espacio
normado X, entonces la clausura débil de K coincide con su clausura
en norma.

DEMOSTRACION. Puesto que la topologia de la norma es mas fuer-
te, se tiene automaéaticamente que

FH'II CRY
Para el otro contenido, supongamos que existe
e K \K"

Entonces, puesto que ?H'” es convexo, por el teorema de Hahn-Banach
existen zj, € X* y o < 8 € R tales que

(9) sup R(zp(2)) < o < f < R(wp(o))

-l

Pero puesto que xg € Fw, se tiene que existe una red (z;);e; C K
tal que
(2

ya vimos anteriormente que esto implicaba que
" () = lim 2™ (z;)
7

pero esto es imposible ya que, segin (9),

lim R(2"(2:)) < & < B < R(z(xo))
O

El siguiente corolario, tutil en ocasiones, se puede proponer como
ejercicio
COROLARIO 6.9. Sea (z,) C X una sucesion que tiende débilmente

a 0. Entonces existe una sucesion (o,) de combinaciones convezras de
los (z,,) tal que (o,,) tiende en norma a 0.
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Aunque la topologia débil no se puede caracterizar en general por
sucesiones, muchas de las aplicaciones de la topologia déhil vendran
precisamente a través del estudio de la convergencia débil de sucesio-
nes. Puesto que la topologia de la norma es mas fuerte, es mas facil
para una sucesion converger en la topologia débil, y la mayoria de las
aplicaciones de la topologia débil vendran precisamente de conseguir
que una sucesion que no converge en norma si lo haga débilmente, y
buscar las consecuencias que se puedan extraer de eso.

Veamos esto con un poco de detalle

» Sea (x,) C X una sucesion tal que x, Ml z. Entonces x, — x.
Demostracién: Para todo z* € X*,

|27 (2n) — 2% (2)| = |2" (20 — )| < [l2n — z[] =0
= Sea la sucesion (e,) C f2. Entonces ||e,|| = 1 para todo n € N
pero e, — 0.

Demostraciéon: La primera afirmacién es evidente. Para la
segunda, sea a € £5. Ya vimos que entonces a = (a,) € l2 y

ale,) = Z W Onm, = Qi

v puesto que (a,) € {3, se sigue que
lima(e,) = lima, =0
n n

Puede ocurrir en cambio que en un espacio normado X la conver-
gencia débil de sucesiones coincida con la convergencia en norma de
sucesiones. Schur prob6 que este es el caso si X = {1 por lo que a los
espacios que verifican esta propiedad se les llama espacios de Schur.

TEOREMA 6.10 (Schur). En ¢y una sucesion (x,,), tiende débilmen-
te a x siy solo si (x,) tiende en norma a x.

DEMOSTRACION. Hacemos la demostracion en el caso real. Se adap-
ta al caso complejo de forma estandar y dejamos esto como ejercicio.

Veamos primero que si x, tiende débilmente a 0 entonces también
converge a 0 en norma. Si no fuera asi, tomando subsucesiones podemos
suponer la existencia de € > 0 tal que para todo n € N,

oo
lzall = lah] > e
i=1
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Sea N tal que

Entonces

y por tanto

donde € = sgn(x}). Obsérvese que para una eleccion arbitraria de
signos {e; = 1} tales que g; = ¢’ si 1 <i < Nj se tiene que

e}
E Xy = E gt + E S
i=1

i=N1+1

M > de €
)SETID SRFEE
— 5 5

i=N1+1

A continuacién, puesto que (mn) tiende débilmente a 0, considerando

todos los elementos ey, = (£1, V), £1,0,0,...) € {4

ns tal que
Ny i )
> ag,| < =
i=1

Seguidamente consideramos N, > N tal que

Entonces

y por tanto, dados los signos ey, 1 = sgn(z) ), -

tenemos que

N2
Z & n2 Z ‘xnzl_z‘xnzy_Z’ n2|—

i=N1+1 i=N1+1

ENy = SgTL(l’n

€
5 5 5

Ny
2

= (£1)* elegimos

)
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De nuevo nétese que para una eleccion arbitraria de signos {e; = £1}
tales que g; = €71 si 1 <i < Ny yg; =¢;,, si Ny <1< Ny se tiene que

o0

i
E Eilp,| = E emm E slxm—l— E 53:1
i=1

i=N1+1 i=Na+1
No 00
E iy, | — - E giry| >
i=N1+1 i=No+1
No
gixng |xn2| - |$1| 2
i=N1+1 i=No+1

Continuando la construccién por inducciéon, obtenemos dos sucesiones
l<ng<mg<-+yN <Ny<N3<---yun vector ¢ = (g;) € o
definido como

g; = sgn(a’ ) si Ny <i < N

'rLk

de manera que, para todo k € N,

€

en contradiccion con el hecho de que x,, tienda débilmente a 0.

Si ahora z,, tiende débilmente a x razonamos analogamente con la
sucesion (x,, — ). O

Hay varias demostraciones de este resultado fundamental. Hemos
reproducido la de [19, Thm 99] que es elemental y utiliza el método de
la “joroba deslizante” que tiene aplicaciones en otros contextos. En |10,
Prop V.5.2| se puede encontrar una demostracion méas topologica, que
utiliza el Teorema de Baire, el Teorema de Alaoglu y el hecho de que
(By.., w*) es metrizable (por ser ¢; separable). En [11, p. 85] aparece
otra demostracion que utiliza el Lema de Philips y una descripcion del
dual de /o

2. La topologia débil*

Una vez estudiados algunos de los resultados basicos mas impor-
tantes referidos a la topologia débil, pasamos a estudiar la topologia
débil* sobre un espacio dual X*.



122 6. TOPOLOG{AS DEBIL Y DEBIL*

DEFINICION 6.11. Sea X un espacio normado con dual X*. La to-
pologia débil* en X* es la topologia generada por la siguiente base de
entornos: dados x5 € X*, n € N, x1,...,2, € X, y € > 0 un entorno
débil* de xf viene definido por

W(zg;m1,...,20;€) = {2" € X” tales que
|J(23)(z" — x5)| = [(2" — ) ()| < € para todo 1 <i < n}

Dado un espacio dual X*, es obvio que la topologia débil* sobre
X* es en general menos fuerte (tiene menos entornos) que la topologia
débil sobre X*, puesto que la topologia débil es la generada por todos
las formas z** € X**, mientras que la débil* es la generada tan soélo
por las formas J(z) € X**, con z € X.

Veamos que a pesar de ello la topologia débil* tiene suficientes en-
tornos para ser Hausdorff.

Dados z* # y* € X*, existe x € X tal que

(" —y*)(x) > 0,

y ahora podemos razonar como lo haciamos en el caso de la topologia
débil.

De nuevo es facil ver que la topologia débil* es una topologia vec-
torial.

Siguiendo exactamente la misma demostracion que para el caso de la
topologia débil, mutatis mutandi se demuestra que una red (o sucesion)
(xf)ier C X* tiende débil* a xf € X* si y solo si para todo z € X

h’Zm J(z)(x}) h’lm xi(z) = xj(x)

Veamos a continuacion que al igual que el dual de X con la topologia
débil es X*, también el dual de X* con la topologia débil* es X.

TEOREMA 6.12. Sea X un espacio de Banach y sea x** € X™* una
forma acotada tal que z** . X* — K es continuo para la topologia
débil*. Entonces existe v € X tal que J(x) = =™ (o, dicho mds bre-

vemente, x** € X ). Reciprocamente, para todo v € X se liene que
r € (X* w)".

DEMOSTRACION. Si ™ es continuo para la topologia débil*, en-
tonces existe un entorno débil* del origen W := W(0; x4, ..., z,;€) tal
que |z**(z*)| < 1 para todo z* € W. Sea z* € X* tal que J(z;)(z*) =
x*(z;) = 0 para todo 1 < i < n. Entonces para todo A € K, A\z* € W
y por tanto |z**(Az*)| < 1 lo que implica que z**(z*) = 0. Por tanto

N, ker(J(x;)) C ker ™
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Ahora el Lema 6.3 nos garantiza que
= ZaiJ(xi)

y puesto que J(X) es un subespacio vectorial, se sigue que 2** € J(X).

La otra implicacién es inmediata. O

Enunciamos y probamos a continuacion los Teoremas de Goldstine
y Alaoglu.

TEOREMA 6.13 (Alaoglu). Para todo espacio normado X, Bx- es
débil* compacto.

DEMOSTRACION. Por el Teorema de Tychonoff, el espacio [—1, 1]Px
de las funciones f : Bx — [—1,1] con la topologia producto (la to-
pologia de la convergencia puntual) es un espacio compacto. Dado un
r* € Bxs, podemos identificar de forma natural z* con un punto de
[—1,1]Bx, de forma que podemos identificar Bx~ con un subconjunto
de [—1, 1]Bx. Puesto que la topologfa débil* es la topologia de la conver-
gencia puntual, esta identificacion nos permite ver a (Bx«, Ty+) como
un subconjunto de [—1, 1]5* con la topologia producto, de manera que
para probar el teorema simplemente tenemos que probar que By« es
un cerrado de [—1,1]5x.

Sea (z});e; C Bx+ una red convergente puntualmente (débil*) a
f € [—1,1]Px. Veamos que f es “lineal” sobre Bx: Para todos a, 3 € K,
x,y € X tales que ax + Py € By, se tiene

flaz + By) = limzj(az + By) =

= h’lm ax}(r) + h'lm Bz (y) = af(x) + Bf(y),

Ademas f estd acotada en By y ||f]| < 1 puesto que f(Byx) C [—1,1],
por lo que f € Bx-. 0

TEOREMA 6.14 (Goldstine). Sea X un espacio normado. Entonces
Bx es débil* densa en Bx« y por lo tanto X es débil*-denso en X**.

*

DEMOSTRACION. Sea x** € X™ y supongamos que x** ¢ Bx .
Aplicamos el Teorema de Hahn-Banach. Para ello observamos que

1. (X™,w*) es un espacio localmente convexo y (X** w*)* = X*

—w™ . L1 .
2. Bx C (X*™,w") es un conjunto débil* cerrado y convexo.
3. & es débil* cerrado y convexo.
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Por lo tanto podemos aplicar la version geométrica del Teorema de
Hahn-Banach para obtener un elemento z* € X* tal que
sup  x*(y™) <z (™)

—w*

y**eBX

ademés podemos suponer sin perdida de generalidad que ||z*|| = 1.
En ese caso
sup 2*(y™) > [l = 1

y**egw

por lo que
(™) > 1,
luego ||z**|| > 1 y por lo tanto
Bx-- C Bx" .

La tltima afirmacion es ahora facil. U

COROLARIO 6.15. X es reflexivo si y solo st Bx es débilmente
compacta.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es reflexivo. Entonces X =
X"y Bx = Bx«, y esta es débil* compacta. Puesto que la topologia
débil y la débil* coinciden en los reflexivos, tenemos que Bx es débil
compacta.

Reciprocamente, si Bx es débil compacta, entonces es débil* cerrada
en X**. Puesto que la clausura débil* de Bx en Bx« es By, tenemos
que Bx = Bx+ y por tanto X = X**, 0

Si bien la topologia débil* sobre X* nunca es metrizable (si X es
infinito-dimensional), si ocurre a menudo que el conjunto compacto
(Bx+,w*) es metrizable, y a menudo se puede sacar partido de ello.
Veamoslo

TEOREMA 6.16. Un espacio de Banach X es separable si y solo si
(Bx~,w*) es metrizable.

DEMOSTRACION. Sea (z,) C Sx una sucesion densa en Sy, y de-
finamos una funcion d : Bx« x Bx~ — [0, 00) mediante

Claramente la serie es siempre convergente y por tanto d estd bien
definida. Es facil ver que d es una distancia en By-. Veamos entonces
que la aplicacién identidad

1d : (BX*,U]*) — (BX*’d)
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es un homeomorfismo, lo que automaticamente implicara que (Bx«, w*)
es metrizable.
Sea xj € By~ y sea

U = {a* € Bx- tales que d(z",xj) < €}

un entorno abierto de xj € (Bx«,d). Sea ng € N un natural tal que

= €
2n0 Z —no— 7 Z
i=1
Sea entonces W (xo;x1,...,Zn,;€), un entorno de xf € (Bx«,w*).
Para todo x* € W (xo; 1, ..., %,,; €) se tiene que
o0
|25 (xn) — 2" (n)|
d(z*, zp) = 0" =

n=1

:;\l’o(%)z—nx (zn)] 4 Z |17o(37n)2—n$ (zn)] <

n=ng+1

o
€
5 + Z —np—n+1 <6

n=1

y por tanto W (xo;x1,...,&n;€) C U y se tiene que
Id (Bx*,w*) — (Bx*,d)

es continua. Al ser (Bx«, w*) compacto, (Bx~,d) Hausdorff e Id biyec-
tiva se tiene automaticamente que Id~' : (Bxs,d) — (Bxs,w*) es
continua, es decir Id es un homeomorfismo y por tanto (Bx«,w*) es
metrizable.

Reciprocamente, si (Bx+,w*) es metrizable entonces verifica el I
Axioma de Numerabilidad y por tanto sabemos que existe una sucesion
(U,)n de entornos del origen de (Bx-, w*) tales que Ny, U,, = {0}. Por
la definiciéon de la topologia débil*, para cada n € N existe ¢, y un
conjunto finito F,, = {x,,,...,2,,, } C X tal que

W(0; 2y, ..y, 5 €0) C Uy

Sea F' = U | F,. Asi definido F es contable. Ademas (F1)L es la
envoltura lineal y cerrada de F'y por tanto es separable. Perosi x € F'*
quiere decir que para todo n > 1y para todo x € F),

()

*

T
]

< €.
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Por tanto H;_II € U, para todo n > 1, de donde xz* = 0. Es decir
F+ = {0} y por tanto (F*)t = X, por lo que X es separable. O

COROLARIO 6.17. [Banach 1932] Sea X un espacio de Banach se-
parable. Entonces toda sucesion acotada de X* tiene una subsucesion
débil* convergente.

DEMOSTRACION. Si X es separable, (Bx«,w*) es metrizable, por
lo que la compacidad se caracteriza por sucesiones. U

Veamos dos aplicaciones de este resultado. La primera es al analisis
de Fourier.

TEOREMA 6.18. Sea (v,)nez una sucesion indexada por Z. Para
cada m € N definamos la funcion s, : [—m, 7] — C como

Sm(t) = i e

n=—m
y sea
Z;'nzol Sj
=
Sea 1 < g < oo tal que la sucesion (a,,) C L,—n, 7| es acotada.
Entonces existe y € Ly[—m, | tal que para todo n € Z
1 s

:% -

Ay —

Qi y(t)e "dt,

es decir

00
E anemt

n=—oo

es la serie de Fourier de y.

DEMOSTRACION. Recordemos la notacion: Para todo x € Ly[—m, 7]
y n € Z, definimos el n-simo coeficiente de Fourier de x como

1 s
z(n) = —/ x(t)e " dt.
2 ) .

Resulta claro de las definiciones que para todo n € Z y para todo
m > |n| se tiene
m— |n
am(n) = #an.

m

Sea ¢ como en la hipotesis y sea 1 < p < oo de manera que Il) + % =1.

Puesto que por hipotesis (am,)m € Ly = (Lp)* es una sucesion aco-
tada, podemos aplicar el Corolario 6.17 y obtenemos una subsucesion
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efznt

2

(am,) débil* convergente a y € L,. Para todo n € Z sea z,(t) =
Entonces para todos m,n

U (Tn) = am(n), vy y(w,) = J(n)
y por tanto
. . m; — |n|
n) =lima,,. (n) = lim —4+——a,, = a,,.
i) = lima, (n) =l T

l

Otra aplicacion que puede ser interesante estudiar es el llamado
Principio de seleccion de Helly. Se puede ver una exposicion sencilla
por ejemplo en ( [26, p. 273 y s9]).

Finalmente, de manera opcional se puede probar el Teorema de
Eberlein, que nos dice que, aunque la topologia débil no se pueda ca-
racterizar por sucesiones, la compacidad débil si se puede caracterizar
por sucesiones.

TEOREMA 6.19 (Eberlein). Sea X un espacio de Banach y A C X.
Entonces A es (relativamente) débilmente compacto si y sélo si A es
secuencialmente (relativamente) compacto.

DEMOSTRACION. En [11, p. 18] se puede ver una demostracion que
requiere una cierta dosis de topologia. Una demostracion totalmente
elemental usando tan sélo la convergencia débil de sucesiones de un
enunciado algo mas sencillo “X es reflexivo si y sélo si toda sucesion

acotada tiene una subsucesion débilmente convergente” se puede ver en
|26, p. 288|. 0

3. Practicas sugeridas

EJERCICIO 6.1. Probar que una sucesion (f,) C C|0,1] converge
débilmente a f si y solo si (f,) estd acotada y para todo t € [0,1] f,(¢)
tiende a f(t).

EJERCICIO 6.2. Dado un espacio de Banach separable X , encontrar
T € L(ly; X) tal que T'(¢2) sea denso en X. Sugerencia: Sea (y,) C X
una sucesion densa y sea T : lo — X dado por

T =35

n

EJERCICIO 6.3. X es reflexivo si y solo si X* es reflexivo

EJERCICIO 6.4. St X es reflerivo e Y es un subespacio vectorial
cerrado de X entonces Y es reflexivo.






Capitulo 7

Operadores compactos

Contenidos: Operadores compactos. Operadores de rango finito.
Propiedad de ideal. Teorema de Schauder. Aproximacion de operadores
compactos por operadores de rango finito. Operadores completamente
continuos.

En el estudio de las aplicaciones lineales entre espacios de Banach
(o simplemente normados) pronto se ve que muchos problemas que en
el caso de espacios finito-dimensionales tienen solucién resultan muy
dificiles, o imposibles, de solucionar. Con frecuencia el problema es
esencialmente la no compacidad de la bola unidad. Buena parte de las
técnicas del Analisis Funcional van dirigidas a solucionar este problema.
Una de las formas de abordarlo es transformar la bola unidad mediante
un operador en un conjunto relativamente compacto. A los operadores
que cumplen esa condicién les llamamos operadores compactos.

Es claro que los operadores de rango finito son compactos. Ademas
a menudo los operadores compactos son precisamente la clausura en el
espacio normado de los operadores de los operadores de rango finito.

Vemos también la propiedad de ideal de los operadores compac-
tos, asi como el fundamental Teorema de Schauder, cuya demostracion
constituye una bonita aplicacion del Teorema de Ascoli-Arzela.

Para terminar el capitulo, estudiamos la relaciéon de los operadores
compactos con los operadores completamente continuos.

Hemos basado la preparacion de este capitulo en [26], [19] y [10].

1. Operadores compactos

Empezamos definiendo los operadores compactos.

DEFINICION 7.1. Sean X e Y espacios normados. Un operador
T : X — Y se dice compacto si T(Bx) es un conjunto compacto.
Denotaremos por IK(X;Y) al espacios de los operadores compactos de
X en'Y con la norma heredada de L(X;Y). Si X =Y escribiremos
K(X) en lugar de K(X; X).

129
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DEFINICION 7.2. Sean X e Y espacios normados. Un operador T :
X — Y se dice de rango finito si dim(Im(T')) < oo. Denotaremos
por F(X;Y) al espacios de los operadores de rango finito de X en Y
con la norma heredada de L(X;Y). Si X =Y escribiremos F(X) en
lugar de F(X; X).

Notese primeramente que, como ya vimos, se sigue del Lema de
Riesz que la bola unidad de los espacios de dimension infinita no es
compacta, por lo que si dim X = oo, el operador identidad Id : X —
X nunca es compacto. También el Teorema de la Aplicacion Abierta nos
garantiza que los operadores sobreyectivos (sobre espacios de dimension
infinita) no son compactos.

OBSERVACION 7.3. Si T € Sx+ es tal que T no alcanza su norma
en By, entonces T(Bx) = (—1,1), y tenemos que T € L(X;R) pero
T(Bx) no es compacto. Por tanto no se puede sustituir T(Bx) por

T(Bx) en la definicion de operador compacto.

Si se quiere un ejemplo explicito de esta situacion, considérese por
ejemplo la forma T : co — K definida por T'(e,) = 2% Entonces

17l =1

pero la norma no se alcanza en la bola de ¢y (se alcanza en la bola de
U, por ejemplo en 1).

PROPOSICION 7.4. Sean X,Y espacios normados, T : X — Y un
operador. Entonces

(i) T es compacto si y sdlo si dada cualquier sucesion acotada
(xn)n C X, la sucesion T(x,), tiene una subsucesion conver-
gente.

(i) Si T es compacto, entonces T(Bx) es un conjunto precompac-
to. Reciprocamente, si Y es Banach y T(Bx) es precompacto
entonces T' es compacto.

(iii) Si T es continuo y de rango finito entonces T es compacto y
Im(T) es cerrado en Y. Reciprocamente, si X,Y son espacios
de Banach, T' es compacto e Im(T') es cerrado automdticamente
T es de rango finito.

DEMOSTRACION. (i) Sea T' compacto y (x,) C X una sucesion

tal que ||z,|| < C para todo n € N. Entonces T'(%) € T(Bx) para

todo n € N. Puesto que T'(Bx) es compacto, sabemos que existe una

subsucesion de T'(%) que converge en T(Bx) C Y. Por tanto una
subsucesion de T'(z,) converge en Y.
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Reciprocamente, para ver que T'(By) es compacto usamos la carac-
terizacion por sucesiones (puesto que estamos en un espacio metriza-

ble). Sea (y,) C T'(Bx). Entonces existe (z,) C Bx tal que

1
n— (x|l < —
lyn = ()| <~

Por hipétesis existe una subsucesion (z,,); C (zn)n tal que T'(zy,);
converge a y € Y. De ahi se sigue con facilidad que la subsucesion
(n;); C (yn)n también converge a y, y por tanto y € T(Bx). Lo que

prueba que T'(By) es compacto.

(ii) Si T es compacto, entonces T'(By) es precompacto, y por tanto
T(Bx) también lo es.

Reciprocamente, si Y es Banach y T'(Bx) es precompacto, entonces
T(By) es precompacto y completo, y por tanto compacto.

Probemos (iii): Si 7" es de rango finito entonces Im(7') es cerrado
en Y por ser un espacio de dimension finita. Entonces T'(Bx) C Im(T)
y T'(Bx) es un conjunto cerrado y acotado en un espacio de dimension
finita, luego es compacto.

Reciprocamente, sean X e Y espacios de Banach, T': X — Y
compacto tal que T'(X) es cerrado. Por ser T' compacto, es continuo.
Ademéas T'(X) es un espacio de Banach y 7' : X — T(X) es un
operador sobre. Por el Teorema de la Aplicacion Abierta, T'(Uy) es un
abierto en T'(X). Por tanto existe § > 0 tal que

E :={y € T(X) tales que ||y|| < ¢} C T(Bx)
y puesto que T'(X) es cerrado, tenemos que
E = {y € T(X) tales que ||y|| <} c T(Bx) C T(X)

Puesto que T'(Bx) es compacto, tenemos que la bola cerrada de cen-
tro 0 y radio § de T'(X) es compacta. Y esto implica que dim(7'(X)) <
00. 0

Veamos a continuaciéon que los operadores compactos forman un
ideal de operadores cerrado en la norma usual de operadores

TEOREMA 7.5. Sean X,Y espacios normados. Entonces
1. Para todos T, S € K(X;Y), para todos o, € K, el operador

al'+p8S: X —Y

es compacto.
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2. (Propiedad de ideal de operadores) Si E, F' son espacios norma-
dos R: E— X, S:Y — F son operadores y T € K(X;Y)
entonces

SoToR:E—F
es compacto.

3. SiY es un espacio de Banach, K(X;Y') es un subespacio cerra-
do de L(X;Y)

DEMOSTRACION. 1. Es muy facil ver que si T" es compacto también
lo es T, por ejemplo usando la caracterizacion por sucesiones. De esta
misma forma demostramos que la suma de operadores compactos es
compacto: Sean T, S como en la hipétesis, y sea una sucesion (z,) €
Bx. Entonces existe una subsucesion (z,,); C (x,) tal que T'(zy;)
converge. A su vez existe una subsubsucesion (z,; )r C (7y;) tal que
S(xn,, ) converge. Entonces

(T + S) (2, )

converge, lo que prueba que S + T es compacto.

2. Se puede demostrar también por sucesiones, pero lo haremos
directamente con la definicién. Notemos que

SoToR(Bg)=2SoT(R(Bg)) C SoT(|R|Bx) =

= S(T(|R[|Bx)) € S(T'(| B||Bx))
Puesto que T'(Bx) es compacto, también lo es T'(|R||Bx) y pues-
to que S es continua, transforma compactos en compactos. Por tanto

S oT o R(Bg) es un cerrado contenido en un compacto, y por tanto es
compacto.

3. Sea (T,,), C K(X;Y) una sucesion que converge a 7' € L(X;Y)
en la norma de operadores. Hemos de comprobar que 1" es compacto.
Por la Proposicion 7.4 basta comprobar que T(By) es precompacto.
Sea ¢ > 0. Sea n € N tal que

€
I -7 < <.
Puesto que T}, es precompacto, existen z1,...,z,, € Bx tales que
€
T.(Bx) C UL B(T (), 5).

Entonces, dado x € By, sea x; tal que T),(z) € B(T,(x;), ). Asi,
se tiene que

1T () =T ()| < (T =T) (@) |+ 1T (2) = Tl [+ [(Tn = T) () || <
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€ €
<N = Talllzll + 5 + 1T = Tallllo;| < 35 =

y por tanto
T(Bx) C ULy B(T(i), ),
lo que implica que T es compacto. 0

TEOREMA 7.6 (Schauder). Sean X,Y espacios de Banach, T €
L(X;Y). Entonces T es compacto si y solo si T* es compacto.

DEMOSTRACION. Sea 7' : X — Y un operador compacto. Sea
(y)n C By=. Para todos y,z € Y

92 (Y) = 4n (2] < Mlynlllly = 2[l < lly — =]l

Sea K = T'(By). K es un espacio compacto metrizable y por lo anterior
el conjunto

{yn;in € N}
es un conjunto de funciones equicontinuas uniformemente acotadas.
Entonces el Teorema de Ascoli-Arzela nos dice que existe una subsuce-
sion (y;*lj )jen que converge uniformemente en K. Entonces, para todo
1,7 € N;

1T (yn,) — T (yp, )Ml = sup [T (yp, — v, ) (@)| =

r€Bx

= sup (Y, — Yn,)T(z)| < suply,,(v) — vy, (v)]
yeK

rEBx
Puesto que la sucesion (yn,)jen es uniformemente Cauchy en K,
se sigue que (7" (y, )); es una sucesion de Cauchy en X*. Por tanto,
puesto que X* es Banach, (T"(y;, )); debe converger y de ahi se sigue
que T™ es compacto.

La otra implicacion es esencialmente la demostracién de que los
operadores compactos forman un ideal inyectivo de operadores, aunque
no presentaremos esa nocién a nuestros alumnos:

Supongamos que T* es compacto. Entonces T** = (T*)* también es
compacto por lo anterior. Puesto que T**Jx = Jy T, la propiedad de
ideal de los operadores compactos nos garantiza que Jy T es compacto.
Esto quiere decir Jy (T (Bx)) es precompacto. Puesto que Jy es una
isometria, se sigue que T'(By) es precompacto, y de aqui se sigue que
T es compacto. U

EJEMPLO 7.7. Ya hemos visto que todo operador de rango finito
es compacto, y puesto que los operadores compactos K(X;Y') forman
un subespacio cerrado en el espacio de los operadores, se sigue que el
limite (en la norma de operadores) de una sucesion de operadores de
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rango finito es compacto. De hecho, en muchos casos (por ejemplo si
Y es un espacio con base de Schauder), todo operador compacto es el
limite de una sucesion de operadores de rango finito. En 1932 Banach
prequntd si en un espacio separable todo operador compacto se podria
escribir como el limite de una sucesion de operadores de rango finito, es
decir st K(X) = F(X). Mds tarde, en 1953 Grothendieck [18] definid

la Propiedad de Aproximacion de la siguiente forma

X tiene la Propiedad de Aproximacion sty solo si para todo espacio

de Banach Y, K(X;Y) = F(X;Y)

Hubo que esperar a 1973 para que Enflo [14] probara que no todo
espacio de Banach tiene la Propiedad de Aprozimacion, y diera simul-
tdneamente una respuesta negativa a la pregunta de Banach.

Es facil ver directamente que para los espacios de sucesiones sepa-
rables si se tiene que (X)) = F(X).

PROPOSICION 7.8. Sea X uno de los espacios co, €, (1 <p < 00).
Entonces K(X) = F(X).

DEMOSTRACION. Sea (€,)nen la base candénica habitual de estos
espacios. Dado n € N, sea m, : X — X el operador que a cada
x = (;)ien le asocia

m(T) = inei = (21,...,2,,0,0,...).
i=1

Es inmediato ver que para cualquiera de los espacios mencionados 7,
es continuo y que
lim 7, (z) = Id(x) = =.
n

Sea ahora T € IC(X). Claramente 7, o T € F(X) para todo n € N.
Solo nos falta ver que m, o T converge a T" en la norma de £(X). Esto
es lo mismo que ver que (m, — Id)(T(z)) converge a 0 uniformemente
en Bx. Para probar eso es suficiente probar que m, — Id tiende a 0

uniformemente en el compacto T'(Bx) y esto se sigue del Teorema de
Banach-Steinhaus. O

EJEMPLO 7.9. Sea T : o — Uy el operador dado por

1= (%),

Veamos que T es compacto, mientras que claramente no tiene rango
finito.
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Para ver que es compacto, veamos que T(By,) C Uy es precompacto.
Dado € > 0 vamos a encontrar un 2e-cubrimiento finito de T(By,). Sea
ng € tal que 27 < e. Obsérvese que el conjunto

%g, 0,0,...);|zs] <1}

A:{(ﬁ’ﬁ”Q

es compacto en Uy (es acotado y cerrado en R™ que a su vez es cerrado
en ly) y por tanto admite un e-cubrimiento centrado en una e-red F.
Veamos que F es una /2e-red de T(By,). Sea x = (x,)) € By,. Entonces
Tn < 1 para todo n € N, y por tanto existe f € F tal que

1 T T

no

Z 127"z, — fI* < €

n=1
Entonces
T 2z 2 N Ty |2
I (Q—Z)n—fH%:Z on —fn| + > on| <€+e=2¢
n=1 n=ng+1

EJEMPLO 7.10. Sea A = (a;;)ijen una matriz infinita y sea 1 <
p < 00.

Sip =1, supongamos que y(j) = Y72, |ai;| < oo para todo j € N
y que y(j) — 0 cuando j — oc.

Si p = 00 supongamos que 0(i) = 7 |a; ;| < oo para todo i € N
y que 0(i) — 0 cuando i — oo.

Sil<p<ooy ]% + é =1, supongamos que

1
P

Bp = Z (Z ’Clid'lq) < 0.
=1 \j=1

Entonces el operador

Y]

TA:EP—>£p

dado por
Ta(z) = <Z CMJ%‘)
j=1

(estd bien definido y) es compacto.

)

Comencemos viendo el caso p = 1. Veamos en primer lugar que Ty
estd bien definido y es continuo. Notemos que si y(j) — 0 en particular
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se tiene que sup; y(j) = C < 0o. Entonces

| Ta(z) 1 = (Z am%) Z Zaw% < ZZ‘“ZJ%’ =
1 =1 | j=1

_ZZ|QHH"E3|<Z|IJ|Z|‘IM|—Z|%|7 < Mz

Veamos ahora que T es compacto. Sea An la matriz doblemente
infinita definida que se obtiene al mantener las primeras n columnas
de A sin cambios y colocar ceros en las restantes columnas. El operador
T, asociado a la matriz A, dado por

T(z) = (Z am%’)

j=1

actia tqual que T, salvo que previamente “lrunca” x y se queda solo
con sus n primeras coordenadas. Fs claro que T,, = T o mw, donde m,
vienen definidas como en el Ejemplo 7.8. Es claro entonces que para
cada n € N el operador T,, es continuo y tiene rango finito . Lo unico
que tenemos que probar es que T, tiende a T. Pero

7o =Tl = sup [|(T = T)(x)|| = sup <Z aw:c]) =

{EGB@I JL’GB@I j=n+1 .

= sup Z Z a; jxi| < sup Z Z la; jx;| =

r€By, i=1 |j=n+1 By i=1 j=n+1
= Sup Z Z’aw||xﬁ| < SUP Z |x]|2|am|
z€By; j=n+1 i By, j=n+1

= sup Z |z]v(4) < sup [[z]|sup~y(j) = sup~y(j) — 0.

z€By, j=n+1 z€By, i>n i>n

Veamos ahora el caso p = oo. Sea At la matriz traspuesta de A.
Por el caso p =1, At define un operador compacto Ty: : {1 — (1. Ex-
tendiendo los razonamientos hechos para espacios finito dimensionales
en el Ejercicio 5.1 es facil ver que A = (A")" es la matriz asociada al
operador traspuesto de Tat, es decir T = (Tat)*. Entonces el Teorema
de Schauder nos garantiza que T es compacto.
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Veamos ahora el caso 1 < p < oo. Veamos en primer lugar que
Ty : b, — L, (estd bien definido y) es continuo. Nétese el uso de la
desigualdad de Hélder.

|Ta(z)|l, = (Zaz‘,j%) < <Z\am‘%‘|> <
i J=1 i

j=1

p p
1 1
[e.o] q [e.o] P
< zw) (Zmlp> _
j=1 j=1 il
1
o) q
= ||z, (Z |ai,j!q> = ||z|,5,.
=1 ill,

Ya hemos visto que Ty es continuo. Veamos que es incluso compac-
to. Podemos de nuevo considerar las matrices A, y sus operadores de
rango finito asociados T,, = T om,. De nuevo sdlo necesitamos compro-
bar que T}, tiende a T en la norma de operadores.

|T = Tall = sup [[(Tw = Ta)(@)ll, = sup ||| D aijay | | <
z€By, 2€Bey || \j=n+1 ,
tiip

[e.o]
< sup (Z |az’,jl"j|> <

xGB%

Jj=n+1
P
1 1
o0 q o P
< sup (Z |ai,; q) ( > |$j|p> =
z€By, j=n+1 j=n+1 i,
1
o0 q
= sup |z, (Z |am"q> — 0.
IEB% j:n+1 .
P

También proponemos como ejercicio demostrar que si una de las
sucesiones () y 6(i) definidas mds arriba es acotada y la otra tiende
a 0 entonces T : £, — {,, es compacto.

Veamos el anélogo continuo del ejemplo de arriba, lo que se conoce
como operadores integrales de Fredholm.
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EJEMPLO 7.11. Sea k(-,-) : [0,1] x [0,1] — K wuna funcidn a la
que de ahora en adelante nos referiremos como nicleo de Fredholm. FEl
nicleo k nos permite definir una aplicacion entre espacios funcionales
(de momento por precisar)

T o Ty(x)(s) = /0 k(s, ) (t)dt

Estudiemos las caracteristicas de este operador en funcion del nicleo k
y del espacio en que lo definamos.

Supongamos inicialmente que k : [0,1] x [0,1] — K es continua.
Sea x 1 [0,1] — K una funcidn integrable. Si s, — s € [0, 1] entonces
el Teorema de la Convergencia Dominada nos garantiza que

Ti()(sn) = Ti(z)(s),
es decir, T'(z) : [0,1] — K es continua.

Supongamos ahora que (x,), es una sucesion de funciones integra-
bles uniformemente acotadas en norma 1, es decir, existe o > 0 tal que
lznlli < a para todo n € N. Veamos que la sucesion (Ty(xy)), tiene
una subsucesion que converge uniformemente (es decir, en || - ||) en
0, 1].

Por ser k continuo, existe B > 0 tal que ||k|lc < B. Entonces es
facil ver que

[T(2n) |0 < a8

para todo n € N. Es decir, (Ty,(z,)), estd acotada en norma infinito.
Ademds la sucesion es equicontinua en [0,1]. Vedmoslo. k es uniforme-
mente continua en [0,1] x [0,1] (por la compacidad de [0,1] x [0, 1]).
Entonces para todo € > 0 existe § > 0 tal que si|s—u| <y [t—v| <d
entonces

|k(s,t) — k(u,v)| <e.

Por lo tanto, para todo n € N y para todos s,u € [0,1] con |s—u| < ¢
se tiene

Tua)(s) = Teln) ()| = / (k(s,) — k(u, 1))z, (t)dt <

< /o |k(s,t) — k(u,t)||z,(t)|dt < e

Ahora, el Teorema de Ascoli-Arzela nos garantiza que la sucesion
(Ti(xn))n tiene una subsucesion uniformemente convergente (es decir,
convergente en || + ||oo-
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Sean entonces X e Y dos cualesquiera de los espacios C[0,1] o
L,00,1] (1 < p < o0). Recordemos que para todo 1 < p < oo se tiene
que

-l < Pl < Il

”OO

C10,1] C Ly[0,1] C L,[0,1] C Ly]0,1]

Por tanto, si x € X entonces x es integrable y (es decir, © €
L41]0,1]) y si (z,) C X es una sucesion acotada, entonces (x,) estd
acotada en || - 1.

Ademdas, siy € C[0,1] entonces y € Y, y si (y,) es una sucesion
uniformemente convergente entonces (y,) converge en la norma de'Y .

Por tanto, de los razonamientos anteriores se sigue que el operador

T, : X —Y

(estd bien definido y) es compacto.

Veamos que otras situaciones en las que podemos probar con facili-
dad la compacidad de Tk X — Y. Seal<p<oo, sea X = Ly0,1],
sea Y = Ly[0,1] con L1 ; = 1 y supongamos que k € Ly([0,1] X [0 1]).
Entonces, para todo x € X y s € [0,1] usando la desigualdad de Holder
andlogamente a como lo hicimos en el Ejemplo 7.10 tenemos

1
IT(2)(5)| </ (s, 0)||e(0)]de < |, (/ (s, 1) |th)
y por lo tanto
1), = ( / Ti(e |qu) <

1 1 o
< llzl, (/ / |k<s,t>|wtds) — Yl Ikl

de donde se sigue la continuidad de Tj,.

Para ver la compacidad de Ty, puesto que C([0,1] x [0,1]) es denso
en Ly([0,1] x [0,1]) (esto se prueba andlogamente a la densidad de
C10,1] en L,0,1]), sea (k,) C C([0,1] x [0,1]) una sucesion tal que
|kn — kllg = 0 y sea T, : Lp[0, 1] — L,[0,1] el operador de Fredholm
de nicleo k,,. Entonces
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| T — Tolloryizy = sup [[(Te — To) (@)l =

xEBLp[O,l]

— ( / (T Tn><x><s>\qu); <

$GBLP[0,1]

1 1 :
< sup |z, (/ / |k(s,t) — k:n(s,t)|thds) = ||k — knll;, = 0.
0,1] 0 0

IEBLP[

A menudo el interés de los operadores compactos radica en su ca-
pacidad de “mejorar la convergencia”. Para estudiar esto necesitamos
previamente una definicién.

DEFINICION 7.12. Sean X,Y espacios de Banach. Un operador T :
X — Y se dice completamente continuo si transforma sucesiones
débilmente convergentes en sucesiones convergentes en norma, es decir,
si para todo sucesion (r,), C X tal que x, tiende débilmente a x € X
se tiene que T(x,) converge en norma a T(x).

TEOREMA 7.13. Sean X,Y espacios de Banach. Entonces si T es
compacto T es completamente continuo. Reciprocamente, si X es refle-
zivoyT : X — Y es completamente continuo entonces T es compacto
(de hecho basta pedir X 2 {1, pero esto se sigue de un resultado muy
profundo de Rosenthal).

DEMOSTRACION. Supongamos que 1" es compacto y x,, tiende dé-
bilmente a z. (x,) C X es débilmente acotada, y por tanto acotada
por el Teorema 4.9. Si T'(x,,) /4 T'(x) podemos suponer, pasando a una
subsucesion, que existe € > 0 tal que

(10) 1T (2n) = T(x)]| = €

para todo n € N. Por ser T" compacto y (z,), acotada, existe una
subsucesion (z,,) tal que T'(z,,) converge a y € Y. Entonces, de (10)
se sigue que

ly =T (z)] = e
de forma que y # T'(x). Sin embargo, para todo y* € Y* se tiene que
y*oT € X* y por tanto de la hipotesis sobre (z,,) se sigue que

(" o T)(e) = lm(y" o T)(an,) = ¢ (h’m T<xnj>) — ()

J J

y por tanto x = y y hemos alcanzado una contradiccion.
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Para probar la otra implicaciéon necesitamos el Teorema de Eberlein,
que no es seguro que incluyamos en el programa. Si lo hemos dado, la
demostracion es sencilla. Supongamos que X esreflexivoy T : X — Y
es completamente continuo. Si (z,) C By, por el Teorema de Eberlein
() admite una subsucesion (z,,) débilmente convergente a un cierto
x € Bx (por el Teorema de Mazur, las clausuras en norma y débil de
un convexo coinciden). Al ser T' completamente continuo, la sucesion
(T'(xy,))r converge en norma, lo que termina la demostracion. O

2. Practicas sugeridas

EJERCICIO 7.1. Sea X un espacio de Banach y sea T € K(X) \

F(X). Demostrar que 0 € T(Sx ). Sugerencia: Utilizar el Teorema de
la Aplicacion Abierta.

EJERCICIO 7.2. Sea CM[0,1] el espacio de las funciones con deri-
vada primera continua con la norma || f|| = || fllec + || f'|lcc- Demostrar
que la inclusion formal

i: CW[0,1] — C[0,1]

es un operador compacto. Sugerencia: Utilizar el Teorema de Ascoli-
Arzela.

EJERCICIO 7.3. Sea 1 < p < oo y sea T : cog — L, un operador
continuo. Demostrar que T es compacto.






Capitulo 8

Teoria espectral de operadores compactos

Contenidos: Operadores inversibles. Perturbaciones de la identi-
dad inversibles. Espectro de un operador. Autovalores. Compacidad del
espectro. Teorema de Gelfand. Teoria espectral de operadores compac-
tos. Alternativa de Fredholm. Aplicaciones.

Comenzamos en este capitulo el estudio de uno de los grandes te-
mas del Andlisis Funcional, la Teoria Espectral. Un enfoque posible
es comenzar estudiando algebras de Banach, demostrar en ese marco
general los resultados que se van a necesitar y posteriormente observar
que los operadores de un espacio en si mismo es un algebra de Banach
y obtener los resultados de la Teoria Espectral practicamente como co-
rolario. Sin embargo, pensamos que ese enfoque es algo arduo, puesto
que le exige al alumno el estudio abstracto inicial de las algebras de
Banach sin haber trabajado previamente en un modelo intuitivo en el
que apoyarse. Preferimos empezar enunciando y demostrando los re-
sultados para el caso de operadores en este capitulo y dejar para mas
adelante (y no en esta asignatura) la generalizacion de estos resultados
al contexto de algebras de Banach.

Empezamos estudiando operadores inversibles y perturbaciones in-
versibles de la identidad, para a continuacion definir el espectro de un
operador y sus autovalores. Probamos que el espectro es compacto y
probamos el Teorema de Gelfand, utilizando variable compleja. Tras
ello se puede probar la Fdrmula del Radio FEspectral, aunque no la
necesitamos. A continuacion desarrollamos la Teoria Espectral de Ope-
radores Compactos en Fspacios de Banach, conocida como Teoria de
Riesz-Schauder. Como corolario de esta teorfa se obtiene la Alternativa
de Fredholm, de gran utilidad en las aplicaciones.

Hemos seguido principalmente [26]| y [19] en la preparacion de la
primera parte del capitulo y [28] y [26] en la presentacion de la Teoria
de Riesz-Schauder.

143
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1. Teoria espectral de operadores compactos

Empezamos definiendo operadores inversibles, y estudiando algunas
de sus propiedades bésicas.

DEFINICION 8.1. Dados dos espacios de Banach X,Y , un operador
T: X — Y esinversible si es un isomorfismo biyectivo.

OBSERVACION 8.2. T' € L(X;Y) es inversible si y solo si existe
THel(V;X) tal que T'T=1Ix yTT ' = Iy

Se sigue del Teorema de la Aplicacion Abierta que T es inversible
sty solo si T es biyectivo.

Es facil ver que si T € L(X;Y) y S € L(Y;Z) son inversibles
entonces ST es inversible y

(ST) ' =118

De forma andloga si T, S € L(X), es facil ver que S y T son inver-
sibles st y solo si ST y TS lo son.

PROPOSICION 83. T : X — Y es wnwversible si y sélo si T :
Y* — X* es inversible, y en ese caso (T*)™' = (T71)*.
DEMOSTRACION. Si T es inversible tenemos que
T = (17'T) = (Ix)* = Ix-

(TYT* = (TT7Y) = (Iy)" = Iy-.
Reciprocamente, si T es inversible, también lo es 7%*. Si definimos

S = (T**)fy1 es facil ver que S es un operador inyectivo de Y en X (para

ver que S toma valores en Y, notemos que para todoy € Y existex € X
tal que T'(z) = y. Por lo tanto T**(z) =y y S(y) = € X). Ademas
claramente ST = Ix y T'S = Iy, de forma que T es inversible. O

LEMA 8.4. Sea X un espacio de Banach y T € L(X) un operador

tal que
T < 1.

Entonces el operador (I —T) € L(X) es inversible y ademds

1T =Y 1
n=0

donde la convergencia es en la norma de operadores, y
1

I =T)7H € -
1|7
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DEMOSTRACION. Notese en primer lugar que

Tn T =
Z 7] < Z 17| HTH

Es decir, la serie ano T" es absolutamente convergente en el espacio
de Banach £(X) y por tanto la serie >~ 7™ converge en £(X). Por
tanto

(I—T)iT":(1—T)+(T—T2)+(T2—T3)+---:1

(iT”> I-T)=(I-T)+ (T -T)+(T>*-T+---=1

U

LEMA 8.5. Sea X un espacio de Banach y T € L(X) un operador
tal que existe p € N de manera que

|77 < 1.

Entonces el operador (I —T) € L(X) es inversible y ademds

(o]
-1 __ n
=21
n=0
donde la convergencia es en la norma de operadores, y

L+ T +- -+ 1771
1— 77|

(7 =T)7 <

DEMOSTRACION. Puesto que
[T < | 77| 77|

y que
17| <1
se tiene que

DT =Y M Y T A YT <
n=0 n=0 n=0 n=0

S R R G
< DI+ T - T = ]
n=0

Ahora la demostracién sigue muy similar a la del lema anterior. [J
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LEMA 8.6. Sea X un espacio de Banach y S,T € L(X). Si T es
inversible y
1T (s - 1) <1

entonces S es inversible y

STt=T"Y ((S-T)T")",
=0

n

1]
S—l S H
1570 < T =y
Yy
T2 — 7
Sfl_Tfl S H
| I < T —mr

DEMOSTRACION. Si [[(T — S)T7!|| < 1, el Lema 8.4 nos dice que
I—(T-ST'=1-1+ST"'=98T"

es inversible y
oo

(ST =) (T=9T7)".

Como T es inversible, se sigue que
(ST HT =S

es inversible y
ST=T ST ) =T (T -S)T )"
n=0

Por hipotesis, ||[(T'— S)T!|| < 1y por tanto

I
= (T =)

IS~ < IT D INT = S)T " =
n=0

Ademaés, como
(St—TH=85'TT"!' -8 1ST ' =8 HT - S)T!
tenemos que
IZ~P[1S — 7
L—[|(S =TT~

IS7H =T < ISTHIT = )T <
0

COROLARIO 8.7. Sea X un espacio de Banach. Entonces el conjun-
to C de operadores inversibles en X es un conjunto abierto de L(X) y
la aplicacion T — T~ es un homeomorfismo de C en si mismo.
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DEMOSTRACION. Si T es inversible, consideremos la bola de centro
T y radio ﬁ Entonces, para todo S en esa bola, se tiene que
1
1S =T < 77y
17=]]
y por tanto
~1 ~1
[T (S =D < [[TI[S =Tl <1
y el lema anterior nos dice que S es inversible. Por tanto C es abierto.
Sea ahora (7)), C C una sucesion de operadores inversibles tales
que T,, = T € C. Entonces a partir de cierto ng se tiene que

1
1T =T < 57y
" 71|
y de nuevo por el lema anterior tenemos que
HT—I _ T—IH < ||T_1||2||Tn — T”
n —

1= [T, = T)T

lo que implica que ||T,;' — T~ — 0, es decir, la inversion es continua,
y esto es todo lo que hace falta probar. 0

La idea basica de la teoria espectral es estudiar los valores de £ € K
para los que T' — kI es, o no, inversible. Recordemos que esa es la
pregunta basica a la que nos lleva la teoria de diagonalizacion.

Tenemos entonces la siguiente definicion:

DEFINICION 8.8. Sea T : X — X. FEl espectro de T es el conjunto
o(T) ={k € K tales que T — kI no es inversible }.
El congunto p(T) :== K\ o(T') se denomina resolvente de T.

Y la pregunta sera como calcular los valores espectrales k € o(T).
Veremos que nos interesard destacar dos conjuntos dentro del es-
pectro.

DEFINICION 8.9. Sea T : X — X. El conjunto de autovalores de
T es el conjunto

0.(T) = {k € K tales que T — kI no es inyectivo }.
El conjunto de autovalores aprorimados de T es el conjunto
04(T) ={k € K tales que T — kI no estd acotado inferiormente }.
Notemos que k € o.(T) siy sblo si existe 0 # z € X tal que
T(z) = kx
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En ese caso k es un autovalor y x es un autovector asociado a k. El
subespacio
ker(T — kI)

es el autoespacio asociado a k.

Notemos también que k € 0,(T) si y solo si existe una sucesion
(xn)n C Sx tal que
1T (xn) — kapl| — 0
En ese caso k es un autovalor aprozimado de T. Si k € o.(T) es un
autovalor y x es uno de sus autovectores haciendo x, = ﬁ para todo
n se ve que k es un autovalor aproximado. Por tanto se tiene

0e(T) C 0a(T) C o(T)

Veamos que de hecho para los operadores de rango finito los tres
conjuntos son el mismo.

TEOREMA 8.10. Sea X un espacio normado y T € F(X). Entonces

0e(T) = 0,(T) = o(T)

DEMOSTRACION. Puesto que 0.(T") C 0,(T) C o(T), basta ver que
o(T) C 0.(T), equivalentemente que (0.(7"))° C (¢(T"))°. Sea entonces
k & o.(T), de forma que T — kI es inyectivo. Veamos que entonces
T — kI es inversible, es decir k & o(T).

Consideramos primero el caso en que dim X = n < co. En ese caso
el resultado es elemental y se estudia en Algebra Lineal: Puesto que

dimker(T' — kI) + dim Im(T — kI) = n,

si T'—klI es inyectivo entonces ker(T—kI) = {0} y por tanto dim I'm(T—
kI) =n, es decir T — kI es sobreyectiva y por tanto inversible.

Consideramos ahora el caso en que X tiene dimension infinita. En-
tonces k # 0, ya que si T tiene rango finito no puede ser inyectivo (por
ejemplo, si {z,;n € N} es un sistema linealmente independiente, enton-
ces {T'(z,);n € N} serfa un sistema infinito linealmente independiente
contenido en un espacio de dimensién finita).

Sea

S = (T —kI) :Im(T) — Im(T)
(para ver que S toma efectivamente valores en I'm(T), notese que

)
(T = KI)(T(x)) = T(T(x)) = KI(T(2)) = T(T = kI)(x) € Im(T).)

[1m(T)
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Como T — kI es inyectivo, también lo es S. Por el caso anterior, S es
sobreyectiva. Sea ahora y € X. Entonces T'(y) € Im(T) y por tanto
existe u € Im(T') tal que S(u) = T(y). Es decir,

(T — kI)(u) =T(y), equivalentemente T'(u — y) = ku.

Sea r = % Entonces

T<x>=T(“‘y)J—“:u:kx+y,

k k
es decir
(T = kI)(x) =y
y por tanto T'— k1 es sobreyectiva, y ahora terminamos con el Teorema
de la Aplicacion Abierta. O

En cambio no es dificil dar ejemplos de operadores para los que

0o(T) # 04(T) y 0,(T) # o(T) (|26, 12.7]).
Empecemos a estudiar el espectro de un operador

TEOREMA 8.11. Sea X un espacio de Banach yT € L(X). Enton-
ces

1. Sea k € K tal que |k|™ > ||T™] para algin m € N. Entonces

k¢go(T)y

<T k] kn—i—l

Por tanto, para todo k € O'(T) se tiene que
) 1
[k < mf [T |» < [T

2. o(T) C K es un conjunto compacto
3. Si X tiene dimension infinita y T € K(X) entonces 0 € o(T).

DEMOSTRACION. 1. Notemos que k # 0 y que

T
T—kl=—k(I-=).

El Lema 8.5 nos dice que T'— kI es inversible y que

1 T\ " 1
_ -1 — —— —_ — = =
-kt = (1-7) SR Z KA

El resto es facil
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2. De lo anterior se sigue que o(T) C {k € K;|k| < ||T||}, y por
tanto esta acotado. Solo tenemos que ver que es cerrado. Sea (ky), C
o(T) una sucesion tal que k, — k. Entonces es trivial que

T—k, I —T—kI

Puesto que los operadores inversibles formaban un conjunto abierto C,
se sigue que su complementario, los no inversibles, forman un conjunto
cerrado. Puesto que, para todon € NT — k, I no es inversible, se sigue
que T' — kI tampoco lo es, es decir k € o(T).

3. Un operador inversible 7" define una norma |||-||| en X equivalente
a la norma original de X dada por

][] = 7 ()]

Por tanto si T" fuera inversible definiria en X una norma equivalente
cuya bola unidad T'(By) es un compacto, lo que implicaria que X es
de dimension finita. O

EJEMPLO 8.12. Sea k : [0,1] x [0,1] — K una funcidn continua y
sea T : C[0,1] — C[0, 1] el operador definido como

T(f)(s) = /0 k(s,t)f(t)dt para todo s € [0,1].

En el Ejemplo 7.11 ya vimos que T esta bien definido y es compacto.
Ademds

IT(F) = sp [T()(5)] < sup s, D17 = el

luego
17| < [I&loo-
En ese caso decimos que T es un operador integral de Fredholm con
nicleo continuo k(-,-).
Si S es otro operador integral de Fredholm con nicleo continuo

h(-,-), es facil ver que T'S es también un operador integral de Fred-
holm con nicleo continuo k x h, donde para todos 0 < s,t <1,

kxh(s,t)= /1 k(s,u)h(u,t)du

IS < [1Klloo [ 2]l oo-

Haciendo T = S (es decir, h = k) y aplicando induccidn tenemos que
para todo n € N T™ es un operador integral de Fredholm con nicleo



1. TEORiIiA ESPECTRAL DE OPERADORES COMPACTOS 151

continuo

1 1
k:(")(s, t) = / . / k(s,up)k(uy, ug) -+ k(tup_1,t)duy -+ duy 1.
0 0

Sea k un nicleo continuo tal que ||k|l < 1. Entonces ||T|| < 1 y por
el Lema 8.4 se tiene que I — T es inversible e

(1) (I =T)7 (f)s) =D _T"(f)(s) = f(s) + Z/O K™ (s,t) f(t)dt

Observemos que la seriey k(™ (s,t) converge uniforme y absolu-
tamente en (s,t) € [0,1]x[0,1] (ya que para todo n € N [[k™| < ||k]|")
y por tanto

h(s,t) == k"(s,1)
n=0
es una funcion continua en [0,1] x [0, 1]. Ademds, por el Teorema de la
Convergencia Acotada podemos intercambiar el sumatorio y la integral
en (11) y tenemos que

(I —T) 7 (f)(s) = £(s) + / B(s,t) (),

es decir
(I-T)'=1+B,

donde B es otro operador integral de Fredholm con nicleo continuo.

Si x es un autovector del autovalor £ de T entonces se tiene que
T'(span|x]) C span|z]. Decimos entonces que span|x] es invariante por
T. En general un subespacio V' C X se dice invariante si por 7' si
T(V) C V. Claramente {0} y X son subespacios invariantes para todo
T € L(X). Durante un largo tiempo no se supo si existia algin espacio
de Banach X y algin operador definido en él T" que no tuviera ningin
subespacio invariante no trivial (esto es, distinto de {0} y X); reciente-
mente P. Enflo (|13]) encontro6 tales X y T. Atdn no se sabe si dado un
espacio de Hilbert H existe T' € L(H) sin subespacios invariantes no
triviales. En cambio, recientemente Lomonosov ha probado que todo
operador compacto entre espacios de Hilbert admite subespacios inva-
riantes no triviales. Una exposicion de estos problemas se puede ver en
[15] y la bibliografia alli citada.

En relaciéon a esto, veamos a continuacion un ejemplo de un opera-
dor entre espacios de Hilbert sin autovalores.
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EJEMPLO 8.13. Sea T : Ls[0,1] — Ls[0,1] (sobre los nimeros
complejos) dado por
T(f(t) =tf(t)
para todo t € [0, 1].
Para ver que no tiene autovalores, si k € C fuera un autovalor,
existiria f(t) € Lo|0, 1] tal que, para casi todo t € [0, 1]

tf(t) =kf(t), es decir (k—1t)f(t) =0,
de donde, tomando t # k, tenemos que f(t) = 0 para casi todo t € [0, 1],
es decir f(t) = 0.

En cambio, veamos que todo k € [0, 1] pertenece al espectro de T.
Sea A € [0,1] y sea € > 0 tal que [\, N+ €] C [0,1] o [N —¢,A\] C [0,1].
Supongamos por ejemplo que [\, X\ + €] C [0,1]. Sea

1
— ,  site[NA+¢

=4 Ve
0, sit & [A A+ €
Claramente || fe|l2 = 1. Ademds
(T = AD(f) () = T(f)(t) = Afe(t) = tfe(t) = Afe(t) = fe(t — A)
y por tanto
1 €2

[T = A1 =/O Yoa—vpa=- =S

y por tanto (T — A )(f.) — 0 cuando € tiende a 0. En consecuencia
T — M no estd acotado inferiormente y por ello no puede ser inversible.

Observemos finalmente que T' tiene una gran abundancia de subes-
pactos invariantes no triviales. En particular, es facil ver que para todo
r € (0,1), Ly[0,7] es invariante por T.

Uno de los resultados fundamentales de la Teoria Espectral es el
Teorema de Gelfand-Mazur que enunciamos a continuacion. Su demos-
tracion es una bonita aplicacion de la Teoria de Variable Compleja.

TEOREMA 8.14 (Gelfand). Si X es un espacio de Banach complejo
y T € L(X) entonces o(T) # 0.

DEMOSTRACION. Sea f € L(X)*. Recordemos que p(T) = o(T)°
es la resolvente de T'. Definimos la funciéon

wy:p(T) — C
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como
wy(z) = f((T = 2I)7).

Sabemos que p(T") C C es un abierto (porque o(7') es cerrado). Veamos

que wy es analitica en p(7'): sea zy € p(T'). Entonces

(T —20I) — (T — 2I) = (z — 20)1

y por tanto, componiendo por la derecha con (T — zI)~! y por la
izquierda con (T — 2o/)~! tenemos

(T — 2" — (T —20) ' = (2 — 20)(T — 20]) " H(T — 2I)~*
y por lo tanto

we(z) —wy(z0) — lim f ((T — 27— (T — zOI)‘l) _

Z— 20

lim
Z—r20 Z — ZO Z—20

= lim f (T —=z) (T —2D)™") = f((T — ) )

por la continuidad de f y por la continuidad de la inversiéon probada
en el Corolario 8.7.
Supongamos ahora que o(7") = (. Entonces p(T") = C por lo que wy
es analitica en C, es decir, es una funcion entera. Ademas, si |z| > || T,
usando el Lema 8.4 se tiene que
-1
()
z \ 2

— 0 cuando |z| — oo.

(12) IT — =07 = <

< 1
~ =T
Como f es lineal y continua,
wi(2) = f((T — 2I)™") = 0 cuando |z| — oo

y por tanto wy estd acotada en C.

Por tanto el Teorema de Liouville nos dice que wy, siendo entera
y acotada debe de ser constante. De (12) se sigue que wy debe de ser
siempre 0. En particular

0=w;(0) = f(T7).
Como esto ocurre para todo f € £(X)* se sigue que T~ = 0, lo cual
es imposible. Por tanto o(T') # 0. O

Si se desea, y en funciéon del tiempo disponible, en relacién con esto
se puede definir el radio espectral de un operador T': X — X como

ro(T) = sup [k
keo(T)

y a continuacion demostrar la
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PROPOSICION 8.15 (Férmula del Radio Espectral). Si X es un es-
pacio de Banach complejo y T € L(X) entonces

ro(T) = fuf |75 = lim |77

DEMOSTRACION. Una demostracion adecuada para este curso se
puede ver en [26, 12.8 b]. O

Pasamos a estudiar la llamada Teoria de Riesz-Schauder. Necesita-
mos unos cuantos resultados previos, interesantes en si mismos, antes
de llegar a los resultados principales de la teoria. Hemos seguido para
esta seccion [28] principalmente.

LEMA 8.16. Sea X wun espacio de Banach, T € K(X). Entonces
ker(I — T') tiene dimension finita.

DEMOSTRACION. Sea U la bola unidad cerrada de ker(/ — 7). En-
tonces T'(U) = U. Puesto que T es compacto y U C By, se tiene que
U = T(U) es relativamente compacto, y por tanto compacto (puesto
que es cerrado). Por tanto, si la bola unidad es compacta el espacio
debe de ser de dimensién finita. O

LEMA 8.17. Sea X un espacio de Banach, T € K(X). Si (x,), C X
es una sucesion acotada tal que x,, — T(x,) — y € X entonces existen
r € X y una subsucesion (r,,); C (), tales que x,, - x € X y

x—T(x)=y.
DEMOSTRACION. Por la compacidad de T, existe una subsucesion
(Tn;)j C (74)n tal que T'(z,,) converge a z € X. Entonces
=2, — T(2y,) + T(20n,) =y +2
Llamamos x = y + z y, puesto que 1" es continuo, se tiene

(I =T)(x) =limz,, —T(x,,)=y+2z—2=y.
J

T,

O

LEMA 8.18. Sea X wun espacio de Banach, T € K(X). Entonces
Im(I —T) es cerrado y tiene codimension finita.

DEMOSTRACION. Veamos en primer lugar que Im(I — T') es ce-
rrado. Sea g : X — X/ker(I — T) la aplicacion cociente. Entonces
sabemos que I — T factoriza como

[—T:([/_—\?)oq

donde o
I-T:X/ker(I-T) — X
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es la aplicaciéon candnica dada por

1-T(ja)) = (I - T)(a).

Es un ejercicio comprobar que I — T estid bien definida, es lineal y
continua, con ||[[ —T|| = ||[I — T

Veamos que existe ¢ > 0 tal que, para todo z € X

(13) lo = (@) = |7 =T)([a])l| > cf[z]]

Si no fuera asi, existiria una sucesion (z,) C X tal que

(14) lim ||z, — T'(x,)]| =0y ||[zs]]| = 1 para todo n € N.

Por la definicién de la norma cociente podemos suponer que, para
todo n € N,
1< |zl < 2.

Puesto que T' es compacto, existen y € X y una subsucesion (wnj ); C
(Tn)n tal que T'(2,,) — y € X. Por (14) sabemos que

h’]m Tn;, =Y
y por tanto

y—T(y) = menj - T(xnj) =y—y=0,
J

es decir y € ker(/—1T"). Pero ahora usando la otra mitad de (14) tenemos
una contradiccidén puesto que

1= [[fzn, ]Il < llan, =yl =0

Por tanto sabemos que (13) es cierto. De (13) se sigue que (I/—\?)

es un isomorfismo sobre su imagen y en particular Im(I —T) C X es
cerrado. Puesto que

Im(I —T)=Im(I-T),
se sigue que Im(I —T) es cerrado.
Veamos ahora que I'm(I — T') tiene codimension finita. Puesto que

Im(I—-T) C X es un subespacio cerrado, podemos considerar el espacio
cociente X/Im(I —T) y sabemos que

(X/Im(I —T)) = (Im(I —T))*
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y por otro lado es un ejercicio ver que (Im(f —T))* = ker((I —T)*) =
ker(/* — T*) = ker(Ix+ — T™). Puesto que T es compacto, el Teorema
de Schauder nos dice que T™ es compacto. Ahora el Lema 8.16 nos dice
que ker(Ix« — T™) tiene dimension finita, y de

ker(Ix» —T*) = (X/Im(I = T))"
se sigue que X/Im(I — T) tiene dimension finita, es decir Im(I — T)

tiene codimension finita. O

Observemos que si X es un espacio de Banach y T' € L£(X), por la
férmula del binomio de Newton, para todo n € N se tiene

(I—T)y"=1— zn; <}L) (1)1 = [~ T,

Si ademas T es compacto, puesto que los operadores compactos forman
un subespacio vectorial, se sigue que cada uno de los T}, asi definidos
es compacto. Por tanto, para todo n € N:
» ker(/ —T)" tiene dimension finita, y claramente ker(I — 7)™ C
ker([ — T)"*L.
s Im(I—T)" tiene codimension finita, es cerrado 'y Im(I —T)" D
Im(I —T)"+.
Veamos que los nicleos ker(I — 7)™ no pueden crecer indefinida-
mente, sino que a partir de cierto ng se estabilizan.

PROPOSICION 8.19. Sea X wun espacio de Banach y T € K(X).
Entonces existe ng € N tal que, para todo n > ny,

ker(I —T)" = ker({ —T)".

DEMOSTRACION. Si no fuera asi, podemos suponer ker(I —7T)" ¢
ker(I — T)"*! para todo n € N (si no, razonamos analogamente to-
mando subsucesiones); en ese caso existiria una sucesion (x,,), C X tal
que, para todon € N

x, € ker(I —T)" "\ ker(I — T)"

15 1= finf oyl < Nzl <2
(15) it e =yl < [l <

(donde hemos usado el Lema de Riesz para la segunda afirmacion).
Entonces, si m < n, se tiene

(I =T)"((I =T)(wn) + 2 — (I = T)(wm)) = 0
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por lo que
(I —T)(xn) +xm — (I —T)(x,) € ker(I —T)"
y por tanto
1T (zn) = T(@m)|| = lzn = (I = T)(@n) + 2m — (I = T)(zm)|| = 1
por (15).
Por tanto la sucesion (T'(z,)), no puede tener subsucesiones con-
vergentes, en contradiccion con el hecho de que T sea compacto. O

LEMA 8.20. Sea X un espacio de Banach y T € K(X). Entonces
existe n € N tal que los subespacios cerrados N := ker(I — T)" y
R :=Im(I —T)" verifican
codimR < oo
NeoR=X
(I-T)N)C N
(I-T)R)CR
(I-=T)p:=U—-T), € L(R) es invertible
(I-T)y = —=T), € LIN) es nilpotente, en concreto (I —
Ty =0

SIS e

DEMOSTRACION. Aplicando el Lema 8.19a (I —T),a (I —T)* =
I—-T*ya(l—-T)"=1-T" tenemos que existe n € N tal que, para
todo m > n,

ker(I —=T)" =ker(I = T)", ker(I —T")" =ker({ —=T")", ¥y
ker(I —T*)" =ker( —T™)™.

Usando que Im(I — T)™ es cerrado para todo m € N, ya hemos
visto en la demostracion del Lema 8.18 que

Im(I —T)™ = (ker(I — T*)™)*.

Por tanto, para todo m > n se tiene

Im(I —T)" = (ker(I — T*)")* = (ker( — T*)™)* = Im(I —T)™.

Sean entonces N y R como en el enunciado. Ambos son cerrados y
dim N < ooy codimR < oo (esto ya estd probado en el Lema 8.18).
Ademas

(I =T)(N)= (I —T)(ker(I —T)""') C ker(I —T)" =N
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(I —-T)R)= (I -T)(Im(I —T)") = Im(I — T)"*' = R.

Por la eleccion de n, (I — T}, = 0. Acabamos de ver que (I —T')g
es sobre. Veamos que también es inyectivo: Si

(I —=T)g(z) =0,
entonces se tiene que x € ker(I — T)"*! = ker(I — T)", es decir,
(I —T)"(x)=0.

Es decir, (I — T)g es inyectiva y por tanto biyectiva. De aqui se
sigue que N N R = {0} -en efecto, si x € N entonces (I —T)"(z) = 0;
ademés, si x € R, por ser (I — T)" biyectiva sobre R se tiene que
(I =T)*(x) =0siysolosiz=0-y por tanto

dim N < codimR.

Aplicando un razonamiento analogo a 7™ en lugar de T, se sigue
que
dimker(I — T*)" < codim(I —T*)"(X).

Como en la prueba del Lema 8.18 podemos ver que

ker(I —T*)" = X/Im(I —T)"
y por tanto

codimR = dim(X/Im(I —T)") = dimker(I —T™)"
y puesto que Im(I —T™*)" es cerrado, de nuevo razonando como en el
Lema 8.18 tenemos que

(ker(I — T)")* = X*/(ker( — T)")* =
= X/ = T)"Y(X) = X* /(I = T*)"(X)
y por tanto
dim N = dimker(/ —T")" = dim(ker(I — T)")* = codim(I —T*)"(X)
y juntando todo se tiene que
dim N = codim(I —T*)"(X) > dimker( — T*)" = codimR

Asi pues se tiene que
dim N = codimR
de donde se sigue que X = N & R U
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PROPOSICION 8.21. Sea X un espacio de Banach de dimension in-
finita y sea T € K(X). Entonces, para todo k € o(T) \ {0} existen dos
subespacios de X topologicamente complementarios N y Ry invarian-
tes por kI — T y que verifican

L. (kI —T),, es un isomorfismo de Ry en si mismo.
2. Eziste ny, € N tal que

(kI —T)"™ =0,

vy,

es decir, (kI — T)|"’“ es nilpotente.

N

3. {0} #ker(kI —T) C Nj y dim Ny < oc.

DEMOSTRACION. Puesto que %T es compacto para todo k # 0, po-
demos aplicar la Proposicion 8.20 a (I — 7)) = +(kI —T)) para obtener
Mgy Nig, R, (I — T, e (I —T)g, con las propiedades alli establecidas.
Entonces Ry y Ni son topologicamente complementarios y (1) y (2)
quedan probados.

Puesto que (kI —T')|,, es un isomorfismo (esto es (1)) y dado que
X = Ny® Ry, si Ny, fuera {0}, tendriamos que (kI —T) seria inversible,
en contradiccion con que k € o(T'). Por tanto Ny # {0}. Ahora, dado
que (kI — T)‘Nk es nilpotente, no puede ser inyectivo, por lo que existe
0 # xg € Ny tal que (kI —T)(xo) =0, es decir

xg € ker(kI —T)

lo que prueba que ker(kl —T') # {0}.
Puesto que Ny = ker(kI — T)™ (ver Lema 8.20), esta claro que
ker(kI —T) C ker(kl —T)™, y que

dim N < oo
se sigue del Lema 8.20. O

Finalmente podemos probar el resultado principal de la Teoria de
Riesz-Schauder del espectro de operadores compactos.

TEOREMA 8.22. Sea X un espacio de Banach de dimension infinita,
y T € K(X). Entonces

(i) 0 € o(T)

(ii) Todo k € o(T) \ {0} es un autovalor, y el autoespacio corres-
pondiente Ej, tiene dimension finita.

(ili) Ewiste una sucesion convergente a cero (ky), € N (quizds even-
tualmente constante) tal que o(T) = {0} U {k,;n € N}.

(iv) Para todo k € K\ {0} se tiene

dimker(kl — T) = codim(kI — T)(X).
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DEMOSTRACION. (i) y (ii) ya han sido probados en la Proposiciéon
8.21.

Para probar (iii), probemos en primer lugar el siguiente

Aserto: Para todo k € K\ {0} existe un entorno abierto Uy, de k tal
que kI — T es un isomorfismo de X para todo z € Uy, \ {k}.

Demostracion del Aserto: Puesto que o(7T") es cerrado, su comple-
mentario es abierto, por lo que dado k € K\ o(7") existe un entorno
Uk de k totalmente contenido en K\ (7).

Ahora, si k € o(T) \ {0} y Ry y Ni son como en la Proposicion
8.21, entonces

(kI =T),,, = klg, —T

IRy, Ry,

es inversible, es decir k & a(ﬂRk). Puesto que TRk es compacto, de
nuevo o(1j, ) es compacto y K\ o(7], ) es un abierto. Por tanto, existe
Ui \ K un entorno de k tal que (zI —T') es inversible para todo z € Uy.
Como (kI —T)),, es nilpotente, se tiene que o((kI—1T)j, ) = {0} (esto
es un ejercicio), es decir, para todo z # 0 se verifica que (21 — T, es
inversible (como elemento de L(Ny)).

Juntando ambas cosas tenemos que para todo z € Uy, (21 — T)|Nk y
(21 = T)),, son inversibles. Como X = Ny @ Rj, tenemos que (2 —T)
es inversible (esto es un ejercicio) lo que prueba el aserto.

v,

Ahora, puesto que o(7T") es compacto, para todo € > 0 el conjunto
M.={keco(T) |kl >e}=a(l)N{k e K;e < |k <|T|}

es compacto. Del Aserto se sigue que ningin punto de M, es de acu-
mulacion, por lo que M, ha de ser finito. De aqui se sigue que o(T') es
(a lo sumo) numerable.

Finalmente probemos (iv). Si k ¢ o(T') entonces kI —1T es inversible,
ker(kI —T) =0y Im(kl —T) = X y (iv) es trivial.

Sik € o(T)\ {0} entonces (kI —T), es inversible y dim Ny < oc.
Entonces

dimker(kI —T) = dimker(kI —T), =

= codimIm(kl —T), = codimIm(kI —T).
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Como corolario resaltamos de forma explicita la llamada Alterna-
tiva de Fredholm, que enunciamos mas abajo. Antes de enunciarla,
intentaremos motivarla brevemente.

Pensemos en el sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas

Ar =y

y sea A! la matriz traspuesta de A. Ya hemos visto que si pensamos en A
como un operador Ty : K® — K" entonces A! es la matriz asociada al
operador (T4)*. Con esta notacion, los siguientes resultados del Algebra
Lineal son bien conocidos

1. El sistema Ax = y tiene una tnica solucién para todo y € K"
si y s6lo si el sistema homogéneo asociado Ax = 0 tiene x =
(0,...,0) como unica solucion.

2. El sistema homogéneo Ax = 0 tiene una solucion distinta de
(0,...,0) si y solo si el sistema traspuesto A'x = 0 tiene una
solucion distinta de (0,...,0). Ademads, en ese caso el méxi-
mo numero de soluciones linealmente independientes de ambos
sistemas es el mismo.

Es facil ver que este resultado no se puede extender al caso de una
coleccion numerable de ecuaciones lineales con una cantidad numerable
de incognitas. Por ejemplo, considérese el sistema infinito con matriz
asociada dada por

1
A =(a;;)ijen con ajiq; =~ paratodo jy a;; =0sii# j+ 1.
J

No es dificil ver que el sistema homogéneo asociado Ax = 0 sélo admite
la solucion z; = x5 = --- = 0. En cambio, si y = (1,0,0,...) el
sistema Az = y no tiene solucion. Ademas, el sistema traspuesto Alx =
0 admite la solucion (1,0,0,...). El resultado probado por Fredholm
nos muestra precisamente que el resultado del Algebra Lineal arriba
mencionado si se mantiene si el operador A es de la forma I — 7', con
T un operador compacto. En concreto tenemos

TEOREMA 8.23 (Alternativa de Fredholm). Sea X un espacio de
Banach y sea T € K(X). Entonces

1. Se verifica una y sélo una de las siguientes posibilidades
a) Para todoy € X existe un dnico x € X tal que (I—-T)(x) =

y.

b) Eziste 0 # x € X tal que (I — T)(z) = 0. Ademds, en
este caso el mdzrimo numero de soluciones linealmente in-
dependientes de la ecuacion homogénea (I —T)(z) = 0 es
finito.
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2. La ecuacion homogénea (I-T)(x) = 0 tiene una solucion distin-
ta de 0 en X siy sdlo si la ecuacion traspuesta (I —T*)(z*) =0
tiene una solucion distinta de O en X*. Ademds el mdzrimo nu-
mero de soluciones linealmente independientes de ambas ecua-
ctones es el mismo.

OBSERVACION 8.24. Sean X yT' como en el Teorema y para todo
k € K constderemos el operador kKT. Este operador es compacto, por
serlo T'. Por lo tanto, para la ecuacion

(I —kT)(z) =y

se tienen las dos posibilidades enunciadas en el Apartado 1 del Teore-
ma. Notese que la sequnda posibilidad se tiene precisamente cuando %
es un autovalor de T', y que sabemos que el conjunto de autovalores es
a lo sumo numerable.

Veamos cémo se puede aplicar la Alternativa de Fredholm a la re-
solucion de sistemas numerables de ecuaciones lineales y a la resolucion
de ecuaciones integrales, el problema al que se enfrentaba Fredholm y
que motivo el desarrollo de la teoria.

TEOREMA 8.25. Sea A = (a;;)ijen una matriz infinita y sea 1 <
p < o0o. Sip =1, supongamos que ¥(j) = > 2, |a; ;| < oo para todo
Jj € Ny quev(j) = 0 cuando j — oc. Si1<p<ooy%+é:1,
supongamos que
> (Z |ai,qu> P e
i=1 \j=1 q
Entonces

1. Se tiene una de las dos alternativas siguientes
a) O bien para todo y € {,, existe un unico v € ¢, tal que

(1 —a11)x1 — @129 — a1 323 — -+ - =3
—a31%T1 + (1 - G2,2)$2 — Q2373 — - = Y2
—a31%1 — a32%2 + (1 —azs)rs — - =y3

b) O bien existe 0 # x € (), tal que

(1—ayq)x = a12T2 + a13%3 + - -+
(1 — CLQQ)JIQ = a2,1T1 + 2373 + -

(1 — 0373)1’3 = a3171 + a3,2T2 + -
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En este caso no pueden existir un numero infinito de vec-

tores x € L, linealmente independientes que verifiquen (16)

2. El mdzimo nimero de vectores x € {,, linealmente independien-

tes que verifiquen (16) es igual al mdzimo nimero de vectores

x € L, linealmente independientes que verifiquen el sistema tras-
puesto

(1 — a171)$1 = 02,172 + 3,173 + -
(1 —ago)xe = a12%1 + asoxs + - - -

(1 — CL373)JI3 = a1,3T1 + 232 + -

DEMOSTRACION. Ya hemos visto en el Ejemplo 7.10 que la matriz
A define un operador compacto 1" : £, — £,,. Es un ejercicio comprobar
que A’ define precisamente el operador traspuesto T* : ¢, — {,. Por
lo tanto no hay mas que aplicar la alternativa de Fredholm. U

Veamos el andlogo continuo del ejemplo de arriba, lo que se conoce
como ecuacion integral de Fredholm de segunda clase.

TEOREMA 8.26. Sea k(-,-) € Lo(]0, 1] x [0,1]). Entonces

1. Se tiene una y solo una de las dos siguientes alternativas
a) O bien para todo y € Ls[0,1] existe un dnico x € Ls[0,1]
tal que para casi todo s € [0, 1]

x(s) — /0 k(s,t)x(t)dt = y(s)

b) O bien existe 0 # y € Ly[0, 1] tal que para casi todo s € [0, 1]

(20) 2(s) = /O k(s, ) ()dy

Ademds, en este caso el mdzimo nimero de x € Ls[0,1]
linealmente independientes que verifican (20) es finito.
2. La ecuacion (20) tiene una solucion distinta de 0 si y solo si la
ecuacion traspuesta

z(s):/o k(t,s)z(t)dt

tiene una solucidn distinta de 0 en Ls[0,1]
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DEMOSTRACION. Ya hemos visto en el Ejemplo 7.11 que el opera-
dor T': L,[0,1] — [0, 1] dado por

T(m)(s)z/o k(s,t)x(t)dt

es compacto. Una vez que identifiquemos adecuadamente su operador
traspuesto, bastara con aplicar de nuevo la alternativa de Fredholm.
O

2. Practicas sugeridas

EJERCICIO 8.1. Sea X un espacio de Banach y T € L(X). De-
mostrar que el operador exp(T) := >, % (estd bien definido y) es
inversible. Sugerencia: (exp(T))™! = exp(-T).

Demostrar ademds que

o(exp(T)) = exp(o(T))

EJERCICIO 8.2 (Lomonosov). Sea X un espacio de Banach de di-
mensidon infinita y sea T € K(X). Demostrar que X posee un subespa-
cio invariante no trivial. [19, Ej. 18 p. 143|.

EJERCICIO 8.3. Sea X wun espacio de Banach y sea T € L(X).
Sean M\, ..., \, autovalores distintos de T y sea e; un autovector de \;
(1 < i < n). Demostrar que los vectores {e1,...,e,} son linealmente
independientes.



Capitulo 9

Espacios de Hilbert

Contenidos: Producto escalar. Desigualdad de Schwarz. Espacios
de Hilbert. Identidad de Polarizaciéon. Ortogonalidad. Teorema de Pi-
tagoras. Ley del Paralelogramo. Distancia minima a un convexo y ce-
rrado. Proyeccién ortogonal. Complementacion. Conjuntos ortogonales.
Desigualdad de Bessel. Teorema de Riesz-Fischer. Bases Hilbertianas.
Desarrollo en serie de Fourier. Formula de Parseval. Dimension Hilber-
tiana. Teorema de representacion de Riesz. Aplicaciones.

Los espacios hoy conocidos como espacios de Hilbert estuvieron his-
toricamente entre los primeros espacios de Banach estudiados y pronto
se comprendidé que ocupan un lugar destacado entre todos ellos. La
diferencia radical entre un espacio de Hilbert y un espacio de Banach
cualquiera es que en un espacio de Hilbert tenemos un gran conoci-
miento de la “geometria” del espacio, y ademas esta geometria coincide
con nuestra intuicion geométrica finito dimensional. Esto se traduce en
una serie de teoremas como el Teorema de Representacion de Riesz,
el Teorema de la Proyeccion Ortogonal y otros que permiten que tra-
bajar en un espacio de Hilbert sea en general mucho méas comodo que
trabajar en otro espacio de Banach. Una de las consecuencias de esta
facilidad en el estudio de los espacios de Hilbert es que muchos de los
“grandes” teoremas del Anélisis Funcional se pueden probar de manera
mucho més sencilla en el caso de los espacios de Hilbert. Hemos in-
cluido algtin ejemplo de esta situacion en el desarrollo del capitulo y
planteamos otros ejemplos de esto como ejercicios.

Comenzamos estudiando el producto escalar, a continuacion la De-
sigualdad de Schwartz y la definicion de norma asociada a un producto
escalar, lo que nos lleva a la definicion de espacio de Hilbert. Seguida-
mente vemos la Identidad de Polarizacion, que nos muestra como la
norma caracteriza al producto escalar, la crucial nocién de ortogonali-
dad y el Teorema de Pitdgoras y la Ley del Paralelogramo, todas ellas
herramientas sencillas de probar pero imprescindibles en la Teoria de
espacios de Hilbert.

A continuacién probamos el primero de los resultados “grandes” del
capitulo, probando que la distancia de un punto a un convexo cerrado

165
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en un espacio de Hilbert se alcanza en un tnico punto. De ahi deducimos
el Teorema de la Proyeccion Ortogonal, 1o que nos lleva a estudiar la
complementacion en espacios de Hilbert.

Seguidamente comenzamos el estudio de los conjuntos ortogonales,
lo que nos lleva a probar la Desigualdad de Bessel y el Teorema de
Riesz-Fischer, a definir Bases Hilbertianas y a presentar seguidamente
el desarrollo en serie de Fourier en espacios de Hilbert v la Formula
de Parseval.

No hemos visto necesario definir explicitamente familias sumables
en todo este desarrollo, sino que comprobamos que ciertos sumatorios
formales que aparecen indexados por conjuntos quizés no numerables
tienen a lo sumo una cantidad numerable de términos no nulos, por
lo que los podemos reducir a series. Creemos que este enfoque es algo
mas sencillo, pero no descartamos definir familias sumables si con la
experiencia nos pareciera mejor alternativa. Otra opcion desde luego
es limitarse a espacios de Hilbert separables.

A continuacién se puede, aunque no es fundamental para la asigna-
tura, definir dimension hilbertiana y probar que todo espacio de Hilbert
es (isométrico a) un espacio fo(I) para algin conjunto de indices 1.

Terminamos el capitulo con el fundamental Teorema de Riesz y
algunas aplicaciones de la Teoria de espacios de Hilbert.

Como ya hemos dicho, los espacios de Hilbert son centrales en la teo-
ria de espacios de Banach, y muchos conceptos definidos y estudiados
en esta memoria en el contexto general de los espacios normados resul-
tan mucho mas sencillos si nos restringimos a los espacios de Hilbert.
Resulta por ello una opcién didactica a tener en cuenta el comenzar el
estudio de la asignatura con este capitulo (adecuadamente modificado,
claro esté, para no presuponer resultados no conocidos) y proceder a
continuacion con el estudio de los espacios de Banach generales. Este
es el esquema seguido en, por ejemplo, [10], donde el autor dice que
el namero de demostraciones que deben aparecer casi duplicadas por
seguir este esquema es mucho menor de lo que él esperaba.

No nos hemos decidido a seguir ese esquema, pero tampoco descar-
tarfamos experimentarlo en alguna ocasion finalmente impartiéramos
la asignatura desarrollada en esta memoria.

Hemos seguido en la presentacion de este Capitulo los libros [10] y
[26].
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1. Espacios de Hilbert

DEFINICION 9.1. Sea H un espacio vectorial sobre K. Un producto
escalar en H es una funcion
(w):HxH—K
que verifica
1. Es definida positiva, es decir, para todo v € H

(x,z) >0

(x,x) =0 siy solosiz=0

2. Linealidad en la primera variable, es decir, para todos x,y,z €
H: Qa, /6 € K}

(o + By, z) = afz, 2) + By, 2)
3. Es antisimétrica, es decir, para todos x,y € H

(z,y) = {y, )
4. Como consecuencia de 2 y 3 se tiene que un producto escalar
sitempre es conjugado-lineal en la sequnda variable, es decir,
para todos x,y,z € H, a, f € K,

(x,ay + B2) = alz,y) + B(z, 2)
Notese que si estamos trabajando sobre el cuerpo de los reales, un
producto escalar es una forma bilineal, simétrica y definida positiva.
EJEMPLO 9.2. Enumeramos a continuacion algunos ejemplos sen-
cillos de espacios con un producto escalar.

= Bl ejemplo mas elemental es precisamente el producto escalar
en R™ que nuestros alumnos ya conocen. La version compleja
de este ejemplo es el producto escalar en C" que viene dado por

n

(=), (w) = 3z

i=1
» Usando la desigualdad de Hdélder se comprueba que la funcion
(«,) by xly — K
dada por

(), (w)) = 3 =7

estd bien definida y es un producto escalar en (.
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s 57 nuestros alumnos ya conocen la medida de Lebesque, usando
la desigualdad de Holder para integrales se comprueba que la
aplicacion

<', > : L2[07 1] X LQ[O, ]_] — K
dada por

(f.g) = /0 onor

estd bien definida y es un producto escalar en Ls[0,1].

» Sea H el conjunto de las funciones f : [0,1] — K absoluta-
mente continuas en [0,1] tales que f(0) =0y f' € Lo[0,1]. Si
definimos

1
(r9) = [ ragd
0
para todo f,qg € H entonces H es un espacio de Hilbert.

Si bien nuestros alumnos probablemente ya conoceran la desigual-
dad de Schwarz, probablemente no esté de méas recordarles brevemente
su enunciado y demostracion.

PROPOSICION 9.3 (Desigualdad de Schwarz). Si (-, -) es un producto
escalar en H entonces para todo x,y € H se tiene que

[z 9)|* < (,2)(y,9)
y se tiene la igualdad si y solo si x e y son linealmente dependientes.

DEMOSTRACION. Sean z,y € H y sea z = (y,y)x — (z,y)y. Enton-
ces
0<(z,z2)=

= (y, )" (@, 2) = (v, y) (@, y) (@, y) =@, y) (s v) (Y, )+ (2, y) (@, y) (v, y) =
= (v, y) ((z,2)(yy) — [{z,9)")

Entonces si y = 0 el resultado se sigue trivialmente. Si y # 0, entonces,

puesto que (y,y) > 0, se tiene que

(@, 2){y,y) — [z, y)[* = 0
y de aqui se sigue la desigualdad.

Si x e y son linealmente dependientes, si uno de ellos es 0, la igualdad
se sigue trivialmente. Si no, existe o € K tal que x = ay, y se ve
facilmente que se da la igualdad. Reciprocamente, si se da la igualdad,
tenemos que, con las notaciones anteriores,

(2,2) =0

de forma que z = 0 y por tanto (y,y)z = (z,y)y, de donde se sigue que
x e y son linealmente dependientes. 0
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A partir de la desigualdad de Schwarz se ve facilmente que el pro-
ducto escalar permite definir una norma asociada a él

COROLARIO 9.4. Sea H un espacio vectorial en el que estd definido
un producto escalar (-,-). Entonces la funcion

-1+ # —10,00)

definida como

lz]| = ((z,z))?

es una norma en H.

DEMOSTRACION. La tnica dificultad reside en la desigualdad trian-
gular. Observemos que para todos z,y € H,

lz +yll* = (z +y, 2 +y) = |=]* + [lyl]* + 2R(z, ).
Por otro lado, de la desigualdad de Schwarz se sigue que
Rz, y) < [z, y)| < =[]yl
y por tanto
2
lz+ylI* < llzll® + Nyll® + 202lllyll = (=l + [ly1l)

de donde se sigue la desigualdad triangular. 0

Probamos a continuacion la Identidad de Polarizacion para el pro-
ducto escalar. Dicha identidad es cierta en el contexto mas general de
las formas sesquilineales si los espacios son complejos v en de las for-
mas bilineales simétricas si los espacios son reales, y asi lo podemos
mencionar a los alumnos, pero puesto que no la usaremos mas que en
el producto escalar, so6lo la probamos en ese caso.

LEMA 9.5 (Identidad de Polarizacion). Sea H un espacio vectorial
complejo con un producto escalar definido en él. Entonces

1
(w.y) = 7 (le+yll* = llz = yI” + olle + wl* —olle — )

(2 +yll* = ll=l1* = llyll*)

N | —

R(z,y) =

por lo que en el caso real

1
(w.y) = 5 (le+yl* = ll=]” = llyl°)

DEMOSTRACION. Inmediata. O
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Obsérvese que (x,y) = 0 para todo y € H si y so6lo si x = 0; clara-
mente, si = 0 entonces (x,y) = 0 para todo y € H. Reciprocamente,
si (z,y) = 0 para todo y € H en particular (z,z) = 0 lo que implica
que z = 0.

Aligual que ocurria en el caso de dimension finita, la gran ventaja de
la geometria de los espacios de Hilbert es que la existencia de producto
escalar nos permite definir el concepto de ortogonalidad.

DEFINICION 9.6. Sea H un espacio de Hilbert, x,y € H. Decimos
que x e y son ortogonales, y lo escribimos
xly,
St
(x,y) = 0.
Decimos que dos subconjuntos A, B C H son ortogonales, ALB si para
todo a € A, b € B se tiene que a_Lb.

Los alumnos ya saben del caso finito-dimensional que esta nocion se
corresponde precisamente con la nocién geométrica de ortogonalidad.

PROPOSICION 9.7 (Pitagoras). Sea H un espacio de Hilbert. Si
T1,...,%, € H son dos a dos ortogonales (es decir x; Lx; para todo
i # j) entonces

n 2 n
2 @i =2 Nl
i=1 i=1

DEMOSTRACION. Aplicando induccién, es facil ver que so6lo es ne-
cesario probar el caso n = 2. Supongamos que x; Lzo. Entonces

|14 22||* = (x1+ @2, 21+ 22) = (11, 1) + (Ta, T2) + (X1, T2) + (T2, 1) =
(w1, 1) + (2, 32) = |31 ||* + [|l22|*.
]

PROPOSICION 9.8 (Ley del Paralelogramo). Sea H un espacio de
Hilbert, z,y € H. Entonces
2+ yll* + llz = ylI* = 2 (l<]1* + [ly[I*)
DEMOSTRACION. Dados x,y se sigue de la identidad de polariza-
cién que
lz +ylI* = [l2|* + [lylI* + 2%(z, y)

y
lz = yll* = llzl* + llyI* — 2R(z, ).

Ahora se suman las dos ecuaciones. O
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La Ley del Paralelogramo caracteriza de hecho a los espacios de
Hilbert, y proponemos esto como ejercicio.

Los dos siguientes resultados son fundamentales en la Teoria de
espacios de Hilbert, y son los que permiten que trabajar en un Hilbert
sea comodo, en el sentido de que nuestra intuicion geométrica finito
dimensional se mantiene razonablemente intacta.

TEOREMA 9.9. Sea H un espacio de Hilbert, K C H un conjunto
cerrado convexo no vacio y v € H. Entonces existe un tinico kg € K
tal que

|z — kol| = dist(z, K) := ég}f{ |z — k||

DEMOSTRACION. Supongamos inicialmente x = 0. Buscamos pro-
bar la existencia y unicidad de un ky € K tal que

Fol| = dist(0, K) = fnf |k}

Sea d = dist(0, K). Por definicion existe una sucesion (k,) C K tal
que ||k, || — d. De la Ley del Paralelogramo se sigue que

2 2

kn — km
2

kn + Em

I :

1
= 5P+ )~

Puesto que K es convexo, % € K y por tanto

Sea € > 0. Entonces existe N € N tal que para todo n > N ||k, |* <
d* + %62. Por tanto, para todos m,n > N se sigue de (21) que

Por tanto (k,), es una sucesion de Cauchy y puesto que H es com-
pleto y K es cerrado sabemos que existe kg € K tal que k, — k.
Ademaés

2

> 2.

kn + Em
2

2

kn_km
2

1 1 1
_2d2 -2 —d2:—2.
<2( +26) 1€

d < kol = llko = kn + knll < [[ko = Fnll + [[kn]l = d

y por tanto
[oll = d.
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Ya hemos probado la existencia de kg, veamos la unicidad. Supon-
gamos que existe k1 € K tal que ||k;| = d. Por convexidad 245 € K
y por tanto
ko + ki

1
i< < S (lkoll + Ik ]) = d

de forma que

ko + k1
d =
[
Pero la Ley del Paralelogramo implica que
2 ko + k1 2_d2_ ko — ki ||°
2 2

de donde kg = k.

Si x # 0, basta aplicar lo anterior a 0 = x — z y el cerrado convexo
no vacio x — K para obtener un tnico x — kg que cumple las condiciones
pedidas. Entonces es un ejercicio ver que kg es el inico elemento de K
en el que se alcanza la distancia. O

Los subespacios son siempre trivialmente convexos, por lo que po-
demos aplicar el teorema anterior al caso de un subespacio cerrado.
Pero en ese caso podemos decir atn mas.

TEOREMA 9.10 (Proyeccion ortogonal). Sea H un espacio de Hil-
bert y M C H un subespacio cerrado. Sea x € H y sea yo € M el unico
elemento de M tal que ||z — yo|| = dist(z, M). Entonces

Reciprocamente, si yo € M es tal que x — yo LM entonces
|z — yol| = dist(x, M).

DEMOSTRACION. Hacemos la demostracion en el caso complejo.
El caso real es esencialmente igual aunque algo mas sencillo y queda
como ejercicio para los alumnos. Supongamos que y, € M verifica
|z — yol| = dist(xz,M). Siy € M, entonces y + yo € M y por tanto,
usando la identidad de polarizacion,

Iz —wol* < llz = (wo + ¥)II” = l(z — o) — ylI> =

= llz — yoll* — 2R(x — yo. y) + llyl*.
Por lo tanto

(22) 2R(x — yo,y) < ||y’
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para todo y € M.

Queremos probar que (x — yo,y) = 0. Fijemos y € M y llamemos
(x — yo,y) = re??, con r > 0, § € [0,27). Consideremos para cada
t € R, el vector te'y € M. La ecuacion (22) aplicada a este vector nos
dice que

23%(7567297”629) < iEQHyH2

es decir

2tr < t3|yl*.

Puesto que esto ocurre para todo t € R, se sigue que » = 0, de
donde

(x —yo,y) =0
como queriamos probar.

Reciprocamente, sea y, € M tal que x — yo L M. Entonces, para
todo y € M, también y — yo € M y por tanto

T —yoly —yo

y de ahi se sigue, por el Teorema de Pitagoras, que

2=yl = llw = w0) + (30— > =

= ||z — yolI> + llvo — ylI*> > |z — vol?

y por tanto
12 = yol| = dist(y, M).
U

El Teorema anterior no es el fin de la historia. Vemos que dado un
subespacio vectorial M de H existe una aplicacion bien definida

P:H—M

que lleva = a yg, donde y, es el unico elemento de M tal que ||z —yo|| =
dist(x, M) y simultdneamente es el inico elemento de M tal que

Por supuesto, dado que estamos trabajando con espacios norma-
dos, nos gustaria que esta aplicacion fuera lineal y continua. Este es el
contenido principal del siguiente teorema, que en realidad es una con-
tinuacién del anterior. Necesitamos previamente un concepto nuevo.
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DEFINICION 9.11. Sea A C H un subconjunto. Se define el ortogo-
nal de A, y lo llamamos AL, como

At = {x € H tales que xLa para todo a € A}.

Mas adelante, cuando veamos el Teorema de Representacion de
Riesz veremos que esta notaciéon es coherente con el At C H* defi-
nido anteriormente.

TEOREMA 9.12 (Proyeccion ortogonal). Sea H un espacio de Hil-
bert y M C H un subespacio vectorial cerrado. Sea P: H — M — H
la aplicacion definida en el pdrrafo anterior. Entonces

1. P es lineal y continua, y |P|| =1 si M # {0}.
2. P? = P (pensando P como aplicacion de H en H, para que P>

tenga sentido).
3. ker P = Mt e Im(P) =M

DEMOSTRACION. 1. Sean x1,7o € H, o, € K. Entonces, para
todo y € M se tiene que

(axy + Prg — (aP(x1) + fP(x9)),y) =
= af{xy — P(x1),y) + B{xs — P(z2),y) =0+ 0=0.

Puesto que P(ax; + fxs) es el tnico elemento de M que verifica la
condicion de ortogonalidad, se tiene que

P(axy + fra) = aP(x1) + BP(x2).

Para ver que P es continua y de norma 1, sea x € H. Entonces
r = (z— P(x))+ P(x)
donde P(z) € M y x — P(x) € M*+. Por tanto P(x) L(x — P(x)) y del
Teorema de Pitagoras se sigue que
l2]* = [lz = P()|I* + | P(2)[* = | P(x)]]%,
es decir
1P ()] < [l
y por tanto || P|| < 1. Por otro lado, considerando 0 # x € M |, P(x) = x
(esto es trivial) y por tanto ||P| > 1.

2. Como P(y) = y para todo y € M, tomando = € H tenemos que
P(z) € M y por tanto

lo que prueba lo pedido.
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3. Si P(z) = 0 entonces * = x — P(x) € M~*. Reciprocamente, si
r € M+, sea P(x) =y € M el tnico vector de M tal que x —y € M*.
Esto implica en particular que

0= (z—y,y) = (x,9) — (y,9) = 0 — |ly|
de donde y = 0.

Para ver que Im(P) = M, puesto que Im(P) C M, s6lo es necesario
observar que P(y) = y para todo y € M. O

DEFINICION 9.13. Si M C H es un subespacio vectorial cerrado,

a la proyeccion P anteriormente se le denomina Proyeccion Ortogonal
sobre M.

COROLARIO 9.14. Sea H un espacio de Hilbert, M C H un subes-
pacio vectorial. Entonces M estd complementado en H. De hecho un
complementario de M en H es precisamente M.

El Teorema de la Proyeccion Ortogonal es uno de los resultados mas
utilizados en espacios de Hilbert, y uno de los motivos de que dichos
espacios sean mucho més “comodos” que otros espacios de Banach a
la hora de trabajar con ellos. De hecho, el dltimo corolario enunciado
caracteriza a los Hilbert, en el sentido de que cualquier espacio de
Banach X en el que todo subespacio cerrado esté complementado es
isomorfo a un espacio de Hilbert [27]

Podemos obtener como facil corolario una versién débil en espacios
de Hilbert del Teorema Bipolar

COROLARIO 9.15. St M C H es un subespacio vectorial cerrado,
entonces (M+)t = M.

DEMOSTRACION. Si P es la proyeccion ortogonal sobre M, enton-
ces es facil ver que I — P es la proyeccion ortogonal sobre M*. Por
tanto, del apartado 3 del Teorema de la Proyeccion ortogonal se sigue
que

(M) =kerI — P.
Pero x € ker I — P si y solo si P(x) = x, es decir, x € M. O

Aplicacién: Como aplicacién de la proyeccion ortogonal podemos
mostrar una construccion “elemental” de la esperanza condicional.

Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad (es decir un espacio (2 con
una o-algebra F definida en ¢l y una probabilidad P : F — [0, 1]).
Supongamos para fijar ideas que Q = [0,1], F = B, la o-algebra de
Borel y P = X es la medida de Lebesgue.
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Para todo 1 < p < oo sea L,([0,1],B, ) el espacio de Lebesgue
habitual.

Consideremos una sub-o-dlgebra G C B. Tiene entonces sentido ha-
blar de L,(]0, 1], G, A), como el espacio de las funciones G-medibles con
|| - ||, finita. Es facil ver que L,([0,1],G, \) es un subespacio cerrado de
L,([0,1],B, ). Se puede ver que de hecho L,([0,1],G, \) esta comple-
mentado en L,([0,1], 8, ), y que podemos una definir una proyeccion

E(‘g) : LP([()? 1]787 )‘> — LP([()? 1]7 g> >‘)

que denominaremos esperanza condicional con propiedades especiales
que lo hacen muy importante en la Teoria de Probabilidad y Esta-
distica. Las propiedades interesantes de la esperanza condicional son
consecuencia de ser una proyeccion que verifica que para todo G € G
y para todo f € L,([0,1], B, \)

(23) /G E(f]g) = /G fax

La interpretacion probabilistica que se suele hacer de esto es la
siguiente. La o-algebra G (o mas bien las funciones G-medibles) repre-
senta “lo que sabemos”, o mas correctamente los observables en unas
circunstancias dadas, o un instante dado. Entonces E(f|G) representa
“lo mejor que podemos decir” acerca de una funcion f con los conoci-
mientos representados en G.

La construcciéon de la Esperanza Condicional se hace habitualmente
utilizando el Teorema de Radon-Nikodym. Vamos a ver una construc-
cion “elemental”.

Consideramos primeramente el caso p = 2. En ese caso, es un ejer-
cicio ver que la proyeccion ortogonal es una proyeccion que verifica
(23).

Recordemos que si p > ¢, L,[0,1] C L,[0, 1]. Por tanto para todo
p > 2 podemos definir el operador esperanza condicional simplemente
restringiendo la esperanza condicional en Ly. De nuevo es facil ver que
el operador asi definido termina en L,([0,1],G, \) y verifica (23).

El problema viene cuando tratamos de extender la esperanza con-
dicional a todo L;. No incluimos todos los detalles, que requieren de
un uso mas o menos cuidadoso de técnicas estandar de Teoria de la
Medida. El lector interesado puede consultar por ejemplo [29].

Quizas sea interesante mencionar que siguiendo en esta direccion se
puede, a partir de esta definicion de esperanza condicional y utilizando
un teorema de convergencia de martingalas, demostrar el Teorema de
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Radon-Nikodym, cerrando asi el circulo de ideas. Los detalles se pueden
ver por ejemplo en [23].

2. Conjuntos ortogonales

Buscamos ahora ver la version infinito-dimensional de la nocion, ya
conocida por los alumnos en dimensién finita, de base ortonormal de un
espacio de Hilbert. Puesto que previsiblemente no trataremos bases de
Schauder en el programa de la asignatura, damos aqui una presentacion
autocontenida. Si hubiéramos visto bases de Schauder en espacios de
Banach, entonces relacionariamos esta secciéon con aquellas.

DEFINICION 9.16. Un subconjunto EE C H se dice ortogonal si para
todo x,y € E, x # vy, se tiene que

xly.
Si ademds ||z|| = 1 para todo v € X decimos que X es ortonormal.
PROPOSICION 9.17. Sea E C H un subconjunto ortogonal. Si0 ¢ E

entonces E es linealmente independiente. St ademds E es ortonormal
entonces

lz —yl = V2

para todo x,y € E con x # y.

DEMOSTRACION. Sean zq,...,%, € F ysean aq,...,qa, € K tales

que
n
E a;r; = 0.
=1

Entonces, para todo 1 < 7 < n se tiene
n n
0=1(0,2;) = ) ouwwi, ;) = > ailws, x;) = o), a5).
i=1 i=1
Por tanto, puesto que x; # 0 se tiene que a;; = 0 para todo 1 < j <
n 'y E es linealmente independiente. Si E es ortonormal entonces para
todox #ye E

H?U—?JHQ: (x—y,x—y) = (z,2) + (y,y) = 2.
O

Puesto que los sistemas ortonormales son linealmente independien-
tes, dado un sistema ortonormal podemos, utilizando el Algebra Lineal,
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extender dicho sistema a una base de Hamel de H. Sin embargo habi-
tualmente las bases de Hamel no son un objeto de trabajo interesante
en la Teorfa de Espacios Normados, y en particular en la Teoria de
Espacios de Hilbert, puesto que no sacan partido de la estructura to-
pologica y esto las hace ser demasiado grandes: ya vimos en el Ejercicio
4.5 que los espacios de Banach infinito dimensionales no pueden tener
bases de Hamel numerables.

En la Teoria de Espacios Normados de dimension Infinita el obje-
to interesante son las bases de Schauder, y en la Teoria de Espacios
de Hilbert son las bases ortonormales que iremos construyendo en los
resultados siguientes.

Vamos a empezar viendo el proceso de ortogonalizacién de Gram-
Schmidt que nos dice que, dado un conjunto contable linealmente in-
dependiente de H podemos construir inductivamente un conjunto or-
tonormal que genera el mismo subespacio vectorial en cada paso.

TEOREMA 9.18 (Proceso de Ortonormalizacion de Gram-Schmidt).
Sea H un espacio de Hilbert y {z,;n € N} C H un subconjunto lineal-
mente independiente. Entonces existe un conjunto ortonormal {e,;n €
N} tal que, para todo n € N,

spanle, ..., e,] = spanfzy, ..., x,]

DEMOSTRACION. Definimos inductivamente la sucesion (e,),. En
realidad vamos definiendo una sucesion ortogonal (y,,) y a continuacion
la normalizamos. En primer lugar,

Y1 = 11
y
n
€1 = .
[

Obviamente spanle;] = span|z]
Supongamos que ya hemos definido los n — 1 primeros términos de
la sucesion. Definimos entonces

Yn = Ty — (Tn, €1)€1 — - — (T, €n1)€n1
y
Yn
€n = —.
1
Todo es como en el caso finito dimensional que ya conocen asi que
dejamos como ejercicio la conclusion de la demostracion. (l

EJEMPLO 9.19. 1. En {y, la base candnica (e,) es ortonormal.
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2. Si en Uy ortonormalizamos la “base sumante” (x,), con x, =

(1, ) 1,0,0,.. .) obtenemos la base candnica.
3. Si ortonormalizamos la sucesion 1,x, 2%, ..., en Ly[0,1] obtene-

mos la sucesion
2 1
en = | = Pula)

donde los polinomios

o 1a
~ 2npldan
son los Polinomios de Legendre.

Pu() (2% = 1)

Enunciamos y probamos a continuacién la desigualdad de Bessel en
su forma habitual, es decir para conjuntos ortonormales numerables.
Mas adelante vemos como corolario que la desigualdad también es cierta
para conjuntos ortonormales arbitrarios.

TEOREMA 9.20 (Desigualdad de Bessel). Sea H un espacio de Hil-
bert, {e,;n € N} C H un conjunto ortonormal y x € H. Entonces

)
> e < ).
n=1

Ademds se tiene la igualdad si y sdlo si

oo
xr = Z(w, €n)en.
n=1

DEMOSTRACION. Fijemos n € Ny sea x, =x—Y ,_ (2, ex)eg. De
la ortogonalidad de los (e,,) se sigue que para todo n € N y para todo
1<k <n,

Tpleg.

Puesto que = = z,, + > _;_,(x, ex)ex, del teorema de Pitagoras se

tiene que

n n
l2l|* = [lzall® + D I, en)exl® = [lzall® + D [, ex)?
k=1 k=1
de lo que se sigue que
n
Dl e < ).
k=1

Puesto que esto es cierto para un n € N arbitrario, se tiene la
desigualdad buscada.
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Si se tiene la igualdad, esto implica que
l2n|* = 0
y de aqui se sigue que

n
r = lim Z<$>€k>€k =
n—oo

k=1

<£L', ek’>ek

00
k=1

Reciprocamente, si x = >~ (x, ex) ey entonces ||z,| — 0y se sigue
la igualdad buscada. 0

COROLARIO 9.21. S% EE C H es un conjunto ortonormal y x € H
entonces (x,e) = 0 excepto en a lo sumo una cantidad numerable de
elementos e € E.

DEMOSTRACION. Para todo n € N, sea
1
E, = {e € E tales que (z,e) > —}
n
Por la desigualdad de Bessel F, es finito para cada n, y
Unen B = {e € E tales que (x,e) # 0}.
O

COROLARIO 9.22 (Desigualdad de Bessel). Sea H un espacio de
Hilbert, E C H un conjunto ortonormal y x € H. Entonces

> ) <l
eeE

Estudiamos ahora la convergencia de las series ) ke, donde los
k, son escalares y {e,;n € N} forman un sistema ortonormal.

TEOREMA 9.23 (Riesz-Fischer). Sea H un espacio de Hilbert, sea
{en;n € N} C H un sistema ortonormal y sea (ky)neny C K. Si )" kpen
converge a x € H entonces, para todo n € N,

<37; en) = kn

D Jkn]? < o0,
n
Reciprocamente, si Y |kn|> < 0o entonces

Z knen

converge en H.
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DEMOSTRACION. Si z = ) ke, entonces de la ortogonalidad de
los (ey,) se sigue que (x,e,) = k, para todo n € N y la desigualdad de

Bessel implica que
> Jkn]? < o0

Reciprocamente, para todo m € N sea

m
Ty = E kné,.
n=1

Entonces para todo 1 < j < m se tiene que
m

A knen
J

n=j+1
y de nuevo la ortonormalidad de los (e,) implica que
m

lm = 25|1° = (= 25, 20— 5) = > [kl

n=j+1

Por tanto, si > - [k,]* < 0o se sigue que la sucesion (x,,), es de
Cauchy y por tanto convergente. O

Con la desigualdad de Bessel y el Teorema de Riesz-Fischer estamos
ya bastante cerca de la nocion de base Hilbertiana o base ortonormal.

DEFINICION 9.24. Un sistema ortonormal E C H es una base orto-
normal, o base Hilbertiana, s¢ es un sistema ortonormal maximal para
el orden dado por la inclusion. Es decir, si existe un sistema ortonormal
E' tal que E C E' entonces E = F'.

Podemos garantizar la existencia de bases ortonormales mediante
el Lema de Zorn (3.3).

PROPOSICION 9.25. Sea H # {0} un espacio de Hilbert. Entonces
existe una base ortonormal en H. De hecho, dado un sistema ortonor-
mal E' C H, E' se puede ampliar a una base ortonormal E.

DEMOSTRACION. Notemos en primer lugar que si 0 # = € H, el
sistema {ﬁ} es trivialmente ortonormal. Veamos que un sistema orto-
normal E’ se puede extender a una base ortonormal. Sea £ el conjunto
de todos los sistemas ortonormales de H que contienen a E’. Este es
un conjunto dirigido por la inclusién conjuntista. Si consideramos un
subconjunto totalmente ordenado (una cadena) es facil ver que la union
de todos los elementos de la cadena es una cota superior de esta. Por
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tanto el Lema de Zorn nos dice que existe un elemento maximal de £
al que llamamos E. Claramente £’ C F' y E es base ortonormal. [

Necesitaremos ahora un lema que nos permite reducir las sumas
que aparecen en los sistemas ortonormales a series.

LEMA 9.26. Sea F = {e,; a0 € A} C H un sistema ortonormal y
x € H. Sea
E, :={e, € E tales que (x,e,) # 0}.
Entonces E, es un conjunto numerable y llamando E, = {e,;n € N}
se tiene
h’gn(x, en) = 0.

Z(x, €n)én

n
converge a un elemento y € H tal que

Ademds

x —yle, para todo a € A.

DEMOSTRACION. Si x = 0 no hay nada que demostrar. Sea en-
tonces x # 0. Que FE, es contable es el Corolario 9.21. Llamando
E, ={e,;n € N} de la desigualdad de Bessel se sigue que

>z en)? < Jlaff? < oo
n
y por tanto |(z,e,)|* — 0.

|? < oo, del Teorema de

Puesto que ya hemos visto que ) |(z,e,)
Riesz-Fischer (9.23) se sigue que

Z(w, €n)eén

n

converge a un elemento y € H. Ademas, para todo a € A,

(Y, €q) = <Z(x,en>en,ea> = Z(x,en)<en,ea) = (z,€eq)

n n

y de ahi se sigue facilmente que
xr —yle, para todo a € A.
O

TEOREMA 9.27. Sea E = {e,; oo € A} C H un sistema ortonormal.
Entonces son equivalentes

(1) E es una base ortonormal de H
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(2) (Desarrollo en serie de Fourier) Para todo x € H
T = Z(x, €a)€a
acA

entendiendo este sumatorio como una serie, puesto que a lo
sumo una cantidad numerable de términos son no nulos, es decir

r = Z(x,en>en

n

donde {e,;n € N} = {e, € E tales que (z,e,) # 0}.
(3) (Formula de Parseval) Para todo © € H

21> = [z, ea)?
acA

entendiendo este sumatorio igual que en el apartado anterior.
(4) span|E] es denso en H
(5) Sixz € H es tal que (z,e,) = 0 para todo o € A entonces x = 0.

DEMOSTRACION. Supongamos que (1) es cierto, es decir F es una
base ortonormal, es decir un sistema ortonormal maximal. Sea x € H.
Por el Lema 9.26 existe y € H tal que

Z(JJ, Ca)a =Y

«

y ademas
r—ylE.
Siy # x, sea
L=y
e=—-.
Iz =yl
Entonces ||e]| =1y eLE por lo que EU{e} es un sistema ortonormal,

en contradiccién con que F sea maximal. Por tanto
r=y=) (r,e)en
(0%

y (2) es cierto.
La equivalencia de (2) y (3) se sigue de la condicion descrita para
la igualdad en la desigualdad de Bessel (Teorema 9.20).

Facilmente (2) implica (4), ya que > (z,e,)e, € span[E].
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Para ver que (4) implica (5), sea z € H tal que (z,e,) = 0 para
todo a € A, y sea (x,)nen C span[E] una sucesion tal que z,, — z.
Entonces (z,,x) = 0 para todo n y por tanto

0= (z,,z) = (z,z)

de donde se sigue que z = 0

Finalmente, para ver que (5) implica (1), sea £/ C H un sistema
ortonormal tal que £ C E'. Sea e € E'\ E. De la ortogonalidad de E’
se sigue que (e, e,) = 0 para todo a € A. De (5) se sigue que e = 0, una
contradiccion puesto que si E’ es ortonormal y por tanto |ef| =1. O

Podemos ahora definir un concepto de dimension Hilbertiana, de
forma andaloga a la definicion de la dimension algebraica.

PROPOSICION 9.28. Si H es un espacio de Hilbert, todas sus bases
ortonormales tienen el mismo cardinal.

DEMOSTRACION. Sean E y F' dos bases ortonormales de H, sean
e = card(E), n = card(F). Si € o n son finitos, entonces € = 7, usando
razonamientos totalmente analogos a los finito-dimensionales. Supon-
gamos entonces que ambos son infinitos. Dado e € E, sea

F,:={f € F tales que (e, f) # 0}.

Ya hemos visto que F, es contable. Ademas todo f € I debe de perte-
necer al menos a uno de los F,, puesto que si no (e, f) = 0 para todo
e € E'y de la condicion (5) del Teorema 9.27 se seguiria que f = 0.
Por tanto

F= UeeEFe
y por tanto
n<eRy=¢
Analogamente se puede ver que
e< NNy =17
de donde se sigue que € = 7. U

Ya podemos definir la dimension hilbertiana.

DEFINICION 9.29. Sea H un espacio de Hilbert. Se define su di-
mension hilbertiana como el cardinal de una cualquiera de sus bases
ortonormales.

PROPOSICION 9.30. Sea H un espacio de Hilbert. Entonces H es
separable sty solo st dim H = Ny,
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DEMOSTRACION. Sidim H = Ry, y E = {e,;n € N}, es un ejercicio
ver que el conjunto numerable

{Zhwm%€Q+Nlm€N}
n=1

es denso en H.

Reciprocamente, sea E una base ortonormal de H. Ya vimos que
para todo ej,eq € E

lex = e2* = [leal|* + flea]|* = 2.

Por tanto, el conjunto

{B 1;6€E}

V2
es un conjunto de bolas abiertas de H disjuntas dos a dos. De aqui se
sigue que este conjunto, y por tanto E, deben de ser numerables. El
razonamiento es el siguiente:

Si (X, d) es un espacio métrico separable y {B; = By, ,,;;i € I} es
un conjunto de bolas abiertas disjuntas dos a dos, entonces [ tiene que
ser contable. En efecto, sea D C X un subconjunto contable denso.
Entonces para todo i € I,

e

B,ND#0)

y por tanto existe y; € B; N D. Por tanto {y;;i € I} es un subconjunto
de D con el cardinal de I. De aqui se sigue que

cardl < cardD = V.
O

EJEMPLO 9.31. Sea H = ly y sea E = {e,;n € N} C 4y la base
canonica. X es un sistema ortonormal, y dado x € Uy, st

(x,e,) =0

para todo n € N se sigue que x = 0. Por tanto E es una base ortonor-
mal, y queda justificado el nombre de base candnica, y tenemos que (o
es separable.

En la categoria de espacios de Hilbert, el concepto natural de iso-
morfismo es aquel que preserva el producto escalar junto con la es-
tructura lineal. Es decir, una aplicacién lineal que preserve productos
escalares. Veamos que los isomorfismos en este sentido son exactamente
las isometrias.
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PROPOSICION 9.32. Sean H, K espacios de Hilbert y' T : H — K
una aplicacion lineal. Entonces T es una isometria si y solo si para

todo v,y € H
(T'(2), T(y)) = (z,y).

)=
DEMOSTRACION. Si (T'(x),T(y)) = (z,y) entonces
IT(@)|* = (T (), T(2)) = (z,2) = ||=]*

y T' es una isometria.

Reciprocamente, si 7" es una isometria, se sigue de la identidad de
polarizaciéon que se conserva el producto escalar. O

Decimos que dos espacios de Hilbert H, K son isomorfos como es-
pacios de Hilbert si son isométricos como espacios de Banach, es decir,
si existe una isometria T : H — K sobreyectiva.

TEOREMA 9.33. Dos espacios de Hilbert H, K son isomorfos como
espacios de Hilbert si y solo si tienen la misma dimension.

DEMOSTRACION. SiT : H — K es una isometria sobre y £ es una
base de H, entonces T(E) = {T'(e);e € E} es un sistema ortonormal
de K. Ademas, dado y € K, sea x € H el tnico elemento de H tal
que T'(z) = y. Si (T'(e),y) = 0 para todo T'(e) € T(F) tenemos que
(T'(e), T(x)) = (e,x) = 0 para todo e € E. Puesto que E es una base
ortonormal, esto implica que z = 0 y por tanto y = 0 y se tiene que
T(E) es una base ortonormal por el Teorema 9.27. De ahi se sigue que
dim H = dim K.

Reciprocamente, sea H es un espacio de Hilbert y £ C H una base
ortonormal. Consideramos el espacio

05(E) = {(ac)eer tales que > |ac|* < oo}
e

De manera totalmente analoga a como vimos que /5 es un espacio
de Hilbert, se comprueba que ¢5(F) es un espacio de Hilbert con el
producto escalar obvio. (En algiin momento de la demostracion hay que
observar, como ya hemos hecho anteriormente en més de una ocasion,
que si > _la.]* < oo entonces a lo sumo una cantidad numerable de
“coordenadas” a. son distintas de 0.)

Definimos entonces la aplicacion

TH—>€2(E)

como

T(x) = ((x,€))eep
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La linealidad de T' esta clara. De la desigualdad de Bessel, o del Teore-
ma de Parseval, se sigue que T esta bien definido y que es una isometria.
Para ver que es sobre, si (a.)ecr € (2(F), entonces del Teorema de de
Riez-Fischer (9.23) se sigue que la serie

g ae.e

ecE

(serie porque sblo una cantidad numerable de términos son no nulos)
converge en H a un elemento z. Es claro entonces que T'(z) = (a.).
Luego hemos probado que todo espacio de Hilbert es isomorfo a
l5(I) donde I es un conjunto tal que card(I) = dim H, y de ahi se
sigue lo pedido. U

OBSERVACION 9.34. Ndtese que hemos probado algo mds que lo
anunciado; hemos probado que de hecho todo espacio de Hilbert es (iso-
morfo a) un espacio ly(I), y que tiene sentido hablar de las coordenadas
de un vector de forma al menos similar a las coordenadas de los espa-
cios vectoriales finito dimensionales.

COROLARIO 9.35. Dos espacios de Hilbert separables son isomorfos
(e isomorfos a ()

Ahora podemos estudiar al Analisis de Fourier dentro del marco
tedrico que hemos preparado.

Tenemos el siguiente teorema, que se puede probar directamente
desde la Variable Compleja, aunque nosotros lo probamos aqui como
consecuencia del Teorema de Stone-Weierstrass.

TEOREMA 9.36. Sea T = {z € C tales que |z| =1} y sea
f:T—C

una funcion continua. Entonces eziste una sucesion (P,(z,Z))nen de
polinomios en z y Z tales que P,(z,%) tiende a f uniformemente en T.

DEMOSTRACION. T es un espacio compacto. Consideramos el es-
pacio de Banach C(T) que ademéas tiene estructura de dlgebra. Sea
A C C(T) el algebra de los polinomios en z y Z. Es un ejercicio verifi-
car que A cumple las hipotesis del Teorema de Stone-Weierstrass y por

tanto A = C(T). O

Observemos que para todo z € T, Z = 27! y 2z = ¥ y por tanto
todo polinomio P(z,%) se puede escribir como una funcién de z = ¥
dada por

P(z) = Z et

k=—n
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Por este motivo a estos polinomios se les llama polinomios trigonomé-
tricos. Veamos ahora que el conjunto

61719
{m,n € Z} C Ls[0, 27]
es una base ortonormal de Ly|0, 27].

Es un ejercicio elemental de variable compleja verificar que dicho
sistema es ortonormal.

Para verificar que es una base hay al menos dos posibilidades, ambas
no triviales. Una es seguir por ejemplo [10, Theorem 5.7| y probarlo
utilizando que C0, 27| es denso en Ly[0,27] y a continuacion utilizar
la caracterizacion, no probada pero facilmente probable como ejercicio
que dice que un sistema ortonormal £ C H es una base ortonormal
si y solo si la clausura topologica de span[E] = H. La otra opcion es
seguir [26, p. 392|, pero para esto es necesario utilizar el Teorema de
Fejer, lo cual quiza nos lleve demasiado lejos.

ernt

Una vez que sabemos que {\/—27;71 € Z} es una base ortonormal

podemos asignar a cada funcion f € L,[0, 27| sus coordenadas respecto
de dicha base.

DEFINICION 9.37. Sea f € L»[0,27|. Definimos su n-simo coefi-
ciente de Fourier como

R emé

1 2w Cnt
fln) = (. o) = /0 FB)emdt.

Por los resultados anteriores, lo que hemos probado es que

1 X
— ¢ mnf
/= ni_jwﬂn)e ,
es decir que toda funcion f € Ls[0, 27] admite un desarrollo en serie de
Fourier que converge a f en norma 2. Queda probado como corolario
también la Identidad de Parseval clasica. La cuestion de la convergencia
en casi todo punto de la serie de Fourier de f a f es més fina y se
mete mas en el Anélisis Armonico. Es un resultado profundo que si
1 <p<ooy f e L,0,27| entonces el desarrollo en serie de Fourier
de f (que existe) converge a f en casi todo punto. Ya hemos visto que
existen funciones f € L[0, 27] tal que su desarrollo en serie de Fourier
en casi todo punto no converge a f.
Queda también probada como corolario de los resultados anterio-
res la version en Lo del lema de Riemann-Lebesgue: Si f € Ls[0, 27|
entonces sus coeficientes de Fourier convergen a 0.
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También como corolario queda probado no sélo que Ls[0,27] es
separable, sino que la transformada de Fourier define una isometria
sobreyectiva entre Lo[0,27] y lo.

3. Teorema de Riesz

El Teorema de Representacion de Riesz es otro de los resultados
fundamentales de la Teoria de Espacios de Hilbert. Nos dice que los
espacios de Hilbert no sélo son reflexivos, sino que de hecho podemos
identificar de manera natural H y H*. Como forma de fijar la intuiciéon
aqui, podemos recordar al alumno que ya hemos visto que 05 = {5, y
acabamos de ver que todo espacio de Hilbert es un f5(1) para algin
conjunto de indices /. Recordemos que hay otro Teorema de Represen-
tacion de Riesz, con el que no nos debemos confundir, el que representa
el dual de C10, 1].

TEOREMA 9.38 (de Representacion de Riesz). Sea H un espacio de
Hilbert y f € H*. Entonces existe un unico y € H tal que

f(x) = (z,y)

para todo x € H. Ademds || f|| = ||y||. De hecho, si 0 # z € H es un
elemento ortogonal a ker f entonces

NiGE
YTy

DEMOSTRACION. Lo demostraremos utilizando el Teorema de la
Proyeccion Ortogonal, siguiendo [26, 24.3] o [10, 3.4]. Existe otra de-
mostracion posible utilizando bases ortonormales

Si f = 0 entonces y = 0 cumple lo pedido. Sea entonces f # 0.
Puesto que f es continuo, M := ker f es un subespacio cerrado de
H. Alser f # 0, M # H y por tanto M+ # {0}. Por tanto, existe
0+# 2 & M*. Sea x € H. Por ser M un hiperplano, = se puede escribir
€omo

r=w+kz,

donde w e My k € K.
Entonces

(x,2) = (w, z) + k(z,2) = k(z, 2)

de forma que
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y por tanto

y por tanto

cumple lo pedido.
Para ver la unicidad de y, sea v € H otro vector de H tal que

fl@) = (2,y).
Entonces considerando x = y — 3 tenemos que
=y, 9)=Ffly—y)=—-vy.y)
y por tanto
(y—vy,y—y) =0,
es decir, y = ¥/. O
El Teorema de Representacion de Riesz nos proporciona de hecho

una isometria sobre y conjugada-lineal de H en H* y nos permite dotar
a H* de estructura de espacio de Hilbert.

TEOREMA 9.39. Sea H un espacio de Hilbert y sea 6 : H* — H
la aplicacion que a todo f € H* le asigna el Unico yr € H que verifica
que

fx) = (z,ys)
para todo x € H. Entonces 0 es una isometria sobreyectiva y conjugada-
lineal.

DEMOSTRACION. Dados f,g € H*, para todo x € H se tiene que

(f +9)(x) = f(z) + 9(x) = (z,y5) + (&, yg) = (&, ¥ + Yg)
y por tanto
O(f +9) =yr+y,=0(f) +0(g).

Analogamente, dados f € H* y k € K para todo x € H se tiene

que
kf(x) = kf(z) = k(z,yp) = (z, kyy)
y por tanto
O(k[f) = kyr = kO(f).

Por tanto 6 es conjugado-lineal. Para ver que es sobre, seay € H y

sea f: H — K la funcion definida como

f(x) = (z,y)
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para todo x € H. Entonces f € H* y 0(f) = y. Para ver que es una
isometria,

171l = sup [£(@)] = sup [{yp, )] _< s >_

Yp,
+€By .y sl
ey lyrll?

= = = [lysll-
lysll - Nyl

O

Por tanto podemos definir en H* un producto escalar simplemente
transportando el producto escalar de H de manera que H* también es
un espacio de Hilbert.

TEOREMA 9.40. Con la notacion del teorema anterior, sean f,g €

H*. Definimos

{f,9) = (0(f),0(9))-
Entonces asi definida, {-,-) es un producto escalar en H* tal que || f||* =
(f, ) para todo f € H* y por tanto H es un espacio de Hilbert.

DEMOSTRACION. Trivial. t
Veamos finalmente que todo espacio de Hilbert es reflexivo.
COROLARIO 9.41. Todo espacio de Hilbert es refiexivo.

DEMOSTRACION. Sea J : H — H** la aplicacion canoénica dada
por
J(x)(f) = f(x).
Sea # : H* — H la isometria sobre descrita mas arriba y 6/ : H** —
H* la isometria respectiva construida sobre los duales. Tenemos simple-

mente que ver que J es sobre. Sea x** € H. Consideramos el elemento
x =0(0'(z*) € H. Veamos que J(x) = z**. Para todo f € H*

2 (f) = (f,0'(x™)) = (0(6'(«™), 0(f)) = (. 6(f)) = f(x) = J(x)(f)
de donde se sigue lo pedido. 0

Para terminar este capitulo, podemos ver como en el caso particular
de espacios de Hilbert tanto el Teorema de Hahn-Banach como la con-
secuencia del Principio de Acotacién Uniforme que dice que débilmente
acotado implica acotado se pueden probar de una manera mas sencilla,
incluso diciendo més que en al caso general. En el camino estudiaremos
la convergencia débil de sucesiones en espacios de Hilbert, uno de los
problemas que justificaron la introduccién de estos espacios por Hil-
bert. Hemos incluido el resultado de extension en el cuerpo del texto
y los otros resultados en los ejercicios, pero todo ello es susceptible de
modificacion.
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TEOREMA 9.42 (Extension de Hahn-Banach con unicidad). Sea H
un espacio de Hilbert, G C H un subespacio (no necesariamente cerra-
do) y g : G — K una forma lineal y continua. Entonces existe una
unica extension f: H — K de g tal que

fie =9y Ifll = llgll-

DEMOSTRACION. Sea M = G. Entonces g se extiende por continui-
dad de forma tnica a una funcién que seguimos llamando g : M — K
que sigue siendo lineal y continua. Esto es un ejercicio. Puesto que M
es un espacio de Hilbert, sabemos que existe y, € M tal que, para todo
reM

9(x) = (. yg)
Sea entonces f : H — K el elemento de H* dado por

f(z) = (z,y — g) para todo z € H

Entonces f extiende a g y ||f|| = |lvsll = llg]|-
Para probar la unicidad, sea h € H* otra extension de g con la
misma norma. Sea y, el elemento de H representante de h. Entonces

lynll = 1Al = llgll = [yl

(Yg un) = hyy) = 9(yg) = (g, yg) = llyglI?

Por lo tanto, la Identidad de Polarizacion nos dice que
g = ynll* = Nygll® = 2R4yg, yn) + llynll* = 2lly,|I* — 2R(yg, yn) = 0

y por tanto y, = y, y de ahi f = h. O

4. Aplicaciones.

Teorema Isoperimétrico: Como consecuencia de la Férmula de
Parseval para el sistema trigonométrico real se tiene

TEOREMA 9.43. De todas las curvas simples, cerradas y diferen-
ciables a trozos de longitud L en el plano, el circulo es la que encierra
mayor drea.

Una demostracion de este resultado se puede ver en [17, p. 178|.

Teorema de Miintz: En [17, p. 181] se puede ver una demostra-
cion del siguiente hecho
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TEOREMA 9.44. Sea 1l < n; < ng < --- una sucesion de nimeros
naturales y sea A = {t",t"2, ...} C Lo[0,1]. Entonces span|A] es denso
en Lo sty solo si

5. Practicas sugeridas.

EJERCICIO 9.1. St queremos enfatizar la relacion entre el Andlisis
Funcional y la Variable compleja podemos proponer el siguiente ejerci-
cio [10, Prop. 1.13, p. 6].

Sea G C C un abierto y sea L2(G) el espacio de las funciones
analiticas f : G — C tales que

[ 156+ wppaody < o

Verificar que es un espacio de Hilbert con el producto escalar hereda-
do. La tnica dificultad reside en verificar que L>(G) es un subespacio
cerrado de Lo(G, p) donde i es la medida de Lebesgue en C.

EJERCICIO 9.2. Demostrar que la Ley del Paralelogramo caracteriza
a los espacios de Hilbert, es decir, probar que si || - || es una norma en
un espacio de Banach X que satisface la identidad del paralelogramo,
esto es, para todos x,y € X

Iz +yl1* + llz = l* = 2 (l=]* + llyl*)

entonces dicha norma proviene de un producto escalar, y por tanto X
es un espacio de Hilbert. Sugerencia. Definir

1
(w.y) = 7z +yl” = lle = yl* +2llz +oy]]” = allz = 2y]%).
Atun es necesario dar alguna sugerencia mds para acabar el ejercicio.

EJERCICIO 9.3. Utilizando la Ley del paralelogramo, probar que (,
o L, es un espacio de Hilbert si y solo si p = 2.

EJERCICIO 9.4. Sea {eq,...,e,} C H un sistema ortonormal y sea
M = spanley,...,e,]. Si P : H — M es la proyeccion ortogonal
entonces para todo h € H

P(h) = (h,ex)ex.

k=1

EJERCICIO 9.5. Sea f € Ly[0,1] y sea n € N. Demostrar que exis-
te un dnico polinomio de grado menor o igual que n que es la mejor
aproximacion polindmica de orden n en el sentido de L.
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EJERCICIO 9.6. Sea H un espacio de Hilbert, sea {xy,...,z,} C H
un conjunto ortonormal y sea x € H. Demostrar que de todas las sumas

de la forma
S

|z — Z a;i2

i
es minima precisamente cuando los a; son los coeficientes de Fourier
de x con respecto a {x1,...,x,}.

la distancia

Pueden ser ejercicios interesantes (con suficientes sugerencias) com-
probar que ciertos resultados profundos y necesitados de herramienta
mas o menos sofisticada en el contexto de espacios de Banach se pueden
probar de manera elemental, aunque laboriosa, en el contexto de los
espacios de Hilbert. En este sentido se pueden proponer.

EJERCICIO 9.7. Sea (z,) C H una sucesion en un espacio de Hil-
bert. Entonces x,, — x en norma st y solo si x, — x en la topologia
débil y

limsup ||, || < ||
n—oo

EJERCICIO 9.8. Se puede probar el Teorema de Eberlein para espa-
cios de Hilbert: Sea (x,) C H una sucesion en un espacio de Hilbert.
Entonces (z,,) tiene una subsucesion débilmente convergente.

EJERCICIO 9.9. También se puede probar directamente una de las
consecuencias del PAU: Sea H un espacio de Hilbert y B C H. Enton-
ces B es acotado si y solo si B es débilmente acotado, es decir, si para
todo x* € H*, 2*(B) estd acotado.



Capitulo 10

Teoria espectral en espacios de Hilbert: Operadores
compactos normales

Contenidos: Operador adjunto. Operadores normales y autoad-
juntos. Espectro de un operador compacto autoadjunto. Espectro de un
operador compacto normal. Teorema espectral para operadores com-
pactos normales. Teorema espectral para operadores compactos auto-
adjuntos. Teorema espectral para operadores compactos.

La Teoria Espectral alcanza su maxima perfeccion en los operadores
definidos en espacios de Hilbert. En particular los operadores norma-
les, aquellos que conmutan con su traspuesto, son “diagonalizables” en
un sentido amplio gracias al Teorema Espectral. Nosotros no llegamos
a desarrollar en este programa el Teorema Espectral para operadores
normales, ya que eso requiere mas tiempo y conocimientos de los que
disponemos en esta asignatura. En cambio, si desarrollamos en este
capitulo el Teorema Espectral para operadores normales y compactos.
En presencia de la compacidad el espectro del operador se reduce a
una cantidad a lo sumo numerable de puntos, todos ellos excepto qui-
zés el 0 autovalores, y eso permite que lo que en el Teorema Espectral
sea una integral respecto de una medida vectorial, la medida espectral,
se convierta en una serie mucho mas facil de construir con técnicas
“elementales”. Es frecuente en muchos libros de Analisis Funcional co-
menzar demostrando el Teorema Espectral para operadores compactos
autoadjuntos de una manera razonablemente sencilla y a continuaciéon
demostrar el Teorema Espectral para operadores compactos normales
usando razonamientos sensiblemente més delicados.

Nosotros hemos preferido seguir [33], con algunas modificaciones,
donde el autor demuestra de manera bastante sencilla directamente el
resultado para operadores compactos normales, y de ahi es facil luego
obtener la version para operadores autoadjuntos como corolario.

Hemos incluido también para terminar el capitulo el Teorema es-
pectral para operadores compactos no necesariamente normales, que
no es otra cosa que la version para operadores compactos en espacios
infinito dimensionales del resultado de algebra lineal que nos dice que

195
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toda forma bilineal (entre espacios finito dimensionales) admite una
representacion diagonal como forma bilineal (es decir, permitiendo ele-
gir dos bases diferentes, una en cada espacio). La demostracion de este
resultado la hemos obtenido de [12].

Antes de obtener los Teoremas Espectrales que forman el punto
principal del capitulo necesitamos definir el adjunto de un operador
(v lo relacionamos con el traspuesto que hemos venido utilizando has-
ta ahora. También hacemos un estudio de los operadores normales y
autoadjuntos, y sus espectros.

Al final del capitulo se puede estudiar como aplicacién uno de los
problemas que motivaron el comienzo del desarrollo de la Teoria Es-
pectral, los llamados problemas de Sturm-Liouville, aunque su estudio
requiere un cierto tiempo.

1. Operadores normales y autoadjuntos

DEFINICION 10.1. Sean H, K dos espacios de Hilbert y sea T
H — K un operador. Se define su adjunto en el sentido de espacio de
Hilbert, al que llamaremos T*, como el inico operador T : K — H
que verifica que para todos x € H, y € K,

(2, T*(y)) = (T'(2),y).

Es necesario ver que 1™ esta bien definido y es lineal y continuo.
Para ver que esta bien definido notese que, dado y € K, la aplicacién
x* : X — K dada por

zt = (T(x),y)
estd bien definida, es lineal y continua. Por tanto z* € H*. Por el
Teorema de Representacion de Riesz sabemos que existe z € H tal que
x*(z) = (z, z) para todo z € H. Definimos entonces T*(y) = z. Ahora
es un ejercicio ver que 1™ es lineal y continuo y que es tinico. También
es un ejercicio comprobar que para todos z,y € H se tiene

(y, T(x)) = (T"(y), ).

Se puede sugerir como ejercicio clarificar la relacion entre este tras-
puesto en el sentido de operador hilbertiano y el traspuesto habitual
que habiamos definido anteriormente. No hay méas que utilizar el teore-
ma de Representacion de Riesz y dibujar un diagrama para comprobar
que ambos traspuestos son (esencialmente) el mismo.

EJERCICIO 10.1. Sean K, H espacios de Hilbert, T': H — K un
operador. Sea TP : K* — H* su traspuesto en el sentido de espacios
de Banach y sea T : K — H su adjunto en el sentido de espacios de
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Hilbert. Sean ademds Ry : H — H* y R : K — K™ las isometrias

dadas por el Teorema de Representacion de Riesz. Comprobar que TP o
RK = RH oT*.

En todo este capitulo entenderemos por 7™ el adjunto en el sentido
de espacios de Hilbert.

Ademas, de ahora en adelante consideraremos exclusivamente ope-
radores T': H — H.

EJERCICIO 10.2. Sea H un espacio de Hilbert, sean S,T € L(H),
a € K. Entonces

1. (S+T) =S+ 1

2. (aT)* =aT*

3. (ST) =T*5"

4. (T*)* =T

5. T es inversible si y sélo si T es inversible, y en ese caso

(Tt =(T71)

Todo es facil de probar, y ademds son esencialmente las mismas cuen-
tas que ya hemos hecho para los adjuntos en el sentido anterior. Otra
posibilidad es considerar los resultados conocidos para los adjuntos an-
teriores y hacer el diagrama conmutativo. Notese que la aparicion del
conjugado de o en el punto 2 estd relacionada con el hecho de que la
wsometria que aparece en el Teorema de Representacion de Riesz no es
lineal sino conjugada-lineal.

PROPOSICION 10.2. Si T € L(H) entonces
T = 1T y | T*T)| = |77 = (I T)*.

DEMOSTRACION. Se deja como ejercicio probar que || 77| = || T]].
Para todos x,y € H se tiene

1T (@)|* = (T(2), T(2)) = (o, T*T(x)) < |T°T| |l
Tomando supremos en x € By se tiene
17| < |17 T|I.
Como ademés
77| < T IT = 1T
se tiene la igualdad | T||*> = ||T*T||. La otra igualdad se prueba analo-
gamente. U

Veamos algunos ejemplos de operadores adjuntos.

EJEMPLO 10.3. Si T}, : L[0,1] — Lo[0, 1] un operador integral de
Fredholm con nicleo k(-,-) : [0,1] x [0,1] — K como en el Ejemplo
7.11. Entonces (Ty)* es un operador integral de Fredholm con nicleo
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k*(z,y) = k(y, z). De nuevo nétese la necesidad de tomar el conjugado
complejo.

EJEMPLO 10.4. S5t S : Uy — Uy es el desplazamiento a la derecha
dado por

S(x1,x9,...) = (0,21, 29, ...)
entonces S* es el desplazamiento a la izquierda dado por
S*(xq, 2, ...) = (T2, 23, ...)
EJERCICIO 10.3. Si T € L(H) entonces
ker(T) = (Im(T*))* y ker(T*) = (Im(T))*

donde M+ es el ortogonal de M en el sentido hilbertiano.

En general la composicion de operadores no es conmutativa. Vea-
mos que los operadores con cierto grado de conmutatividad van a ser
precisamente aquellos para los que podemos dar una descomposicion
espectral.

DEFINICION 10.5. Sea T € L(H). Entonces

1. T se dice normal st T*T =TT,
2. T se dice unitario si T*T = TT* = I, es decir, si T* =T!
3. T se dice autoadjunto si T* =1T.

Claramente los operadores autoadjuntos o unitarios son normales.
En cambio un operador normal no tiene por qué ser unitario ni auto-
adjunto. Por ejemplo, sea H = C? y sea

T(x) = (x1 — w9, 71 + T2)
Entonces
T*(z) = (71 + 9, =71 + 2)
y es un ejercicio ver que 7' no es unitario ni autoadjunto.

OBSERVACION 10.6. Si T es normal y S es tal que S*S = I (para

esto S no tiene por qué ser necesariamente unitario, piénsese en el

operador desplazamiento a la derecha del Ejemplo 10.4) entonces U =
ST S* es normal. En efecto, en ese caso U* = ST*S* y por tanto

UU* = STS*ST*S* = STT*S* = ST*TS* = ST*S*STS* = U"U.
PROPOSICION 10.7. Sea T' € L(H). Entonces

1. T es normal si y solo si para todos x,y € H

(T'(x), T(y)) = (T"(x), T*(y))
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2. T es unitario st y solo si para todos x,y € H
(T'(x),T(y)) = (z,y) = (T"(x), T"(y))
3. T es autoadjunto si y solo si para todos x,y € H
(T'(x),y) = (2, T(y))
DEMOSTRACION. Si T es normal entonces para todos z,y € H
(I'(x),T(y)) = (2, T"T(y)) = (&, TT*(y)) = {T"(x), T*(y))

Reciprocamente, si para todos z,y € H
(T'(x), T(y)) = (T"(x), T"(y))
entonces
(#,T"T(y)) = (T'(x), T(y)) = (T"(x), T"(y)) = (=, TT"(y))

de donde se sigue que TT*(y) = T*T(y) para todo y € H, es decir
T es normal. Los otros dos apartados se prueban analogamente y la
demostracion se deja como ejercicio. 0

EJEMPLO 10.8. Sea H = L3[0,1], sea f € Loo[0,1] y sea
T : Ls[0,1] — L5]0, 1]
el operador definido como
T(g9) = fg.
T esta bien definido y es lineal y continuo, ya que para todo g € H

17(9)]12 = ( / \fg|2)2 < I llcllglls

Ademds para todos g, h € H

(9, T*(h)) = (T(g). h) = / fofi = / o(Fh) = (g, Th).

y por lo tanto
T*(g) = fg para todo g € H.

Entonces

T°T(g) = |fI’9 =TT"(g)
y por tanto T es normal. En cierto sentido, todo operador normal es
ast (factorizandolo via una isometria adecuada), aunque esto no es
nada obvio y es una consecuencia (0 mds bien una reformulacion) del
Teorema Espectral. El lector interesado en este resultado y en general
en el Teorema Espectral deberia consultar [20].
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Sea H un espacio de Hilbert separable. Ya hemos visto que en ese
caso H es (isométrico a ) £5. Como consecuencia de los resultados que
probamos en el capitulo anterior referidos a bases hilbertianas, queda
claro que todo operador T : /o, — {5 queda completamente determina-
do si conocemos la matriz doblemente infinita A = (a; ;); jen definida
€omo

ai; = (T'(e;), )
ya que en ese caso sabemos que para todo x € /5

T(I) = Z <Z CLZ'JJZJ') (&

Analogamente a lo visto en el Ejercicio 5.1 se puede probar con
facilidad que el operador T lleva asociado la matriz Xt, la matriz
conjugada y traspuesta de A de manera que para todo z € /o

r -3 (S e
i=1 \j=1
(De nuevo la razon de que aparezca el conjugado complejo es que esta-
mos considerando el adjunto hilbertiano de T').

Entonces resulta claro que T es autoadjunto siy soélo si A = Xt, es
decir, si A es conjugada-simétrica.
Ademés T™*T viene representado por

AA=YFuikn,
y T'T* viene representado por
AZ =S byl

Asi pues T' es unitario si y s6lo si AA=AA = 1, es decir, si

(24) Z%kn’j = Z kzm% = 51',]'.

Notese que, en ese caso, si consideramos el vector k¢ € £y definido
como k'(n) = k,,; entonces (24) nos dice que

(k' k7) = 0ij,
es decir, T' es unitario si y so6lo si las columnas (y anélogamente las
filas) de la matriz A forman una base ortonormal de /5.
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Veremos mas adelante que si T" es compacto, entonces 7' es normal si
y solo si A es diagonalizable. De momento, observando que 7" es normal

si y so6lo si A'A= Azt, queda claro que si A es diagonal entonces T es
normal.

Veamos ahora algunas caracterizaciones de los operadores normales,
unitarios y autoadjuntos que nos seran utiles mas adelante.

PROPOSICION 10.9. Sea H un espacio de Hilbert complejo y sea
T € L(H). Entonces T es autoadjunto si y solo si (T'(x),z) € R para
todo x € H.

DEMOSTRACION. Si T = T* entonces, para todo x € H,
(T'(2),z) = (2,T"(x))) = (2, T(z)) = (T'(x), v)
y por tanto (T'(x),z) € R.
Reciprocamente, supongamos que (T'(z),z) € R para todo z € H.
Entonces para todo a € C y para todos x,y € H se tiene
(T'(z + ay),z + ay) = (T'(x),z) + (T (x), y)+
+a(T(y), z) + [a[(T(y).y) € R
Por lo tanto, como (T'(z),z) € Ry |a|*(T(y),y) € R, se sigue que
(T (x),y) + (T(y), ) € R,

es decir

a(T(x),y) + a(T(y), x) = (T (x),y) + (T (y), x) =
= aly, T(x)) +alz, T(y)) = a({T"(x),y) + ao(T"(y), 7).

Puesto que esto es cierto para todo « € C, se sigue con facilidad (por
ejemplo tomando o« = 1 y @ = 2 y operando) que para todo =,y € H

(T(z),y) = (T"(z),y),
de donde T' = T™. ]

OBSERVACION 10.10. Obviamente el resultado anterior es falso si
H es un espacio de Hilbert real, ya que en ese caso (T'(x),y) € R para
todos x,y € H y obviamente hay operadores no autoadjuntos (consi-
dérese cualquier matriz cuadrada no simétrica de por ejemplo orden

PROPOSICION 10.11. Sea T' € L(H). Si T es autoadjunto entonces
1T} = sup [{T(x), )]

rEBg
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DEMOSTRACION. Sea M = sup,¢p,. [(T(z),r)|. Claramente M <
IIT||. Para la otra desigualdad observemos que para todos x,y € H se
tiene

(T(x+y)hz+ty) —(T(x—y),z—y) =2(T(2),y) +2(T(y),z) =
=2(T(2),y) +2(y, T"(2)) = 2(T'(2), y) + 2(y, T'(x)) =
= 2(T(x),y) + 2(T(x),y) = 4R(T(z),y).
Por lo tanto
AR (2),y) = Tz +y)z+y) —(T(x—y),z—y) <
< M(llz +yl* = [l = ylI*) = 2M ([|2]1* + llyl*),

donde en la ultima igualdad hemos usado la Ley del Paralelogramo.
Por tanto, si ||z|| = ||y|| = 1 tenemos

AR(T (), y) < 4M.

Finalmente, si (T'(z),y) = |(T(z),y)|e?, sustituyendo x por ze~
obtenemos que para todo x,y € H

(T(x),y)] < M
de donde ||T'|| < M. O

20

Notese que, en particular, si T" es autoadjunto y (T'(x),z) = 0 para
todo x € H entonces T' = 0.

PROPOSICION 10.12. Sea T' € L(H). Entonces T es normal si y
solo st para todo v € H

1T ()| = (|77 (2)][-
Ademds en ese caso
T2 = | T°T|| = | T||?
DEMOSTRACION. Si x € H, se tiene
IT(@))* = 1T (@) = (T(2), T(x)) — (T"(x), T"(x)) =
= (T"T(x),x) — (TT*(x),z)y = (T*T = TT")(x), z).

Como S = T*T — TT* es autoadjunto (esto se ve muy facil), de la
Proposiciéon 10.11 nos dice que S = 0 si y s6lo si

(S(x),x) =0 para todo x € H,
es decir, si y solo si
(T"T = TT*)(x),z) = ||T(2)|* = |T*(2)||* = 0 para todo = € H,
es decir si y s6lo si
IT(x)|| = ||T*(x)|| para todo = € H.
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Ademés en ese caso
IT*(2)|| = | T(T(x))|| = [|T*(T(x))|| para todo z € H

y por tanto
17| = |77 = |7,
donde la segunda igualdad se sigue de 10.2 U

PROPOSICION 10.13. Sea T' € L(H). Entonces T es unitario si y
solo si T es sobre y ||T'(x)|| = ||x|| para todo x € H. Ademds en ese
caso ||[T (x)|| = ||z|| para todo x € H y

Il =177 = 1.
DEMOSTRACION. Para todo z € H se tiene
IT@)I2 — ll2l]? = (T(2), T(@)) — (&,) =
= (I°T(2), ) — {,2) = (T°T = D)(x),2).
Como S = T*T — I es autoadjunto se tiene que S = 0 si y sélo si
|T(x)|| = ||z| para todo x € H.

Por tanto, si [|T(z)| = ||z|| para todo x € H y T es sobreyectiva,
entonces T*T = I y T es biyectivo, de forma que

T = (TTH(IT ) =T(T*")T ' =TT "' =1

y por tanto 7' es unitario.

Reciprocamente, si T’ es unitario entonces T*T = [ y T-! = T* de
forma que ||T'(x)|| = ||z|| para todo x € H y T es sobreyectiva.

En ese caso ademéas
1T~ ()] = 1T ()| = ||=|

y tomando supremos en x € By se tiene

1Tl =T~ =1.
O

Como quizas ya se haya podido apreciar en este momento puede
haber una cierta analogia entre los operadores en £(H) y los niimeros
complejos, donde el conjugado de un complejo se asocia al adjunto de
un operador. En esta analogia los operadores autoadjuntos se corres-
ponderian con los nimeros reales (coinciden con su conjugado). Eso
motiva el siguiente
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TEOREMA 10.14. Sea H un espacio de Hilbert complejo y T €
L(H). Entonces existen dos tinicos operadores autoadjuntos R,S €
L(H) tales que

T =R~+:1S.
Ademds T es normal si y solo st RS = SR, T es unitario si y solo si
RS=SRyR*+S5*=1yT es autoadjunto si y sélo si S = 0.

También tendremos ocasion de usar mds adelante que T' es compac-

to st y solo st R y S son compactos.

DEMOSTRACION. Sean
T+T* g T-—-T*
9 YT T

Es facil ver que R y S son autoadjuntos y T'= R +15.
SiT =R +15 con Ry S autoadjuntos, entonces

T* — (R/+ZS/)* :R,*—/LS/* :R,—'LS,

R =

y por tanto
T+T T-T
R = =RyS = =9
2 Y 2
El resto de la demostracion se deja como ejercicio. 0

Con estos conocimientos previos acerca de operadores autoadjun-
tos y normales a nuestra disposicion, podemos desarrollar la Teoria
Espectral de operadores normales compactos.

LEMA 10.15. Sea H un espacio de Hilbert complejo y sea T € L(H).
Entonces A\ € o(T') si y sdlo si A € o(T*).

Si ademds T es normal, entonces para todo A € C se tiene que
ker(T — M) = ker(T — A\)* = ker(T* — \I)

DEMOSTRACION. La Proposicion 8.3 nos dice que un operador es
inversible si y solo si su adjunto lo es. Por lo tanto T"— A es inversible
siy solo si (T — M )* = T* — M es inversible. A partir de ahi el primer
enunciado se sigue inmediatamente.

Supongamos ahora que 7" es normal. Entonces es facil ver que T'—\I
también es normal. Por lo tanto, la Proposiciéon 10.12 nos dice que para
todo x € H

(T = AD) ()] = (T = AL)*(2)]l,
y de ahi se sigue que ker(T' — \I) = ker(T — \I)* O
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TEOREMA 10.16. Sea H un espacio de Hilbert y sea 0 #T € L(H)
un operador compacto y autoadjunto. Entonces al menos uno de los
nimeros ||T|| o —||T|| es un autovalor de T.

DEMOSTRACION. Sea T como en la hipotesis. De la Proposicion
10.11 se sigue que existe una sucesion (x,) C By tal que

[(T'(n), @) = T

Puesto que (T'(x), x) € R para todo € H, tomando una subsucesion si
fuera necesario podemos suponer que (T'(x,), z,) — A, donde A = ||T||
o A= —||T|. Como |A| = ||T||, se tiene

0 < (T = AD)(@n)I* = 1T (@) I* = 2MT(20), 2a) + X[|2a|* <
< ATIPllnll® + X¥lnll* = 2MT (@), 20) <
<2\ = 2MT (), 2) — O
de donde se obtiene que ||(T'— AI)(x,,)|| — 0.

Como ademas T es compacto, existe una subsucesion (x,, )r C (x,)
y un elemento y € H tales que T'(z,, ) — y, y por tanto, como 1T'(x,, ) —
A1y, — 0, se sigue que x,, — ¥y

lo que termina la demostracion. O

Vamos a ver ahora que, usando el resultado anterior, podemos decir
algo similar de los operadores compactos normales.

TEOREMA 10.17. Sea H un espacio de Hilbert complejo y sea 0 #
T € L(H) un operador normal y compacto. Entonces T admite al me-
nos un autovalor distinto de 0.

DEMOSTRACION. Sea T' = R + 1S con R,S compactos y autoad-
juntos y SR = RS (véase el Teorema 10.14). Supongamos inicialmente
que R # 0. Entonces, el Teorema 10.16 nos dice que R tiene al me-
nos un autovalor a # 0. Sea M = ker(R — al). El subespacio M es
invariante por S ya que para todo x € M, puesto que SR = RS, se
tiene

RS(xz) = SR(z) = S(ax) = aS(z)

luego S(z) € ker(R — ol) = M.
Entonces S),, : M — M es un operador compacto y autoadjunto
del espacio de Hilbert M en si mismo. Aplicando de nuevo el Teorema
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10.16 tenemos que existe 3 € 0.(S5),,). Sea ahora 0 # = € M tal que
S(z) = px. Entonces

T(x)=(R+159)(x) = (a+15)(z)
luego oo + 15 € 0.(T)

Finalmente, si R = 0, entonces S # 0 y por tanto el Teorema 10.16
nos dice que S tiene un autovalor S # 0. Entonces 13 es autovalor de
T =1S. O

Ya vimos en la Proposicion 8.19 que si 1" es compacto entonces para
todo A € K existe ng € N tal que para todo n > ny

ker(T — AI)" = ker(T — AI)™.

Dado un autovalor A definimos entonces su indice v(A) como el
primer ng € N para el que ocurre eso, es decir v(\) es el Gnico natural
tal que

ker(T — M)" C ker(T — AI)"*! para todo 0 < n < v())

ker(T — M)" = ker(T — A\I)™™ para todo n > v()\)

PROPOSICION 10.18. Si T € L(H) es normal entonces para todo
A € 0.(T) se tiene que v(A\) = 1.

DEMOSTRACION. Sea A\ € o.(T) y sea x € ker(T — A )%. Solo hay
que ver que z € ker(T' — \I).

Puesto que T — AI es normal, aplicando la Proposiciéon 10.12 se
tiene que

I(T* = XI)(T = M)(2)|| = (T = AI)(T — M)(2)]| = 0.
Por lo tanto
(T = AD(2)[* = (T = M)(@), (T = M)(2)) =
= ((T* = MN)(T — M) (x),z) =0
lo que implica que x € ker(T' — AI) y termina la demostracion. O

DEFINICION 10.19. Sea T' € L(H) un operador normal. Dado X €
o.(T) definimos su multiplicidad como la dimension de ker(T — \I).

OBSERVACION 10.20. En realidad se define la multiplicidad alge-
braica como dimker(T — AI)*™ y la multiplicidad geométrica como
dimker(T — AI). En el caso de que T sea normal (el inico que estudia-
remos en esta memoria), la Proposicion 10.18 nos garantiza que ambos
numeros coinciden, y los denominamos multiplicidad simplemente.
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PROPOSICION 10.21. Si T € L(H) es normal y A\, u € 0.(T) en-
tonces
ker(T'— M) L ker(T — pl)

DEMOSTRACION. En_efecto, para todos x € ker(T — A), y €
ker(T — ul), usando que A € o.(T*) (Lema 10.15), se tiene

My, z) = (y, \x) = (y, T"(2)) = (T(y). x) = (ny, x) = p{y, z).
Puesto que A # p, se sigue que (y,z) = 0. O

Necesitamos un lema mas antes de enunciar y demostrar el Teorema
Espectral para operadores compactos normales.

LEMA 10.22. Sea M C H un subespacio cerrado y sea P : H — M
la proyeccion ortogonal. Entonces P* = P

DEMOSTRACION. Para todo z € H, P(z) y v — P(x) son ortogo-
nales, es decir
(P(x),z — P(x)) =0
y por tanto
(P(z),2) = (P(z), P(x)) = || P(x)]*.
Ahora la Proposicion 10.9 nos garantiza que P es autoadjunto. U

2. Teoremas Espectrales para Operadores Compactos

TEOREMA 10.23. (Teorema espectral para operadores compactos
normales) Sea H un espacio de Hilbert complejo y T € L(H) un opera-
dor compacto normal. Sea (A,), C C la sucesion (finita o infinita) de
autovalores, ordenados por modulos decrecientes y contado cada uno de
ellos tantas veces como su multiplicidad. Entonces existe una sucesion
(én)n C H con tantos elementos como la sucesion (A\,)n, de manera
que para cada n se tiene que T(e,) = Anen, es decir, e, es un autovalor
de \,. Ademds la sucesion (e,,), es un sistema ortonormal y se verifica
que para todo v € H

(25) T(x) =Y Anlz,en)en

DEMOSTRACION. Sea H y T como en la hipotesis. Por el Teorema
10.17 sabemos que o.(T) # 0, y por el Teorema 8.22 sabemos que
0.(T) es a lo sumo numerable. Sea (u,), la sucesion (finita o infinita)
de autovalores. De nuevo por el Teorema 8.22 sabemos que si (u,) es
infinita entonces pu,, — 0. Por tanto, siempre tiene podemos elegir la
sucesion (i, ) ordenada de tal forma que

\pa| > |pa] > fus| > -+,
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bien entendido que esta ordenacioén no tiene por qué ser dnica ya que
pueden existir autovalores distintos con el mismo moédulo. Para todo n,
sea m(n) la multiplicidad (algebraica o geométrica) de p,. Sea entonces
(An) la sucesion (finita o infinita) formada por m(1) copias de 4, a
continuacion m(2) copias de g, etc. Esta claro que (\,) es infinita si y
s6lo si () es infinita, y que en ese caso también A\, — 0. Para todo n
sea N(n) = ker(T — u,I). Por definicion de multiplicidad dim N(n) =
m(n). Para cada n, sea

{en,h €n2, .- >€n,m(n)} CcCH

una base ortonormal de N (n). Sea entonces (e,) C H la sucesion (finita
o infinita) formada por

(61,17 €1,2,+ -5 €1m(1),€2,1,€22, .-+, €2m(2), """
Por la construccion de (e,) v (A,) queda claro que para todo n
T(en) = M\pén.

Ademas, puesto que para todo j # i se tiene que N(j)LN(z) (Propo-
sicion 10.21) se sigue que la familia (e,) es ortonormal.

Consideramos ahora el operador Ty : H — H dado por

To(x Z Az, e,)e, para todo x € H.

Aserto: Ty esta bien deﬁmdo y es continuo.

Demostracion del Aserto: Para todo x € H, utilizando la desigual-
dad de Bessel se tiene

Z\ n{z,en)* < Ml Z| z,en) | << alllfl?,

y por el Teorema de Riesz-Fischer se sigue el Aserto.

De hecho se sigue de la implicacion facil del Teorema 10.24, que
podriamos haber probado previamente, que T es compacto y normal,
aunque no lo necesitamos.

Veamos que T = Tj.

Sea M = span[(e,)], el subespacio vectorial cerrado generado por
los (e,). Por el Teorema de la Proyeccién Ortogonal, M estd comple-
mentado en H. Sea P : H — M la proyeccion ortogonal de H sobre
M. Es claro que para todo n

To(en) = Anen = T'(en).
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Por tanto, por linealidad y continuidad se sigue que 1j,, = Tpj,,, es
decir
Top = TP

Ademas, usando que P* = P (Lema 10.22), se tiene que para todo

re H
To(x) =Y Alw en)en = > Aulw, Plen))en =
= M(P(x),en)en = ToP(x).

Por lo tanto Ty =Ty P y de ahi TP = Tj.

Ademas, como PT(z) € M para todo x € H y como (e,) es una
base ortonormal de M (entendiéndola como base hilbertiana si es una
coleccion infinita), se tiene

PT(x) =Y (PT(x),en)en = Y (2, T*Plen))en.

n

3

Ademas, por el Lema 10.15 se tiene que
T*P(e,) = T*(en) = Anen
y por tanto

PT(x) =) An(,en)en = To(z)

Asi pues TP = PT =T y, tomando adjuntos,
PT* =T*P.

Por lo tanto, dos cualesquiera de T, T* y P conmutan entre si y de
aqui se deduce facilmente que T'— Ty =T — TP es normal.

Finalmente, supongamos que T # Ty. Como T — Ty es normal,
compacto y distinto de 0, el Teorema 10.17 nos dice que T — Ty tiene
al menos un autovalor p # 0. Sea 0 # e € H un autovector de p.

Como (T —Tp)(e,) = 0 para todo ny (T'—Ty)e = pe, se tiene que
ele, para todo n. En efecto,

plen, €) = (en,ie) = (en, (T' = To)"e) = (T = To)en, €) = (0,€) = 0

Por lo tanto,

To(e) = Z Anle,enhe, =0

y de ahi
T(e) = (T —Ty)e = pe.
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De forma que p es un autovalor de T'. Puesto que la sucesion A, estaba
formada por todos los los autovalores p, (contados con su multiplici-
dad), se tiene que pu = p; para algin j, y por tanto e € N(j). Pero
entonces es imposible que e sea distinto de 0 y simultaneamente sea
ortogonal a todos los elementos de una base ortogonal de N(j).

De esta contradiccion se sigue que T' = Ty U

En el caso especial de operadores compactos autoadjuntos, el Teo-
rema anterior queda igual, con la salvedad de que ahora todos los au-
tovalores (u,) (y por tanto también los (A, )) son reales.

Es facil ver, y se puede proponer como ejercicio, que el Teorema
10.23 (y su correspondiente version para operadores compactos au-
toadjuntos) son caracterizaciones, de manera que dado un operador
T : H — H, T es compacto y normal si y s6lo si T" se puede escribir
en la forma 25, y T' es compacto y autoadjunto si y solo si T se puede
escribir en la forma 25, con (\,) C R.

Veamos para acabar este capitulo qué se puede decir si 7" es un
operador compacto, no necesariamente normal. Sugerimos para ello la
demostracion de [12]. Se puede dar otra demostracion, como en [33],
utilizando el Teorema 10.23 y la descomposicion polar de un operador.

TEOREMA 10.24. Sea H un espacio de Hilbert. Entonces un ope-
rador T € L(H) es compacto si y sdlo si existen sucesiones (finitas
o infinitas) (\,) C C, (e,) C H y (f,) C H con el mismo nimero
de indices tales que A, — 0 si es infinita y (e,) y (fn) son familias
ortonormales de forma que T se puede escribir en la forma

(26) T(x) = Z )‘n<x7 en>fn

3. Aplicaciones

Una aplicacién clasica de la Teoria espectral de operadores compac-
tos en espacios de Hilbert es la resolucion de los llamados Problemas
de Sturm-Liouville. En los libros de nuestra bibliografia, se pueden ver
presentaciones de esta aplicacion en |26, Apendix C| o en [10, Section
11.6].

4. Practicas sugeridas.

EJERCICIO 10.4. 1. 8¢ S, T son autoadjuntos entonces S + T
es autoadjunto. Ademds ST es autoadjunto si y solo st S y T
conmutan.
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2. 81 S, T son unitarios entonces ST es unitario. Buscar alguna
condicion necesaria y suficiente sobre S y T para que S+T sea
unitario.

3. 515 yT son normales y ademds S conmuta conT™* yT conmuta
con S* entonces S+ T y ST son normales.

EJerCICIO 10.5. Si (T,,) C L(H) es una sucesion de operadores
autoadjuntos (resp. unitarios, normales) tal que T,, — T entonces T es
autoadjunto (resp. unitario, normal). Sugerencia: SiT,, — T entonces
Ty — 1.

EJERCICIO 10.6 (Operador de Volterra). Sea k: [0,1] x[0,1] — R
la funcion caracteristica del conjunto {(x,y) € [0,1]x[0,1] tales que y <
x}. Sea V : Ly — Lo el operador integral dado por

V(f)(s) = / F(t)k(s, .

Notese que V(f)(s) = [, f(t)dt. Se pide
1. Calcular V*
2. Demostrar que V' no tiene autovalores.
3. Demostrar que V' es compacto.

EJERCICIO 10.7. 87 S : o —> Uy calcular S*, SS* y S*S. Ademds
demostrar
L. 0.(5") ={2 € C;|z] < 1}
2. 0.(5)=10
3.0(9)=0(5")={z€C;lz] <1}

EJERCICIO 10.8. Sea D : by — U5 el operador diagonal dado por
D(a) = (dpan)n
con d, = 27", y sea S : by — Uy el desplazamiento a la derecha. Sea
T = SD. Demostrar que T es compacto, o.(T) =0 y o(T) = {0}.

EJERCICIO 10.9 (Teorema de Hellinger-Toplitz). Sea H un espa-
cio de Hilbert y sea T' : H — H un operador lineal y autoadjunto.
Entonces T' es continuo.

EJERCICIO 10.10. Sea H un espacio de Hilbert complejo y sea T €

L(H) un operador compacto normal no nulo. Entonces existe X € o.(T)
tal que |\ = ||T||.
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