Variedades diferenciables

Nuamero 1. Probar que un difeomorfismo local f : R — R es de hecho un difeomorfismo sobre un intervalo
abierto. ;Se puede generalizar este hecho a dimensién superior?

Nimero 2. Construir un difeomorfismo de R™ \ {0} sobre el exterior de la bola unidad ||z|| > 1 y otro sobre
la corona 1 < ||z|| < 2.

Ntmero 3. Sea F C R? la unién de todas las rectas y = kx, k € Z. ;Es R?\ E una variedad?
Ntimero 4. Demostrar que la cispide X = {(z,y) € R? : 2% — 4® = 0} no es una variedad diferenciable.
Numero 5. Demostrar que el cono z2 + y? = 2% de R® no es una variedad diferenciable.

Nuimero 6. Construir para cada entero r > 0 un difeomorfismo local suprayectivo f : S' — S* tal que cada
b € S' tenga exactamente r preimégenes. (Considerar S' € R? = C y utilizar (z,y) = 2+ 2".)

Numero 7. Identificamos R? con el cuerpo C de los niimeros complejos usando partes reales e imaginarias, y
sea P un polinomio ménico en una indeterminada con coeficientes complejos. Mostrar que C — C : z — P(z)
es una aplicacién diferenciable, y que es un difeomorfismo local en todos los puntos salvo una cantidad finita.
{Cudles son esos puntos excepcionales?

Numero 8. Sea M C R™! el conjunto definido por z? + -+ + 22 = ,CE3L+1 — 1, zpy1 > 0. Probar que la

pseudoinversion
X1 Tn )
T) = ey
f( ) ($n+1 + 1 Tn+1 + 1
induce un difeomorfismo de M sobre un subconjunto de R", e identificar tal subconjunto.

Numero 9. Identificamos R?*2 con el conjunto de las aplicaciones lineales R? — R?, y denotamos M el conjunto
de las que dejan invariante la parabola y = 2. Probar que M es una curva difeomorfa a la propia pardbola. ;Qué
obtenemos si sustituimos la parabola por la hipérbola zy = 17

2 2 2

Ntmero 10. Demostrar que el semicono X = {(z,9,2) € R® : 2% +y® = 2% 2z > 0} no es una variedad

diferenciable.

Ntmero 11. Sea M C R?® la superficie de revolucién generada por una curva = f(z) > 0,y = 0, al girar
alrededor del eje de las z. Mostrar que M tiene la ecuacién global z? + y*> = f(2)?, y que la aplicacién = =
f(p)cosB, y = f(p)send, z = p parametriza M. ;Cémo debe interpretarse esta afirmacién en este caso?

Numero 12. Sea T el toro de revolucién generado al girar alrededor del eje de las 2’s la circunferencia y =
0,(x —2)* +22=1.

(1) Construir un difeomorfismo local suprayectivo y periédico ¢ : R? — T' C R3.

(2) Utilizar ¢ para definir un difeomorfismo de S' x S' ¢ R* sobre T

(3) Utilizar ¢ para recubrir T con abiertos difeomorfos a cilindros S* x (a, b).

(4) Concluir que T se puede cubrir con dos parametrizaciones.

Numero 13. Se considera la aplicacién f : R x (—%, %) — R3 de ecuaciones

cos T cosz —senz 0 cos 3
flx,y)=| senz | +y | senx cosz O 0
0 0 0 1 sen 3

Mostrar que la imagen de f es una variedad diferenciable, que se denomina banda de Mdbius.

Numero 14. Demostrar que si f : R? — R se anula en un punto a € RP y tiene derivada suprayectiva en ese
punto, entonces f cambia de signo en todo entorno de a en R?. Deducir que si una hipersuperficie de un espacio
afin tiene una ecuacién global, entonces lo desconecta.

Nuimero 15. Demostrar que el conjunto M C R* de las matrices que representan isometrias lineales es una
interseccién completa de codimensién 3, y que tiene dos componentes conexas, difeomorfas ambas a la circunfe-
rencia.

Numero 16. Construir una funcién diferenciable f : R — R tal que f(t) =t parat <1, f(¢t) > tparal <t < 2,
y f(t) =2 para t > 2.



Nuamero 17. Sea f : V — R una funcién diferenciable definida en un abierto V' C R?, y sean a < b tales
que d,f es suprayectiva si f(z) = a o f(x) = b. Probar que las inecuaciones a < f < b definen una variedad
diferenciable con borde la unién de las dos hipersuperficies f = a y f = b.

Numero 18. Demostrar que el tronco de cono M : z? +y?> = 22,0 < a < z < b, y el tronco de cilindro
N:az?2+y? =1b% a < z<b, son dos variedades con borde, ambas difeomorfas a una corona plana cerrada.

Numero 19. Se llama toro sélido al conjunto M C R® generado al girar alrededor del eje de las 2’s el disco
cerrado D : y = 0, (z — 2)% + 2% < 1. Construir un difeomorfismo de I x S* sobre M, y deducir que M es una
variedad con borde difeomorfo a un toro de revolucién.

Nuamero 20. Se considera la aplicacién f : R x (—%, %) — R? del nimero 13, cuya imagen M es una banda
de Mébius. Demostrar que la adherencia de M en R? es una variedad con borde, cuyo interior como tal es M, y

cuyo borde es difeomorfo a una circunferencia.

Calculo en variedades

Numero 1. Sea M C R? la superficie de ecuacién z* + y + 2° — 3zyz = 2. Calcular el plano tangente H a M
en el punto a = (1,1,0) € M y construir una base de H mediante una parametrizacién ¢ de M en a.

Numero 2. Sea M C R3*3 la variedad de las matrices cuadradas de orden 3 y rango 1, y A € M la matriz
cuyos coeficientes son todos 1. Calcular el espacio tangente a M en A.

Numero 3. Demostrar que el conjunto M C R* de las matrices A # 0 cuadradas de orden 2 con determinante

y traza nulos es una superficie diferenciable y calcular su plano tangente en el punto A = (_(1) 8)

Ntmero 4. Se llama paraguas de Whitney al conjunto X C R® dado por z? — zy*> = 0. Demostrar que M =
X \ {y = 0} es una variedad diferenciable, pero que X no lo es en ningin punto (0,0, c), ¢ > 0. (Estudiar el limite
de los espacios tangentes a M en los puntos (a, £a/+/c,¢), cuando a — 0.)

Numero 5. Sea M C R” una variedad diferenciable de dimensién m y supongamos que los vectores u1, . .., Um €
R? forman una base del espacio tangente a M en un punto dado a € M. Demostrar que existe una parametrizacién
¢ :R™ = U C M tal que p(0) = a, respecto de la cual sea u; = 9/0%ilq, 1 <@ < m.

Ntmero 6. Una wariedad topogrdfica (o grafo) es una hipersuperficie diferenciable M C R™™' = R™ x R tal
que la proyeccién R™ x R — R™ : x + 2’ induce un difeomorfismo de M sobre un abierto de R™. Demostrar
que esto equivale a que M sea el grafo x,,+1 = f(2’) de una funcién diferenciable definida en un abierto de R™.
Probar que entonces el espacio tangente a M en un punto a es el grafo de la derivada d,/ f : R™ — R, y tiene por
ecuacién aanl(a')xl +- 4 8‘1’; (@' )Tm — Tmi1 = 0.

Nuamero 7. Sea M C R? una variedad de dimensién m. Demostrar que el conjunto
VM = {(z,u1,...,um) € M xRP x - X RP : uq,...,upm es una base de T, M }
es una variedad diferenciable de dimensién m(m + 1).

Numero 8. Se consideran las superficies M, N C R? de ecuaciones z = zy y 4z = y* — 2 respectivamente, y la
aplicacién diferenciable f : M — N dada por f(z,y,2) = (x — y,z + y, z). Calcular la derivada de f en el punto
(1,1,1).

Ntimero 9. Sea p: R\ {0} — S" la retraccidn radial dada por = + x/||z||. Para cada punto a € R"** a # 0,
sea S, la esfera de centro el origen que pasa por a, y H, = T,S.. Mostrar, sin hacer cdlculos explicitos, que
dap(a) =0y que dop|H, es la homotecia de razén 1/|/al|. Obtener con esto la derivada dap(u).

Ntmero 10. Sea F :R*\ {0} — R? la aplicacién diferenciable

F(z,y,2) = 2%,y 2%) [Vat +y* + 24,

y consideremos su restriccién f : {2® +y* = 1} — {x? + y*® + 2% = 1}. Mostrar sin célculos que la derivada de F
nunca es isomorfismo, y con ellos, que la de f lo es en (z,y, 2) si y sélo si zyz # 0.



Nuamero 11. Sean M una variedad diferenciable y a € M. Demostrar que cualquier forma lineal L : To M — R
es la derivada en a de una funcién diferenciable f : M — R.

Ntmero 12. Sean M C R™"! la hipersuperficie 3 + --- 4+ 22 = 22, — 1, p41 > 0,y f: M — R" la
pseudoinversién de ecuaciones
T Tn

xTr) = goeeny .
f( ) <$n+l +1 xn+l+1)

Calcular la derivada de f en un punto arbitrario a € M, y comprobar que es un isomorfismo lineal.

Nuamero 13. Sea M C R? una variedad diferenciable sin borde y sea f : M — R una funcién diferenciable.
Demostrar que si f tiene un extremo local en el punto a € M, entonces d,f = 0, o equivalentemente, que si
dof # 0, entonces f — f(a) cambia de signo en cualquier entorno de a. Deducir que si una hipersuperficie de M
tiene ecuacién global, entonces desconecta M. Utilizar esto para exhibir en un toro de revolucién circunferencias
que no tengan ecuacion global.

Numero 14. Sean f : M — R una funcién diferenciable y x : U — R™ un sistema de coordenadas en un
punto a de M con x(a) = 0. Consideramos la forma bilineal simétrica R™ x R™ — R definida por la matriz

(az(fox’l)
Oz ;0x

Hy(f) : TaM x T,M — R que no depende del sistema de coordenadas x (denominada la hessiana). Mostrar con
un ejemplo que eso no es asi si do f # 0.

(x(a)))l ;- Demostrar que si daf =0, esta forma bilineal simétrica induce otra forma bilineal simétrica

Numero 15. Sea f : R? — R? la aplicacién
fls,t) = (st+ 267, 3st® + 11°,5).
JEs f(R?) una variedad diferenciable?

Numero 16. Sea S? C R® la esfera unidad, y @ = (0,0,1) € S? su polo norte. Para cada i = 1,2,3, sea
mi : S — R la restriccién de la proyeccién lineal (z1,22,23) — x;. Demostrar que para cada derivacién D de s?
en a se cumple D(mw3) = 0. {Qué derivaciones D cumplen D(m2) = 07, jy D(m) = 07

Numero 17. Sean M una variedad de dimensién m y D1, ..., D,, derivaciones en un punto a € M. Demostrar

que D1,..., Dy, son independientes si y sélo si existe un sistema de coordenadas x tal que D; = % |a.
i

Numero 18. Sean M una variedad de dimension my a € M. Sean fi,..., fm : U — R funciones diferenciables
en un entorno U de a, y consideremos la aplicacién f = (f1,...,fm) : U — R™. Demostrar que f es un
difeomorfismo local en a si y sélo si existen derivaciones Di,...,Dy, en a tales que D;f; = 1 para i = j y
D;f; =0 para i # j, si y sblo si existen derivaciones D1, ..., Dy, en a tales que det(D;f;) # 0.

Numero 19. Demostrar, utilizando el desarrollo de Taylor con pardmetros, que si una funcién diferenciable
f : U — R definida en un entorno abierto del origen U C R™ se anula en el hiperplano z; = 0, entonces es
divisible por z1. Deducir las ecuaciones de una hipersuperficie estdn univocamente determinadas salvo producto
por funciones diferenciables nunca nulas.

Numero 20. Sea M una variedad diferenciable con borde. Construir una ecuacién global de OM, esto es, una
funcién diferenciable f : M — R tal que: (i) f > 0, (ii) M = f*(0), y (iil) d.f es suprayectiva para cada
x € OM.

Campos y EDOs

Ntimero 1. Sea X un campo en la esfera unidad S* € R®. Sea p : (x,y, 2) — (u,v) la proyeccién estereografica
desde el polo norte px = (0,0, 1), y sean (u,v) las coordenadas correspondientes. Calcular X : S* — R?, sabiendo
o

que X =vZ —uZ en esas coordenadas.
ou ov

Numero 2. Con las notaciones del problema enterior, considérese el campo Y de S? que en las coordenadas

(u,v) tiene la expresién Y = va% + ua%. Demostrar que definiendo Y,, = 0, Y es un campo continuo, pero no
diferenciable.

Ntimero 3. Sea M C R? la superficie de revolucién generada por una curva z = f(z) > 0 del plano y = 0 al
girar alrededor del eje de las z’s. Demostrar que los paralelos y los meridianos de M definen una referencia mévil.



Numero 4. Paralelizar el cono 22 +y? = 22, z > 0, como superficie de revolucién y como superficie topografica,
y comparar los dos resultados.

Numero 5. Calcular las érbitas de los siguientes flujos completos de R?, denominados respectivamente fuente
y sumidero, y calcular su generador infinitesimal:

N
/TN

Numero 6. Construir un flujo completo en el paraboloide M : z = z2 + y? cuyas 6rbitas sean el origen y los
semimeridianos correspondientes a secciones planas M N {az + by = 0}.

(Pt(xvy) = (‘retvyet) tpt(x,y) = (:ce_

Numero 7. Calcular las érbitas del siguiente flujo completo de R?, denominado circulacién, y calcular su
generador infinitesimal:

oi(z,y) = (zcos(at) + Lysen(at), —axsen(at) + y cos(at)).

Niumero 8. Construir en la esfera un flujo completo cuyas dérbitas sean los meridianos, y otro cuyas érbitas
sean los paralelos.

Numero 9. Construir en el semicono 22 +4% = 22, z > 0, un flujo completo cuyas 6rbitas sean las generatrices.

Ntmero 10. Sea M una superficie de revolucién z? + y*> = f(z)?. Construir un flujo completo de M cuyas
Orbitas sean los paralelos z = cte.

Numero 11. Probar que si un flujo completo tiene alguna 6rbita no periddica, entonces el grupo de difeomor-
fismos correspondiente es isomorfo a R.

Numero 12. Sea T C R? el toro de revolucién parametrizado por el difeomorfismo periédico local suprayectivo
R = T: (u,v) — ((2 4 cosu) cosv, (2 + cosu) senv, senu).

Demostrar que el flujo completo de R? de ecuaciones 1, (u,v) = (u+t,v + At) induce un flujo completo ¢ en T
Determinar para qué valores de la constante A las érbitas de ¢ son todas periddicas, y para qué valores no lo es
ninguna.

Nuimero 13. Probar que si un flujo de la circunferencia tiene una curva integral periddica, su generador infini-
tesimal no tiene ceros.

Nimero 14. Construir un flujo en R? cuyo generador infinitesimal sea X = % —y?

0%, y calcular su dominio
de definicién. (Compérese con el flujo de R del ejemplo I11.3.1.)

Numero 15. Mostrar que una aplicacién ¢¢(z) = (1 + tf(z))z, © € R™, no puede ser nunca un flujo (salvo si
f =0). (Y sisdlo se define f en un intervalo abierto de R?

Ntimero 16. Sea P un polinomio en m variables y consideremos la aplicacién ¢;(z)=z/(1 4+ tP(z)), x € R™.
Demostrar que ¢ es un flujo de R™ si y sélo si P es una forma lineal. (Compérese con el primer ejemplo de esta
seccién.)

Nimero 17. Demostrar que los tnicos flujos polinomiales de R son ¢;(x) = x + ct con ¢ constante. (Si ¢¢(z) =
P(t,x) es un polinomio, podemos comparar en P(s+t,x) = P(s, P(t,z)) los coeficientes de las potencias de s, y
derivar las igualdades resultantes respecto de ¢ en t = 0.)

Numero 18. Calcular las érbitas del siguiente campo del plano, denominado silla:

e e ZIS
o NG



Ntimero 19. (1) Calcular las érbitas del campo de R? siguiente, denominado dipolo:

0 0
X = —nya + (2% — yZ)a—y .

(2) Mostrar que en la esfera unidad S? ¢ R? : u? 4+ v? 4+ w? = 1 se puede definir un campo tangente Y que
en las coordenadas (z,y) asociadas a la proyeccién estereogréfica desde el polo norte coincide con el dipolo del
apartado anterior.

(3) Utilizar la expresién de Y en las coordenadas asociadas a la proyeccién estereogrifica desde el polo sur
para obtener el flujo de Y.

(4) Obtener el flujo del dipolo X, y concluir que no es un campo completo. ;Qué curvas integrales de X no
pueden definirse en toda la recta R?

Ntmero 20. Se considera el difeomorfismo f(z,y,2) = (x,y, z)/v/1 + 22, definido del cilindro M : 2* + 4> =1
sobre un abierto U de la esfera, y el campo Y en U transformado por f de X = g(z)( - ya% + x%). Describir las

6rbitas de Y, y mostrar que si Y se extiende a toda la esfera, entonces se cumple lim,_, 1o g(2)/v1+ 22 = 0.

Formas diferenciales

Numero 1. Probar que si a es una forma multilineal alternada de grado r de un espacio vectorial E,y u1,..., U,
son vectores linealmente dependientes, entonces se tiene a(u1,...,u,) = 0. Deducir directamente de esto que
AT(E) =0 para r > dim E.

Nuimero 2. Demostrar que k formas lineales ¢1, ..., @i de un espacio vectorial E son linealmente independien-
tes siy sélo si 1 A--- A i # 0.

Nuamero 3. Sean a y w formas de grados 1 y 2 respectivamente, la primera no nula, de un espacio vectorial E.
Demostrar que o A w = 0 si y sélo si existe otra forma 8 de grado 1 tal que w = a A S.

Numero 4. Sean ui, ..., U, vectores de un espacio vectorial F de dimensiéon m B una base de E. Demostrar
) ’ ’
que la aplicacién multilineal alternada

a: (V1. ., Vm—r) — detg(vi,..., Um—r,U1,...,Ur)
es no nula si y sélo si u1,...,u, son independientes.

Nuamero 5. Sea B una base de un espacio vectorial E de dimensién m. Demostrar que toda forma multilineal

alternada de grado m — 1 es del tipo detp(u,...), para un vector u € E. Deducir un isomorfismo no candnico
E - A™Y(E).

Nimero 6. Se considera un sistema de ecuaciones lineales homogéneas

a11r1 +--+ ain41Tnr1 = 0

An1T1 + -+ Ann+4+1Tn+1 — 0

cuyo rango es n. Demostrar que las soluciones del sistema son A(ci,...,cnt+1), A € R, donde ¢; es el adjunto con
signo de la variable x; en la matriz

1 0 Tpga

ail ce Aln+1

an1 - Ann+1

(jLo maés facil es comprobar que son soluciones!)

Ntmero 7. Se considera la aplicacién lineal f : R® — R® : (2,9, 2) — (z + ay,y, ). ;Existe algin valor de a
tal que el determinante de la aplicacién f* : A%(R?) — A?(R?) sea negativo?



Ntmero 8. Sean S? C R? la esfera unidad, y (z,v, 2) — (u,v) la proyeccién estereogréfica desde el polo norte

u duAdo,

a = (0,0, 1). Sabiendo que en las coordenadas (u, v) una forma diferencial w se escribe w = @T 1)

calcular wq. {Es cierto que existe tal forma?

Niumero 9. De nuevo, sean S* C R? la esfera unidad, y (z,y,z) — (u,v) la proyeccién estereogréafica desde
el polo norte a = (0,0, 1). Estudiar para qué enteros n existe en S? una forma diferencial cuya expresién en las
coordenadas (u,v) es

2
u-v
———————du Adv.
W+

Qué de peculiar tiene el caso n = 47

Nuimero 10. Demostrar que una forma diferencial w = ady A dz — bdz A dz + cdz A dy de R? es nula sobre
una superficie M C R? si y sélo si el campo (a, b, c) es tangente a M. Utilizar este hecho para encontrar todas las
formas de R® que coinciden en la esfera S* con la forma w del problema 1 anterior.

Ntmero 11. Sea M C R™"! una hipersuperficie de ecuacién &1 = f(1,...,2s), y sea « la restriccién a M
de la forma }_,(—=1)""'dz1 A -+ Adzi—1 AdTiy1 A+ Adopy1. Expresar a en las coordenadas (z1,...,%n).

Numero 12. Sean M una variedad de dimensién m y w una forma de grado m que no se anula en ningtn punto.
Demostrar que cada forma « de grado m se escribe @ = fw para una tnica funcién diferenciable f : M — R.

Nimero 13. Sean ai,..., o, formas diferenciables de grado 1 de una variedad M de dimensién m, tales que
la forma de grado maximo w = a1 A -+ A am no se anula en ningtin punto. Demostrar que I'" (M) es isomorfo a
€= (M)4, con d = ™).

T

Nimero 14. Sea {Xi,.... X} una referencia mévil de una variedad M. Demostrar que existen m formas
diferenciales a1, ..., a, determinadas por las condiciones de dualidad «;(X;) = 1si i = j, a;(X;) = 0 en otro
caso, y que la forma aq A -+ A am no se anula en ningiin punto.

Nimero 15. Se considera en R™ la forma diferencial o = Zij ai;ridej, a;; € R. Caracterizar mediante la
matriz (a;;) el hecho de que « sea cerrada, y comprobar que en ese caso « es exacta.

Nuamero 16. Sea M una variedad diferenciable de dimensién m y sean aq, ..., a,, formas de grado 1 tales que
la forma a1 A -+ - A ay, 1o se anula nunca. Demostrar:

(1) Una forma n de grado < m tal que n A «; = 0 para cada i, es necesariamente nula.

(2) Sim > 2, toda forma 7 de grado 1 tal que n A a; = doy; para cada 4, es necesariamente cerrada.

(3) Mostrar con un contraejemplo que la condicién m > 2 del apartado anterior es necesaria.

Numero 17. Se considera la forma de R* siguiente
a=Wy+z+t)de+ (r+z+t)dy + (z +y+t)dz + fdt.
Buscar las funciones f para las que «a es cerrada, y mostrar entonces explicitamente que es exacta.

Numero 18. Sean f,g,h: R — R funciones diferenciables y considérese en R la forma de grado 1
o =yzdz + (2f(2) + h(z))dy + (yg(z) + h(z))dz.
Determinar f, g, h para que « sea cerrada, y comprobar que entonces es, de hecho, exacta.

Numero 19. Se consideran el abierto W C R? definido por 2 + 3% # 0, z > 0, y en él la forma « de grado 2

z
a= f(m)(mdy/\dz —ydz Adz — zdz A dy),

donde f(t) es una funcién diferenciable en ¢ > 0. Determinar f para que « sea cerrada, y encontrar entonces una
primitiva suya. (Usese la parametrizacién x = pcosf, y = psenf, z = pt.)

Numero 20. El rotacional de una forma diferencial w = adx + bdy + cdz de R® es por definicién el campo

< dc  0Ob dc  Oa Ob aa)
rotw = ,

Oy az’_£+$’am Oy



cuya construcciéon obedece a la regla del determinante

(1) 9/0z a
(2) 9/0y b
3) 9/0z ¢
Demostrar que dw = det(rotw,...), y deducir que w es cerrada sobre una superficie M C R? si y sélo si su

rotacional es tangente a la superficie (recuérdese IV.3 Prob.3).

Integracion en variedades

Nuimero 1. Demostrar que una variedad paralelizable es orientable, y mostrar que el reciproco es falso.

Nimero 2. Sea M una variedad diferenciable de dimensién 3, y supongamos que existe un par de campos
tangentes globales X1, X2 independientes. Demostrar que M es orientable si y sélo si es paralelizable.

Numero 3. Por ser la esfera S™ orientable, tiene una forma de grado m nunca nula. Demostrar que una tal
forma es ]
w = Z.(—l)l_ll’idl’l A ANdzi—1 A dl’7;+1 FANCREIAY dIm+1.
1

(Utilicese que en la esfera es ). x;dz; = 0 para obtener
Tiw = (—1)i71||x|\2dm1 A ANdxi—i Adxigr A - AdTmy
y mostrar que el miembro de la derecha sélo se anula en el plano tangente a la esfera en los puntos con z; = 0.)

Nuamero 4. Sea M una variedad orientable conexa, y fijemos una orientacién suya (. Demostrar que existe
una forma diferenciable de grado maximo w nunca nula tal que para cada punto a € M y cada base u; de To M
positiva en (, se verifica wq(u1,...,umn) > 0. Mostrar que esta condicién se cumple si se cumple en algin punto
y para alguna base. Una tal forma se llama compatible con la orientacién.

Nuamero 5. Sea f : M — N un difeomorfismo entre dos variedades orientadas. Elijamos formas de grado
méaximo «, 8 de M, N compatibles con las orientaciones dadas. Demostrar que f conserva la orientacién si y sélo
si f*8 = Aa para una funcién diferenciable siempre positiva A : M — R.

Numero 6. Se consideran en R? el toro T parametrizado por

x=(2+cosa)cosfB, y = (24 cosa)sen 3, z = sena,

el cilindro M : 2® + y* = 1 y la aplicacién diferenciable f(z,y,z) = (x/\/xz +y2,y/ \/xQ + 2, z) del primero en
el segundo. Orientar las dos superficies y estudiar la conservacién de la orientacién por f.

Numero 7. Orientar el tronco de cilindro M C R? dado por 22 + 32 = 1,0 < z < 1 de manera que el
difeomorfismo local (¢, z) — (cost,sent, z) conserve la orientacién. Determinar entonces la orientacién de cada
componente conexa Cy, C1 del borde de M y obtener de nuevo la férmula OM = Cy— C4. {Conserva la orientacién
el difeomorfismo Cy — C1 : (z,y,0) — (z,y,1)?

Nimero 8. Sea M C R? el toro de ecuacién 16(z* +y?) = (22 +y* + 22 +3)? obtenido al girar la circunferencia
de centro (2,0,0) y radio 1 del plano y = 0 alrededor del eje de las z, y consideremos la variedad con borde
N = M n{y > 0}. ;Es posible orientar N de tal modo que para la orientacién inducida en su borde ON =
Nn{y=0}=CyUC-_ el difeomorfismo Cy — C_ : (z,0,z) — (—z,0, z) conserve la orientacién?

Numero 9. Se considera la forma diferencial w = —z?ydz + zy?dy de R?, y la circunferencia C : 22 4+ % = r2.

Calcular |, o w- {Cémo se debe orientar C' para que esa integral sea positiva?

Numero 10. Se considera el meridiano C determinado por el plano 4+ y +z = 0 en la esfera S C R® de centro
el origen y radio p. Calcular [, w, siendo w = (y + z)dx + (z + 2)dy + (= + y)dz.

Ntimero 11. Se considera en R* \ {0} la forma de grado 2

—xz Yz



siendo f una funcién diferenciable arbitraria. Sea M C R? el tronco de cilindro de ecuaciones =2 + y*> = a?,

0 < z<b, y w larestriccion de a a M. Calcular f o w parametrizando M mediante:
(0,t) — (acosB,asenb,t).
. Con qué orientacién estamos integrando?

Ntmero 12. Calcular la integral de la forma zdy A dz — y?dz A dz — 2yzda A dy sobre el casquete esférico
22 +y2+22=1,2>0.

Nuamero 13. Calcular la integral de la forma ﬁ(—ydx A dz 4 zdy A dz) sobre el toro M : 16(2* + 3°) =
(12 _|_y2 + ZQ +3)2
Ntimero 14. Calcular la integral de la forma (22 +y?)deAdyAdz en el interior del elipsoide 3622 +9y*+422 = 36.

Nuimero 15. Sea f: M — N un difeomorfismo local entre dos variedades conexas compactas y orientadas.
Demostrar que para cada forma w de grado maximo de NN se tiene

/f*wzsr/ w,
M N

donde € = 41 segin f conserve o invierta la orientacién, y r es el nimero de preimagenes de un punto cualquiera
de N.

Ntimero 16. Se consideran en R? las dos superficies diferenciables compactas M : z? + 4% +2* =1y N :
22 4+ 9% + 2% = 1 y entre ellas la aplicacién diferenciable f : M — N : (x,y, 2) — (z,y, 2%).

(1) Estudiar dénde es f un difeomorfismo local, y, después de orientar las dos superficies, dénde conserva la
orientacion.

(2) Calcular la integral fM f*w para una forma arbitraria de grado mdximo w de N.

Numero 17. Se considera en R? la forma diferencial
w=zf(z)dy Adz + (2y — 3yf(z))dz A dz — 2zdz A dy,

donde f es una funcién diferenciable en z > 0. Se pide:

(1) Determinar las funciones f para las que w es cerrada, y encontrar entonces otra forma o = Pdz + Qdy
tal que da = w.

(2) Calcular la integral de la restriccién de « a la circunferencia del plano £ = a > 0 de centro el punto
(a,0,0) y radio .

(3) Determinar cuando existan los valores 0 < b < a para los que es nula la integral de la restriccién de w al
tronco de cono M : z? =y?> + 2%, b< z < a.

Numero 18. Sea S C R? la esfera de centro el origen y radio p. Se consideran los dos casquetes superior e
inferior, Xy, 3 C S, determinados por el plano z + z = t. Calcular sobre esos casquetes las integrales de la forma
diferencial dy A dz — dz A dz + dz A dy, integrales que denotaremos I (t) e I_(t). Representar las dos funciones
t— I(t),1-(t) y calcular sus extremos.

Numero 19. Sea M C R? la superficie z(az2 + y2) =1,2% + 9% > 1, y para cada r > 1 consideremos M, =
M N {z® +y* <r’}. Se pide:

(1) Mostrar que la forma w = 27dz A (ydz — xdy) no tiene primitiva en R*, pero sf en M.

(2) Orientar las superficies y calcular las integrales f M, W mediante el teorema de Stokes.

(3) Deducir de (2) el valor de la integral fM w, y explicar cémo, siendo w exacta en M y M sin borde, puede
esa integral no ser nula.

Numero 20. Sea M C R3 el toro de ecuacién 16(z? + 3°) = (z2 + y® + 2% + 3)?, y sea w la restriccién a M de
la forma
24 y? — 2% 3
2zv/22 + y?de Ady + ——————(zdy A dz — ydz A d2).

Calcular la integral fM w y concluir que w no es exacta.



