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RESUMEN. En este trabajo se estudian dos problemas de division y la topologia que
se requiere para resolverlos. Los problemas son el reparto libre de envidia y la division
consensuada, y los resultados topolégicos involucrados son el Teorema del Punto Fijo
de Brouwer y el Teorema de Borsuk-Ulam. Estos teoremas se deducen de sus analogos
discretos: el Lema de Sperner y el Lema de Tucker. También analizamos las equivalencias
formales entre estos cuatro resultados.
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teorema del punto fijo de Brouwer, lema débil de Ky Fan, lema de Tucker, teorema de
Borsuk-Ulam.

ABSTRACT. In this work we study two division problems, and the topology behind their
solutions. The problems are fair division and consensus division, and the topological
results involved are the Brouwer Fixed Point Theorem and the Borsuk-Ulam Theorem.
These theorems are deduced from their discrete versions: the Sperner Lemma and the
Tucker Lemma. Also we discuss the formal equivalences among these four results.

Keywords: Envy-free fair division, consensus division, Sperner’s lemma, Brouwer’s fixed
point theorem, weak Ky Fan’s lemma, Tucker’s lemma, Borsuk-Ulam’s theorem.
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2 AITOR ALONSO LORENZO

1. INTRODUCCION

Los problemas de division tienen numerosas aplicaciones practicas, y su tratamiento
riguroso involucra resultados importantes de topologia algebraica. Aqui nos interesamos
especialmente por dos: el Teorema de punto fijo de Brouwer y el Teorema de Borsuk-Ulam.

Para realizar las divisiones, consideramos que hay n observadores. Nuestro objetivo es
que al realizar la division cada uno de los observadores otorgue el mismo valor a cada
una de las porciones, que no prefieran ninguna sobre otra. No obstante cada uno de los
observadores puede tener distintas preferencias, por ejemplo si estamos repartiendo un
pastel algunas personas prefieren la nata y otras prefieren el chocolate, e incluso puede
darse el caso de que algunas personas consideren algunos ingredientes malos, pues hay
personas a las que no les gustan las frutas escarchadas.

Nuestro modelo serd un caso muy general, trataremos de dividir el intervalo I = [0, 1],
el cual podemos considerar como una proyeccion del pastel, en nuestro ejemplo anterior.

Las preferencias de los observadores son funciones continuas u;, 1 < ¢ < n de medida
de probabilidad, sin la restriccion de que la medida de un conjunto deba ser positiva. De
esta forma podemos generalizar facilmente el caso de que a los observadores no les gusten
alguno de los ingredientes. No obstante, dado que si seguimos con el ejemplo del pastel
cualquiera podria sencillamente tirar a la basura la parte que no le gustase, en la literatura
suele considerarse que en efecto todas las funciones son funciones continuas de medida de
probabilidad. La condicién de continuidad significa que las funciones ¢ — 1;([0,%)) son
continuas. En particular, p;(t) = 0y u;([0,%)) = 1;([0,t]) para todo t € I y para todo i.

Una division en k trozos, o division %, es una particion {Ay, ..., Ax} del intervalo [0, 1]
tal que cada uno de los A; C [0, 1] es medible respecto de cada p;,

A1U---UAk:]

y A; N A; es un conjunto finito para i # j.

En el caso concreto n = k, donde hay el mismo ntimero de observadores que de tro-
zos en los que nuestro intervalo sera dividido, tiene sentido considerar que cada uno de
los observadores recibe uno de los trozos. La persona i recibe el trozo A, para cierta
permutacién 7. En este caso denotamos la division (A1, ..., Ag; 7).

En este caso, dado que cada observador recibe un trozo, podemos inmediatamente
observar dos condiciones que cualquiera desearia que se cumpliesen, que su trozo fuese al
menos % del total, y que su trozo fuese mayor o igual que todos los demas trozos. Esto
da lugar a dos definiciones:

Definicién 1.1. Si n = k decimos que (A, ..., A,; ) es justa si p1;(Ar)) > + para todo
1=1,...,n.

En caso de que p;(Axy) > 1i(Ax;)) para todo i, j, decimos que la divisién es libre de
envidia.

Relajando esta condicién, si para cierto € > 0 se cumple j1;(Arq)) > pi(Ar)) — € para
todo ¢, 7, diremos que es una divisién libre de envidia €-aprorimada.
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Trataremos la divisién % justa y libre de envidia en la seccion 4, demostrando su exis-
tencia y proporcionando un algoritmo para encontrar una solucién aproximada.

En el caso n # k es méas complicado determinar cudl puede ser una division satisfactoria,
porque en este caso cada observador no va a recibir un tnico trozo y por tanto no va a
defender que un 1nico trozo sea satisfactorio, sino que todos ellos lo sean.

Definicién 1.2. Decimos que una division % es consensuada cuando f1;(A;) = % para todo
1y para todo j. Esto significa que para todo observador cualquier trozo es exactamente

igual de deseable que cualquier otro.

Asimismo, si para cierto € > 0 se cumple % —e < pi(4)) < % + ¢ para todo ¢ y para
1

todo j, decimos que es una division ¢ consensuada e-aprozimada.

En la seccion 6 discutiremos la division % consensuada, demostrando su existencia y

proporcionando un algoritmo que proporciona una divisiéon aproximada.

Terminamos esta introduccion enunciando los dos resultados de topologia algebraica
que intervienen de forma esencial en el estudio de los problemas de divisién.

Teorema 1.3 (Teorema de punto fijo de Brouwer). Toda funcion continua f : B" — B”
de la bola cerrada unidad n-dimensional

B" = {z e R"|||z| < 1}
en st misma tiene un punto fijo, es decir existe un x € B" tal que f(z) = x.

Teorema 1.4 (Teorema de Borsuk-Ulam). Si f : S" — R™ es una aplicacion continua
antipodal (es decir, f(—z) = —f(z)) de la esfera n-dimensional

§" = {z € R[] =1}

entonces existe un x € S" tal que f(x) = 0.

Demostraremos estos dos teoremas utilizando sus versiones discretas. La del primero
es el Lema de Sperner (seccién 3) y la del segundo el Lema de Tucker (seccion 5). Mas
exactamente, en la seccién 5 probaremos la denominada forma débil del Lema de Ky Fan,
que es un resultado combinatorio que generaliza el lema de Tucker. Asimismo mostraremos
que cada uno de los teoremas es de hecho equivalente al lema del que se deduce, y que
el teorema de Brouwer se deduce del de Borsuk-Ulam. Como preliminares hemos incluido
una seccién 2 las definiciones y resultados sobre complejos simpliciales que se utilizan en
el trabajo.

La referencia principal utilizada para todo esto ha sido el texto [2] de M. de Longueville,
aunque también hemos consultado el libro [3] de J. Matousek. La demostracién del lema de

Ky Fan que presentamos usa la terminologia de [2], pero estd escrita siguiendo el articulo
[4] de T. Prescott y F.E. Su. La prueba original de K. Fan es de [1].

2. COMPLEJOS SIMPLICIALES

A continuacién introducimos todo el vocabulario simplicial que necesitaremos para
trabajar con triangulaciones, que como veremos es una de las herramientas centrales mas
importantes a nuestra disposicién y que emplearemos en la gran mayoria de resultados.
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Definicién 2.1. Un simplice (afin) es un subconjunto o de R™ que puede expresarse

como
n n
o = conv({vg,...,vn}) = {Z)‘ivi A > O’Z)‘i = 1}
i=0 i=0
para ciertos vy, ...,v, € R™. Observamos que los vy, ...,v, pueden tomarse afinmente
independientes. Supuesto esto, vy, ..., v, son los vértices de o, y lo denotamos vert(o) =

{Uo, Ce ,Un}.

Nétese que un vértice v € vert(o) es un punto de R™, y por tanto tiene m componentes:
v = (v1,...,Uy). Notese también que usamos simplices cerrados, que como son conjuntos
acotados quiere decir que son compactos.

Para todo k con —1 < k < n y cualquier subconjunto de k+1 elementos {v;,, ..., v; } C
{vo, ..., v}, decimos que el simplice 7 = conv(vj,, ..., v;, ) (con iy < ... < i) es una cara
k-dimensional de o. Esto lo abreviamos escribiendo 7 < o, y dim(7) = k. Observamos que
el caso k = —1 en el que obtenemos el conjunto vacio da lugar a una cara de dimension
—1. Las caras de dimensién n — 1 son denominadas facetas.

Para abreviar, decimos que un simplice d-dimensional es un d-simplice.

Definicién 2.2. Un complejo simplicial (geométrico finito) A es una familia finita de
simplices (afines) en R™ tal que:

1. Sice Ay 7 <o0,entonces T € A
2. Sio,7 €A, entonces ¢ N T es una cara tanto de ¢ como de 7.

Los simplices ¢ € A son denominados caras de A y los vértices de A son los vértices de
sus caras,

vert(A) = Ugeavert(o).
La dimension de A es el maximo de las dimensiones de sus caras,

dim(A) = maxdim(o).

oEA

Un complejo simplicial es puro de dimension n si sus caras maximales respecto a la
inclusiéon tienen todas dimension n.

Ficura 1. Un complejo Ficura 2. Un complejo
simplicial puro simplicial no puro

Para analizar la propiedad de dimensién pura utilizaremos un resultado sencillo cuya
demostracion incluimos por completitud:
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Proposicién 2.3 (Teorema de Baire lineal, version finita). Sean Ly, ..., L, C R™ subes-
pacios afines de codimension > 1. Entonces R™ \ |, L; es denso en R".

Demostracion. Por induccién. Para r = 1 mediante un isomorfismo afin (que es homeo-
morfismo) podemos suponer L; C {z; = 0}, y basta observar que R" \ {z; = 0} es
denso, pues cualquier bola abierta contiene puntos con primera coordenada no nula. Aho-
ra supongamos r > 2y que V = R"\ Ly U--- U L, es denso. Tenemos que ver que
U=R"\ L ULyU---UL, es denso, es decir, que U corta a cualquier abierto no vacio
W. Pero por ser V denso, WNV # & y como V es abierto, lo es W N V. Asi, por el caso
r=1WnNV\L # @ycomoU =V\ L concluimos que WNU =WnN((V\ L) =
WnV\L #@. OJ

Volvamos a las nociones simpliciales.

Definicién 2.4. El espacio dado por la union de todas las caras de un complejo simplicial
A se denomina el poliedro de A, y se denota |A| = U,eao.

Un espacio topolégico X es un poliedro si existen un complejo simplicial A y un ho-
meomorfismo h : |[A] — X. El homeomorfismo h junto con el complejo simplicial A es lo
que llamamos una triangulacion de X.

Observamos que los poliedros son espacios compactos.

Definicién 2.5. Si A y A’ son complejos simpliciales, decimos que A’ es una subdivision
de A si vert(A) Cwert(A') y |A| = |A'|.

Definicién 2.6. Sea A un complejo simplicial. Decimos que f : |A| — R™ es una
extension lineal afin de una funcién g : vert(A) — R™ si coincide con g en los vértices
y es una funcién afin restringida a cada uno de los simplices de A. Esto es, dado = € o
para cierto ¢ simplice de A con vértices vy, ..., v,, y por tanto

n
r = Z )\Z"UZ',
i=1
se cumple

fla) = f(i&%) = i)\ig(vi).

A continuacién presentamos el simplice estandar que emplearemos como espacio de
soluciones del problema de division % y sobre el que se formula el Lema de Sperner.

Definicién 2.7. Utilizamos la siguiente notacion:
n+1

5203 z = 1} c R
=1

donde e; son los vectores de la base estdndar de R™"!. En otras palabras, los elementos de
o™ son los puntos de R"*! cuyas coordenadas suman 1 y estdn todas en el intervalo [0, 1].

o" =conv({e,...,en1}) = {(a:l, ey Tpat)

Denotamos A" el complejo simplicial formado por ¢” y sus caras. Una subdivision K
de A" se entendera como un complejo simplicial obtenido de A™ anadiendo vértices extra.
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Observamos que el borde de |A™| son sus puntos que tienen alguna coordenada nula,
por tanto un punto z estd en el borde de |A™| si y sélo si estd en (al menos) una cara 7
de A™ que no sea o".

Se observa que cualquier simplice es homeomorfo a este estandar via
n
. n _ . _
fio" = o=conv({vg,...,vn}) = (T1,...,Tps1) — E TiV;.
=0

Es decir, f es la extension de e; — v;_1 segun 2.6.

Es importante introducir una serie de resultados geométricos bastante intuitivos que
necesitaremos para afinar algunas sutilezas cuando tratemos con subdivisiones de A™.

Proposicion 2.8. La bola cerrada unidad euclidea
B" = {z € R"|||z| <1}

y |A™| son homeomorfos.

Demostracion. Son homeomorfos via el homeomorfismo:
T —c
h:B"— |A" 2 — —————,
[e+ Uz —c)|
donde ¢ = (,...1), y I = —— con i la coordenada donde x; es minimo, o en caso de
n n 1—nx;

haber varias una cualquiera, puesto que si hay varias el valor de [ no cambia. Ademéds
h(0) = 0.

Este homeomorfismo lo que hace es considerar el vector x — ¢, el rayo desde ¢ hacia z,
y ver por qué valor [ hay que multiplicarlo para que y = ¢+ [(x — ¢) esté en la frontera de
|A"|, esto es, calcular la interseccién del rayo con la frontera. Ahora reescalamos para que
la imagen de la frontera de |A™| sea en efecto la frontera de B", nos basta con dividir por
la norma de c¢+1(x —¢). Puesto que la funcién definida a trozos es continua en cada uno de
los trozos, y en la interseccién de los trozos coincide, es continua. Para ver la inyectividad
y la suprajectividad basta observar que lo que hacemos es reescalar de forma lineal en
cada segmento [c,y] — [c,x/|x]]. O

Proposicién 2.9. Sea K una subdivision de A™. Entonces K es puro de dimension n.
Demostracion. Sea o un simplice de K. Dado que |K| = |A"| C span(ey,...,€nt1), ¥

span(ey, ..., e,41) como espacio afin tiene dimensién n, o no puede tener mas de n + 1
vértices afinmente independientes, y por tanto su dimensién es menor o igual que n.

Sea S el complejo simplicial generado por los n-simplices de K,
S={reK|doe K,dim(o) =n,7 <0o}.

Puesto que |K| = |A"], y |A"| tiene dimensién n, debe haber al menos un simplice o € K
de dimensién n, luego S no es vacio. Veamos |S| = |A"|. En caso contrario, sea

H = {(tla-'~7tn+1)|t1 +"'+tn+1 = 1}
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el hiperplano afin en el que |A"| estd contenido. Sea también U = |A"|\ |S| es un abierto
no vacio de |A"|, y por tanto no puede estar contenido en la unién de los hiperplanos
coordenados
= {(ts,... tng1)|t1- - tny1 = 0},

Por tanto U \ II = |A™| \ (IT U |S|) es un abierto no vacio de H, puesto que |A™| \ II
es abierto (por ser la imagen continua de un abierto) y |S| es cerrado en H. Sabemos
asimismo que H es de dimensién n, y que U \ II por construccién debe estar contenido en
la unién de las caras de dimensién menor que n de K. Esto es imposible por el Teorema
de Baire.

Sea ahora 7 € K un d-simplice. Como 7 C [S|, 7 = 7(Uyes0 = U, g 7N o. Por tanto,
necesariamente algiin 7 N o debe tener dimensién d. Por definicién de complejo simplicial,
7 N o debe ser una cara tanto de 7 como de o, y como tiene la misma dimensién que 7,
necesariamente 7 N o = 7, por tanto 7 es una cara de o, como queriamos demostrar. [

Proposicién 2.10. Sea K una subdivision de A™ y 7 un (n—1)-simplice de K. Entonces,
si T C o para algin (n — 1)-simplice o de A", T es una cara de un unico n-simplice de
K. En caso contrario, es una cara de exactamente dos n-simplices de K.

Demostracion. Sean vy, ..., v, los vértices de 7. En el primer caso, alguna de las coorde-
nadas de todos los v; es nula. Puesto que K es puro de dimensién n existe un n-simplice o
tal que 7 es una cara de o, que tiene un vértice mas, v, 1. Puesto que los vértices deben
ser afinmente independientes, la coordenada ¢-ésima de v,,; debe ser no nula, y como
estd en 0", debe ser positiva. Sea o’ otro n-simplice que contiene a 7, con otro vértice
Unyo, que de nuevo tiene coordenada i-ésima positiva. Dado que la interseccién o N o’
debe ser una cara de ambos y debe contener a 7, que también es una cara de ambos, la
interseccién es o bien 7, en el caso de que sea una cara (n — 1)-dimensional, o bien o,
si es una cara n-dimensional, y en este tltimo caso o = ¢’. Puesto que {vy,...,vn40} €s
afinmente dependiente hay una combinacién lineal afin nula

n+1
E 5j>\j/Uj = O,
Jj=1
donde €; = £1 y A; > 0. Puesto que vy,...,v,41 son los vértices de o, son afinmente

independientes, y por tanto A, s # 0. Como v,,1 ¥ v,42 son los tnicos con coordenada
i-ésima no nula, deben tener signo distinto, y A\,11, Ap12 # 0. Podemos suponer €,,,1 = 1,
Ente = —1. Asimismo, puesto que la suma de las coordenadas de v; es 1 y la suma de las
coordenadas de 0 es 0, obtenemos

2 N= 2N

EjZ]. Ej:—].

Con esto podemos escribir dos combinaciones convexas de los vértices de o y de o’ res-
pectivamente que son iguales:

Do NV e NV,

o\T> SV 3 eo'\ T

ZSj:l J Zgj:—l ]
Recordamos que estas combinaciones convexas no estan en 7 porque A,i1, Ap12 7 0. Por
consiguiente, la posibilidad ¢ N ¢’ = 7 queda descartada y obtenemos 0 No’ = o = o’.
Con esto queda demostrada la unicidad.
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Para el segundo caso trabajaremos en la topologia relativa al hiperplano z;+- - -+, 11 =
1. Como aclaracién, cuando hablemos de otro hiperplano, sera relativo a este, y por tanto
tendra codimensiéon 2 en R™"!. Comenzamos recordando que la frontera de |A"| es la
unién de los (n — 1)-simplices de A". Puesto que estamos en el segundo caso, 7 no esta
completamente contenida en ningin (n — 1)-simplice de A", por tanto tiene un punto x
que no estd en ninguna.

En efecto, supongamos que 7 tiene un punto x; y otro punto xs ambos en la frontera
pero no hay ningtin (n — 1)-simplices de A" que los contenga a ambos. Entonces mf?
estd en 7 y no estd en la frontera de |A™|: si L722 estuviese en la frontera, una de sus
coordenadas serfa nula, y por tanto seria forzosamente nula tanto en x; como en x5, y por
tanto si que estarfan ambos en el mismo (n — 1)-simplice de A™.

Puesto que K es puro de dimension n, sabemos que tiene al menos un n-simplice
o con 7 C o. Sea H el hiperplano definido por 7, de ecuacién h(x) = ayz; + -+ +
Upi1Tne1 = 0, definimos HY = {z|h(z) > 0}, y H- = {z|h(z) < 0}. De nuevo 7
tiene vértices vy, ..., v, que generan H, y o tiene un vértice adicional, v, ;. Puesto que
{v1,..., 0541} son afinmente independientes, v,; no estd en H, luego sin pérdida de
generalidad v,,; € HT. Todo entorno de un punto de 7 contiene puntos = tanto en H+
como en H~ arbitrariamente cerca. Puesto que todo simplice es cerrado, la distancia a
ellos se alcanza, no obstante |K| contiene puntos en H~ arbitrariamente cerca, por tanto
debe haber otro n-simplice que contenga a 7 y que no esté completamente contenido en
H™, como lo estd o, al que llamaremos ¢’. Este otro simplice tiene otro nuevo vértice que
necesariamente estd en H™.

Llegados a este punto se trata sencillamente de repetir la demostracién de la primera
parte, para ver la unicidad tanto de o como de ¢’. La tnica diferencia es que en lugar de
asumir que una coordenada es positiva, asumimos que h(z) > 0 o que h(z) < 0. O

Tras estos resultados sobre A", introducimos el simplice que emplearemos como espacio
de soluciones del problema de divisién % y sobre el que se formula el Lema de Tucker.

Definicién 2.11. Utilizamos la siguiente notacién:
[ = {conv(ej e, ..., &5.63)|e;; =£1,0<k<n+1,1<i; < - <ip, <n+1} C R™HL.
Observamos que en el conjunto del cual hacemos la envolvente convexa nunca puede
haber un par antipodal, y que ademas I'" N ]R?r+1 = 0", donde
Ri+1 = {(l’l, Ce 7xn+1) S R”“Nz’, ZT; Z 0}

En otras palabras, [I"| es la bola cerrada unidad de R™™! para la norma |z|; =
Z?jll ZBZ| =1.
Proposicién 2.12. La esfera unidad euclidea
S" = {z e R"|||z| =1}
y || son homeomorfos.
Demostracion. Lo son via el homeomorfismo

(.’171, Ce 7$n+l)
(1'1, SR 7$n+1)”

he|l" —S": (21,...,Zn41) — ||
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Figura 3. |I™|

Este homeomorfismo lo que hace es ajustar la norma de cada punto de || para que
esté en la esfera unidad. Para ver que es un homeomorfismo nos basta proporcionar la
transformacién inversa, también continua, que de nuevo es tan sélo ajustar la norma,
aunque esta vez la norma 1,

(.xl, e ,anrl)
(mb s 7xn+1)H1

RS — [T : (21, .., Tpgr) — H

OJ

Proposicién 2.13. Sea K una subdivision de I'™ y T un (n—1)-simplice de K. Entonces
T es faceta de exactamente dos n-simplices. Ademds, si la coordenada i-ésima de todos
los vértices de T es nula, en uno de estos simplices es siempre mayor o igual que cero, y
en el otro menor o igual que cero.

Demostracion. Puesto que podemos hacer simetrias respecto a los hiperplanos coordena-
dos, sin pérdida de generalidad, 7 C ¢™. Si 7 no esté contenido en ningun (n — 1)-simplice
de A™, aplicando la proposicion 2.10 es cara de dos n-simplices. No es cara de ninguno
mas porque puesto que 7 no esta contenido en el borde, luego para todas las coordenadas
hay alguno de los vértices que tiene esa coordenada estrictamente positiva, y por tanto 7
no pertenece a ninguna envolvente convexa de ' que no sea o".

El caso de que 7 estd contenido en el borde, se da si y sélo si para algin ¢ todos sus
vértices tienen la coordenada i-ésima nula. Ademas es el tinico indice con esta propiedad
por dimensionalidad. Aplicando de nuevo 2.10 es cara de un unico n-simplice contenido
en o”. Observamos que si aplicamos la simetria respecto al hiperplano x; = 0,

(T1, - i1, 4, Tig1s -, T+ 1) = (21, Tty =4, Ty, -, T+ 1)
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todo lo que hemos observado se sigue cumpliendo, y por tanto 7 es cara de otro n-
simplice contenido en la imagen por esa simetria de ¢™, el inico contenido en esa imagen,
y por tanto el unico tal que sus vértices tienen todas las coordenadas positivas salvo
la i-ésima negativa. Estos dos son los tnicos n-simplices de los que 7 es cara, porque
como todas las coordenadas de 7 salvo la i-ésima son positivas, 7 no esta contenido en
ninguna envolvente convexa n-dimensional de I' que no tenga todas las coordenadas salvo
la i-ésima positivas. [

La tultima definicion de este apartado es la subdivisién baricéntrica, practicamente la
Unica subdivisién de A" que emplearemos.

Definicién 2.14. La subdivision baricéntrica de un n-simplice o consta de (n+1)! simpli-
ces, y se define como

)

sdo = { conv(vg, ..., v,)|v; = 14%1 Zﬂ'(l‘k), TE Sn+1},
k=0
donde vert(o) = {xo,...,Tn}, ¥ Sni1 es el grupo de las permutaciones de n+ 1 elementos,

en este caso del conjunto {0,...,n}.

Denotamos la subdivisién baricéntrica iterada de un simplice o recursivamente: sd® o =
o, sd" o =sdsd"o.

La subdivision baricéntrica de un complejo simplicial A se define como el complejo
simplicial formado por las caras de los simplices de las subdivisiones baricéntricas de los
simplices de A:

sd A = Ugpea{r < o'|0o’ € sdo}.

La subdivision baricéntrica iterada se define de forma andloga al caso de un simplice.

Por ultimo introducimos una propiedad vital de la subdivisién baricéntrica, de hecho
es el inico motivo por el que vamos a emplear esta subdivisién y no cualquier otra. La
necesitaremos para demostrar el Teorema de punto fijo de Brouwer mediante el Lema de
Sperner y para construir el algoritmo que permite encontrar una solucién libre de envidia.

Proposicién 2.15. El didmetro de un simplice 0 = conv({vy,...,v,}) se alcanza entre
dos vértices.

Demostracion. Sean x,y € o. El punto y es una combinacién convexa de los vértices de
o, por tanto podemos escribir

Yy = i/\i% i&' =1,
i=1 i=1

y por tanto,

o=yl = ||e = > 2w = || o Ata - w)
=1 1=1

n n
<D o Aillz —ul <Y Adlle = oll < Jlz — o]
i=1 =1
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Obtenemos la segunda igualdad aprovechando que la suma de los A; es 1, la tercera
aplicando la desigualdad triangular y que \; > 0. La primera desigualdad resulta al
tomar v el vértice en el que la distancia ||z — v|| es méxima. El dltimo paso es de nuevo
consecuencia de que los \; suman 1.

Sean ahora ' = v y 3y = x. Aplicando lo que acabamos de demostrar, ||z’ — /|| <
|#" — v'|| para cierto vértice v'. Por tanto ||z — y|| < [Ju — '] O

Proposiciéon 2.16. La subdivision baricéntrica dismmuye el diametro maximo de las

caras de un complejo simplicial por un factor de al menos 5,

méix diam(o) < ?max diam(7),

donde o es una cara de sd A y T es una cara de A.
En consecuencia,
; . ko . .
max diam(o) < (;15) max diam(7),

donde o es una cara de sd®* A y 7 es una cara de A.

Demostracion. Aplicando la proposicion previa, sélo debemos preocuparnos por la dis-
tancia entre los vértices. Sean v; y v; vértices de la subdivision baricéntrica de un simplice
o, con ¢ < j. Entonces,

%

J
lo: = vsll = || > wlan) — 5 z )|
k=0 =0
i J
k1=0 ko=i+1
- (z‘+1)1(j+1> Z (m(zw,) — ”(%))H
(k1,k2)
= Gr1)( j+1) Z |7 (2x,) — 7(T,) |
(k1,k2)

i+1 i . n .
< —((111))8“)) diam(o) < m diam(o) < ) diam(o).

Obtenemos la primera igualdad por definicion de subdivisién baricéntrica, tan sélo
sustituimos cada uno de los vértices por su expresion. Para llegar a la segunda, extraemos
de la segunda suma los indices desde 0 hasta ¢ y los introducimos en la primera suma. La
tercera igualdad es un poco més sutil, se obtiene reordenando bien todos los sumandos.

La primera desigualdad es la desigualdad triangular, y la segunda la definicién de
dlametro La tercera des1gualdad es observar que ¢ > 0, y la cuarta y ultima es porque

- - = _n_
j+1 =1 ]+1 <1 n+1 T on4l O

3. LEMA DE SPERNER

En esta seccién demostraremos un teorema de naturaleza combinatoria que como vere-
mos es equivalente al Teorema de punto fijo de Brouwer. En esta y otras demostraciones
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de geometria combinatoria se construye a un grafo auxiliar y se usa la siguiente propiedad
béasica.

Observacién 3.1. Un grafo es un conjunto V' de vértices conectados por aristas, que son
a su vez pares de vértices. El grado de un vértice es el niimero de aristas que lo contienen.

El ntimero de vértices de grado impar de un grafo es par.

Demostracion. La suma de los grados de todos los vértices es exactamente el doble del
numero de aristas del vértice, puesto que cada arista la contamos una vez para cada uno
de sus vértices. Tomando médulo 2 en la suma de los grados de los vértices, todos los
vértices de grado par desaparecen, y queda un 1 por cada vértice de grado impar. Como
la suma es par, médulo 2 debe ser 0, por tanto necesariamente hay un nitmero par de
sumandos. O

Pasemos ya a establecer la terminologia necesaria para enunciar el Lema de Sperner.
A partir de ahora denotaremos [n] = {1,...,n}. En todo lo que sigue consideramos un
complejo simplicial K que es una subdivision K del simplice o™.

Definicién 3.2. Un etiquetado del complejo simplicial K es una funcién A : vert(K) — Z.

Decimos que un n-simplice ¢ de K esta totalmente etiquetado si todos los elementos
de [n + 1] son la etiqueta de un vértice. Esto implica que sus n + 1 vértices tienen todos
etiquetas distintas y cada uno de los elementos de [n + 1] es la etiqueta de exactamente
un vértice.

Definicién 3.3. Un etiquetado A del complejo simplicial K se denomina de Sperner si
para todo vértice v, vxw) # 0.

Proposicién 3.4 (Lema de Sperner). Sea A : vert(K) — [n+1] un etiquetado de Sperner
del complejo simplicial K. Entonces existe al menos un n-simplice totalmente etiquetado
en K.

De hecho, el nimero de n-simplices totalmente etiquetados es impar.

Demostracion. Demostraremos el teorema realizando induccién sobre n.

En el caso n = 1, el simplice es un segmento con un extremo etiquetado con un 1
y el otro etiquetado con un 2. Por tanto podemos empezar en el extremo con el 1 e ir
avanzando, y encontraremos cierto nimero de vértices etiquetados con 1s hasta encontrar
el primero con un 2. El simplice formado por el iltimo vértice etiquetado con un 1 y el
primer vértice etiquetado con un 2 esta totalmente etiquetado. Si ahora empezamos por
este primer vértice etiquetado por 2 y procedemos analogamente, o bien alcanzamos el
extremo de todo el segmento y hay un sélo simplice totalmente etiquetado, es decir un
numero impar, o bien encontramos un primer vértice etiquetado por 1, obteniendo un
segundo simplice totalmente etiquetado. Como este segundo simplice totalmente etique-
tado termina con etiqueta 1, y la ultima de todas las etiquetas es 2, al repetir el proceso
encontraremos necesariamente un tercer simplice totalmente etiquetado. Es claro que de
este modo enumeramos todos simplices totalmente etiquetados y el proceso termina con
un nimero impar de ellos.
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FiGUurA 4. Ejemplo del grafo asociado al etiquetado de Sperner

Ahora sea n > 2. Consideramos la cara (n — 1)-dimensional ¢"~! de A" dada por la
envolvente convexa de eq,...,e,, y denominamos K’ al complejo simplicial formado por
los simplices de K contenidos en 0" !. El etiquetado )\ induce por restriccién a K’ un
etiquetado de Sperner \' con etiquetas en [n|, porque \ es de Sperner y para todo vértice
v de K’, su ultima componente es v, 11 = 0.

Consideramos el siguiente grafo. Los vértices son todos los n-simplices 0 de K més un
vértice extra X. El vértice X esta conectado en el grafo a cada n-simplice que tenga una
cara (n—1)-dimensional 7 en K’ totalmente etiquetada. Dos n-simplices estan conectados
si y s6lo si comparten una cara (n — 1)-dimensional totalmente etiquetada.

En primer lugar, X tiene grado impar.

En efecto, por hipdtesis de induccién, hay un nidmero impar de (n — 1)-simplices 7
totalmente etiquetados en el etiquetado A de K’, y aplicando la proposicién 2.10 cada
uno de ellos es una cara (n — 1)-dimensional de un tnico n-simplice o de K. Ademas estos
n-simplices son todos diferentes, esto es, no se da el caso de que dos (n — 1)-simplices 7y,
Ty sean cara del mismo n-simplice o.

El motivo es que 7, y T» estdn contenidos en 0™~ !, que al ser (n — 1)-dimensional el
nimero maximo de vértices afinmente independientes en él es n. Si tal o existiera, sus
n—+ 1 vértices serian necesariamente los vértices de 71 y 75, porque cada uno de ellos tiene
n vértices y 71 # 7o, y por tanto o también estaria en "~ y por tanto sus vértices no
serian afinmente independientes, lo cual contradice la definicién de simplice.

Todos los demas vértices tienen grado 0, 1 o 2. Para demostrar esto, contaremos el
nimero de caras (n — 1)-dimensionales totalmente etiquetadas de cada simplice. Conside-
ramos las etiquetas de los vértices de los n-simplices y hacemos la siguiente distincién de
casos:
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= Silaimagen por A de los vértices de un n-simplice o no contiene a [n], entonces la de
sus caras tampoco, por tanto no tiene ninguna cara (n — 1)-dimensional totalmente
etiquetada y o tiene grado deg(o) = 0.

» Si la imagen de los vértices de un n-simplice o es [n + 1], entonces la tnica cara
(n — 1)-dimensional 7 totalmente etiquetada es la inica que no contiene al vértice
con etiqueta n + 1, porque n + 1 ¢ [n]. Hacemos una distincién de casos adicional:

e Si 7 estd en el borde, como 7 estd totalmente etiquetada, la coordenada (n+1)-
ésima de todos sus vértices es nula, luego 7 € K’ y o esté conectado en el grafo
unicamente a X.

e Si 7 no esta en el borde, aplicando la proposicién 2.10 es cara de exactamente dos
n-simplices, luego o esta conectado en el grafo inicamente a este otro simple.

Por consiguiente, o tiene grado 1.

= Silaimagen es [n], entonces hay dos vértices con la misma etiqueta. Las dos tinicas
caras (n — 1)-dimensionales 7, 7’ totalmente etiquetadas son las que no contienen a
uno de los dos vértices con la etiqueta repetida. De nuevo distinguimos dos casos:

e 7 0 7' estd en la frontera de o™. Sélo una de las dos puede estar en K’ puesto
que como vimos al calcular el grado de X no puede haber un n-simplice de
K con dos caras (n — 1)-dimensionales totalmente etiquetadas en K’. De esta
manera, si 7 estd en el borde, o se conecta a X, y entonces 7’ es la cara de otro
o', al que o se conecta también. Ya no hay més caras con las que o se conecte.

e Sini 7 ni 7" estdn en el borde, aplicando de nuevo la proposicién 2.10 cada una
de ellas a cara de otro n-simplice. Estos dos n-simplices son distintos porque
de ser el mismo compartiria con ¢ al menos n + 1 vértices, esto es, todos. En
suma o estd conectado en el grafo exactamente a esos dos n-simplices.

Por consiguiente, el simplice o tiene grado 2.

Esto quiere decir que los vértices con grado impar que no sean X son los vértices
totalmente etiquetados. Dado que un grafo tiene un niimero par de vértices de grado impar
y X tiene grado impar, hay un niimero impar de n-simplices totalmente etiquetados. [

Hemos escogido esta prueba del Lema de Sperner porque tiene asimismo una utilidad
algoritmica: si recorremos el grafo empezando en el vértice X en algiin momento llegare-
mos a un simplice de grado 1, que es un simplice totalmente etiquetado. No obstante no
podemos proporcionar ninguna garantia de que este método sea mejor que recorrer todos
los simplices posibles por fuerza bruta.

Como ya adelantamos al comienzo de la seccién, el Lema de Sperner no es un mero
resultado combinatorio, pues de hecho es equivalente al Teorema de punto fijo de Brouwer.
Esto quiere decir que hay una prueba directa de cada uno de los dos resultados empleando
el otro.

Demostracion del Teorema de Punto Fijo de Brouwer usando el Lema de Sperner. Dado
que la bola cerrada unidad B™ y |A™| son homeomorfos por 2.8, basta probar el Teorema
del punto fijo para una aplicacién continua f : |A"| — |A"|.

Consideramos las subdivisiones baricéntricas iteradas sd®* A", k > 1. Si para algtn k
alguno de los vértices es un punto fijo, entonces f en efecto tiene un punto fijo y hemos
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terminado. Si este no fuese el caso, podemos equipar sd® A™ con un etiquetado X tal que:

(f(v) = v)aw) <0

En efecto, como f(v) y v estdn en |A"|, las sumas de sus coordenadas son 1, luego la de
las coordenadas de f(v) — v es 0. Como f(v) # v alguna de las coordenadas de f(v) — v
debe ser negativa. Ademds v no es un punto fijo, por lo que alguna de las coordenadas
de f(v) — v debe ser negativa. Este etiquetado es claramente un etiquetado de Sperner,
dado que si v; = 0 entonces (f(v) —v); = f(v); > 0.

Asimismo, aplicando el Lema de Sperner hay al menos un simplice totalmente etique-
tado oy, con baricentro z,. Dado que estamos en un compacto, la sucesién xj tiene al
menos un punto de acumulacién x. Puesto que o esta totalmente etiquetado, para todo
i hay un vértice de oy, v, tal que (f(v) —v); < 0. Asimismo la distancia de los vértices
de o, a xp decrece de forma exponencial en k porque el didmetro de o, es menor o igual
que (725)" diam(|A"]). Es decir, los vértices también se acumulan a z. Como estamos en
un compacto f es uniformemente continua, luego para todo € > 0 existe un § > 0 tal
que si ||z — y|| < J entonces ||f(z) — f(y)|| < €. Por tanto para todo € > 0 existe un k
tal que para el vértice v de oy tal que (f(v) —v); <0, ||f(xx) — f(v)|| < &, por tanto

(f(z) —2); <0. Si anadimos el hecho de que por estar tanto x como f(z) en |A"|,

n+l n+1 n+1
d (flw) =)= fla)i—Y x=0,
i=1 i=1 i=1
nos da f(x); = x; para todo i, y por tanto f(z) = x. O

De este modo tenemos demostrados ambos resultados. Pero como ya hemos dicho, en
realidad son equivalentes:

Demostracion del Lema de Sperner usando el Teorema de punto fijo de Brouwer. Sea \ :
vert(K) — [n+1] un etiquetado de Sperner de una triangulacién K de A". Construimos la
funcién continua f : |A"| — |A"| como la extensién lineal afin de la aplicacién simplicial
de K a A™ definida en los vértices de K de la siguiente forma:

vire, j=AMv)+1l médn+1

Aplicando el Teorema de punto fijo de Brouwer sabemos que f tiene al menos un punto
fijo z. Sabemos que z es una combinacién convexa de una serie de vértices vy,

d
r = E )\kvk
k=1

para cierto d, en la cual podemos tomar A\; > 0. Como z; = 0 y las coordenadas de los vy,
son positivas por estar en |A"|, la coordenada i-ésima de todo vy es nula. Por definicién
de f,

d d
flz) = Z e f (V) = Z ARCA(uR)+1  méd ntl
k=1

k=1
Tenemos f(vy) = e si y s6lo si A(vg) +1 = j mdd n + 1, que junto con j = i+ 1
moéd n+ 1 implica A(vy) =¢ méd n+ 1, lo cual, dado que ambos son menores que n + 1,
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se da si y sélo si A(vg) = i. Esto significa que podemos escribir

d
F@); = Miaw)
k=1

donde usamos la 6 de Kronecker, ¢;; = 1, §,; = 0 para ¢ # j. Veamos que z =
(x1,...,Tny1) no puede estar en la frontera de |A"|, esto es, que no puede haber ningin
indice i tal que x; = 0. Si z estuviese en la frontera de |A™|, sea i un indice tal que x; = 0,
xz; #0,conj=i+1 méd n+1 (siempre hay un indice asi porque = # 0). Sabemos que
(v)i = 0, luego A(vy) # @ por ser A un etiquetado de Sperner, con lo cual f(z); = 0. Esto
contradice que x sea un punto fijo, pues habiamos escogido j tal que z; # 0.

Por tanto tenemos un punto fijo = que no estd en la frontera de |A™|, y por tanto
ninguna de sus coordenadas es nula. En particular, para la coordenada j-ésima tenemos

d
0# f); =Y Mbir),
k=1

luego existe un vértice vy con A\(vg) =14, con j =i+ 1 mdd n + 1. Por tanto, el simplice
en el que se encuentra x esta totalmente etiquetado |

4. DIVISION JUSTA Y LIBRE DE ENVIDIA

La divisién justa tiene una soluciéon bastante simple. Recordamos nuestro modelo: tra-
tamos de dividir el intervalo I = [0, 1] de acuerdo con medidas continuas de probabilidad
que pueden tomar valores negativos p;, 1 <7 < n. Sea t el menor valor tal que existe un

i para el cual 44;([0,¢]) =

t =inf {t € [0,1]|3i € [n], w:([0,¢]) = 1}.
Este t existe porque la funcién ¢ — 1,([0,¢]) es continua para todo i, en 0 vale 0 y en 1
vale 1, y por tanto toma todos los valores intermedios. Esto quiere decir que para todas
las demas personas el intervalo [¢, 1] tiene valor al menos "T_l, pues para j distinto de 7 y
por definicién de ¢, si p;([0,¢]) > L, entonces de nuevo por continuidad serfa 4;([0,¢]) = +
para cierto t' < t, lo cual contradice la definicién de t.

Damos a la persona i el intervalo [0,t] y repartimos el resto inductivamente entre los
demas.

Esta solucién realiza n — 1 cortes, claramente el menor niimero posible, y es conocida
como el algoritmo del cuchillo (moving knife algorithm,).

Pero podemos obtener también una solucion libre de envidia. Vamos a exhibir una y a
dar un algoritmo para la aproximacion de soluciones libres de envidia también realizando
Unicamente n — 1 cortes.

Una divisién puede ser algo mucho mas complicado que dividir el intervalo en n trozos,
pero nos restringiremos a este tipo de divisiones puesto que bastan para encontrar una
division libre de envidia, y es posible que la division del pastel fuese también costosa. Por
ejemplo si en lugar de algo tan trivial como un pastel estuviésemos repartiendo la explota-
cién industrial de cierta region por varias empresas, y cada drea de explotacion conllevase
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ciertos gastos fiscales. Consideraremos tnicamente el caso particular A; = [l;_1,[;]. De
hecho emplearemos la siguiente notacién para los A;:

Una division del intervalo unidad en n trozos queda univocamente determinada por el
vector v = (t1,...,t,) de las longitudes de los intervalos en los que queda dividido,

I =7, 1), 1=t
j=1

para 1 < ¢ < n. Por supuesto la suma vacia [{ es 0.

Si permitimos intervalos de longitud 0, todos los posibles vectores de longitudes forman
el (n — 1)-simplice o™ 1.

Lema 4.1. Cualquier subdivision baricéntrica iterada sd® A"=' (k > 1) tiene un etique-
tado p : vert(sd® A"=1) — [n] tal que todo (n — 1)-simplice estd totalmente etiquetado.

Demostracion. Por definicién de subdivisién baricéntrica, todo vértice v/ de sd® A"~ res-
ponde a la férmula
i
- Ly
V= Uk
k=0

para ciertos vértices vy que pertenecen al mismo (n — 1)-sfmplice de sd*~* A"~!. Esta
expresion es unica dado que los vértices de un simplice son afinmente independientes, en
particular el nimero de sumandos es tnico. Entonces el etiquetado

p:vert(sd® A" = [n] s 0 i

es un etiquetado tal que todo (n — 1)-simplice estd totalmente etiquetado, porque cada
vértice es la media de un ntimero distinto de sumandos. 0

Teorema 4.2. FExiste un algoritmo que permite calcular una solucion libre de envidia
aprorimada para cualquier . Este algoritmo converge, esto es, la sucesion de las soluciones

para € = % converge a una solucion exacta.

Demostracion. Sea sd® A"~! una subdivisién baricéntrica, y p : vert(sd® A" 1) — [n] un
etiquetado tal que todo (n — 1)-simplice esté totalmente etiquetado.

Consideramos el vértice v = (ty,...,t,) de sd® A"~! cuya etiqueta denotamos p(v) = ;
este v corresponde a una particién (I7,...,IY) como se explic previamente. Sea A(v)
el indice j donde p;(I7) alcanza el maximo, o en caso de haber varios, uno cualquiera
de ellos. En otras palabras, A(v) es el nimero de un trozo que es el mas grande para la
persona i. Adicionalmente, puesto que si ¢; = long([}) es 0 entonces y;(I7) = 0, y dado
que

pig (1Y) + -+ + (1) = 1
es imposible que todos sean menores o iguales que 0, tenemos 0 # t; = v;, y asi vy, # 0.
Por tanto A es un etiquetado de Sperner.

Aplicando el lema de Sperner obtenemos un (n — 1)-simplice o}, totalmente etiquetado.
Dado que o0}, esta totalmente etiquetado respecto tanto a p como a A, p y A son biyecciones
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entre los vértices de oy y [n]. Componiendo una biyeccién y la inversa de la otra obtenemos
la permutacion 7y : [n] — [n] de la forma siguiente:

Sabemos que para cualesquiera i, i, se cumple p;(1 ;k(i)) > il (i,)) por definicién de
7, y de A. Esto se puede traducir en que cada persona i prefiere el trozo (7).

Sea x}, el baricentro de o. Por 2.16 sabemos que

[(wx); — vy < |z — ] —0

y por tanto para todo 0 > 0 hay un N tal que para todo k& > N, para todo j y para
todo v vértice de oy, |(x)); — v;| < 0. Ademds dado que las funciones p; son continuas y
las evaluamos en conjuntos compactos, son uniformemente continuas. Esto significa que
dado un € podemos fijar un ¢ (y por tanto un N) a partir del cual

|Mz’(]fk) —Mz‘(]gp” <5,

y por tanto usando usando que (17, ;) = pi(I}, ), tomando v el vértice de o, que
tiene p(v) = i, para cualquier otro 7',

:ui(I::(i/)) - :U’i(I::(i)>
= w13} i) = a3 o) + 1a(L7, o) — (L, ) + 1Lz, ) — a7y )
< il ) — il LZ o) + a7 ) — (L7 o) + L7 0) — (L)) < €
y por consiguiente
il L) = il o) — €,
luego la divisién (I7*, ..., I**; 1) es una divisién e-aproximada.

Para calcular la divisién exacta consideramos la sucesién (x;) que da la solucién e-
aproximada para € = % Por compacidad tiene una subsucesiéon convergente, (xy,). Dado
que el nimero de permutaciones de [n] es finito, podemos tomar la subsucesién de forma
que las permutaciones 7, sean constantes, m, = 7. Sea

(t1,...,tn) = o = lim zy,
l—00
La divisién asociada (I7,...,I%;m) es la solucién libre de envidia que desedbamos, pues

como las p; son continuas,
1i(Liy) = mi(Lggry)-
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5. LEMA DE TUCKER

En esta secciéon demostraremos el Lema de Tucker y explicaremos su relacion con el
Teorema de Borsuk-Ulam. De la misma forma que el Lema de Sperner es el equivalente
combinatorio del Teorema de punto fijo de Brouwer, el Lema de Tucker es el equivalente
combinatorio de Teorema de Borsuk-Ulam.

El Lema de Tucker se centra en la relacion entre los puntos y sus antipodas, especial-
mente para los vértices. No obstante para ello primero debemos asegurarnos de que las
antipodas de los vértices existan.

Definicién 5.1. Utilizamos la siguiente notacién: [£m] = {£1,...,£m}.

Decimos que una subdivision K de un complejo simplicial A es antipodal si para todo
vértice v de K, —v también es un vértice de K. En ese caso, un etiquetado A : vert(K) —

[£m] es antipodal si para todo vértice v, \(v) = —A(—v).
Entonces, un d-simplice es (+)-alternante si tiene etiquetas {+jo, —7j1, ..., (=1)%ja}, ¥
es (—)-alternante si tiene etiquetas {—jo, +71, ..., (=1)*1j4}, donde 1 < jo < jy < ... <

Ja < m. Si un simplice es (+)-alternante o (—)-alternante, decimos que es alternante.

En otras palabras, para que sea alternante queremos que todas las etiquetas tengan
distinto valor absoluto, y que al recorrer los vértices en orden creciente de valor absoluto
de sus etiquetas, los signos de esas etiquetas sean alternantes, empezando por + para
(+)-alternante o por — para (—)-alternantes.

+7 —6
-9 +8
+1 -3

(+)-alternante (-)-alternante

F1GURA 5. Simplices alternantes

Sea K una subdivisién antipodal de un complejo simplicial A y A : vert(K) — [£m]
un etiquetado antipodal. Sea asimismo ¢ = +1. Decimos que un d-simplice es e-casi-
alternante si no es alternante pero tiene una cara de dimensioén d — 1, esto es, una faceta,
que es e-alternante.

Sea A un complejo simplicial, y A : vert(A) — [£m] un etiquetado. Decimos que una
arista de A, es decir, una cara 1-dimensional conv(u,v), es una arista complementaria si

Aw) + Aw) = 0.
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+7
+9 -3
(+)-casi-alternante (-)-casi-alternante
+4 +7
+8
-3
—4 +5
(+)-casi-alternante ni alternante

ni casi alternante

con arista complementaria

FiGurA 6. Simplices casi-alternantes

Proposicién 5.2. Sean K una subdivision antipodal de I'™ y A : vert(K) — [£m] un
etiquetado antipodal sin aristas complementarias. Sea asimismo o un d-simplice e-casi-
alternante. Entonces o no es (—¢)-casi-alternante. Ademds, o tiene exactamente dos fa-
cetas e-alternantes.

Demostracion. Sean vy los vértices de o y jr los valores absolutos de sus respectivas
etiquetas, ordenados de forma creciente, esto es, 1 < jp < --- < jg < m. Sea 7 una faceta
g-alternante de o, y v; el tnico vértice que ¢ no contiene. Distinguimos los siguientes
casos:

» i =007 =d. Entonces \(v;) tiene el mismo signo que A\(vy) coni’' =104 =d—1
respectivamente, porque si no o seria (—¢)-alternante o (¢)-alternante respecti-
vamente. Nuestro ¢ no puede tener unicamente un vértice porque entonces seria
trivialmente alternante, y si tiene dos entonces cada una de las dos facetas es en
efecto e-alternante y hemos terminado. Si este no es el caso y o tiene mas de dos
vértices, sea i" =3 01" =d— 2.

m i # 0y i#d. Porser 7 alternante, A(v;_1) y Mv;y1) tienen distinto signo, y por
tanto A(v;) tendra el mismo signo que alguno de los dos, al que denominamos vy
(!=i—1od=1i+1).Seai’” =i+ 10" =1i— 1 respectivamente.

Entonces las tnicas facetas alternantes son las que no contienen a v; o a vy, porque si
contienen a ambos tendrian dos etiquetas con valores absolutos consecutivos pero con
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el mismo signo. Para ver que estas dos facetas son en efecto e-alternantes, 7 lo es por
hipétesis, y la otra lo es porque dado que A(v;) y A(v;#) tienen signos distintos y A es un
etiquetado libre de aristas complementarias, j; # j;». Por tanto podemos sustituir en la
cadena 1 < jgp < J1 < ... < Jic1 < Jix1 < ... < jqg < m la etiqueta j; por jy y seguird
siendo una cadena de desigualdades estrictas, y los signos de las etiquetas seguiran siendo
alternantes. 0

El requisito de que no haya aristas complementarias es indispensable, un contraejemplo
de dimensién 1 con aristas complementarias es:

+2e— o -2

FIGURA 7. Un simplice (+)-casi-alternante y (—)-casi-alternante

En este caso cada una de las facetas es un unico vértice, por lo que son alternantes,
y dado que las etiquetas tienen distinto signo, serfa tanto (4)-casi-alternante como (—)-
casi-alternante.

Teorema 5.3 (Lema de Ky Fan, versién débil). Sea K una subdivision antipodal de T™ y
At vert(K) — [£m] un etiquetado antipodal sin aristas complementarias. Entonces hay
un numero impar de n-simplices (+)-alternantes.

Demostracion. Para ¢ = +1 denotamos Hf C |I'| los puntos x = (x1,...,2,41) de [T
tales que x;41 tiene signo € o es nulo, y para todo j > ¢+ 1, z; = 0.

FIGURA 8. Los H; paran = 2



22 AITOR ALONSO LORENZO

Dado que cada uno de los simplices de I'" estd en uno de los H:, todos los simplices
de K también estaran contenidos en al menos uno de los H;. Para cada simplice o de K,
decimos que el H; minimal que contiene a o lleva a o.

La subdivisién K tiene asociado un grafo de modo natural: los vértices son los simplices
de K y dos de ellos estan conectados si uno es faceta de otro. Pero este grafo es demasiado
grande para nuestros propdsitos, y es el siguiente (sub)grafo el que interesa.

Los vértices del nuestro subgrafo son los simplices o llevados por Hj de uno de estos
tres tipos:

(a) o tiene dimension d — 1 y es e-alternante.
(b) o tiene dimensién d y es e-casi-alternante.
(c) o tiene dimensién d y es alternante.

Y dos éstos vértices se conectan cuando uno es faceta del otro y se cumplen las condiciones
siguientes.

(i) Un simplice o de tipo (a) es faceta de exactamente dos simplices p1, pa que estan
en H; U H;*°. Esto es porque

H;UH; =T"NR"! =T

y podemos aplicar el argumento de 2.13. Esos dos simplices son llevados por Hj
porque dado que o es llevado por Hj y no por H5_;, la coordenada (d+ 1)-ésima de
alguno de sus vértices debe ser no nula, y un simplice de una subdivision de I'" no
tiene dos vértices que tengan una coordenada con signo distinto. Ademas, si p; es
alternante es de tipo (c), y si no es alternante es e-casi-alternante llevado por Hg,
luego es de tipo (b). En todo caso es un vértice de nuestro grafo.

En esta situacion, o se conecta a p; y a ps.

Estas otras dos aristas las contaremos nuevamente al considerar las aristas de los
simplices de tipo (c) en (iii) y las de los simplices de tipo (b) en (ii).

(ii) Un simplice o de tipo (b) tiene exactamente dos facetas 71, 72 que son e-alternantes
por la proposicién previa 5.2. Si 7; es llevada por Hj es de tipo (a), y si es llevada
por H 5’_1 es de tipo (c), luego siempre esté en nuestro grafo.

En este caso, o se conecta a 71 y a Ty.

Observamos que si 7; es de tipo (a) entonces la arista ya la habiamos introducido
en (i), y por tanto no estamos anadiendo aristas extra a los simplices de tipo (a).
Si es en cambio de tipo (c), la introduciremos nuevamente en (iv).

(iii) Un simplice o de tipo (c) y dimensién d # 0 tiene una faceta 7 que es e-alternante
y estd contenida en Hj. En efecto, esa faceta se obtiene eliminando el vértice con
mayor o menor etiqueta (en valor absoluto) segin convenga por los signos. Si 7 es
llevada por un Hj , es de tipo (c), y si no, es llevada por H5 y es de tipo (a).

En este caso, conectamos o a 7.

Observamos de nuevo que si 7 es de tipo (a) entonces la arista ya la habiamos
introducido en (i), luego no anadimos aristas extra a los simplices de tipo (a). Si 7
es en cambio de tipo (c), entonces la arista la contaremos en (iv).
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(iv) Un simplice o de tipo (c), e-alternante y de dimension d # n es faceta de dos
simplices, uno en Hj , y otro en H, 7, (por 2.13). Denotamos p el llevado por Hg,.
Por construccién, p tiene dimensién d + 1, y como tiene una faceta e-alternante es
de tipo (c) o de tipo (b), si es o si no es alternante respectivamente.
En este caso, conectamos o a p.
Si p es de tipo (b) ya habiamos introducido la arista previamente en (ii), y si es
de tipo (c¢) ya la habiamos introducido en (iii).

Obtenemos un grafo cuyos vértices tienen grado < 2,y los de grado 1 son los de tipo (c)
y dimensién d = 0,n, es decir, son los dos puntos e; y —e; y los n-simplices alternantes.
En este grafo, nos fijamos en los caminos v que no son ciclos, que tendran dos extremos
de grado 1 (entre los anteriormente enumerados). Por ser el etiquetado antipodal, —v es
otro camino, y tiene que ser distinto de ~.

En caso 7 = —7, se intercambiarian los extremos, que serian antipodales. Si v tuviese
un ntmero impar de vértices tendria un vértice central, que seria necesariamente autoan-
tipodal, lo cual es imposible porque 0 ¢ |I'"|. Si tuviese un niimero par de vértices habria
una arista central (7, ), con 7 una faceta de o, no obstante o = —7, lo cual es imposible
porque son de distinta dimension.

Por consiguiente el nimero de caminos v es par, digamos 2c¢ y el de sus extremos doble,
es decir 4c. Dos de esos extremos son los vértices ey, y los restantes 4c — 2 son los
n-simplices alternantes. Pero estos vienen en pares antipodales: (+)- y (—)-alternantes.
Concluimos que hay 2¢ — 1 simplices (+)-alternantes: un nimero impar. O

De este lema de Ky Fan deducimos como corolario:

Corolario 5.4 (Lema de Tucker). Sea K una subdivision antipodal de I'™ y X : vert(K) —
[£n] un etiquetado antipodal. Entonces hay al menos una arista complementaria.

Demostracion. En las condiciones del Lema de Ky Fan sélo puede haber un n-simplice
alternante en el caso m > n + 1, porque para que un n-simplice sea alternante sus n + 1
etiquetas deben tener distinto valor absoluto. Por tanto todo etiquetado antipodal X :
vert(K) — [£n] debe contener al menos una arista complementaria. O]

Si nos hemos decantado por una prueba constructiva del lema de Ky Fan es porque
la misma construcciéon nos permite encontrar una arista complementaria en el Lema de
Tucker. En esa prueba constructiva la hipotesis de que no hubiera aristas complementa-
rias interviene en la proposicion previa 5.2. Si esa hipdtesis no se hace, necesitamos un
resultado previo diferente. Especificamente:

Proposicién 5.5. Sean K una subdivision antipodal de I'™ y X : vert(K) — [£m] un
etiquetado antipodal. Sea asimismo o un d-simplice e-casi-alternante con una arista com-
plementaria conv(u, v). Entonces o tiene como mdzimo dos facetas alternantes. De hecho,
st d =1 tiene dos, y en caso contrario solo una, que es e-alternante.

Demostracion. Como |A(u)| = |A(v)], las tnicas facetas de o que pueden ser alternantes
son las que no contienen a a ambos extremos u y v, por tanto sélo hay dos posibles:
la que no contiene a u y la que no contiene a v. Si d = 1 esas dos facetas son v y u
respectivamente, y por tanto son alternantes. En caso contrario ordenamos los vértices
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de o de forma que sus valores absolutos sean crecientes y sea 7 una faceta e-alternante
de o, podemos suponer que u es vértice de 7. Si ordenamos los valores absolutos de los
vértices de la faceta que no contiene a u, que denominaremos 7/, obtenemos exactamente
la misma secuencia, y como d > 1, hay algin vértice w de 7 contiguo en la secuencia a
u, y como 7T es alternante la etiqueta de w tiene distinto signo que la de u. Por tanto en
la secuencia de 7/, w y v son también consecutivos, pero sus etiquetas tienen el mismo
signo, por lo que 7’/ no es alternante. [

Este resultado reemplaza a 5.2 en la construccién del grafo de la prueba del Lema de
Ky Fan presentada, y como deciamos nos permite encontrar una arista complementaria
dado un etiquetado antipodal X : vert(K) — [+n].

En efecto, construyamos el grafo, y analicemos los vértices de grado 1 que obtene-
mos. Como hemos senalado en la demostracion del Lema de Tucker, no hay n-simplices
alternantes, luego los simplices de grado 1 que obtenemos en el grafo son

(i) los de tipo (c) de dimensién 0,
(ii) los simplices de tipo (b) y dimensién d > 1 con una arista complementaria, y
(iii) tal vez alguna arista complementaria de tipo (b).

Ahora podriamos detallar con toda exactitud qué aristas complementarias de tipo (b)
tienen grado 1, pero ni siquiera es necesario, pues en el grafo no aparece ningin vértice
de grado mayor que 2 y todos los vértices de grado 1 salvo +e; tienen una arista com-
plementaria. Ademéas, como ya vimos en la demostracion del Lema de Ky Fan, +e; no
pueden estar conectados por un camino. Por consiguiente, si comenzamos en el vértice
e1 v seguimos el camino del grafo que comienza en él, el extremo de ese camino sera un
simplice de tipo (b) con una arista antipodal. O

No obstante, hay que precisar que no podemos afirmar que este método tenga una
complejidad mejor que la busqueda por fuerza bruta.

A continuacién demostramos el Teorema de Borsuk-Ulam.

Demostracion del Teorema de Borsuk-Ulam usando el Lema de Tucker. Como por 2.12 el
poliedro |I'"| es homeomorfo a S™, podemos asumir para buscar la contradiccién que hay
una aplicacién antipodal f : |[['""| — R" sin ceros.

Si este fuera el caso, como |[['| es compacto, max{f(x); : 1 <i<n + 1} alcanza su
minimo € > 0. En otras palabras, para cada x € |['"| existe un ¢ tal que | f(x);| > €. Dado
que estamos en un compacto f es uniformemente continua, luego existe un 6 > 0 tal que
si ||lu—wv]] <9, entonces ||f(u) — f(v)|| < e. Ademads, por la proposicién 2.16 existe un k
tal que para cualesquiera vértices u, v de un mismo simplice de sd” '™, ||u —v|| < 6. Dado
ese k, definimos K = sd*I'™. Por consiguiente, para todas las aristas conv(u,v) de K,
Il f(u) — f(v)|| < e. Construimos el siguiente etiquetado antipodal A de la forma siguiente:
sea i(v) el minimo indice tal que |f(v);w)| > €. Entonces

) — +i(v) if f(v)iw) > €,
A(v) { Zi0) B f(0)i < —=
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Tenemos que A es antipodal porque, dado que f es antipodal, |f(—v);| = | — f(v);| =
| f(v)i], luego i(—v) =i(v), y como f(—2v)iw)f(v)iw) <0, se concluye A(—v) = =A(v).

Aplicando el Lema de Tucker existe una arista conv(u, v) con A(u) = —A(v). Podemos
suponer A(u) > 0. Sea i = A(u). Por definicién de A, f(u); > ¢y f(v); < —¢, lo cual
contradice || f(u) — f(v)|| < e. O

Con lo cual le lema Tucker y el teorema de Borsuk-Ulam quedan demostrados. Veamos
que como hemos dicho anteriormente son formalmente equivalentes.

Demostracion del Lema de Tucker usando el Teorema de Borsuk-Ulam. Sea \ : vert(K) —
[£n] un etiquetado antipodal. Construimos la funcién continua f : |[I'"| — R™ como la ex-
tension lineal afin de la siguiente aplicacion simplicial de los vértices de K de la siguiente
forma:

v Sgn()‘(v))e|/\(v)|+l méd n+1
Se comprueba inmediatamente que f es antipodal, por la definicion de extensiéon y ser
antipodal el etiquetado.

Aplicando el Teorema de Borsuk-Ulam sabemos que hay un = € |I™] tal que f(z) = 0.
Ademads x es una combinacién convexa de una serie de vértices vy,

T = Z)\kvka )\k Z 07

k=1

y como f(x) =0, los vectores

E\(w1)[+1 méd nt1s -« -5 E\(vp)|+1 méd nt1

son linealmente dependientes. Por tanto debe haber al menos dos vértices v; y v; tales
que [A(v;)| = |A(v;)|. De nuevo por ser f(z) = 0, debe haber un par v;,v; de esos con
sgn(A(v;)) # sgn(A(vj)). Por tanto conv(v;, v;) es una arista complementaria. O

Para completar las comparaciones entre los diversos teoremas y lemas que hemos pro-
bado hasta ahora, terminamos la seccién con la

Demostracion del Teorema del punto fijo de Brouwer usando el Teorema de Borsuk-Ulam.
Procedemos por reduccion al absurdo, suponiendo que existe una aplicaciéon continua
f : B"™ — B" sin puntos fijos. Es bien sabido que se puede definir una retraccion
g : B" — S"! como indica la figura

9(x) = f(z)+p(z)(z—f())

B™:||z|><1 St z)?=1
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pues g es es la identidad en S*~!. Ahora definimos una aplicacién antipodal h : S — S*1
como sigue:
Ti,...,Ty)  Slxpeg >0,
h(x T :{ g(@, -, .
(@1, o) —g(x1,...,x,) sixy <0.
Pero vista como aplicacién con valores en R", h es una aplicaciéon antipodal sin ceros, lo
que es contrario a Borsuk-Ulam. O

6. DIVISION 1/2 CONSENSUADA

De forma similar a la divisién libre de envidia, demostraremos que puede encontrarse
una solucion exacta en como maximo n cortes. Por ello, en esta seccién nos restringiremos
de nuevo a soluciones que requieran como mucho n cortes. Para representar los n cortes,
dividiremos el intervalo I = [0, 1] de la siguiente manera:

n+1 %

I:U[?—lv i, 5 =0, l?:th; ti=1; —1li1.

i=1 Jj=1

Para determinar una particién en 2 mitades, tan solo resta determinar a qué mitad per-
tenece cada uno de los trozos. Denominaremos a las dos mitades A% y A?. Definimos
€1,...,En41 de la siguiente forma: si [I7 ,, (7] C A%, entonces ¢; = 1, y si [I7 ,[7] C A”,
entonces ¢; = —1. De esta forma podemos definir el punto z = (e1t1,...,n11tns1). No
obstante la definicién de los ¢; tiene un fallo: puede ser que [I¥ |, 7] esté tanto en A%
como en A”, en caso de que sea un unico punto. En este caso, puesto que t; es cero, no
nos importa el signo de ¢; para la construccion de x, ni nos importa asignar formalmente

ese punto a ninguna de las dos particiones, por tanto podemos olvidarnos de ese corte.

En definitiva, una divisién en dos mitades A% y A? queda univocamente determinada
por este punto x, y por ello las hemos estado escribiendo con superindice x. Asimismo
observamos que z pertenece a |[['"|. Por consiguiente, de aqui en adelante, consideraremos
II'"| nuestro espacio de soluciones.

Para construir un algoritmo que encuentra una divisién % consensuada e-aproximada,
emplearemos el Lema de Tucker. No obstante, es posible demostrar directamente la exis-
tencia de una solucién exacta en n cortes empleando tan sélo el Teorema de Borsuk-Ulam,
aunque sin un método para encontrarla.

Teorema 6.1. Ezxiste una division % consensuada en como mucho n cortes.

Demostracion. Definimos la aplicacién
oI =R co= (i (AL) — i (AZ), oo pn(AL) — 1 (AT)).
Se observa que AY = A”", con lo que f es antipodal. En consecuencia, por el Teorema

de Borsuk-Ulam esta funcién tiene al menos un cero, x, y por consiguiente A7 y A? es la
divisién que buscamos, pues p;(A%) = y;(A”) implica p;(A%) = p;(A*) = 1. O

Procedemos ahora a desarrollar el algoritmo que permite encontrar soluciones aproxi-
madas.

1

5 consensuada

Teorema 6.2. FExiste un algoritmo que permite calcular una solucion
aproximada para cualquier €.
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Demostracién. Consideramos las subdivisiones baricéntricas sd* I'* de I'™. Por 2.16 sabe-
mos que
g = vyl < = vl =0
k—oo

para cualesquiera vértices u, v de un mismo sfmplice de sd® I'. Por tanto para todo § > 0
hay un k, tal que para todo j es |u; — v;| < 6. Ademas dado que las funciones y; son
continuas y las evaluamos en conjuntos compactos, son uniformemente continuas. Esto
significa que dado un e podemos fijar un § (y por tanto un k) a partir del cual

|pi(AL) — pi(AL)| < e

Dado ese k, sea K = sd*I'. En caso de que uno de los vértices de K sea una solucién
exacta, hemos terminado. En caso contrario, definimos un etiquetado \ : vert(K) — [4n)]
como sigue. El valor absoluto |A(v)| serd el indice ¢ donde min{u;(A%), ui(A”)} < 3
alcanza el minimo, y A(v) serd el signo en el que p;(AY) alcanza el minimo. Para que A
sea antipodal, en caso de haber varios indices en los que min{p;(AY ), 11;(A”)} alcanza el
minimo, debemos tomar el mismo indice en v y en —v, por ejemplo tomando siempre el
minimo. Observamos que en el signo de A(v) no hay ambigiiedad posible, porque si ese
minimo es p;(AY) = p;(A%), entonces p;(AY) = ps(AY) = & para todo j, y v serfa una
solucién exacta, lo cual ya habiamos descartado. En otras palabras, A(v) nos indica cudl
es la persona que considera la division por v mas injusta con su valor absoluto, y cudl es

el trozo més pequeno, con el signo.

Aplicando el Lema de Tucker, existe una arista conv(u,v) en K con A(u) = —A(v).
Podemos suponer A(u) > 0. Sea i = A(u). Entonces, u determina la divisién consensua-
da aproximada que buscamos. Para ver esto, por definicién de A, p;(A") > %, y como
i(AY) — (AL < ey pi(A%) > 5, wi(AL) > 5 —e. Asi, por definicién de A, para todo
indice j tenemos que

min{p(AL), 1y (A")} > min{p(AL), p(A)} > L — .
Visto esto, ademas resulta
pi(AL) =1 - pi(A4) <1—(3-¢) =5 +e
1

En suma, 5 —e < p;(AY) < % + ¢, y la divisién determinada por u es en efecto una

division % consensuada e-aproximada. Il

También se podria ahora obtener la existencia de una solucion exacta por un paso al
limite € = % — 0, como en la demostracién de 4.2.
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