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RESUMEN. En este trabajo se expone la teoria necesaria para demostrar en detalle el
teorema de Gauss-Bonnet. Se recuerdan las nociones bdsicas de geometria diferencial
de curvas y superficies (como la primera forma fundamental o la curvatura de Gauss)
y se describen con cierto detalle herramientas mas avanzadas como el Umlaufsatz y las
triangulaciones diferenciables de superficies.
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INTRODUCCION

El propésito principal de este trabajo es la explicacién detallada del teorema de Gauss-
Bonnet y su demostracion. Es un resultado esencial de la geometria diferencial de curvas
y superficies y la topologia, involucrando triangulaciones, orientacién, el Umlaufsatz y la
caracteristica de Euler. Si bien mas adelante daremos la definiciéon precisa de superficie
diferenciable (de ahora en adelante superficie) la nocién intuitiva es que localmente se
comporta como un abierto de un plano afin.

Nuestro punto de partida sera aprovechar el calculo en espacios afines e intentar ex-
trapolarlo a superficies. Para ello, haremos uso del plano tangente a una superficie y
aprovechando su estructura de espacio vectorial podremos empezar a calcular magnitudes
de la superficie, tales como longitudes y areas. Notese que este estudio se centra en la
geometria intrinseca de la superficie, es decir, en las propiedades inherentes a la misma
sin importar en qué espacio ambiente se esté considerando. Para el estudio de esta geo-
metria intrinseca se usa la primera forma fundamental, la cual es un producto escalar en
cada espacio tangente, y como el abierto donde nace la parametrizacion de la superficie se
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encuentra en el plano afin, podremos, ahora si, hacer todos los calculos que necesitemos.
Si bien este estudio de la geometria intrinseca de la superficie, que contiene objetos capi-
tales como las curvas geodésicas, es sumamente interesante porque nos estamos cifiendo
a la superficie y despreocupandonos de en qué espacio ambiente se encuentra, también es
interesante fijarse en este espacio ambiente para obtener informacién adicional.

El estudio de la geometria de la superficie teniendo en cuenta su espacio ambiente
se llama geometria extrinseca y contiene herramientas como los campos normales a una
superficie, la aplicaciéon de Gauss y la segunda forma fundamental. Un problema muy
importante de la geometria extrinseca es ver como se curva una superficie en su espacio
ambiente. Pero si bien intuitivamente cuan curvada estda una superficie puede parecer
una idea relativamente simple, formalizar dicha idea y cuantificarla es un trabajo muy
complicado. Es por ello que no existe una tnica curvatura, sino multiples definiciones
de curvaturas diferentes (curvaturas principales, curvatura media, curvatura de Gauss,
curvatura normal, curvatura geodésica...) con el fin de que si se atnan todas se pueda
llegar a dar una medicién acertada de la nocién intuitiva de curvatura.

Una vez se hayan recordado o detallado, segtin los casos, las nociones basicas de geo-
metria diferencial de curvas y superficies y otros conceptos basicos como la determinacion
de angulos o las regiones simples, estaremos en posicién para describir con rigor tres he-
rramientas, de corte mas técnico, necesarias para la demostracién del teorema de Gauss-
Bonnet: el Umlaufsatz, las triangulaciones diferenciables de superficies y la caracteristica
de Euler de una superficie. Esta tltima es el invariante que tendra un papel central, pues
es mediante €l que el teorema de Gauss-Bonnet relaciona la geometria de la superficie con
su topologia.

Finalmente se demuestra el citado teorema de Gauss-Bonnet, primero en una version
local y después, haciendo uso de todos los conceptos previos que acabamos de mencionar,
el teorema propiamente dicho. Se terminard viendo una serie de consecuencias directas
del teorema gracias al estudio del grado de la aplicacion de Gauss.

1. GEOMETRIA DIFERENCIAL DE CURVAS.

En esta seccién se recopilan nociones de geometria diferencial de curvas, desde defi-
niciones basicas como curva parametrizada y longitud de una curva hasta los teoremas
de Frenet para curvas planas y alabeadas, introduciendo asi la curvatura y la torsion de
curvas. Se supone conocida la asignatura de geometria diferencial de curvas y superficies
y se detallan aquellos aspectos que suelen escapar al contenido real de las clases.

Definiciones 1.1. (1) Una curva parametrizada diferenciable en R™, en adelante curva
parametrizada, es una aplicacion diferenciable v : I — R"™ donde I C R es un intervalo
abierto.

Se dice que (t) es un punto regular si v'(t) # 0 y que v(t) es un punto singular si
7' (t) = 0. La curva es una curva regular si todos sus puntos son regulares.

(2) Una reparametrizacion de v es una composiciéon 7 = v o h donde h es un difeomor-
fismo entre intervalos abiertos de R.
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Definicién 1.2. Sea v : I — R” una curva parametrizada y sean t; < t, valores en I.
Definimos la longitud de la curva vy entre ~(t1) y v(t2) como:

long (7, 1, £2) = / N CIORIO

Noétese que tanto el ser punto regular/singular como la longitud de una curva son pro-
piedades geométricas, independientes de la parametrizacién que se tome, i.e. de cambios
de variable (del pardmetro).

Definicién 1.3. Una curva parametrizada v se dice que esta parametrizada por el arco,
lo que denotamos PPA| si ||| = 1.

Siempre se puede reparametrizar por el arco, lo cual facilitarda mucho los razonamientos.
Por ejemplo, se tiene que

82
long(7, 51, 52) = / I/(5)llds = s — s1.

S1

Se resaltara que una curva estd PPA denotando su parametro por s; si no seré t.

Pasemos a definir la curvatura de una curva plana con el fin de representar el concepto
intuitivo de que una parabola estd més ‘curvada’ que una recta. Esta curvatura se encuen-
tra mediante la idea de J. Frenet y J. Serret de definir una base natural en cada punto de
la curva y luego estudiar como va variando dicha base.

Consideremos una curva plana PPA v = (v1,7,) : I — R2 Empecemos definiendo los
vectores de dicha base. Se llama vector tangente a T'(s) = (v1(s),75(s)) vy vector normal
a N(s) = (—75(s),71(s)) vy asi obtenemos la base mévil ortonormal {7T'(s), N(s)} llamada
base de Frenet. Si ahora estudiamos su variacién respecto de s (derivando), obtenemos el
siguiente teorema de Frenet en el plano:

Teorema 1.4. Ezxiste una funcion k: I — R tal que:
T'(s) = r(s)N(s),
N'(s) = —k(s)T(s).

Llamamos a k curvatura (de Frenet) de 7.

Obsérvese que si £(s) > 0 la curva gira en sentido antihorario y si x(s) < 0 en sentido
horario. En curvas planas PPA, | k(s) |= ||[7”(s)]|. Dos ejemplos sencillos son:

i) k =0 si y solo si v(s) es una recta.

ii) kK = R > 0siy solosiv(s) es una circunferencia de radio .

Ahora extrapolamos la idea de estudiar la variacion de una base moévil a curvas alabea-
das, en las que ya no solo contamos con la curvatura sino que también aparece la torsion,
que sera el medidor de la idea intuitiva de cudn poco plana es la curva.

Consideremos una curva alabeada PPA v : I — R? que sea sea birreqular, i.e. regular y
tal que v”(s) # 0, para todo s. Empecemos definiendo los vectores de dicha base. Se llama

vector tangente a T'(s) = 7/(s), vector normal a N(s) = % y vector binormal a B(s) =

T(s) x N(s). Consideramos asi la siguiente base mévil ortonormal {T'(s), N(s), B(s)}
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llamada triedro de Frenet. De nuevo, estudiando su variacién respecto de s obtenemos el
teorema de Frenet:

Teorema 1.5. Si la curva tiene derivadas hasta al menos orden k, con k > 3, y estas son
continuas, entonces existe una funcion k : I — RT con derivadas continuas de al menos
orden k — 2 y una funcion 7 : I — R con derivadas continuas de al menos orden k — 3 tal
que:

N'(s) = —r(s)T(s) + 7(s) B(s),
= —7(s)N(s).

Como antes, llamamos a k curvatura de v y la funciéon nueva 7 se llama torsion de ~.

Como justificacion de la palabra torsion, obsérvese que 7 = 0 si y solo si la curva estéd
contenida en un plano.

2. GEOMETRIA DIFERENCIAL DE SUPERFICIES.

Empecemos recordando los conceptos de superficie diferenciable, plano tangente y di-
ferencial de aplicaciones ente superficies.

Definiciones 2.1. Una superficie diferenciable es un subconjunto M de R3? tal que para
todo punto z existen un entorno abierto U en R3, un abierto W de R? y una aplicacién
diferenciable ¢ : W — U tal que:

i) ¢ es inyectiva y im(¢) = (W) =U N M,
ii) rg Jo = 2 en todo el dominio W,
iii) ¢ : W — UNM es un homeomorfismo, i.e. biyectiva, continua y de inversa continua.

La aplicacién ¢ se denomina parametrizacién, x = ¢~ : UN M — W se denomina
sistema de coordenadas y U N M es el dominio de coordenadas. Las variables de ¢ se
denotan tipicamente (u,v).

Sea ¢ : W — M una parametrizacion, sean x = ¢~ ! las coordenadas correspondientes
y sea x un punto del dominio de coordenadas (W) = U N M. Denotamos las derivadas

parciales g—i(x(x)), g—f(x(x)) por 2 K %L respectivamente. Llamamos lineas coordenadas

a las curvas generadas al tomar una de las variables fija, es decir ¢(u = cte), p(v = cte).

Dadas dos parametrizaciones ¢ : W — U; ,1 : V. — U, tales que U; N Uy # (), sean
A= o Y (U1NUy), B = ¢~ (U1NUy). Se denomina cambio de coordenadas a la composicién
P~ logp: A— B, que es un difeomorfismo entre estos abiertos de R2.

Se llama atlas de una superficie M a una familia A de parametrizaciones locales g; :
W; — M tal que

M = U%(VVZ)
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Definicién 2.2. Sea z € M un punto de una superficie diferenciable M. Se define el plano
tangente (vectorial) a la superficie M en z como

T,M ={7'(0) € R® | y: I — M C R? curva diferenciable tal que y(0) = 2} C R®.
El plano tangente T, M se puede describir como el espacio generado por las derivadas
parciales o con ecuaciones implicitas. En efecto,
(1) El plano tangente es el espacio vectorial generado por las parciales,
0 0
oulz’ Ol
que son independientes, por lo que T, M es un espacio vectorial de dimension 2.

(2) Si M = {(x,y,2) € R® | F(x,y,2) =0} con F' : M — R funcién diferenciable con
VF #0en M (es decir, F' es una ecuacién implicita), entonces

T,M = {ueR® | (u,VF,) =0} = L[VF,]"

TM—L{

Definicién 2.3. Sea f : M — R™ una funcién diferenciable y p € M. Se define la
diferencial de f en p como la siguiente aplicacion lineal

<l o),

donde v : I — M es una curva diferenciable tal que v(0) = p, 7/(0) = u,

dpf : T,M — R" : 4 —

En el caso particular de que f : M; — M, C R? se tiene que d,f : T,M; — Ty () Mo
estd bien definida, es decir, dp, f(T,M;) C Ty Mo.

El resultado bésico sobre la derivada es el célebre teorema de inversion local:

Teorema 2.4. Una aplicacion diferenciable f : U — RY es un difeomorfismo local en un
punto a € U C RP si y solo si la derivada d,f : RP — RY es un isomorfismo lineal (en
particular, p = q).

Cuya version cuando se considera una aplicacion diferenciable entre superficies es

Teorema 2.5. Una aplicacion diferenciable f : M — N entre superficies sin borde es un
difeomorfismo local en un punto a € M si y solo si la deriwada dof @ ToM — Tyq)N es
un 1somorfismo lineal.

Recordemos ahora el concepto de primera forma fundamental, herramienta que nos
sirve para desarrollar la geometria intrinseca.

Nuestro objetivo es hacer medidas en superficies, para ello recordemos que en el caso
del espacio afin la medida viene dada por un producto escalar euclideo:

{long v, a,b) = \/ ))dt

(uy0)
cos(U, V) = [l

En nuestro caso usaremos el plano tangente, ya que este es un espacio vectorial asociado
a cada punto de la superficie.
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Definicién 2.6. Consideremos el producto escalar euclideo definido en todo el espacio
(,):R¥xR?® — R, el cual es una forma bilineal simétrica definida positiva. Llama-
mos primera forma fundamental en el punto p al producto escalar que se da en T,M
restringiendo el producto escalar del espacio ambiente R3:

I, = :T,M xT,M — R

p=1{,) oy P p
Para obtener coordenadas locales de I, aprovechamos que M es una superficie diferencia-
ble. Sabemos que cada punto p de M tiene un entorno difeomorfo via una parametrizacién

Ba ,(% } Es por
ello que, de manera local, podemos expresar [, respecto de estas bases en los puntos
del correspondiente dominio de coordenadas. Asi, la matriz de I, respecto de la base

{21, 21,} s
p,%m _ (E F)
ol F G

La primera forma fundamental nos permite hacer mediciones en la superficie: longitudes
de curvas, angulos y areas.

a un abierto de R? y esta parametrizacién define una base en T, M, {

Sea v : I — M una curva diferenciable en M, a,b € I tales que a < b, v(I) C p(W),
sea 0(t) = ¢~ *(y(t)). Entonces

long (7, a, b) — / \/ 51(1), 8t (gEg)dt

Sean v,v : [ — .MNcurvas diferenciables en M tales que v(to) = (o) = p con ty € I, sea
6(t) = o H(y(1)), 8(t) = ¢ *(F(t)) . Entonces

(8, (t0), & (t0)) T, <§:1:(t0)>

2 (o)

\/(5/1(750) dy(to)) I <§:E ;) (&/(to),gz/(to» I, <§1:Et0;>

cos( (to), 7' (to)) =

2 (to

Sea ¢ : W — M una parametrizacién. Entonces el area cubierta por ¢ es:

Area(y / H— gy / JdetTdudv.

Gracias a la primera forma fundamental podremos distinguir un tipo especial de parame-
trizaciones, aquellas en las que sus parciales son ortogonales. Las llamaremos parametri-
zaciones ortogonales y nos seran de gran utilidad para agilizar los calculos.

A continuacién pasamos a describir los conceptos que se refieren a la geometria extrinse-
ca. Estos conceptos seran muy importantes ya que nos serviran, entre otras cosas, para
orientar superficies (mediante campos normales) o definir la curvatura de Gauss (usando
la segunda forma fundamental).

Definicién 2.7. Se llama campo normal a una superficie M a una funcién diferenciable
v: M — R® tal que v(p) L T,M para cada p € M.
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Si ademas ||v(p)|| = 1, para cada p € M, el campo normal se denomina unitario.

Definiciones 2.8. Sea M una superficie en la que se ha fijado un campo de vectores
normal unitario v. Se definen

(1) el operador de Weingarten de un punto p € M como la aplicacién lineal

Sy Ty,M — T,M :vv+— —d,v(v)

(2) la segunda forma fundamental en un punto p € M como la aplicacién bilineal

I, : T,M x T,M — R : (u,v) — (S,(u),v)

Procediendo como con I, consideramos coordenadas locales de M via una parametri-

zacion y la base asociada {@ ,% »

tanto, en cada punto p del correspondiente dominio de coordenadas, podemos expresar

} en el correspondiente plano tangente 7,M. Por

ou ’%

a| o i
de la base {6u b B0 p} es:

’p’%
( a%lpva%

3. ORIENTACION DE SUPERFICIES Y SUS BORDES.

II,, respecto de la base { 0 0 } de los planos tangentes. Asi, la matriz de I, respecto
p

En esta seccién se define y se explica como orientar una superficie, tanto via para-
metrizaciones como via campos normales. También se muestra el comportamiento de la
orientacién frente a difeomorfismos. Finalmente se trata cémo la orientacién del interior
de la superficie determina por completo la orientacién del borde.

Como es habitual, empecemos por definir la orientacion en espacios vectoriales. Una
orientacion en un espacio vectorial es una elecciéon de una de las dos clases de equivalencia
de bases para la relacion de equivalencia By ~ By siy solo si detMp, g, > 0, donde Mp, g,
es la matriz de cambio de base. Elegida una de estas dos clases de equivalencia, se denota
a esa orientacion positiva y a la otra negativa.

Nétese que la eleccién de la orientacién positiva es arbitraria. No obstante, en R?
convenimos en considerar positiva a la clase de equivalencia de B. = {(1,0), (0,1)}, que
genera el sentido de giro antihorario, y en R3 consideramos positiva la clase de B, =
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, que sigue la regla del sacacorchos.

Definicién 3.1. Una orientacion de una superficie M consiste en elegir una orientacién
en cada plano tangente 7,M de forma que para cada p, € M, exista una parametrizacién
p: W — M tal que

i) po € (W)
ii) [8% . % p} es positiva en la orientacién elegida para cada p € (W)

Se dice que M es orientable si existe alguna orientacion y que M estd orientada cuando
una tal orientacién se ha elegido.
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Si tenemos una superficie orientada y una parametrizacion y se tiene que para todo pun-
to de la superficie la base de las parciales generada por dicha parametrizacién es positiva
segun la orientacion fijada, se dice que la parametrizacién es compatible con la orientacion
(también se dice que el sistema de coordenadas correspondiente es compatible). Obsérvese
que se tiene la siguiente caracterizacion: dos sistemas de coordenadas son ambos compa-
tibles (o ambos incompatibles) con la orientacién si y solo si el determinante jacobiano
del cambio de coordenadas es positivo.

Si M es una superficie orientable y conexa entonces tiene exactamente dos orienta-
ciones (que son opuestas). Esto significa que basta estudiar su orientacién en un punto
para conocerla en todo M. Esta propiedad se debe al caracter de continuidad que hemos
impuesto en la definicién al tratar en dominios de coordenadas y el comportamiento que
se da con los cambios de coordenadas citado anteriormente.

3.1. Orientaciones y difeomorfismos. Veamos ahora el comportamiento de las orien-
taciones frente a difeomorfismos. De nuevo, comencemos estudiando el caso entre espacios
vectoriales. Si tenemos un isomorfismo lineal entre dos espacios vectoriales y el primero
de ellos esta orientado, la imagen por el isomorfismo de una base positiva induce una
orientacién en el segundo. Consideremos ahora dos superficies orientadas M y N y un
difeomorfismo local f en un punto a de M, nétese que d, f es un isomorfismo lineal entre
los planos tangente y por tanto se puede considerar la imagen de una base positiva via
d, f. Diremos que f conserva la orientacion si la imagen de dicha base positiva es positiva
con la orientacién de NN; en caso contrario se dira que f invierte la orientacién. Obsérvese
que f conserva la orientacion si y solo si es positivo el determinante de la matriz jacobia-
na de f respecto de dos sistemas de coordenadas x de M e y de N compatibles con las
orientaciones pertinentes.

Gracias a esta tltima observacién es claro que los difeomorfismos locales entre superfi-
cles conservan o invierten la orientacion de manera constante en entornos conexos abiertos
del punto.

3.2. Orientaciones y campos normales. La relacion entre campos normales y orien-
taciones es que dar una orientacién en una superficie conexa es equivalente a dar un campo
normal unitario global. En efecto, sea M una superficie conexa y v : M — R? un campo
normal unitario global de M. Diremos que una base {u, v} de T, M es positiva si al afiadirle
v(p), la base {v(p),u,v} es positiva en R?, es decir det(v(p),u,v) > 0. Orientando todos
los T}, M de esta manera conseguimos una orientacion de M.

Sea M una superficie orientada. Se dice que un campo normal global v es compatible
con la orientacion de M si para todo p € M y para toda base positiva {u,v} de T,M, se
tiene que la base {v(p),u, v} es positiva en R3.

3.3. Orientacion del borde. Veamos cémo la orientacién del borde de una superficie
viene definida por la orientacion del interior. Para ello necesitaremos el siguiente concepto:

Sea M una superficie con borde OM en la que el interior de la superficie esta orientada.
Sea p un punto de M. Puesto que T,0M C T,M, hay tres posibilidades para los vectores
tangentes a M en p: que también sean vectores tangentes M, que senalen al interior de
M o que senalen al exterior de M, a estos ultimos se les llama wvectores salientes.



EL TEOREMA DE GAUSS-BONNET 11

FIGURA 1. wu; es un vector saliente de M.

Noétese que el espacio T, M tiene dimensién dos y T,0M tiene dimensién uno.

La orientacion de OM en p como borde es la dada por cualquier base {us} de T,0M tal

que para cualquier vector saliente u; en p, la base {u, us} sea positiva para la orientacién
de M en p.

Notese que estas bases positivas de T,0M estan todas formadas por vectores proporcio-
nales con el mismo sentido y que independientemente de la proporcionalidad y del vector
saliente elegido, el producto vectorial de esos dos vectores, que es normal a la superficie,
mantiene sentido constante, por lo que se comprueba que la definicion de la orientacion
del borde solo depende de p y la orientacion dada en M.

4. CURVATURA DE GAUSS.

En esta seccion introduciremos la curvatura que se emplea en el teorema de Gauss-
Bonnet, la curvatura de Gauss. Mostraremos dos formas de definir dicha curvatura, la
primera, con la que trabajaremos a lo largo del trabajo, serd mediante la segunda forma
fundamental. La segunda nacera de ver la variacién en cada punto de un campo normal
a la superficie mediante una especie de media infinitesimal en cada punto. Este segundo
acercamiento a la curvatura de Gauss muestra mejor el cardcter de esta nocién.

Resaltemos que la curvatura de Gauss debe ser un claro medidor de cuénto y como se
curva una superficie. De hecho, el teorema de Gauss-Bonnet, en esencia, propone “tomar
la suma”de la curvatura de Gauss en cada punto de la superficie, esto es, hacer la integral
a lo largo de la superficie, y ver que es invariante y cémo clasifica la superficie.
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Definicién 4.1. Se denomina curvatura de Gauss en un punto p a

detI],
K(p) = det(S,) = —=
(r) = det(s,) = G

El siguiente acercamiento a la nocién de curvatura de Gauss es del excelente libro A
mathematical Gift, vol I [4].

En tanto que K(p) es un concepto definido punto a punto, el siguiente razonamiento
sera de caréacter local.

Sea M C R? una superficie diferenciable conexa, sea S? C R? la esfera unidad. Consi-
deremos un campo normal unitario v : M — S2. La aplicacién v(p), por ser unitaria, se
suele denotar N(p) y llamar aplicacién de Gauss. Nétese que, de existir, esta aplicacién
es Unica salvo signo, es decir, si N, N’ son dos aplicaciones de Gauss, entonces N = N’ ¢
N = —N'. Observemos que, tal y como vimos en 3.2, al definir un campo normal N en la

superficie M, esta queda orientada de manera compatible con N.

Veamos ahora como funciona esta aplicaciéon. Supongamos que tenemos una superficie
M, una aplicacién de Gauss N, un punto p y un entorno U de p en M. Nétese que si
aplicamos N a U, su imagen, N(U), nos mostrara la variacién del campo normal en ese
entorno U e intuitivamente notamos que cuanto mas varie el campo normal, mas curvado
esta M en el entorno U. Se pueden distinguir tres casos:

i) Que M sea un plano, en cuyo caso todos los vectores tangentes seran proporcionales
y mediante la aplicaciéon de Gauss irdan a parar a un unico punto, sin importar como sea
el entorno U.

ii) Que M tenga forma de paraboloide eliptico en el entorno U de p. En este caso, si
consideramos U como la interseccién de una bola de centro p con M y parametrizamos su
borde en sentido antihorario, si nos fijamos en como queda la parametrizacion del borde
via la aplicacién de Gauss, veremos que queda igualmente recorrida en sentido antihorario,
es decir, se mantiene la orientacion del borde.

iii) Que M tenga forma de un paraboloide hiperbdlico en el entorno U de p. En este
caso, mediante la misma construccion, la orientacién del borde se invierte, es decir, el
borde de la imagen via la aplicacién de Gauss se recorre en sentido horario.

Estudiemos con més detalle esta conservacion o inversion de la orientacion del borde.
Como la aplicaciéon de Gauss es un difeomorfismo local, la orientacién se conserva o
invierte de manera constante en entornos abiertos de p segin el signo del determinante
del jacobiano de NV, es decir, el signo de K. Asi, dado un entorno U, si N conserva o invierte
la orientacién en U, la conservard o invertira en cualquier entorno V' de p contenido en U
respectivamente, por lo que basta estudiar la funcién en el punto p para extrapolarlo a sus
entornos (se trata de un estudio local). El mismo razonamiento es valido para estudiar
la orientacién del borde pues, como ya se comenté en la seccién de orientaciones, esta
viene exclusivamente determinada por la orientacién del abierto. De esta forma, como
un difeomorfismo local lleva interiores a interiores y bordes a bordes y la orientacion del
borde viene definida por la orientacién del entorno, si N conserva o invierte la orientacion
del interior, hara lo propio con la orientacion del borde.
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Fi1GURA 2. M es un plano.

FiGUurA 3. M es un paraboloide eliptico.
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FIGURA 4. M es un paraboloide hiperbdlico.

Si bien N(U) nos muestra la variacién del campo normal en U, no podemos tomar
N(U) como indicador de la curvatura en U, ya que si aumentamos el drea de U también
aumentard el drea de N(U) (exceptuando el caso particular del plano). De esta manera
llegariamos a conclusiones erréneas como que aumentando el drea de nuestro entorno
podriamos obtener una curvatura arbitrariamente curvada. Por tanto, parece razonable
que, ya que el drea de N(U) depende del drea de U, tomemos el cociente de ambos
%QVZ(JU) No obstante, con esta definicién todavia no estariamos recogiendo el matiz de
conservacion o inversién visto en los casos ii) y iii), lo que nos lleva a pensar en tomar el
siguiente cociente eér;fe—;\[g]) donde € vale 1 6 -1 dependiendo de si se conserva o se invierte
la orientacién del borde via N.

De esta manera hemos conseguido una férmula que nos indica cuan curvada esta la
superficie en un entorno, pero el concepto que nosotros buscamos es infinitesimal, es decir,
debemos reducir este concepto para que solo implique al punto. Esto lo conseguiremos
tomando el limite 1im;_,, de entornos U arbitrariamente pequenios de p.

Como ya hemos comentado anteriormente, basta estudiar la conservacién o inversion
de la orientaciéon de N en un punto para extrapolarlo a los abiertos de dicho punto, por lo
que € se mantiene constante para todo entorno abierto de p, i.e. € depende exclusivamente
del punto y podemos sacarlo fuera del limite.

Con todas estas consideraciones, definimos curvatura de Gauss como:

area N (U) , éarea N(U)
—— =¢lim —
U—p area U U—p éarea U



EL TEOREMA DE GAUSS-BONNET 15
En consecuencia, se tiene que

T Uop area U
y el signo de K en p viene dado por la conservacién de la orientacion.

5. CLASIFICACION DE PUNTOS Y TEOREMA EGREGIO.

A continuacion veremos como se clasifican los puntos segiin su curvatura de Gauss,
mostrando asi la importancia y dificultad de tomar una buena definicién y ratificando que
la curvatura de Gauss es un buen cuantificador de la curvatura imaginada intuitivamente.
Después introduciremos varios conceptos necesarios para enunciar el teorema egregio de
Gauss, como los simbolos de Christoffel. Este teorema pone de manifiesto el sorprendente
hecho de que la curvatura de Gauss, definida a partir de la geometria extrinseca, es en
realidad intrinseca a la superficie, esto es, puede ser calculada tinicamente conociendo la
primera forma fundamental.

Definiciones 5.1. Sea M una superficie diferenciable, p € M.
i) Si K(p) > 0 se dice que p es un punto eliptico.
ii) Si K(p) < 0 se dice que p es un punto hiperbdlico.

iii) Si K (p) = 0 pero I, # (8 8) 65, # <8 8) se dice que p es un punto parabdlico.
. . 00 .
iv) Si K(p) =0y I, = 0 o) % dice que p es un punto plano.

Preparemos ahora los conceptos previos sobre los que se sustenta uno de los resultados
mas importantes de la geometria, el teorema egregio de Gauss.

Nuestra forma de proceder guardara muchas similitudes con la idea detras del teorema
de Frenet para curvas alabeadas, es decir, definir una base y estudiar como varia. Sea M
una superficie orientada, con aplicacién de Gauss N. Sea ¢ : W — V una parametrizacion,
definamos para todo p € V la base {N(p), 2 Ba L Bv’ } de R3, llamaremos a esta base triedro
de Gauss. El triedro de Gauss es una base posmva si y solo si ¢ es compatible con la
orientacion de M, es decir, si N es proporcional al producto vectorial de las parciales.

Observemos que cualquier vector se puede escribir respecto del triedro de Gauss ya que
este es base de R3. En particular, las derivadas segundas de la parametrizacion:

)
& =ThZ +T32 + LuN
2
aa5s = Llaan + Thagy + L1aN
(Ch) 9% —TL 9 4 129 4 N
Budu 2159, T 1215, T L2t
59_;2 :F52£+F32%+L22N
\

Los coeficientes Ffj se llaman simbolos de Christoffel.

Tras varios calculos, derivando, multiplicando escalarmente por las parciales y aprove-
chando la simetria de los simbolos de Christoffel debido a la regla de Schwarz, se llega a
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FI1GurA 5. Tipos de puntos segin K (p).
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que los simbolos de Christoffel son las tinicas soluciones para tres sistemas lineales que tie-
nen como coeficientes elementos de la primera forma fundamental y sus derivadas respecto
auouv:

=

lEu :EF%I—}_FF%IJ

F,—1G, =ETl},+ FT%,
1G, =FTi,+ GI3,

[\

=

= ETY, + FTY,,
= FT}, + GI'3,,

D= N[

)
g

En consecuencia, sorprendentemente, los simbolos de Christoffel dependen tUnicamente
de la primera forma fundamental, es decir, son de caracter intrinseco. Obsérvese que esta
dependencia no es de caracter puntual sino de caracter local, es decir, necesitamos conocer
la primera forma fundamental en todo un entorno suyo ya que aparecen derivadas.

Veamos el enunciado del teorema egregio de Gauss:

Teorema 5.2. La curvatura de Gauss se expresa mediante la formula

1 or? or?
K = E(Fhré + F%1P§2 + 3—;1 - F%QF% - F%ﬂ?z - 3—;2)

En particular, K solo depende de la primera forma fundamental.

Este resultado tiene una importancia superlativa ya que afirma que uno de los objetos
principales de la geometria extrinseca se puede calcular inicamente mediante la geometria
intrinseca de la superficie.

A modo de curiosidad, el teorema egregio afirma que se puede demostrar que la Tierra
es redonda sin necesidad de salir al espacio exterior, inicamente realizando mediciones en
su superficie.

Finalicemos esta seccién viendo cémo el uso de los simbolos de Christoffel y el teorema
egregio ayudaran a simplificar los cédlculos en determinadas situaciones:

Proposicién 5.3. Sea ¢ : W — V' una parametrizacion ortogonal. Entonces

1 0 E, 8Gu)

K=-— _ + =
2WEG ((% VEG Ou+EG

Esta proposicién se demuestra con el teorema egregio de Gauss y los simbolos de Chris-
toffel, usando la ortogonalidad de la parametrizacion para la simplificacion de las formulas.

Demostracion. Partiremos del hecho de que los simbolos de Christoffel son las soluciones
de los tres sistemas de ecuaciones diferenciales vistos anteriormente en esta seccién y del
teorema egregio.

Como la parametrizacion es ortogonal, tenemos F' = 0, lo cual simplifica bastante los
tres sistemas mencionados, despejando asi los simbolos de Christoffel en funcién de la
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primera forma fundamental y sus derivadas:

ry, =Eg,/2E T}, =E,/2E,T), =-G,/2E,

Sustituyendo ahora los simbolos de Christoffel en la formula del teorema egregio 5.2 y
operando, obtenemos la formula deseada:

1 or? BIK;
K = E(Phré + P%1F§2 + a—;l - Fbrfl - F%zré - 8—;2)
_BEG, EG, G? E? 2GE,, —2E,G, 2GG,, —2G?
 4E2G 4EG?  4EG?  4E2G 4EG? 4EG? N

___1 (gEv +QGU)
h 2WEG \Ov/EG OuvEG

6. CURVATURA GEODESICA.

En esta seccion introduciremos las curvas geodésicas, que juegan un papel fundamental
en la geometria diferencial porque localmente minimizan la distancia, y porque el tipo de
curvatura que las caracteriza, la curvatura geodésica, complementa la de Gauss.

Como ya hemos visto en numerosas ocasiones, el estudio de las superficies se lleva a cabo
por comparacién con el estudio en R% Una vez més hagamos uso de esta comparacion.
Nétese que en R? trabajamos con tres conceptos: las rectas, la medicién de longitudes
y angulos y la medicién de areas. De igual modo, en una superficie trabajamos con la
medicién de longitudes, angulos y areas gracias a la primera forma fundamental y seran
las geodésicas los que cumplan el papel andlogo a las rectas en R2.

Sea M una superficie diferenciable.

6.1. Curvas y curvatura geodésica. Empecemos definiendo las curvas geodésicas, la
curvatura geodésica y qué relacion hay entre ellas. Denotemos por pr,(u) a la proyeccién
ortogonal del vector u sobre el plano tangente a M en p.

Una geodésica en una superficie M es una curva v tal que pr,(7”(t)) = 0 para todo t.
Esto equivale a decir que v”(t) es proporcional a v(vy(t)) para todo t.

Sea ~y(t) una curva de M superficie, definimos la curvatura geodésica de v en t como
kg(t) = [lpry(Y" (£)

Nétese que para aligerar notacién hemos convenido en denotar a k,(y(t)) por k,(t) pero
no debemos olvidar que k, se calcula en M, no en [a, b].

Por tanto, y(t) es una geodésica si y solo si su curvatura geodésica es idénticamente
nula.
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6.2. Estudio local y propiedades. Sea ¢ : W — V una parametrizacion. Comence-
mos estudiando las coordenadas locales que tienen las curvas geodésicas. Para ello expre-
semos su primera y segunda derivada respecto al triedro de Gauss proporcionado por la
parametrizacién. Siguiendo este procedimiento, que es parecido al que se hizo para definir
los simbolos de Christoffel, se llega a una expresién local de la segunda derivada en funcién
de primeras y segundas derivadas de las parciales, los simbolos de Christoffel y el vector
normal. Si se sigue operando, se termina llegando a una expresién local de la curvatura
geodésica, recordemos que estamos en un dominio de coordenadas, que solo depende de
la primera forma fundamental y los simbolos de Christoffel:

\/m ot Y U,QFh + QUIUIF%Q + U/2F%2
(u?E + 2uv'F + v?G)3/? o' v T + 20T, 4wl

Gracias a esta expresion deducimos el caracter intrinseco de la curvatura geodésica.

ky =

Si se sigue pensando en esta linea de estudio local, aprovechando los cédlculos hechos
hasta el momento, se llega a que las curvas geodésicas se pueden ver como solucion del
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

" 72271 1,71 nrl
u' +u Tl + 200 T + 07y =

EDG
( ) V" 4+ u?T2, + 200’2, + T3, =

De nuevo, este sistema depende tinicamente de los simbolos de Christoffel por lo que se
ratifica que las geodésicas son de caracter intrinseco. Ademas, debido a las propiedades de
las ecuaciones diferenciales respecto del problema del valor inicial, se deduce la existencia
y unicidad local de geodésicas, i.e. para todo punto p de la superficie y vector u del plano
tangente correspondiente, existe una unica geodésica v definida en un entorno de p tal

que (0) = p, v'(0) = u.

Finamente, en esta misma linea, se puede probar que las geodésicas minimizan distancia
(de manera local). Obsérvese que si M es un plano tenemos que las geodésicas son las
rectas, obteniendo asi el clasico resultado de geometria euclidea que dice que la distancia
minima entre dos puntos es la longitud de la recta que los une.

7. DETERMINACION DEL ANGULO DE TANGENCIA.

En esta seccién se definen los conceptos de determinaciones de angulos y angulos de
tangencia, claves para el importante teorema del Umlaufsatz. Ademaés se muestra como
las determinaciones de angulos facilitan los calculos de la curvatura geodésica.

Sea M una superficie diferenciable.

7.1. Determinacion del angulo y angulo de tangencia. El enfoque que seguire-
mos en esta seccion serd el de extrapolar la situacion dada en curvas planas a curvas en
superficies. Para ello deberemos hacer las pertinentes modificaciones como que los angu-
los de tangencia se midan respecto de la rama positiva de la primera linea coordenada,
haciendo esta las veces de la rama positiva del eje de abscisas en el caso plano, de ahi que
nos cinamos siempre a dominios de coordenadas. Estudiémoslo con mas detenimiento.

Sea « : [a,b] — M una curva regular tal que su imagen estd contenida en un dominio de
coordenadas V' de una parametrizacién ¢. Aprovechando que estamos en un dominio de
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coordenadas definiremos en cada punto, haciendo uso de la primera forma fundamental y
la base de las parciales, un par de vectores tangentes que generen una base positiva. Se
puede ver que

1 9 1 9 9
d=—c—\, U= —F— +E—
VE Ou VEVEG — F2( 5a T Ea0)

son un par de vectores tangentes que forman una base ortonormal positiva.

Nétese que acabamos de definir una base ortonormal positiva de los planos tangentes
para cada punto del dominio de coordenadas por lo que podemos expresar los vectores
tangentes a nuestra curva en estas bases:

o () = AOPE) + p()¥(t), [l O] = VA + u(t).

Como « es regular, su derivada nunca se anula y podemos definir su vector tangente
normalizado

Y ()
L= A O e e

Asimismo,
vt lab] = S s () = — e (A1), (1))

A(t)? + u(t)?

es una parametrizacion diferenciable de la circunferencia que muestra cémo va variando
dicho vector T, (t).

Para estudiar mejor esta aplicacién tomamos una elevacién continua suya 6 : [a,b] —
R. Esta terminologia es de la teoria de recubridores de Topologia Algebraica ya que el
recubridor universal de S! es p: R — S : ¢t — (cost,sent). Por esa teorfa, sabemos que
existe 0 tal que v(t) = (cosé(t),senf(t)), de modo que

To(t) = cos0(t)P(t) + sen O(t)V(t).

También se sabe que € es tnica fijado el dngulo inicial 0(a).

Nétese que 6(t) es el d4ngulo que forma 2 con o en el punto a(t), y a este dngulo lo

denominaremos dngulo de tangencia de o respecto de .

Por otra parte, 6 visto como funcién define el valor de dicho angulo en su dominio de
definicién, y se dice que 0 es una determinacion del dngulo (en este caso del dangulo de
tangencia mencionado).

7.2. Curvatura geodésica y las determinaciones del angulo. A continuacién re-
saltamos un resultado que simplifica el calculo de la curvatura geodésica frente al visto en
6.2. Este resultado no solo es importante debido a su uso en la demostracién del teorema
de Gauss-Bonnet, objetivo principal de este trabajo, sino que su demostracion muestra el
manejo de los simbolos de Christoffel y las determinaciones de angulos.

Proposicién 7.1. Sea a : I = [a,b] — S una curva reqular PPA y contenida en un
dominio de coordenadas V' de una parametrizacion local ortogonal o : W — V' de M ; sea
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FIGURA 6. 6 es una determinacién del angulo de tangencia.

0 : I — R una determinacion del dngulo de tangencia de o. La formula siguiente expresa
la curvatura geodésica de «:

ky=0"+

1
G — B
2VEG ( )
Esta proposicién se demuestra haciendo uso de una férmula para la curvatura geodésica

mas general que involucra los simbolos de Christoffel, la cual, gracias al caracter ortogonal
de la parametrizacion, se simplifica significativamente.

Demostracion. Partamos de la férmula vista en 6.2:

] o VEG — F? ot o w4+ u?Ty, + 2u/v'T, + 0T,

(1) 7 (u?E + 2u'F 4 vG)3/2 PNV v TR 4 20T, + uPT,
y de los tres sistemas de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales vistos en la seccion
5 de los cuales los simbolos de Christoffel eran solucién.

Como la parametrizacién es ortogonal, tenemos F' = 0, y ya hemos visto que queda:
ry, =E,/2F, F12 =F /2E rl, = Gu/QE,

Por otro lado, como caso particular del desarrollo exphcado en 7 1, al ser 8‘9 ' By

les, la base ortonormal que obtenemos es ¢ = \IF 5o, V= a y su angulo de tangencia
0 viene dado por

ortogona-

1 1
o = ——cosf(t )i—i- —senf(t 0

ou /G ()81)
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(nétese que como a PPA, o/(s) = T,(s)).

Considerando ahora esta parametrizacion por el arco de la curva, a(s) = p(u(s),v(s)),
obtenemos o/ = u’% + % por lo que

u' = —=coso(t), v = —=sen6(t).

VE Ve

Calculamos ahora las segundas derivadas (u” = —\/LEH’ cosf(t) + ..., v" = \%«9’ senf(t) +

...), obteniendo asi v/, v',u”,v"” en funcién de la primera forma fundamental. Finalmente,
sustituimos y operamos en (1), hasta que resulta la férmula enunciada:

1 1 FE, cos0 Gy sen 0
—=cosf ——=0"senf + 2E\F( et — SwEs ) sen )
kfg =V FEG det Lsen@ LH,COSG‘F (Gusen9 . Evcose)cose
Vel Nzel 2G\F NG VE
cos —6'send + (Eyu' — Guv') send 1
= det , 2@ , =0+ —— (Guv’ — Evu’) )
senf 0 cosf + 2\/}TG(G v — Eyu') cos 2VEG

8. POLIGONOS CURVILINEOS.

En esta seccion definimos los poligonos curvilineos, concepto muy importante ya que
los usaremos para enunciar el Umlaufsatz y construir las triangulaciones diferenciables
de superficies, dos técnicas delicadas usadas en la demostracién del teorema de Gauss-
Bonnet. Asimismo definiremos sus indices de rotacién y los orientaremos.

Sea M una superficie diferenciable.

8.1. Poligonos curvilineos. Definamos primero el tipo de curva mas basico que usa-
remos: se dice que a es una curva de Jordan si « : [a,b] — R3 es una curva cerrada
(a(a) = a(b)) tal que | es inyectiva (y, por tanto, () también lo es).

Nuestro primer objetivo sera definir el objeto sobre el cual se predicara el Umlaufsatz,
el poligono curvilineo.

Sea « : [a,b] — M una curva regular diferenciable a trozos tal que su imagen estd
contenida en un dominio de coordenadas V' C M de una parametrizacion ¢, dominio
que se supone orientado por la parametrizacion. Por definicion de ser diferenciable a
trozos, tenemos una particién a = t) < t; < ... < t, = b tal que la restriccion de o a
cada subintervalo [, = [tx_1, k] es una curva regular. Denominamos vértices a los tx; las
derivadas en dichos puntos, o/(t;) y «/(¢), pueden no coincidir y por tanto forman un
angulo Af,. Obsérvese que este angulo se mide gracias a la primera forma fundamental
en el planto tangente T;,«, )M, que viene orientado por la base de las parciales. Si Af), = 7
diremos que se tiene una cuspide y el angulo podré ser m o —m. Este caso lo excluiremos
de nuestros razonamientos, para poder considerar Ay en (—m, ), y con signo positivo si
{a/(t;),/(t))} es base positiva y signo negativo en caso contrario. Denominamos a A6y
el dngulo externo de la curva en el vértice t,. Nétese que en el caso particular de curvas
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cerradas, que es en el que nosotros nos centraremos, tiene sentido considerar el angulo
externo en el vértice a(b) = a(a) y comparar las derivadas o/(b~) y o/(a™). Definimos
Afy = A6, como el angulo definido por o/(b7) y o/(a™) de manera andloga a como se
definieron el resto de angulos externos.

Finalmente, definimos un poligono curvilineo de M como una curva de Jordan diferen-
ciable a trozos, regular y sin cispides en un dominio de coordenadas de M.

8.2. Indice de rotacién de un poligono curvilineo. Pasemos ahora a estudiar los
angulos de tangencia de un poligono curvilineo. Sea « : I = [a,b] — M un poligono cur-
vilineo con su imagen contenida en un dominio de coordenadas V' de una parametrizaciéon
©, con vértices a =ty < t; < ... < t, = by angulos externos Ab,, ..., Ad,.

Como «a es un poligono curvilineo, la restriccién de o a I = [tx_1, ] es una curva
regular con su imagen contenida en el dominio de coordenadas V. Noétese que, con esta
restriccion, estamos en la situacion de 7.1 por lo que podemos definir el angulo de tangencia
de la restriccion respecto a la parametrizacién y su determinacion, inica una vez fijado el
valor inicial 0 (t;_1). Es por ello que elegimos de manera arbitraria 6 () y el resto viene
definido de manera recursiva como sigue : Oy 1(tx) = Ox(tx) + Ab. Nétese que, al fijar
01(to) se determina la unicidad de todos los 6.

Aunando estas 6, definimos 6 : I — R que, al igual que el vector tangente, por tratarse
de un poligono curvilineo, tiene discontinuidades en los vértices. Denotemos:

0(tg) = 61(to),
H(t,;) = 9k<tk)7 H(t;) = 9k+1(tk), l<k<n
B(12) = Bultn),  O(E) = Bu(ty) + AG,.

Las discontinuidades son 6(t;) = 6(t; ) + Aby. Esta aplicacién 6 es una determinacion
del dngulo de tangencia de a respecto de ¢ que solo depende de 6;(t).

Una vez obtenida esta determinacion, podemos definir la variacion del dngulo de tan-
gencia de « entre dos valores del pardmetro ¢t < ¢": 6(t') — 0(t). Nétese que esta bien
definida, i.e. no depende del angulo inicial elegido, porque dos determinaciones difieren en
una constante, la diferencia de angulos iniciales. El caso particular de la variacién entre
los extremos del intervalo nos lleva al concepto sobre el que se sustenta el Umlaufsatz:

Sea « : I — M un poligono curvilineo tal que su imagen esta contenida en un dominio
de coordenadas de una parametrizacion ¢ : W — V de M, y sea 6 una determinacion de
su angulo de tangencia. Se llama indice de rotacion de o respecto de o al niimero entero

1
(o) = —(O(bT) — (a™)).
i(0) = - (6(b") — 6(a"))
Nétese que i(«) es un numero entero ya que como y(a) = (b), entonces 6(a) = 6(b) + 27k
con k € Z por la construcciéon de teoria de recubridores en la que v = p o 6, en particular
como 7y(a) = y(b), se tiene que po f(a) = po O(b).

De nuevo, este concepto esta bien definido ya que es un caso particular de una variacion
del angulo de tangencia que, como ya hemos comentado, esta bien definida.
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FIGURA 7. El espacio recubridor de S* es R.

De manera intuitiva, en un contexto mas general considerando curvas cerradas que tal
vez sean periddicas, i(a)) debe entenderse como el nimero de vueltas que la curva a da
sobre si misma al evaluarse en todo su intervalo de definicién, donde el signo muestra
el sentido de giro. Esta tltima apreciacion del sentido de giro se vera reforzada por la
siguiente observacién sobre la relacién entre i(«) y las reparametrizaciones.

Observemos cémo afectan los cambios de parametro al indice de rotacién. Es facil ver
que si consideramos un cambio negativo de pardmetro ¢(s), i.e. decreciente, entonces

i(@) = —i(a) donde @ = (aot)(s).

Intuitivamente, como i(«) muestra el nimero de vueltas que o da sobre si misma, al
recorrer @ la misma traza el mismo nimero de vueltas pero en sentido contrario, el indice
de @ es el opuesto.

Concluimos por tanto que un cambio de pardmetro negativo cambia el signo del indice
de rotacién y, en tanto que un cambio positivo es composicion de dos negativos, los cambios
) )

positivos de parametro no cambian el indice de rotacion.

8.3. Orientacion de un poligono curvilineo y sus angulos internos. Finalicemos
esta seccion viendo como orientar un poligono curvilineo y definamos sus angulos internos.

Sea a: I = [a,b] — M un poligono curvilineo contenido en un dominio de coordenadas
V' de una parametrizacién ¢ : W — V. Recordemos que el signo del indice de rotacion
cambia al hacer cambios negativos de pardmetro, luego ese signo depende solo de la
orientacién del poligono. Diremos, por tanto, que esa orientacion es positiva o negativa
segun lo sea el indice de rotacién. Recordemos también que para todo punto p del dominio
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FicUurA 8. Orientacion positiva caracterizada mediante el sentido de giro.

de coordenadas el plano tangente viene orientado por la base de las parciales generada
por la parametrizacion.

Llamemos ¥ al interior del poligono, observamos que « esta orientada positivamente
si al girar el vector tangente a la curva a en p segtn la orientacion inducida por ¢, este
apunta a >. Este sentido de giro se puede explicitar mediante un vector haciendo uso del
campo normal v generado por las parciales:

9]
Vgiro = ¥ X &'(t) donde v = —

ou

0

X_
p 87)

p

Gracias a estas observaciones llegamos a una forma intuitiva para ver si la curva esta
orientada positivamente: « esta orientada positivamente si y solo cuando el vector normal
recorre « en el sentido de su orientacion mirando al vector tangente, el interior de o queda
a la izquierda.

Una vez definida la orientacion de un poligono curvilineo pasamos a definir un concepto
muy intuitivo a nivel geométrico, los angulos internos.

Sea a : I = [a,b] — M un poligono curvilineo cubierto por una parametrizacién
p: W =V de M. Sean A6y los angulos externos del poligono. Para cada k definimos el
angulo interno ¢, = ™ — Ab.

Noétese que como | Afy |< m entonces ¢y, es siempre positivo y menor o mayor que 7
segun A#;, sea positivo o negativo.
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FiGurA 9. A# es el dangulo externo. ¢ es el dngulo interno.

Obsérvese también que el dngulo ¢, es el dngulo positivo entre o/ (¢]) y —/(¢; ) medido
segin la orientacién del plano tangente en «/(ty).

9. UMLAUFSATZ

El Umlaufsatz es un importante teorema sobre curvas cerradas de caracter global que
estudia como giran dichas curvas hasta que dan una vuelta completa. Si las curvas cerradas
son suficientemente buenas (son diferenciables a trozos y no tienen autocortes), se tiene
que el giro total de estas curvas es 2 o —27 al dar una vuelta sobre si misma.

En esta seccién probaremos las versiones aplicadas a curvas de Jordan diferenciables,
por lo que en particular no tendran picos. Primero demostraremos el caso para curvas
planas y luego lo extrapolaremos a curvas en superficies.

La versién mas general que trata sobre poligonos curvilineos es una generalizacion de la
version que aqui demostramos, en la que se trata de limar los posibles picos que la curva
pueda tener como consecuencia de estar definida a trozos y asi poder aplicar la version para
curvas regulares. Si bien a nivel conceptual esta generaciéon no presenta complicaciones,
el desarrollo técnico que precisa para allanar los bordes en el caso plano y controlar los
angulos que se generan en las curvas en superficies es arduo y largo, involucrando técnicas
como la interpolacién polinomial. Por ello enunciamos el resultado e indicamos que la
demostracién al completo se puede encontrar en [1] y [2].

Empecemos demostrando el Umlaufsatz para curvas de Jordan planas:

Teorema 9.1. El indice de rotacion de una curva de Jordan plana reqular es +1 o -1.
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Demostracién. Sea « : [a,b] — R? una curva de Jordan, que sin perdida de generalidad
podemos suponer PPA. Podemos considerar una extensién periddica, que seguimos deno-
tando a : R — R? de periodo A = b — a, y escribimos a(s) = (x(s),y(s)). Como [a, ] es
compacto, y(s) tiene un minimo, digamos en s = ¢; podemos suponer, gracias a haber con-
siderado la extensién a la curva periédica en R, ¢ = a. De este modo y'(a) = 0 y por tanto
To(a) = (£1,0). Ahora, reparametrizando de nuevo de ser necesario, podemos suponer
T.(a) = (1,0). Finalmente, también podemos suponer que a(a) = (0,0) (reemplazando «
por a — a(a)). Por tanto, hemos llegado a que la traza de « estd en el semiplano superior
y > 0 y es tangente al eje de abscisas en el origen para el valor del pardmetro s = a.

Consideremos ahora el tridngulo X = {(s1,s2) € R? : a < 51 < 59 < b} v la aplicacién
H: X — S!' dada por:

sis1 <82y (51,82) # (a,b),

a/(s1) si s1 = o,
—d/(a) = —=a/(b)  si (s1,82) = (a,b).

Nétese que el denominador ||a(s2) — a(sy)|| nunca se anula si s1 < sg y (s1,82) # (a,b)
ya que la curva no tiene autocortes en [a, b).

Veamos ahora que H es continua. Si s; < sy y (s1,52) # (a,b), H es claramente
continua. Ver la continuidad en los otros dos casos se consigue mediante un ingenioso
truco de andlisis, haciendo uso de la continuidad en integrales y la periodicidad de a.

Sabiendo que H es continua en X, como X es compacto y convexo, gracias a la teoria
de recubridores, sabemos que H tiene una tinica elevacién H : X — R tal que H(a,a) =0
ya que nuestra condicién inicial es H(a,a) = o'(a) = (1,0) por lo que p o H(a,a) =
H(a,a) =p(0) = (1,0).

Observemos que H = o por lo que como H es elevacion de H, tenemos que
S1=S2

H = 0 es elevacién de o, i.e., 0 : [a,b] — R : s+ 0(s) = H(s,s) es una elevacién

51 2
de o/(s) = Ty(s). Recordemos (7.1) que 6 es elevacién continua de o’ y por tanto una
determinacion del angulo de tangencia, por lo que se tiene que

i(0) = - (6(0) — 6(a) = 5-000).

27
Por otra parte, el vector a(s)—a(a) apunta siempre hacia el semiplano superior y, por tan-
to, H(a, s) estd en un intervalo del tipo [2k7, (2k +1)7] (basta pensar en la circunferencia
goniométrica, i.e. la circunferencia unidad donde se miden los dngulos, para darse cuenta
de esta observacién). Ahora bien, la aplicacién [a,b] — R : s+ H(s, s) es continua, luego
Su imagen es conexa, y en consecuencia estara contenida en uno solo de estos intervalos.
Como H(a,a) = 0, el intervalo debe ser [0, 7] y como H(a,b) = —a/(a) = —(1,0), entonces
H(a,b) = .

Anélogamente, el vector a(b) — a(s) apunta siempre al semiplano inferior por lo que
H(s,b) estd en un intervalo [(2k — 1)7, 2k7]| y, al igual que antes, por conexién siempre es
el mismo intervalo. Como acabamos de ver que H(a,b) = T, el intervalo es [r, 27] y como
o’(b) = (1,0) tenemos que H(b,b) = 0(b) = 1.
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Por tanto,

OJ

Generalizamos ahora este resultado demostrando el Umlaufsatz para curvas de Jordan
diferenciables en M.

Teorema 9.2. FEl indice de rotacion de una curva de Jordan diferenciable de M respecto
de una parametrizacion local que lo cubre es +1 o -1.

Demostracion. Sea ¢ : W — V una parametrizacion de un abierto V de M, y sea « :
la,b] — M una curva de Jordan diferenciable (i.e. un poligono curvilineo sin vértices) tal
que su traza estd contenida en V. Denotamos I = [a, ).

Como «a no tiene vértices que puedan generar discontinuidades, obtenemos una determi-
nacion continua 6 : I — R del dngulo que forman % y o/, con angulo inicial #(a) € [0, 27).

Recordemos que, con esta construccion, el indice de rotacién de v es i(a) = 5= (6(b)—0(a)).

Por otra parte, como la traza de « estd contenida en W, podemos considerar la curva
de Jordan plana f = ¢t oa : I — U C R?. Gracias al teorema 9.1, el Umlaufsatz para
curvas planas, sabemos que () = +1. Recordemos que para calcular i(/3) necesitamos
65 : I — R una elevacién continua cualquiera de Tj : I — S', obteniendo asf:

i(5) = 5 (63(0) — 03(a)) = +1

Podemos suponer que el dngulo inicial §5(a) de esta elevacion también estd en [0,27) y
afirmamos que | 05(t) — 0(¢) |< m, Vt.

En efecto, por construcciéon sabemos que las coordenadas de 3'(t) en B. de R? son
las mismas que las del vector o/(t) respecto de la base de las parciales en el punto «(t),

Oula(t)’ ovla(t)

{6’(25) = 15O Ts(t) = [|5'(8)llcosbs(t) (1, 0) + || 5(1)[|sens(£)(0, 1),

o (t) = [lo/ ()1 Ta(t) = llo(t)l|cost(t) ;| ) + o () lIsend (1) 55,

{ 0 0 }, y también tenemos que

(7

Por tanto, cosfs(t), cosf(t) deben tener el mismo signo ya que son iguales salvo multi-
plicacién por escalar positivo (que viene dado por la norma de los respectivos vectores
tangentes), y lo mismo ocurre con senf(t),sené(t), por lo que llegamos a

() cosbs(t)cosf(t) > 0 o los dos cosenos se anulan, y

(1) senfg(t)send(t) > 0 o los dos senos se anulan.

Esto implica que 6g y ¢ como angulos estan en el mismo cuadrante de la circunferencia
goniométrica.

Aplicando esto para t = a, como 63(a),6(a) € [0,27), tenemos que | §3(a) — (a) |< .
Aplicando esto para ¢ arbitrario, llegamos a que | 03(t) — 0(t) |# m. Por tanto, por
continuidad concluimos que | 85(t) — 6(t) |< 7, para todo t.
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Gracias a esta afirmacion,
2m [ i(B) —ia) | =| (65(b) — Os(a)) — (0(b) — 0(a)) |
=[ (05(b) = 0(b)) — (0s(a) — 0(a)) [< 2,

por lo que | i(8) —i(a) |< 1. Como los indices de rotacién son niimeros enteros, sélo puede
ser i(a) = i(f) = £1.

OJ

Finalmente, teniendo en cuenta el comentario del principio de la seccién sobre la posible
generalizacion del Umlaufsatz, enunciamos el Umlaufsatz para poligonos curvilineos en

M:

Teorema 9.3. El indice de rotacion de un poligono curvilineo de M respecto de una
parametrizacion local que lo cubre es £1.

Como ya observamos, en un contexto mas general, el indice de rotaciéon de una curva
cerrada que tal vez sea periddica, indica el nimero de vueltas que da sobre si misma en
su dominio de definicién indicando ademas el sentido de giro. Es por ello que, al cenirnos
a nuestro caso particular de poligonos curvilineos, que son un caso especial de curvas de
Jordan, solo se da una vuelta y se permiten los dos sentidos de giro, que es justo lo que
dice el Umlaufsatz.

10. TRIANGULACIONES DE SUPERFICIES.

En esta seccién se introduciran los conceptos necesarios (entre los que esté el teorema de
la curva de Jordan) para después estudiar triangulaciones de superficies. Posteriormente
se presentara la caracteristica de Euler de una superficie compacta y terminaremos la
seccion orientando triangulaciones.

Sea M una superficie diferenciable.

10.1. Regiones regulares simples y tridangulos de una superficie. Sea ¢ : W —
V' una parametrizacion de un abierto V' de M. Se dice que un conjunto compacto ¥ C V'
es una region reqular simple si su interior 3° en V es conexo no vacio y su frontera
0¥ = ¥\ X° es un poligono curvilineo.

Para observar las consecuencias topoldgicas que tiene esta definicién, enunciamos dos
importantes teoremas en el ambito de la topologia:

Teorema 10.1. (Jordan) Sea « : [a,b] — R? una curva de Jordan topoldgica (i.e. la
parametrizacion « no es diferenciable, sino sdlo continua). Entonces C' = a(|a,b]) separa
el plano en dos componentes conexas, ambas con la misma frontera, que es precisamente

C.

La palabra separa significa que R? \ C' no es conexa, y gracias a un razonamiento
elemental de topologia usando la compacidad de C en el plano y que esta implica estar
acotado, se deduce que de las dos componentes conexas en las que se divide el plano hay
una acotada, de la que se dice que es el interior de la curva de Jordan, y otra no acotada,
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que es el exterior. Otra consecuencia de este teorema es que todos los puntos de C son
adherentes tanto al exterior como al interior.

Teorema 10.2. (Schinflies) La adherencia del interior de una curva de Jordan es un
subconjunto homeomorfo a un disco cerrado, y borde la curva de Jordan.

Veamos ahora qué implicaciones topolégicas obtenemos: Como C' = ¢~1(9X) es una
curva de Jordan de R?, por el teorema de Jordan, descompone el plano en una componente
acotada y otra no acotada de la que es frontera comun.

Como ¢ es un homeomorfismo lleva abiertos a abiertos y bordes a bordes, por lo que
se tiene:
R* = (R*\ ¢! (2)) UC U (X),
y como en esta unién R? \ ¢~1(X) es abierto no acotado, ya que es complementario de un

compacto en R? y ¢~1(X°) es abierto conexo, deducimos que »~!(3°) es la componente
acotada de R?\ C.

Por tanto, p=1(3X°) = C U 1(X°) = ¢ 1(X) y por el teorema de Schonflies, ¢~1(X) es
homeomomorfo a un disco cerrado. En esta misma linea se puede ver que ¢~ 1(2°) y ¥°
son homemomorfos a un disco abierto.

Pasemos ahora a definir los triangulos en el espacio para después extrapolarlo a super-
ficies. Sean p!, p?, p* tres puntos del espacio afin no alineados, consideremos su envoltura
convexa:

H={peR®|p=tip" +top” +t3p”, t1 +ta+t3=1, t1,ts,t3 >0}

Llamamos tridgngulo abierto T° C H al interior de H. Asimismo, llamamos tridngulo
cerrado T C H ala adherencia de T°, i.e. T = H. Denominamos vértices de los triangulos
a los p' y aristas a los segmentos que unen estos vértices, vértices incluidos.

Extrapolemos ahora estos conceptos a superficies. Un tridngulo cerrado de M es un
subconjunto T" homeomorfo a T. Como T es compacto, T' también lo es, por lo que en
particular también es cerrado. El interior, las aristas y los vértices de T son las imagenes
via el homeomorfismo del interior, las aristas y los vértices de T. Denotamos 7° el interior
de T,y 0T =T \ T° la unién de las tres aristas de 7.

En realidad, un triangulo cerrado no es mas que un subconjunto homeomorfo a un disco
donde se han elegido tres puntos del borde que hacen las veces de vértices. Por ejemplo,
una region regular simple cuya frontera es un triangulo curvilineo.

10.2. Triangulacién de una superficie. Una triangulacion de la superficie M es una
descomposiciéon suya M = U;T; en una union finita de triangulos cerrados T, tales que
cuando se encuentran lo hacen exactamente a lo largo de una arista comin, o en un
vértice.

Llamamos caras cerradas de la triangulacion a los tridangulos 7; y caras abiertas a sus
interiores 7. Decimos que las aristas de una cara son los lados de esa cara. Los vértices
conservan su nombre. Obsérvese que una cara cerrada es un subconjunto cerrado de M
ya que ha sido definido como adherencia (por lo que es su propia adherencia), asi como
una cara abierta es un subconjunto abierto de M pues es el complementario de la union
de las restantes caras cerradas, que es un subconjunto cerrado.
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F1GURA 10. Situaciones y transformaciones senaladas en el razonamiento
de la condicion de adyacencia.

Resaltemos el hecho de que si M tiene una triangulacion, entonces es compacta ya que
es una unioén finita de tridngulos compactos.

Finalmente, decimos que dos caras que comparten un lado son adyacentes, y a raiz de
esta definicion se obtiene un 1til resultado denominado condicion de adyacencia, cada
arista de la triangulaciéon es lado de exactamente dos caras. Estudiemos con més dete-
nimiento esta condicion de adyacencia para ver que depende de la topologia algebraica.
Supongamos que una arista fuera lado de tres caras, entonces podriamos encontrarnos
dos casos, el primero (i), que al aproximarnos con curvas al punto los planos tangentes
no coincidiesen, por tanto no serfa localmente como un abierto de R? y no estarfamos
en una variedad diferenciable, cayendo asi en un absurdo. El segundo caso (i7) es que al
aproximarnos mediante curvas, los planos tangentes si coincidan, por lo que mediante el
argumento anterior no podemos llegar a un absurdo, necesitaremos la topologia algebrai-
ca. Veamos brevemente qué argumento se usaria: la situacion mostrada en (iz) se puede
ver localmente como (7i7), y si le quitamos el punto central, podemos aplicar la siguiente
retraccién (iv), por lo que tiene el mismo grupo de homotopia que (v), que se puede ver
como (vi), que tiene el grupo de homotopia que R? menos dos puntos, i.e. Z x Z, diferente
al grupo de homotopia de R? menos un punto, i.e. Z, por lo que localmente nuestro caso
(44) no es homeomorfo a un abierto de R?, lo cual es un absurdo. Con este razonamiento
se obtiene la nombrada condicién de adyacencia. Este resultado relaciona de forma clara
el nimero de caras C, con el numero de aristas A, obteniendo la férmula 3C = 2A.
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10.3. Caracteristica de Euler. Sea M una superficie compacta de R® y M = U,T;
una triangulacion suya. Se denomina caracteristica de Fuler de la triangulacion al niimero

x=C—-A+V

donde C' es el nimero de caras de la triangulacion, A es el nimero de aristas y V es el
nimero de vértices.

La caracteristica de Euler es un concepto central en la topologia por sus muchas propie-
dades, en particular, juega un papel fundamental en el teorema de Gauss-Bonnet haciendo
de nexo entre la topologia y la geometria. Mencionemos dos de sus propiedades mas co-
nocidas:

(1) Normalmente se afirma que la caracteristica de Euler no depende de la triangulacién
y se estudia que es un wnvariante topoldgico, no obstante, dada la naturaleza de este
trabajo, donde el foco esta puesto en el teorema de Gauss-Bonnet, se puede observar que
gracias a que la caracteristica de Euler es un invariante topoldgico y gracias al teorema de
Gauss-Bonnet (que relaciona y y una integral que no depende de la triangulacién, ya que
daremos el marco tedrico general de integracién y usaremos las triangulaciones solo como
una herramienta de calculo de dicho concepto definido de manera global e independiente
a ellas) se obtiene que y no depende de la triangulacién.

(2) La orientabilidad y la caracteristica de Euler de una superficie compacta la clasifi-
can por completo, i.e. si dos superficies compactas son las dos orientables (o las dos no
orientables) y tienen la misma caracteristica de Euler, entonces son difeomorfas.

10.4. Orientacién de triangulaciones. Veamos cémo orientar una triangulacién acor-
de a una orientacion fijada en la superficie.

Sea M una superficie compacta orientable. Por ser orientable podremos encontrar una
aplicacion de Gauss asociada N, la cual nos proporcione un vector normal a la superficie
en cada punto (i.e. al plano tangente a la superficie en dicho punto). Gracias a dicho
campo perpendicular seremos capaces de fijar una orientacién en M (orientando los planos
tangentes segin bases suyas tales que junto con el correspondiente vector normal formen
una base con la orientacién estdndar del espacio ambiente, como ya vimos en 3.2). Una
vez fijada la orientacién de M, consideremos A un atlas positivo de M, i.e. tal que sus
parametrizaciones sean compatibles con dicha orientacion.

Sea M = U,T; una triangulacion de M, tal que cada cara T" = T; esta contenida en un
dominio de coordenadas para cierta parametrizacion ¢ : W — V del atlas A y es una
region regular simple, cuya frontera 0T es el tridngulo curvilineo formado por las tres
aristas de la cara. En la seccién siguiente explicaremos cémo siempre existen este tipo de
triangulaciones, llamadas triangulaciones diferenciables.

En este contexto, elijamos una orientacion positiva « de una arista L de 0T mediante
la parametrizacién ¢, i.e. una orientacién de manera que cuando se considere o y se rote
acorde a la orientacion inducida por ¢ en W, dicho vector tangente quede apuntando
al interior de T'. Notese que esta orientacion, asi elegida, depende aparentemente de la
parametrizacién y por ende del atlas. Pero el atlas es compatible con la orientacion fijada
por la aplicacién de Gauss de modo que la orientaciéon inducida en la triangulacién por
¢ es la misma que la inducida por N y girar o/ seguin esta orientacién es equivalente a
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hacer el producto vectorial N x o y que este producto vectorial mire al interior. Esta
explicacién sigue la linea expuesta en 8.3.

Por tanto, concluimos que la orientaciéon de una cara 7' en una superficie compacta es
inherente a la aplicacion de Gauss elegida y por tanto independiente de la parametrizacion
que se escoja.

Una vez hemos orientado una cara 1" de manera independiente al atlas, veamos que
automaticamente hemos orientado toda la triangulacion. En efecto, ndtese que nuestra
arista L es a su vez arista de otra cara T" = Ty adyacente a T, por lo que también podemos
orientar L como frontera de T7’. Como apuntar hacia el interior de 7" es hacerlo hacia el

exterior de T”, la orientaciéon de L como frontera de 1" es la opuesta que como frontera
de T'.

En resumen, la orientaciéon de una triangulacion es independiente de la parametriza-
cién que se escoja y si se orientan positivamente las fronteras de todas las caras de la
triangulacién, dos caras adyacentes inducen orientaciones opuestas en su arista comun.

Como ya hemos comentado, en la siguiente seccién explicaremos cémo siempre existen
triangulaciones diferenciables.

11. TEOREMA DE TRIANGULACION DIFERENCIABLE.

En esta seccion enunciaremos el teorema de triangulacién diferenciable asi como dare-
mos una idea general de su demostracion, enunciando los resultados previos necesarios
para desarrollar esta. Serd en la siguiente seccién en la que desarrollaremos la demostra-
ciéon con mayor detalle.

El teorema de triangulacion diferenciable dice que toda superficie compacta es triangu-
lable con ciertas condiciones anadidas:

Teorema 11.1. Sea M una superficie diferenciable compacta, y fijemos un recubrimiento
abierto A de M y una coleccion finita P de puntos en M. Entonces existe una triangula-
cion de M = U,T} tal que

(i) cada cara cerrada de la triangulacion estd contenida en algin abierto del recubri-
miento A,

(ii) cada punto del conjunto P estd en una cara abierta, y esa cara abierta no contiene
a ningun otro, y

(i1i) la frontera de cada cara cerrada es un tridngulo curvilineo.

La tercera condiciéon es la que dota de caracter diferenciable a la triangulacion ya que
un triangulo curvilineo estd formado por tres arcos requlares que en los vértices no forman
cuspides.

Veamos ahora un esquema general de la demostracion. Nuestro objetivo sera construir

dicha triangulacién, para ello dividiremos el proceso en cinco apartados.

Empezaremos preparando un atlas finito sobre el cual después construiremos nuestra
triangulacién. Considerando entornos de puntos y sus correspondientes coordenadas y
aplicando, entre otras propiedades, la compacidad de la superficie llegamos a un atlas finito
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{Wh, ..., W,,} con sus respectivas parametrizaciones ¢; : U; — W;. Ademds se conseguird
que cada punto de P esté en uno solo de esos W; y que cada W; esté contenido en algin
abierto A.

Considerando discos cerrados D C U; de radio € € [1,2), sus interiores B y sus bordes
C¢, llegaremos a considerar I'; = ¢(C¥%) que son curvas de Jordan en M. El siguiente paso
serd estudiar la interseccion I'; NWV; a través de las componentes conexas 7y de gpj_l(Ff NW;)
que son arcos de Jordan abiertos. Veremos también que C5 solo corta una cantidad finita
de estas 7. Ademas de la finitud de esta interseccién, también nos interesara ver que
cortan de manera transversal, para ello usaremos una version reducida del teorema de
Sard en forma de lema y el concepto de valor regular.

Teorema 11.2. (Sard) Sea f : M — N wuna aplicacion diferenciable (al menos con
sequnda derivada continua) entre dos superficies. Entonces el conjunto VRy = {a € N :
d,f tiene rango 2 si f(p) = a} es denso en N, i.e. el conjunto de valores regulares es
denso en N.

Del cual usamos el siguiente caso particular,

Lema 11.3. Sea f : [a,b] — R una funcion diferenciable (al menos con sequnda derivada
continua). Entonces el conjunto VR ={c € R: f'(t) # 0 si f(t) = ¢} es abierto y denso
en R, 1.e. el conjunto de valores requlares es abierto y denso en R.

Habiendo preparado ya el terreno, estudiamos la transversalidad en la interseccion de
esta trama de curvas de Jordan, para ello procederemos por induccién y usaremos el
mencionado lema de Sard.

. . . E4 E4
Una vez hecho esto, podemos considerar las regiones regulares simples >/ = ¢, (D’
) J J J
. E5 , , .
que tienen por frontera los I';’. Observamos que cada punto de P estd en unicamente un

Ejj y que todo ij estd contenido en algin abierto de A y que si alguna regién regular
simple esta contenida dentro de otra podemos prescindir de ella.

Ahora triangularemos el caso particular en el que I'; C 3;, 1 # j (pero ¥; ¢ 3;), esto lo
conseguiremos gracias a las propiedades de las curvas de Jordan y ciertos pasos técnicos
(como la creacién y allanamiento de poligonales y la consideracién de esferas).

Para estudiar el caso general, necesitaremos enunciar una propiedad de las curvas de
Jordan.

Lema 11.4. Sea I’ C R? una curva de Jordan, y v un arco de Jordan con sus extremos en
I' y el resto totalmente contenido en el interior de I'. Entonces v descompone el interior
de I' en dos componentes conexas cuyas fronteras son las dos curvas de Jordan v U v, y
v U s, construidas con vy y los dos arcos vy, v2 que los extremos de v determinan I'.

Llegado este momento podemos suponer I'; ¢ X, gracias al razonamiento anterior.
Estudiando ahora la interseccion entre si de las regiones regulares simples >J; vemos que
estas se cortan transversalmente generando regiones regulares simples ¥; que recubren
M, tienen interiores disjuntos y se cortan a lo largo de curvas de Jordan. Llamamos a
esta subdivision descomposicion celular.

Finalmente, a raiz de esta descomposicion celular deducimos la triangulacion buscada.
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12. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE TRIANGULACION DIFERENCIABLE.

Demostracion. Veamos un esquema de su demostracién. Nuestro objetivo serd construir
dicha triangulacion, debido a la longitud de la demostracion, su construccion se divide en
cinco apartados.

a) Preparacion del atlas finito. Primeramente aprovecharemos la compacidad de M para
obtener un recubrimiento por abiertos finito (usando entornos de los puntos). Ademés, una
vez obtenido ese recubrimiento por abiertos finito, podemos modificarlo anadiendo, si no
estaban, entornos de los puntos del conjunto finito P y asi, pudiendo reducir los posibles
entornos que contuviesen a algin punto de P, obtener que cada punto de P pertenezca
Unicamente a su entorno. También podemos elegir los entornos de manera que cada uno
esté contenido en algun abierto de A. Usando ahora que M es superficie, parametrizamos
dichos entornos y asi obtendremos un atlas finito.

Por tanto, hemos llegado a una coleccién finita de puntos py, ..., p.m,, con sus respectivas
parametrizaciones ¢; : U; — W, donde W, es entorno abierto de p; en M, U; es el disco
de centro el origen y radio 2, y ¢(0,0) = p;.

Sea i € {1,...,m}, ahora podemos definir Ve € [1,2) D5 C U; el disco cerrado de centro
el origen y radio e, B su interior, Cf su frontera y observamos que X5 = ¢(D5) es una
regién regular simple en W; cuya frontera es la curva de Jordan diferenciable ' = ¢(C%).

F1GURA 11. Esquema del atlas finito.



36 ALVARO MARTIN JIMENEZ

Ahora consideramos I's N WW; con ¢ € [1,2). Nos damos cuenta de que como I'{ es una
curva de Jordan, esta interseccion es o bien toda la curva de Jordan, o bien una unién
de arcos de Jordan abiertos. Llevando este resultado al plano via goj_l tenemos que una
componente conexa y de @5 (T NW;) = ¢, '(T5) = ¢; ' 0 ;(CF) es o bien una curva de
Jordan (y entonces no hay otras componentes) o bien un arco de Jordan abierto.

FIGURA 12. Las componentes conexas y de ¢; '(Is N W;).

Para terminar de preparar el terreno para el resto de la demostracion, afirmamos que
una circunferencia C% con € € [1,2), corta solo una cantidad finita de esas 7. Esto se puede
demostrar aprovechando que las componentes conexas y no estan infinitamente proximas
y asi, si se supone una sucesiéon de puntos de distintas v en una circunferencia (que es
compacta) se llega a una contradiccién.

Con esto finalizamos el apartado a).

Hasta el momento hemos establecido el contexto inicial. Veamos ahora que la intersec-
cién entre curvas de Jordan no solo es finita sino que también es transversal.

b) Tramo de curvas de Jordan transversales. Vamos a demostrar que existen circunfe-
rencias C';-j, je{l,..,m}, e; €[1,2), tales que los Fjj se cortan cada dos transversalmente
(i.e. de manera no tangente) en una cantidad finita de veces (se pueden no cortar). Para
esto, estudiaremos el resultado en el plano y luego extrapolaremos a M via ;.

Por tanto, buscamos ¢; € [1,2) tal que C’;j corte transversalmente a toda componente
conexa 7 de ¢ ' (I's N W;).
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Procederemos por induccion. El caso base es directo, ya que solo consideramos una
circunferencia, por lo que podemos suponer haber encontrado €1, ...,¢;_; tales que las
respectivas circunferencias generan curvas de Jordan que se cortan transversalmente en
una cantidad finita de puntos, y debemos buscar un ¢; tal que su respectiva circunferencia
genere una curva de Jordan que corte transversalmente en una cantidad finita de puntos
al resto de curvas.

Primeramente, para toda componente conexa v de c,pj’l(Ff N W;) consideramos el con-
junto €~ = {e € [1,2) tal que C}’ corta transversalmente a 7}, que resulta ser abierto y
denso en [1,2). Este resultado lo conseguimos usando ingeniosamente una funcién auxiliar
diferenciable sobre la cual aplicamos la versiéon reducida del teorema de Sard, el lema 11.3.

Recordemos que por el apartado a), sabemos que para cualquier € € [1,2), C’;jo corta
solo una cantidad finita de estos 7. Veamos que el resto de estas componentes conexas,
las que no cortan a la circunferencia, forman un conjunto cerrado: 1" = cpj_l(F 7') es unién
de las componentes conexas 7, entre estas componentes puede haber algunas que cortan
a la circunferencia y otras que no. Como 7T es localmente conexo, sus componentes son
abiertos en T, luego cualquier union de ellos es abierto en T, luego la unién de los restantes
es cerrada en T'. Pero T es cerrado en el dominio de ¢;, Uj, (ya que la curva I'; es cerrada
por lo que su preimagen via ¢; también lo es), por lo que la unién de las restantes
componentes, que es cerrado en 7', es también cerrado en el dominio U;.

Ahora, aprovechando la compacidad de C’jjo y que, como acabamos de ver, las compo-
nentes conexas que no cortan a la circunferencia forman un conjunto cerrado, obtenemos
que la distancia de C’?O a ellas serd de d > 0, y por tanto para cualquier € proximo a €
la circunferencia ij corta como mucho a las mismas componentes conexas 7y que C’?O.
Recordemos también que para cada v contamos con Exy.

Por tanto, basta tomar ¢; suficientemente préximo a €j y en la interseccién de todos
los €+~ (que como son abiertos y densos en [1,2) e intersecamos una cantidad finita, dicha
interseccién sigue siendo abierta y densa en [1,2) ) para obtener una ij que corta a una
cantidad finita de componentes conexas 7 y se interseca con cada una de estas de manera
transversal.

Finalmente por un argumento con compacidad y sucesiones en la misma linea que uno
. . . . . E 5
anterior, aprovechando la transversalidad de las intersecciones, obtenemos que si C;* corta
transversalmente a una componente 7, lo hace en una cantidad finita de puntos.

Llevando este resultado a la superficie via los ¢;, llegamos al resultado deseado: existen
circunferencias C;j, Jje{l,....,m}, g €[1,2), tales que los Fjj se cortan cada dos trans-
versalmente en una cantidad finita de veces (se pueden no cortar) ya que tenemos dicho

Ej ’ €5 Ej
resultado ex;tre los ;7 y las componentes v y via los gplj tepemos ©;(C}7) = ij C EVVJ-,
Up;(v) =T/ NW; donde v es componente conexa de ¢; (I';' NWj) por lo que I';' NI} =
U (7) N (C).

Terminamos asf el apartado b).
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FicurA 13. La interseccién finita y transversal de los F;j conseguida gra-
cias a los C7”.

Hagamos un resumen con lo que contamos por el momento. Hemos obtenido una colec-
.z . . . g4 €4 .
cién finita de curvas de Jordan diferenciables I'; = ¢;(C;’) que se intersecan transversal-
mente en una cantidad finita de puntos y que son las fronteras de las regiones regulares
. Ej o 8]' , . . . . €j
simples 3 = ¢;(D;’). Ademas, los interiores de estas regiones son los abiertos ¢;(B;’),
que recubren M pues €; > 1.

s . . .« E4
Es util para los razonamientos que siguen tener presente que cada region %7 se trans-
. €5 . . ’
forma en un disco cerrado del plano y I/ en la circunferencia que lo bordea via ¢;,
. . . Eq
parametrizacion de WW;, un entorno abierto de 3.7

En relacién con el recubrimiento A y el conjunto finito de puntos P dados desde un
comienzo, es claro que las regiones Z;j estan contenidas en abiertos de A, ya que sus
entornos W lo estan, y que los puntos de P estan en sus interiores (recordemos que estos
puntos son el centro de sus respectivos entornos, considerados al principio en nuestro atlas
finito), sin que haya dos en el mismo.

Obviamente podemos prescindir de las regiones que estan contenidas en otras.

¢) Triangulacion de esferas. Estudiemos ahora el caso particular en el que alguna regién
contenga la frontera de otra : I'; C X;, i # j (y sabemos que ¥; ¢ 3;).
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Primeramente observemos que como las intersecciones entre I'; y I'; deben ser necesa-
riamente transversales (i.e. de manera no tangente) I'; no se puede cortar con I'; ya que
entonces I'; saldria de ¥; (pero I'; C 3,), por tanto I'; esta contenida en el interior de T';.

Llevando el resultado al plano via goj_l vemos que U; = goj_l(I/V]) es un disco abierto en
el que esté contenido ¢;'(X;) que es un disco cerrado plano y ¢;'(I';) = T es una curva
de Jordan contenida en el disco abierto correspondiente y por tanto I' es borde de una
regiéon ¥ homeomorfa a un disco cerrado. Por tanto, Sy = ¢;(2) UX; es homeomorfo a la
unién de dos discos cerrados pegados por su borde I';, y por tanto Sy es una esfera, y en
particular compacto, por lo que Sy es cerrado en M.

Veamos que Sy es también abierto en M. Nétese que Sy = ¢;(X°) UX? UT, por lo que
si tomamos un punto en ¢;(3°), o en XY por ser estos abiertos, podremos encontrar un
entorno abierto de dicho punto en Sy. Queda por tanto ver que para cualquier punto del
borde del dominio regular ¢;(X), I';, podemos encontrar un entorno abierto del punto en
So.

Primero estudiemos un caso general, sea ¢ : U — W C M una parametrizacion, donde
U es un bola abierta y D C U es una regién regular con borde la curva de Jordan C' = 9D e
interior D°, entonces X = (D) es una regién regular de M con borde I' = p(9D) = ¢(C)
e interior G = p(D°). Si estudiamos las componentes conexas de M \ T', resulta que el
interior G = @(D°) es una de ellas, y ¢(U \ D), la imagen del exterior de C' en U, estd
contenida en otra. En efecto, p(D°) es conexo y abierto en M pues D° lo es en U y ¢
es una inmersién abierta en M. Pero ¢(D) es compacto, luego cerrado en M, por lo que
o(D°) = o(D\C) =¢(D)\ p(C) es cerrado en M \ p(C) = M \ T gracias a la topologia
relativa, i.e. como (D) es cerrado en M y o(C) C M, p(D)\¢(C) es cerrado en M\ ¢(C).
Por lo tanto, ¢(D°) es conexo abierto y cerrado en M \ T', luego es una componente suya.
Por otra parte, el exterior U \ D es conexo (gracias al teorema de Jordan en el disco U),
luego su imagen p(U \ D) = ¢(U) \ ¥ es conexo y no corta a I', luego estd contenido
en una componente conexa de M \ I', ya que por el teorema del pivote la unién de dos
conexos no disjuntos es conexa, y como una componente conexa no puede estar contenida
en otro conjunto conexo mayor, si un conjunto conexo interseca de manera no vacia con
una componente conexa, este conjunto estara contenido en dicha unién que debe ser la
componente conexa, por lo que este conjunto esta contenido en dicha componente conexa.

Tras esta observacion, volvamos al caso Sy = ¢;(X) U X;. Nétese que habfamos consi-
derado el borde I' = ¢, (I';) de ¥ y su interior £° = X\ I y su exterior U; \ ¥ (donde
recordemos que esta terminologia proviene de la teoria de curvas de Jordan). También
tenemos que I'; es el borde del dominio regular ¥;, y gracias a la observaciéon anterior,
obtenemos que su interior ¢;(X°) es una de las componentes conexas de M\I'; y ¢;(U;\X)
estd contenida en otra. Asimismo, considerando ahora la parametrizacién ¢; : U; — W,
¥, C Wiy pi(D;) =%, aplicando la observacién anterior obtenemos que ¢;(D7) = ¢ es
una de las componentes conexas de M \ I';.

Observemos que sabemos que ¢;(X°) y X7 son dos componentes conexas de M \ Iy,
afirmamos que son distintas (y por tanto, por el teorema del pivote, disjuntas). En efecto,
recordemos que suponemos que ¥; ¢ X; pero como ¢;(3°) C X%, si p;(X°) = Xf entonces
>; C Y lo cual es un absurdo.
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F1GURA 14. Representacion de Sp.

Ahora afirmamos que ¢;(U; \ X) esta contenido en el interior de ;. Como ¢,(U; \ %)
estd contenido en una de las componentes, para ver que esa componente es el interior
de ¥J; basta ver que lo corta. Vedmoslo: como una curva de Jordan es adherente a su
interior, fijamos un punto y = ¢;(x) € I';, que serd adherente a ¥; \ I'; = X?, ie. y
serd el limite de una sucesién {y, € X9}. Por tanto, para k suficientemente grande, yy
estard en ¢;(U;) (que es entorno de y = p;(z)), luego yx = ¢;(xy) para ciertos z € U; y
obtenemos una sucesién {z;} en U; cuyo limite es z € I'. Pero recordemos que acabamos
de ver que ¢;(X°) y X7 son componentes conexas disjuntas por lo que si y;, € £°, entonces
yr & ©;(X°) y por tanto zy, & 3°, ie. xp € U; \ X°UT (donde X°UT = X)), por lo que
Yk € ¢;(U; \ ). En resumen, z;, € U; \ ¥ y por tanto los y, € X9 Ng;(U; \ X) por lo que
la interseccién entre X9 y ¢;(U; \ X) es no vacia y llegamos a que ¢;(U; \ ) C X9 como
queriamos demostrar.

En resumen, acabamos de ver que ¢;(U; \ X) C X9 y como ¢;(X) C Sy = ¢;(X) U %,
entonces ¢;(U;) C Sy, que es un entorno abierto de I'; en M.

Finalmente, como Sy es abierto y cerrado en M, Sy es una componente conexa de M.
Veamos ahora como triangular este conjunto Sy homeomorfo a una esfera.

Elijamos tres vértices py en I';. En el dominio de la parametrizacién es facil: tomamos
un vértice m en el interior de ¢; *(T';) = C:* y consideramos los tres segmentos que lo
unen a los vértices o; *(pi). Obsérvese que el vértice m se puede tomar de manera que
los segmentos no contengan ningin punto de ; *(P). Viendo esta descomposicién de D5’
via @; en M, su imagen Y; queda dividida en tres triangulos cerrados.
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Ahora debemos hacer lo correspondiente con la regién de ¢;(X), el problema es que aqui
ya no estamos trabajando en un disco cerrado sino en un conjunto > que tiene como borde
una curva de Jordan I'. Si bien a nivel topolégico el problema es analogo ya que por el
teorema de Schonflies 32 es homeomorfo a un disco cerrado, el problema lo encontramos en
pedir la transversalidad de las intersecciones (ya que esto el homeomorfismo no tiene que
respetarlo necesariamente). No obstante, de manera muy ingeniosa se consiguen construir
poligonales, que posteriormente se deberan allanar, que unen el vértice interior con los
vértices que estan en el borde I' y sortean el conjunto goj_l(P) (para una mayor explicacién
observar el dibujo o estudiar el capitulo 18 de [2]).

Ficura 15. Triangulacién de Sp.

Con esto finaliza el apartado c).

Habiendo ya terminado este apartado, anadimos dos observaciones:

1. En nuestro caso la frontera I'; es una curva diferenciable, pero lo mismo se puede
hacer si es diferenciable a trozos: la transversalidad en los vértices seria a las dos
ramas, por la izquierda y por la derecha.

2. Al igual que con el anterior procedimiento hemos generado en cada dominio tres
triangulos, de manera analoga podriamos haber construido un ntimero arbitrario.

Después de haber estudiado este caso particular, analizamos la situacion general. Pero
antes de triangular debemos descomponer adecuadamente la superficie. Para ello usaremos
repetidamente la propiedad de las curvas de Jordan que nos da el lema 11.4.
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d) Descomposicion celular. Suponemos a partir de ahora que ninguna de nuestras re-
giones contiene la frontera de otra (si no aplicamos el razonamiento del apartado ¢) y
triangulamos dicha regién), de manera que casa regiéon queda dividida por arcos de las
fronteras que la cortan. Todas estas subdivisiones constituyen una descomposicion celular.
Estudiemos esta descomposicion:

Centrémonos en el comportamiento de una regién ¥;. Si la curva I'y la corta, lo hace
una cantidad finita de veces de manera transversal y dando lugar a una cantidad finita de
arcos de Jordan con extremos en I'; y contenidos en su interior, es por ello que cada uno
de estos arcos v, por el lema 11.4, divide a 3; en dos componentes conexas y, considerando
ahora cada una de estas componentes conexas, vemos cémo vuelven a ser divididas por
otro de los arcos de Jordan 7 de I';. De esta manera concluimos que XJ; queda dividida
en una cantidad finita de componentes conexas que tienen como frontera arcos de Jordan
de I'y y T';. Considerando ahora la interseccién con el resto de curvas I'; obtenemos que
¥; queda de nuevo dividida en una cantidad finita de componentes conexas X;; que son
regiones regulares simples que esta vez tienen por frontera arcos de Jordan de las curvas
I'1, ..., Como estas intersecciones son transversales, no generan cuspides, y las fronteras
son poligonos curvilineos. Obsérvese que las regiones ¥j; se intersecan a lo largo de uniones
de esos mismos arcos. Aplicando esto a cualquier region X;, obtenemos que las regiones
Y recubren todo M, y dos distintas se intersecan a lo largo de uniones de arcos.

Observemos que los ¥;; que generan estas subdivisiones estan contenidos en algin abier-
to de A, ya que en particular estdn contenidos en algin ¥;, y que el conjunto de puntos
P esta en sus interiores ya que sus fronteras estdn contenidas en la unién de los I'; y las
curvas I'; evitan dicho conjunto.

La descomposicion celular es casi la uniéon de los vértices, aristas y caras abiertas de
la triangulacion, pero hace falta subdividir ain otra vez para tener efectivamente esa
triangulacién.

FIGURA 16. Ejemplo de regién regular simple ;.

Aqui termina el apartado d).
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e) Triangulaciones. Para definir la triangulacion, elijamos como vértices los extremos
de los arcos que delimitan las regiones regulares simples X;; de la descomposiciéon celular,
un punto interior en cada arco y un punto interior en cada Xj; que no pertenezca a P.
Una vez determinados los vértices, definamos las aristas.

Habra dos tipos de aristas, aquellas que unan puntos que estén en los arcos de la des-
composicion celular, que son simplemente los fragmentos del propio arco determinado por
esos vértices, y las que unen el punto interior de ¥;; con todos los vértices de la frontera.
Estudiando estas segundas, a nivel topolégico no encontramos mayor problema y ademas
deducimos que dividimos la region en triangulos que se cortan a lo largo de un solo lado.
Es a nivel diferenciable donde si encontramos mas dificultades, pero podemos construir
las aristas como ya hiciéramos en el apartado c¢) al triangular Sy (con las poligonales alla-
nadas) y asi conseguir que siempre se corten de manera transversal y se eviten los puntos
de P que hubiera en ¥j;.

Habiendo definido ya los vértices y aristas, los triangulos cerrados son las regiones
simples que estas generan y como estan contenidas en algin X, en particular estan
contenidas en algun abierto de A.

FIGURA 17. Ejemplo de triangulacién de un Xj.

Finalizamos asi el apartado e).

Queda asi construida una triangulacion diferenciable como la enunciada en el teorema.

0J
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13. INTEGRACION EN SUPERFICIES.

En esta seccion definimos el concepto de integracion de una funciéon en una superficie.
Para ello haremos uso de la teoria de variedades diferenciables y la integracion de formas.

Sea M una superficie diferenciable orientable.

13.1. Formas diferenciales, elemento volumen e integracién de funciones. Par-
timos de que ya conocemos la teoria de formas diferenciales y como estas se integran
gracias a la asignatura de Variedades Diferenciables. No obstante, recordamos céomo se
integran ya que nos sera util mas adelante:

Sea U un abierto de E? = R? o H? y w € T'?(U) una forma diferencial de grado 2 que
se anula fuera de un compacto K C U y que escribiremos como w = fdu A dv. Entonces
se define la integral de w como

/ w= [ f(u,v)dudv
U E2

Este primer caso considerando abiertos de E? nos sirve para definir la integracién de

formas en superficies de la siguiente manera: Existe una dnica forma lineal [ Ve r2(M) —

R:w— [ yw tal que si x es el sistema de coordenadas de M correspondiente a una

parametrizacién ¢ compatible con la orientacién y w se anula fuera de un compacto del
. = .

dominio U de x, entonces wa = fx(U) Yrw.

Una vez hemos recordado esto, consideramos la aplicacion de Gauss de M, v : M —
S? C R3.
Definimos el llamado elemento de volumen €2 = det(v,-,-)| , que es una forma diferen-
M

cial de grado 2 (justo las que somos capaces de integrar en una superficie).

Justificamos su nombre gracias al razonamiento que se da al obtener su expresion local.
Sea ¢ : W — V una parametrizacion de un abierto V' de M. Veamos la forma que induce
Q via p en W, i.e. su pull-back ©*Q) = adu A dv. Tenemos

. B B 0 0 g 0. g 0
a=(p*Q)(e1,e2) = Qpser, pses) = Q(a o —) = det(v, B 80) = vol(v, i (%)
0 0 0 \2
_ . /= = — &/ 12
= drea( 8u av Hé’u v \/Hau <(9u7 (9U> EG-F

ya que recordemos que

<£7£ <£7% B E F
(8 #8)-( 9

donde ¢, es la derivada de ¢. Aclaramos que det = vol es un resultado de geometria
elemental, que vol = area por v ser unitario y perpendicular a M, que el area se calcula
con el producto vectorial es una féormula trigonométrica y que la norma del producto
vectorial se calcula como se indica para obtener la desigualdad de Cauchy- Schwarz.

Obsérvese que con nuestra teoria de integracion en superficies solo somos capaces de
integrar formas de grado 2, mientras que nuestro objetivo es integrar funciones diferen-
ciables en M, que son formas de grado 0. Es por ello que definiremos la integral de una
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Ficura 18. Dibujo del cubo unidad formado por las parciales y el normal.

funcion haciendo uso del elemento de volumen, dandonos cuenta de que f) es una forma

de grado 2:
L

13.2. Integracién en un dominio de coordenadas. Una vez hemos definido la
integral de una funcion diferenciable, veamos su expresion local en el caso de que el
dominio de la funcién esté contenido en un dominio de coordenadas correspondiente a
una parametrizacion ¢ : W — V donde V' es un abierto de M:

[ 1= so=[ o= [ (tepe@= [ (ro0) VEG—F dutv

Obsérvese que esta integral no depende de la parametrizacion ¢ que se tome pues estd
definida de manera global independiente de ¢. Las parametrizaciones solo se usan para el
calculo.

13.3. Caso de una superficie compacta. Aprovechemos ahora las triangulaciones
para calcular la integral de una funcién en una superficie compacta.

Empecemos recordando un concepto capital a la hora de integrar: un conjunto de medida
nula es aquel que estd contenido en una uniéon numerable de cubos cuyo volumen total
puede tomarse arbitrariamente pequeno. Se sabe que: (i) la unién numerable de conjuntos
de medida nula es de medida nula, (ii) las aplicaciones diferenciables conservan la medida
nula y (iii) estos conjuntos son despreciables a la hora de calcular la integral: El primer
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ejemplo de conjunto de medida nula son los subespacios vectoriales de dimension inferior,
que al pasar a variedades se corresponden con las subvariedades de dimensién inferior.

Supongamos ahora que M es compacta. Sea > C M un conjunto y f : ¥ — R una
funcién continua. Por el teorema de triangulacion diferenciable podemos tomar una trian-
gulacion M = U;T; tal que cada tridngulo 7T; esté cubierto por una parametrizacion

1+ W, — V. Nétese que la integral fmTl f si la sabemos calcular, por estar en un
dominio parametrizado, y que su valor coincide con el de la integral fEmTZO f por ser los

lados del triangulo 7; de medida nula en M. Como los interiores de los triangulos son
disjuntos, podemos calcular

/Mf:/MfQ:Z:/mTlf Z/ o) v/ EiGy — F? duydy,

donde wu;, v; son las coordenadas locales de ¢; v Ej, G, F; los coeficientes de la primera
forma fundamental en esas coordenadas.

Obsérvese que, como ya hemos comentado, al estar la integral definida de manera global
es independiente de parametrizaciones y triangulaciones.

14. FEL TEOREMA DE (GAUSS-BONNET LOCAL.

En esta seccion se demuestra la versién local del teorema de Gauss-Bonnet, paso previo
al teorema de Gauss-Bonnet propiamente dicho.

En tanto que el objetivo principal de este trabajo es la demostracion del teorema de
Gauss-Bonnet obsérvese como a lo largo de estas dos secciones se aplican en numerosas
ocasiones todos los resultados expuestos durante el trabajo. En particular, en esta seccion
para la demostracién de la parte local se usa fuertemente el concepto de determinacion
del angulo y el Umlaufsatz.

Sea M una superficie diferenciable.

Demostremos la versién local del teorema de Gauss-Bonnet.

Teorema 14.1. Sea K la curvatura de Gauss de la superficie M. Sea ¥ C M wuna
region regular simple contenida en el dominio de coordenadas V de una parametrizacion
ortogonal ¢ : W — V. C M. Sea « : [a,b] — M wuna parametrizacion positiva PPA de
la frontera de ¥, 0%; denotamos por Aby, ..., A8, sus dngulos externos y por ky(s) su
curvatura geodésica (definida a trozos). Entonces

/EK—F/abkg(s) zzw—;aek

Demostracion. Comenzamos la demostracion calculando la integral curvilinea de la cur-
vatura geodésica. Para ello tomaremos una particion a = sg < s1 < ... < 5, = b del
intervalo de definicién de la curva « [a,b] . Por tanto,

J=x ]
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Por la Proposicién 7.1 obtenemos

Sk Sk 1
kg(s)ds = O+ ——== (G — E') | d
Xk:/%_l 5(s)ds Xk:/sk_1<k+2\/E_G( v u)) s

donde 6, es una determinacién del dngulo de tangencia de aj en [sg_1, sg]. Fijamos el
dngulo inicial 0;(sg) y elegimos los siguientes usando los dngulos de la siguiente manera

Or+1(sk) = O (si) + Dby,

Noétese que definiremos 6,,41(s,) = 0,(s,) + 2B, pero éste sélo se evaluard en s, ya que
s6lo queremos denotar dicho valor, 6,,11(s,), de manera consistente para un mejor manejo
en la siguiente formula.

Z /sk g;cds — Z (Qk(sk) — Qk(sk—l))

= Op1(5n) + [ = Ons1(50) + 0n(50) — On(Sn1) + On1(Sn-1) — Ope1(Sn—2) + ...
..+ 61(81)} — 91(80)

= Ops1(sn) — Y (Ors1 () — Ok(sk)) — 01(s0)

k
= (9n+1 (Sn - 01 30 Z Aﬁk n+1 — 91 Z A@k

—2’/TZ ZAQk—QW—ZAQk

en donde la peniltima igualdad la tenemos por la definiciéon de determinacién del angulo
y la tltima por el Umlaufsatz para una parametrizacion positiva. Por tanto,

(%) /k_ZW—ZA9k+Z/S G — Ea) ds

Calculemos ahora el sumatorio de integrales.

En el abierto W = ¢~ 1(V) C R? consideramos el compacto R = ¢~ }(X) y su frontera
9% = ¢ 1(OR). Escribimos
1 1
v'ds = dv,u'ds = du,A = ——G,,B= ———F,
2VEG 2VEG
y remarcamos que y fss:_l = 0%,0R = p~1(0%).

Obtenemos asi:

Z/:lz\/_( — Ba) ds—Z/ )dSZ/aRAdv—Bdu

El borde JR esta orientado como frontera de R en la tltima integral ya que « es parame-
trizacién positiva de 9% = ¢ 1 (OR).
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Es decir, hemos trasladado nuestra integral en una superficie a una integral en R?, y
estamos en situacion de aplicar la férmula de Green, la cual dice

/ Adv — Bdu = / (% + 6’_B> dudv.
R R 3u a'l)

Gracias a la Proposicion 5.3, haciendo uso de las coordenadas ortogonales, tenemos que

DA OB 1[0 G, 9 E, \ _
aﬁ*%—§<m@+%@)— KVEG

Para finalizar, volvamos a remarcar que R = ¢~ (X)) y por tanto concluimos que

Sk 1
GV — Equ)ds = —/ KV EGdudv = —/ K
Zk:/sk_l 2VEG ( ) ) =

Notese que la tltima igualdad se debe a la propia definicién de integral de una funcién en
una superficie, recordemos que la primera forma fundamental es la encargada de traducir
las medidas en superficies al dominio de coordenadas, que es donde nosotros contamos
con la integracién usual en abiertos de R?, y viceversa.

Finalmente, sustituyendo en (*) obtenemos el resultado deseado

/EK+/G kg(s):2ﬂ—§A9k

15. EL TEOREMA DE GAUSS-BONNET.

En esta seccién abordaremos, finalmente, la demostracion del teorema de Gauss-Bonnet,
considerado uno de los teoremas mas importantes de las matematicas debido a que sirve
como nexo de unién para la geometria y la topologia ya que relaciona el concepto de
curvatura de Gauss de una superficie compacta, propio de la geometria, con el de la
caracteristica de FEuler de superficie, puramente topologico.

En tanto que el objetivo de este capitulo es analizar este teorema con el mayor detalle
posible, objetivo principal de este trabajo, usaremos fuertemente los conceptos explicados
a lo largo de todo el proyecto como las triangulaciones de superficies diferenciables y el
Umlaufsatz.

Antes de comenzar con la demostracion demos una definicién.

Definicién 15.1. Sea M una superficie compacta orientable de R y K su curvatura de
Gauss. Se denomina curvatura integra de M a la integral [ u K.

Enunciemos y demostremos el teorema de Gauss-Bonnet:

Teorema 15.2. Sea M una superficie compacta orientable. Entonces se tiene que

/K:27TX
M
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Demostracion. Por el teorema de triangulacién diferenciable podemos tomar M = U;T;
una triangulacién diferenciable de M (con C' caras, A aristas y V vértices) tal que todo
tridngulo cerrado 7T; sea un tridngulo curvilineo contenido en una parametrizacién orto-
gonal compatible con la orientacion de M y orientemos positivamente los bordes de todos
los tridngulos (misma contexto que el mostrado en el apartado 10.4 de orientacién de
triangulaciones).

Notese que estamos en las hipotesis del teorema de Gauss-Bonnet local para cada

triangulo 7; por lo que
by 3
/ K+/ ky(s) =2m =Y Ab;
T; ap k=1

Sumando todas estas expresiones tenemos que:

(*)ZZ:/TIK:/MK

Gracias a la definicién establecida en el apartado 13.3 que trata la integracion a lo largo

de una superficie.
by
(**)Z/ k(s)=0
1

Debido a como se orientan las triangulaciones segin la orientacién de la superficie, con
dos caras adyacentes induciendo la orientaciones opuestas en su arista comun, por lo que
las integrales se van cancelando dos a dos ya que cada lado de un triangulo es recorrido
dos veces en sentidos contrarios.

Por tanto, como hay C' tridngulos tenemos que

C 3
(1)/ K =2rC =) > A6
M I=1 k=1

Nétese que esta férmula estd en funcién de los dngulos externos A pero, para dos
razonamientos posteriores, nos convendrd usar los correspondientes dngulos internos ¢! =

T — Ab,
Por tanto, tenemos que
c 3 c 3
D)L
I=1 k=1 =1 k=1

Y aplicando la formula 3C' = 2A, introducida en el apartado 10.2, la cual se cumple para
toda triangulacion y tiene una demostracién directa, obtenemos que

c 3 c 3
2)) Y A =2mA-> "> ¢

I=1 k=1 I=1 k=1
Para finalizar calculemos la suma de todos los dngulos internos en un vértice cualquiera.
Gracias a la teoria desarrollada en el capitulo del Umlaufsatz sobre angulos internos y
orientaciones, afirmamos que dichos angulos son todos positivos en la direccion de la
orientaciéon inducida en el vértice y que la union de las caras cuyas aristas intersecan en el
vértice forman un entorno de dicho vértice. Es por ello que si sumamos todos los angulos
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internos, dando una vuelta completa alrededor del vértice, sumaran 27. Dado que la suma
de los dngulos internos en un vértice es 27, si sumamos todos los dngulos internos de todos
los vértices, que hay V', tendremos que

3

(3> > dp =2V

=1 k=1

FiGura 19. La suma de todos los angulos internos alrededor de un vértice
es 2.
Por tanto, teniendo en cuenta (1), (2), (3) yque x=C —A+V

/ K =27C —27A+ 27V =271y
M

16. EL GRADO DE LA APLICACION DE (GAUSS.

En esta ultima seccion vamos a introducir el concepto de grado de una aplicacion y lo
calcularemos utilizando valores regulares. Ademads el teorema de Gauss-Bonnet lo relacio-
nara con la caracteristica de Euler y la curvatura. Terminaremos con algunas consecuencias
de esa relacién.
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16.1. Teorema del cambio de variable generalizado: grado de una aplicacion
diferenciable. Si f : M — N es una aplicacion diferenciable entre dos superficies co-
nexas compactas, existe un entero d € Z tal que para toda forma w de grado 2 de N se

cumple
ffw= d/ w
fre=t,

Llamamos a este entero grado de f.

El célculo del grado requiere una pequena discusion previa de los valores regulares de
f. A pesar de que este concepto fue introducido junto al teorema de Sard en la secciéon
11, explicaremos ahora ambas ideas con mayor detenimiento.

16.2. El teorema de Sard. Sea f : M — N una aplicacion diferenciable como antes.
Recordemos que un punto a € N se llama valor reqular de f si en la fibra f~*(a) no hay
ningtin punto critico de f, es decir, d,f : T, M — TN es un isomorfismo lineal para
todo x € f~!(a).

Como ya sabemos, el teorema de Sard (11.2) afirma que el conjunto VR; C N de los
valores regulares de f es denso en N. El conjunto N \ VR es la imagen del conjunto
Cy C M de los puntos criticos de F', que es un conjunto cerrado (ya que localmente C/
se describe por la anulacién del determinante jacobiano de f).

Recordemos que en nuestro caso M es compacta y como Cy es cerrado en M también
es compacta, por lo que también lo es su imagen (que por tanto es ademés cerrada en N).
Es por ello que V Ry es ademds un conjunto abierto de IN. Por tanto, gracias al teorema
de Sard y a estar en esta situacién particular, V R; es un abierto denso en N. En otras
palabras, un punto genérico de N es un valor regular de f, ya que se llama punto genérico
a aquel que se toma en un abierto denso.

16.3. Comportamiento local de f en un en un valor regular de f. En la situacién
anterior, fijamos un valor regular a € N de f. Entonces d,f es isomorfismo para todo

r € fa), luego existe un entorno U® de x tal que f| es inyectiva (por el teorema
U:E
de inversion local (2.5) ), con lo que f~'(a) NU* = {x}. Es decir, f~'(a) es un conjunto

discreto y como es cerrado en el compacto M, es discreto compacto, luego es finito.

Digamos que f~'(a) = {z1,...,x,}. Como ya hemos senalado, existen entornos conexos
(disjuntos) U** de los z; tales que f ‘ :U% — V% son difeomorfismos sobre un entorno
abierto V¥ de a. De hecho, usando la compacidad, un pequeno truco topolégico permite
reducir los U% para que todos los V% sean iguales, pero esto no lo utilizaremos aqui.

Como los U* son conexos, los difeomorfismos f conservan o invierten la orientacién
Uzi

y denotamos

) ! +1 si se conserva,
sign, f = L.
i —1 si se invierte.

En fin, resulta la férmula

d= i sign, f
i=1

Esta es la féormula del grado de Brower-Kronecker.
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FicurA 20. Esquema de la fibra de un valor regular.

16.4. Grado de la aplicaciéon de Gauss. Apliquemos ahora lo anterior a la aplicacién
de Gauss v : M — S?. Consideramos (s, el elemento de volumen de la esfera, como forma

de grado 2 de S?. Por tanto,
/ Qe = d/ Qs
M 52

Demostremos ahora la igualdad v*Qg2 = K.

Recordemos que Q’ = det(v, -, )‘ y K(a) = det(—d,v), entonces tenemos:
M M

(V" Qs2) 0 (U1, u2) = Q2 ) (Vi Vatta) = Qs2 (o) (dav(ur), dav(u2))

= det(v(a), dav(u1), dov(u2)) = Qs a(dav(ur), dov(usg))
= det(dav)Qnra(ur, ug) = det(—dav)Qnra(ur, ug)
= K(a)Qn0(u1, u2)

Donde hemos usado que el campo normal unitario compatible de S? en v(a) es v(a)
y el campo normal unitario compatible de M en a es v(a), que como la dimensién es
2 entonces det(L) = det(-L) y un importante resultado en la teoria de formas (basta
considerar la versién para formas multilineales y no las diferenciables) llamado teorema
del determinante.
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Finalmente calculemos cada término:

(1) Como v* Qg2 = KQyy, entonces/ v Qge :/ KQyy :/ K =2mx(M).
M M

M
(2) d | Qg =d érea(S?) = 4nd.
SQ
Por tanto,
1
d=—x(M).
X (M)

16.5. Consecuencias de la relacién del grado con x. Siv no es suprayectiva, toma-
mos a € S*\v(M), que serd un valor regular con f~!(a) = 0, luego d = D vef-1(a) Sl =
0. Es decir, si la aplicacion de Gauss no es sobreyectiva, la curvatura integra y la carac-
teristica de Euler son nulas. Excluida esta situacion inicial, supongamos v suprayectiva.

Un a € S? genérico es un valor regular de v (por el teorema de Sard). Este a € S es
un vector normal de M tal que,

= Los puntos x € M cuyo vector normal es a son una cantidad finita.

» En cada uno de ellos K(z) # 0, ya que K(x) = det(—d,v) y como x € v"'(a) y a
es un valor regular de v, d,v es isomorfismo lineal por lo que —d,v también lo es.

» Teniendo en cuenta que K (z) = det(—d,v) = det(d,v) (como ya hemos comentado,
en dimensién 2, det(-L) = det(L) ), observamos que si K(z) > 0, v conserva la
orientacién en z y si K(z) < 0, v invierte la orientacién en x.

Por tanto,

1
5 X(M) = d = #puntos (con vector normal a) con curvatura positiva

—#puntos (con vector normal a) con curvatura negativa

Para relacionar este resultado con la curvatura integra basta recordar:
/ K =2mx(M) = 4nd
M
por lo que si f,, K > 0 hay més puntos con curvatura positiva que negativa, si [,, K =0

hay los mismos y si | 1 I < 0 hay menos.

Por ejemplo, recordando que x(M) = 2 — 2g, donde g es el género de la superficie M,
y que
X(M) = 2 para la esfera,
X(M) = 0 para el toro,
X (M) < —2 para las demds superficies,

concluimos que:

Las esferas tienen mas puntos elipticos que hiperbdlicos, los toros tantos elipticos como
hiperbolicos, y las demds superficies menos elipticos que hiperbélicos.
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