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ABSTRACT

This paper deals with the construction and main properties of the so called
Weil variety (cf. [Weil], [ARS2]) for the case of parametric varieties (over an
extension of a ground field) of arbitrary dimension. Moreover, a particular sub-
variety of the Weil variety is considered here in order to check, algorithmically,
several interesting properties of the given variety (such as the property of being
defined or parametrizable over the base field).
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1. Introduccién

Este articulo se enmarca en el problema de la simplificacién de parametrizaciones.
Supongamos que tenemos una variedad paramétrica V' en un espacio afin n-dimen-
sional sobre un cuerpo algebraicamente cerrado, dada por una cierta parametrizacién
racional; esto es, V es el cierre de Zariski de la imagen de una aplicacién racional
desde otro espacio afin de cierta dimensién d sobre el mismo cuerpo. ;Qué signi-
fica “simplificar” la parametrizacion dada? ;Cudndo es ésto posible? ;Como puede
llevarse a cabo tal simplificacién algoritmicamente a partir de los datos?

El interés de estas cuestiones radica, por una parte, en su caracter elemental y,
por otro, en la ubicuidad de las variedades paramétricas en las aplicaciones (al disefio
geométrico asistido por ordenador, por ejemplo) y en la necesidad, por tanto, de
manipular las mismas de la manera mds sencilla posible (en algin sentido).

Por ejemplo, una curva plana en el plano complejo podria venir dada, tras un cierto
proceso algebraico de construccién de la misma, por una parametrizacién racional en
un parametro ¢, con coeficientes complejos. Es bien sabido que, en ese caso, el cuerpo
F de funciones racionales (sobre C) de dicha curva es birracional a C(t) y tiene, por
tanto, género cero. Lo mismo ocurre, por tanto, con el cuerpo K generado sobre R
por la parametrizacién racional dada, como subcuerpo de C(t). Ahora bien, esto no
significa que K sea isomorfo a R(t); esto ocurre si y s6lo si la curva admite también
una parametrizacién racional con coeficientes reales. Por tanto, si consideramos que
una parametrizacién es mas simple si tiene coeficientes reales en vez de complejos,
vemos que la simplificacion de una parametrizaciéon compleja es equivalente a la veri-
ficacién del teorema de Liiroth real para K ([RS2]). En [RS1] se da un algoritmo de
simplificacién para este caso. Para el caso de superficies, existen soluciones parciales
al problema anterior, véase por ejemplo [Schil].

Otro ejemplo, de naturaleza distinta, surge cuando se considera (como en [Schi3])
una superficie paramétrica propia, es decir, tal que las funciones racionales de la pa-
rametrizacion generan el cuerpo de funciones racionales en dos variables, y se supone
que una parametrizacién es mas simple si disminuye el méximo grado de las funciones
racionales que aparecen en la descripcién de una parametrizacién. En este contexto de
superficies, el grado de la parametrizacién no es un invariante, como en el caso de cur-
vas (donde coincide con el grado de la curva), sino que puede crecer arbitrariamente
si se aplica una transformacién de Cremona adecuada. El problema es, naturalmente,
estimar el minimo grado y hallar la transformacién que reparametriza la variedad
en este sentido. Como indica Schicho ([Schi3]) las parametrizaciones de grado més
pequeno permiten implicitar de modo mas sencillo la variedad dada, representarla
con menos datos y encontrar mas facilmente curvas racionales de grado bajo sobre la
superficie.

Un tercer criterio de simplificacién consiste en exigir caracter propio en la para-
metrizacién de la variedad unirracional; es decir, imponer que la aplicacién racional
que induce la parametrizacién, del espacio de parametros en la variedad, sea birracio-
nal; o equivalentemente, que el grado de la aplicacién racional inducida sea 1 ([Sh]).
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Obsérvese que, en general, el grado de la parametrizaciéon, es decir el maximo grado
de las funciones racionales que definen la parametrizacién (véase parrafo anterior),
no coincide con el grado de la aplicacién racional que la parametrizaciéon induce. De
hecho, el grado de la aplicacién racional coincide con el cardinal de una fibra genérica
de la misma ([Sh]). No obstante, para el caso de curvas planas existen caracteriza-
ciones de la birracionalidad que involucran el grado de la parametrizacion y el grado
de la ecuacién implicita (véase [SW]). El caso de superficies, como ya se ha indicado
anteriormente, resulta més complicado (véase también [Schi2]).

Este tipo de parametrizaciones desempena un papel fundamental en muchas apli-
caciones en diseno geométrico, ya que, en ausencia de birracionalidad, el grado de
la aplicacién inducida asciende e intuitivamente la parametrizacién recorre repetidas
veces la variedad, cuando los pardmetros toman valores en el cuerpo. Este problema
ha sido abordado por varios autores, para el caso de curvas, mediante versiones cons-
tructivas del teorema de Liiroth (véase [Al], [AGR], [Sed], [SW]). Sin embargo, para
el caso de superficies unirracionales, aunque existen soluciones algoritmicas para de-
cidir la birracionalidad (véase [PSS]), la cuestién de simplificar una parametrizacién
no birracional en otra birracional permanece bajo estudio. Asimismo, es importante
senalar que las nociones de racionalidad y unirracionalidad, es decir la existencia de
parametrizaciones propias de variedades unirracionales, son equivalentes en el caso
de curvas como consecuencia del teorema de Liiroth y, para el caso de superficies,
como consecuencia del teorema de Castelnouvo, la equivalencia es cierta si el cuerpo
es algebraicamente cerrado. No obstante, en el caso general el problema es mas com-
plicado ya que la equivalencia de los dos conceptos no esta garantizada y por tanto el
problema algoritmico requiere de un criterio previo de decisién (véase [Sh]).

En nuestro trabajo, que continia y desarrolla la ponencia [ARS2], el problema
de la simplificacién se ha orientado a encontrar reparametrizaciones, con coeficientes
sobre una extensién de grado mas bajo sobre un cuerpo base dado, de variedades de
dimensioén arbitraria dadas por una parametrizacién no necesariamente propia. FEn
la ponencia mencionada se estudiaba, méas particularmente, el caso de dimensién uno
(curvas); cabe mencionar que este mismo problema, para el caso de curvas, es tratado
mediante divisores candénicos en [ARS1]. Asimismo, queremos sefialar que la extensién
que aqui se contempla avanza en la direccién de [ARS2], no es totalmente inmediata y
abre numerosas e interesantes cuestiones (vedse también la reciente tesina de [Tab]).

En general, nuestra aproximacion procede del siguiente modo. En primer lugar,
dada una variedad V' de dimensién m, parametrizada sobre una extension algebraica
finita L de grado d de un cierto cuerpo base k de caracteristica cero, suponemos que
el espacio de pardmetros tiene la misma dimensién que la variedad (tal reduccién
se puede realizar, cldsicamente, sin demasiado problema algoritmico ([Al]). A con-
tinuacién mimetizamos el proceso seguido por Weil para variedades implicitas (ver
seccién 2, donde se hace un breve resumen de este proceso), construyendo una va-
riedad asociada (que denominamos variedad de Weil) mediante la anulacién de las
funciones racionales que resultan de la expresion de la parametrizacion en la base de
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L como k-espacio vectorial (seccién 3).

En la seccién 4 se construye una subvariedad de la variedad de Weil, la llamada
variedad testigo, que permite “leer” propiedades de la variedad V tales como la k-
definibilidad o la k-parametrizabilidad (Teorema 4.2, Proposicién 4.4) y reparametri-
zar, en su caso, la variedad dada (Teorema 5.2). Se discuten, en particular, las
dificultades del caso unirracional no birracional, asi como las peculiaridades del caso
de dimensién mayor que uno.

La ventaja de la variedad testigo es, en general, su estructura (ver seccién 5), lo
que facilita, computacionalmente, los cdlculos. Por ejemplo, en el caso de curvas, la
k-parametrizabilidad equivale a que dicha variedad testigo sea una especie de circulo,
que denominamos hipercirculo; en el caso més general, la variedad testigo tiene que
ver con la estructura de los automorfismos del cuerpo de funciones racionales en
varias variables. El calculo con hipercirculos es relativamente bien conocido ([RSV])
y cémodo.

Concluimos el articulo con una coleccién de ejemplos que muestran las ventajas y
dificultades (en algunos casos) de esta construccion.

2. La variedad de Weil

Sea k un cuerpo, que supondremos de caracteristica cero, y F su cierre algebraico.
Sea
V={fX1,.. . Xpn)==fr(X1,..., X)) =0} CF"

una variedad algebraica de dimensién m, donde f; € F[Xy,..., X,]. Sea L un cuerpo
intermedio, extension finita de k, k C L C F, que contiene todos los coeficientes de
los polinomios f;. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que L = k[a] para
algin o € F. Sea d = [L : k] el grado de la extensién y fijemos de una vez por todas
la base {1,q,...a? '} de L como k-espacio vectorial.

Siguiendo a Weil [Weil], llamaremos variedad de Weil asociada a V' a la variedad,
con coeficientes en el cuerpo base k, construida del siguiente modo: reemplazamos
cada variable X; por la combinacién lineal X; = X;0 + aX;1 + --- + ad_lXi(d,l),
donde las Xj;; son nuevas variables, y calculamos la expresion de los f; en las nuevas
nd variables:

filXay: Xe2ys -+ X)) € LIX(1); X2p3- -5 X5

donde, por comodidad, representamos por X el vector de variables (X, ..., Xp(a—1))-
Como L[X(1); X(2y; .- X(n)] = k[X1); X(2); - - . ; X()][a], podemos expresar

JilXay; X255 X)) = fio(Xay; X(2)s -+ -5 X)) Fafin (X 1y Xeays -3 X))
+ -4 o iy (X Xy -5 X))

con fir € k[X(1); X(2);...; X(n)] univocamente determinados.
Definimos la variedad de Weil asociada a V como la variedad

W= {fi(Xay; X)) =0]i=1,...,n, k=0,...,d—1} CF".
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De la construccién se sigue inmediatamente que si @ = (2(1);22);...;%@m)) € W,
donde cada x(;) representa la d-tupla (9, ..., 2;q—1)), entonces
Ty = (E‘f;olmliai, E?;()lscgio/, ol Ef;olxmai) eV

es decir, el punto xy asi definido, estd en V. Consideremos ahora los conjugados
de a en F, que denotamos por ag, ay,...,aq_1, donde fijamos o = ay, y, para cada
¢=1,...,d—1, fijemos un automorfismo o, de F|k que envie a a ;. Denotamos por
V9 la variedad conjugada de V' por oy, esto es,

Vo= {7 X = = T X = 0 CF

donde f7¢(X7*,...,XJ¢) representa el polinomio cuyos coeficientes son la imagen por
o de los de f; y las X7¢ son nuevas variables.

Obsérvese que V¢ esta caracterizada por la condicién de que para cada punto
de F*, (x1,...,2,) € V siy sblo si (o¢(x1),...,00(xy)) € V. Obviamente V¢
es una variedad algebraica isomorfa a V', y si las ecuaciones de partida tienen sus
coeficientes en el cuerpo base, es decir, si f; € k[X7, ..., X,], entonces V¢ = V| para
todo ¢ =1...,d—1. Esto puede ocurrir incluso aunque VNk™ = @, como por ejemplo
siV={22+y>+1=0}yk=Q.

Tomemos un punto = = ((1); T(2); - - -3 Tm)) € W, donde x5y = (w1, ..., Tig—1))-
Como W esta definida por polinomios con coeficientes en k, es invariante por con-
jugacién, y, por tanto, el punto y = o, ' (z) = (0, ' (z1)); 07 "(2@)i- -5 07 (T(n)))
también estd en W. En particular, de acuerdo con la descripcién de xy dada arriba,
el punto yy pertenece a V y, consecuentemente, su imagen por oy esta en V¢, esto
es:

xyf = (R tayal, B dwgal, ..., D al) € VoL

De este modo, el automorfismo lineal v : F*¢ — F"? dado por

(X10 . Xl(dfl); ((Eld;Ole'Lazv Ezd;()lXQZsz e Zf;olX"Zal)’
Xoo oo Xp@-ns (42 X108, 2470 X0t s B Xiad);
Xno ... Xn(d—l)) (Z?;&Xliaé_l, Z?;OIX%OKZ_M EERE Z?;(}Xniail—l))

envia W en V x Vo x .. x V7%4-1_ Qbsérvese que, por comodidad, en la aplicacion
anterior, representamos los puntos de F™¢ en el lado izquierdo como una matriz n x d,
donde cada fila representa el vector de variables X ;), mientras que, a la derecha, estan
representados como una matriz d x n, donde las filas consisten en los puntos zy, 27/},
e x(‘f/‘i’l de las variedades V', V71, ... V74-1 respectivamente.

El enunciado siguiente recoge las propiedades béasicas de la variedad de Weil, como
puede verse en [ARS2]:

Teorema 2.1  a) El automorfismo ¢ : F*® — F"? transforma W en V x V1 x
<o x V=1 que son, por consiguiente, variedades isomorfas.
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b) Sea W =wn {Xi =0|i=1,...,n, k> 1}. El automorfismo anterior
transforma W en la diagonal A del producto V-x Vo1 x -« x V794=1 que, a su
vez, se identifica con la intersecccion VNV 1N .- NV 74-1_ Esta interseccion es el
mayor subconjunto (de hecho es una subvariedad) de V' estable por conjugacion.

En particular, del apartado b) del teorema se deduce:
Corolario 2.2 Los siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) La variedad V estd definida sobre k.
b) W es isomorfa a V.
¢) dimW =dimV.
Ejemplo 2.3 Sea V := {22+y?*+1 = 0} C C2. Efectuando la sustitucién x = xo+iz1
ey =1yo+ iy, resulta
2? +y? + 1= (af —af +yg — i +1) +i(2x0z1 + yoyn)
con lo que la variedad de Weil es la subvariedad de C* definida por las ecuaciones
x% —xf—&—yg —yf—l—l = 2201 + yoy1 = 0.
El isomorfismo v en este caso estd dado por las ecuaciones
(zo,21,Y0,y1) — (xo +i21,y0 + i y1,T0 — 1 T1,Y0 — 1 Y1)

y la variedad W resulta ser la dada por 23 +y2+1 =z = y; = 0 que, evidentemente,
es isomorfa a V.

3. La variedad de Weil en el caso paramétrico

Supongamos ahora que V estd parametrizada por la aplicacién unirracional
©(T) : F¢ — F™ dada por:

(Tl,...,Tm) — ((pl(Tl,...,Tm),...,(pn(Tl,...,Tm))

Esto es, supongamos que V es el cierre de Zariski de la imagen de la aplicacién racional
anterior, donde cada funcién coordenada es un cociente

hi(Ty, ..., T)

pi(Ty, ..., Ty) = ———"——=.

i ™) 9i(Th,..., Tin)
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad (aumentando el cuerpo intermedio L
introducido en la seccién anterior), que cada ¢;(T1, ..., T,,) tiene coeficientes en L =
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kla]. Ademds, sustituyendo g; por el minimo comtn multiplo de los denominadores,
supondremos, de ahora en adelante, que la parametrizaciéon estd reducida a comun
denominador, que denotaremos por g(71,...,T,,). Finalmente, supondremos también
que hy(T),...,h,(T),g(T) son primos entre si.

Por conjugacién, podemos obtener parametrizaciones ¢¢(T) de las variedades
Ve, Para evitar confusiones llamamos T7¢ = (I7*,...,T.7¢) al vector de variables
que parametriza V7¢. Poniendo juntas todas estas parametrizaciones obtenemos una
parametrizacién del producto, IT : (F)? — V x V71 x ... x V71 dada por:

(T, T(n’. . ’TO'd—l) N (QO(T), 3001 (Tol), e <pod,1(TUd,1))

El isomorfismo lineal 1 de la seccién precedente transforma esta parametrizacién en
una parametrizacién de W. Alternativamente, otra parametrizacion de W puede ob-
tenerse, también, como sigue: en la parametrizacion ¢(T4,...,T,,) de V sustituimos
cada variable T; por T; = Tjo + Tjae + -+ + Ti(d_l)ad’l, donde las Tj;, son nue-
vas variables. De este modo obtenemos funciones racionales, @; € L(T(1;...; T(m)),
donde, como antes, T(;) denota el vector de variables (T3, Ti1,...,Tj4—1)). Como
L(T(1y; -5 Tmy) = k(T(1y; - -3 Tmy)[a], estas funciones racionales tienen una tnica
expresion de la forma

©i = 0io(T1); -3 Timy) + it (T(yi - - s Timy) + - + & i1y (Tayi - -5 Timy)

donde cada @i, € k(T(1);...;T(m)). Se comprueba inmediatamente que la aplicacién
unirracional ® : F¢ — F*? dada por

(T, -y Ti@—1); (e10(Trys -3 Tmy)s -or Pra—0)(Tiay; -3 Tmy);
Too, oy Toa-1;  _ p20(Tnyi- i Tmy)s s 201 T(wys -5 Tom));
Tmos -5 Ti(a—1)) ono(T(ys -3 Tmy)s -5 Pna—1)(T(1); -3 Timy))

parametriza la variedad de Weil. Llamaremos a esta parametrizacién la parametriza-
cion obtenida por desarrollo de p. Una sencilla comprobaciéon muestra que esta pa-
rametrizacién se relaciona con la mencionada anteriormente (obtenida a partir de IT)
mediante el cambio lineal de variables n : F¢ — (F™)? dado por

d—1 i d—1 i d—1 ;.
(T10 . Tl(dfl); (Z&:q Th‘a%, E&:q Tgia?, ceey Eé:(:)[ Tmia%,
Too oo Toa-1;  _, (B Tuoy, S5 Thoy, ..., EiTgTwiag;
d—1 ; d—1 ; d—1 ;
Tno -+ Tn-1) YicoTuag 1 YisgTaiag s - BiZgTmiag )

(donde cada fila de la derecha debe interpretarse como el vector de variables T7¢ =
(T7*,...,T7f) que parametriza V).
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Obtenemos asi un diagrama conmutativo:

W Vv e x v

Tq) TH::Lngp‘”X---X(p‘”*l

Frd 1, pmo Fmo L F

donde las filas horizontales vienen dadas por isomorfismos lineales y las verticales son
las parametrizaciones respectivas de las variedades de Weil y producto. Recordemos
que una parametrizacion o(T) se dice que es birracional si F(o(T),...,on(T)) =
F(T). El siguiente resultado resume la situacién anterior [ARS2]:

Teorema 3.1 a) SiV es una variedad paramétrica, su variedad de Weil asociada,
W, es también paramétrica; una parametrizacion suya se obtiene por desarrollo
de la de V. Ademds, si la parametrizacion inicial de V es birracional, también
lo es la correspondiente de W.

b) Sea Y := {t € F™ | p;x(T) = 0,k > 0}. Entonces ®~1(W) C Y, de modo que
O(Y) C W en todos los puntos donde @ esté definida.

Demostracion. Comentamos s6lamente el hecho de que ® es birracional si y sélo si
II lo es. En efecto, supongamos que II es birracional. Entonces

F(@(T), $1 (T)7 EE) Qon(T)) = F(T)a
donde T' = (T1,...,Ty,) (y por consiguiente también
F(7(T7), o7 (T7) -, 03t (T7")) = F(T”)

para todo ¢). En particular, para cada £ = 0,...,d — 1, existen funciones racionales
Pt e F(XY7,...,XZ") tales que

P77 (T7), 97 (T7F) ..., @St (T7")) = T},

Sea 9, P* la funcién racional transformada por el isomorfismo 9 (esto es, la obtenida
al desarrollar P;”* sustituyendo cada variable X7 por Xjo+asX;1+-- '+a;i_1Xj(d_1)).

Por otra parte, la aplicacién inversa de n en el anterior diagrama nos despeja las
variables T}, obteniendo ecuaciones lineales Tj, = XA T7*, para ciertos escalares
A € F. Consideremos la funcién racional

ij: = E)\ié (7/}*1:)7;0[) S F(X(l), - aX(n))

Una simple comprobacién, usando la conmutatividad del diagrama, muestra que

Tir = Qjr(10(T(1), -, Tim))s - - s Pr(a—1)(T(ays - - s Timy)
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lo que prueba que

F(e10(Tiays s Tm))s -+ > Pra—1)T(ays -+ Timy) = F(T(ays - - Timy)

esto es, que la parametrizacién ® es birracional. Recorriendo el diagrama en el sentido
contrario, deducimos que, si ® es birracional, también lo es II y, por consiguiente, .
O

Ejemplo 3.2 Consideremos la parametrizacién

_ =2l
)
y(t)—il_’_ﬁ

de la circunferencia imaginaria V = {2? + y? + 1 = 0}. La parametrizacién es

birracional y tomando P(x,y) = % tenemos que P(x(t),y(t)) = t. La variedad

conjugada V', que en este caso coincide con V| estd parametrizada por

- 2t1
t) = —=
z(t) 112 N
_ —i(1—t%)
t) = ————=
y(t) 1+2°
y la funcién racional que nos recupera t a partir de ella es P(T,7) = y% . Recor-

damos que 7,7, son otras variables. Desarrollando P(z,y) y P(Z, %) mediante las
sustituciones x = xg + ix1, y = Yo + Y1, T = Tg — iT1, Y = Yo — 1y1, obtenemos las
funciones racionales

Yoo +Y1T1 — X1 | . Y1%o — To — Yo
PP = 2 2 2., .2
Ty +xp T+ xy
— x T1—x ZTo+ X x
w*P:yO 0+ Y171 10 0 + To + Yo1

z? 4+ 3 xi +xd
senaladas en la demostraciéon anterior.
Por otra parte, sustituyendo t = tg+it; y t = to — it; en la parametrizacion de V'
obtenemos la parametrizacion de W comentada mas arriba en la seccion:

_9 toth +15 — 1
to + 2t§t%3+ 2t3 + -2t + 1
_ ty + tot] + %o
nltoh) = g omp o T oy
Yo(to,t1) = digh
’ to + 26515 + 245 + 1] — 245 + 1
3 —1+ta+ 2127 + 4]
to+ 20207 + 200 + 11 — 267 + 1

xo(to, t1) =

yi(to,t1) =
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Finalmente, teniendo en cuenta que to = 1 (t-+%) y t; = 5 (t—1), una simple sustitucién
muestra que, efectivamente,

to = [P (zo(to, t1), z1(to, t1), Yo(to, t1), y1 (to, 1)) +
V. P(xo(to, t1), 21 (to, t1), yo(to.t1),y1(tost1))],

t1 = 5[ P(zo(to, t1), 1 (to, t1), Yo(to, t1), y1 (to, t1)) —
V. P(xo(to, t1), 21(to, t1), yolto,t1),y1(to, t1))].

4. La variedad testigo

Consideremos el diagrama conmutativo de la seccién anterior y el denominador
g(T) de la parametrizacién ¢. Entonces ¢7¢(T7¢) es el denominador de la parame-
trizacién ¢ : F™ — V¢, El automorfismo n~! transforma los polinomios ¢(T),
g7 (T7"),..., g7 (T7?4-1) en polinomios en F[T1o, ..., Ti(g—1); - Tmos - - Trm(a—1)]
(es decir, en el espacio de la esquina inferior izquierda del diagrama). Llamemos 6
al producto de todos ellos. Por construccién, ¢ es invariante por conjugacién, y, por
tanto, tiene coeficientes en el cuerpo base k, i.e.,

6 € k[T, Ti@a-1);-- -3 Tmo, -+ Tn(a—1))-

Maés atin, § puede tomarse como denominador comun de la parametrizacion @, lo que
supondremos de ahora en adelante. Destacamos la siguiente observacién:

Observacién 4.1 El abierto Ds := {§ # 0} C F™ se corresponde por 1 con el
abierto {g(T) # 0} x {g7(T7%) # 0} x --- x {g?%~}(T74-1) # 0} y, por consiguien-
te, las aplicaciones ® y II del diagrama son, respectivamente, regulares sobre ellos.
O
Desgraciadamente, no podemos asegurar que ® (respectivamente II) defina un
recubrimiento topolégico sobre su imagen cuando se restringe al abierto Ds (respec-
tivamente 7(Ds)). Ni siquiera en el caso en que ® es birracional podemos asegurarlo,
ya que es posible que su inversa no esté definida en toda la imagen de ®(Ds) (respec-
tivamente que la inversa de II no esté definida sobre todo

I({g(T) # 0} x {g™ (T7*) # 0} x - x {g74~H(T74=*) # 0}),

véase ejemplo 6.2.

Sin embargo, las parametrizaciones ® y II si que son genéricamente finito a uno.
De modo més preciso, existe un abierto de Zariski de V' x V7 x ... x V-1 en el
que la fibra de IT tiene un numero finito y constante de puntos (siempre conside-
rando las variedades sobre el cuerpo algebraicamente cerrado F). En efecto, existe un
abierto A C V en el que la parametrizacién ¢ tiene un nimero ¢ finito y constante de
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preimégenes, que coincide con el grado de la extensién del cuerpo de funciones racio-
nales sobre V, F(V), sobre el cuerpo F(p1(T),...,on(T)) C F(T1,...,Ty), cf. [Sh].
Consideremos ahora el abierto A := A X A9t X --- X A%4-1 C V x Vo x...x V-1 y
sean B =1171(A) C (F™)? y, finalmente, U = n~1(B). Tenemos que las aplicaciones
®:U — (A yII: B— A son regulares y con cardinal de la fibra constante e
igual a qd. .

Recordemos que la variedad W sirve para indicar cuando la variedad V' esta de-
finida sobre k. Nosotros estamos interesados en detectar esta propiedad, no a través
de W, sino de Y. Para empezar, pudiera ocurrir que W estuviera contenida en el
cerrado en el que la parametrizacién no estd definida, esto es, que ®~1(W)NY = 0,
cf. ejemplo 6.3. Sin embargo, esto no puede ocurrir cuando V esta definida sobre k.
En efecto, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.2 Son equivalentes:

a) La variedad V estd definida sobre k.

b) La restriccion de ® a YNDsNU — W es una aplicacién uniracional del abierto
no vacio Y N DgNU en W.

¢) dim(Y NDsNU) =dimW = dim V.

Ademds, si se verifican estas condiciones y 7 : F™ — Y N Ds N U es una para-
metrizacion uniracional con coeficientes en k de Y N DsNU, la composicion Yo ®PoT
es una parametrizacion unirracional de V. En particular, si Y N Ds N U es una
variedad paramétrica sobre k, también lo es V.

Demostracion. Supongamos que V' estd definida sobre k. En este caso sabemos que
W es isomorfa a V. Como V estd parametrizada mediante la aplicacién unirracional
o(T) = h(T)/g(T), la imagen del abierto {g(T") # 0} C F™ en el que ¢ estd definida
contiene un abierto de Zariski de V. Como V es irreducible, la interseccién de este
abierto con el abierto A en el que la fibra de ¢ tiene cardinal constante es un abierto
denso no vacio de Zariski de V. Correspondientemente, para todo ¢, la imagen de
{g%* # 0} contiene un abierto de Zariski de V¢ = V en el que la fibra de la parametri-
zacion tiene cardinal constante. La intersecciéon de todos estos abiertos es un abierto
Q de Zariskide V=V NVorN...NV%-1 El abierto 2 x --- xQ CV x-.. x V7d-1
determina un abierto (identificable con §2) de la diagonal A del producto, que estd
contenido en la imagen del abierto de definicién de II, y en el que la fibra de esta
parametrizacion tiene cardinal constante. Trasladando estos datos a la columna de
la izquierda del cuadrado conmutativo de la seccién anterior, encontramos un abierto
de Zariski de W que estd contenido en la imagen del abierto Ds de definicién de ®,
y en el que la fibra tiene cardinal constante. Por consiguiente ®~1(W) contiene un
abierto de Y N Ds MU en el que la restriccién de ® es un recubrimiento topoldgico de
qd hojas del abierto "1 (AN (2 x --- x Q)) C W que, a su vez, es isomorfo al abierto
Q de V. Esto demuestra que a) implica b).
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Como @ restringido a Ds NU es un recubrimiento topolégico de qd hojas y envia
Y en W, la implicacién de b) a c) es inmediata. Finalmente, que c¢) implica a) se
sigue del Teorema 2.1. La tultima aseveracion del enunciado se deduce del apartado
b), ya que la composicién de aplicaciones racionales es racional y, tanto ® como 1,
tienen coeficientes en k. |

El abierto U puede ser, en general dificil de calcular (cf. [PS]), mientras que
el computo de Ds e Y es puramente mecédnico, como resultado de su definicion.
Por eso, denotaremos por VT (Variedad Testigo) al cierre de Zariski de Y N Ds.
Desgraciadamente —al contrario de lo que sucede en el caso de curvas estudiado en
[ARS2]— la variedad testigo por si sola no nos sirve, en general, para certificar que
V esté definida sobre k, ya que, si prescindimos de U en el enunciado anterior, el
Teorema 4.2 no es cierto, como muestran los ejemplos 6.1 y 6.2 de la dltima seccién.
Puede suceder incluso que VT sea una variedad paramétrica sobre k, pero que V no
sea ni siquiera k-definida (véase el ejemplo 6.1) No obstante, VT nos proporciona una
condicién necesaria para la racionalidad de V', como indica el resultado siguiente que
es consecuencia directa de 4.2:

Corolario 4.3 Si V estd definida sobre k, entonces Y N Dg contiene un abierto de
dimension dim V. O

En el caso de que la parametrizacién ¢ sea birracional, es decir, que se tenga la
igualdad F(p(T)) = F(T) entre el cuerpo de funciones de V' y el cuerpo de fraccio-
nes del anillo de polinomios F[T7,...,T,,], entonces la parametrizacién ® define un
isomorfismo en el abierto Ds N U, y el Teorema 4.2 puede precisarse un poco mas:

Proposicion 4.4 Supongamos que ¢ define un isomorfismo birracional con V. En-
tonces la variedad V estd definida sobre k si y solo si VT tiene una componente
irreducible que es k-birracional con V. Ademds, en este caso, V' es reparametrizable
sobre k si y sélo si VT tiene una componente irreducible parametrizable sobre k que
es k birracional con V.

Demostracion.  Si V estd definida sobre k, sabemos, por el teorema, que la res-
triccion @ : Y N Ds N U — W define un recubrimiento topoldgico con tantas hojas
como grado de ¢, que, en este caso, es uno. Es decir sobre esta restriccion, ® define un
isomorfismo algebraico. Como V es irreducible, la clausura de Zariski de (Y N DsNU)
es una componente irreducible de V'T', que es k birracional con V.

Reciprocamente, supongamos que VT tiene una componente que es k-birracional
con V. Como VT estd definida sobre k, también lo estdn sus componentes irreduci-
bles, y, por consiguiente, V estd, también, k-definida. Ademés una k-parametrizacién
de V se traslada, por medio de la aplicaciéon que define el isomorfismo, a la compo-
nente con la que es k-birracional; y viceversa, lo que prueba la segunda afirmacion.

O
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5. Las a-hipercuadricas
Sea 6 un automorfismo del cuerpo de funciones racionales en n variables
0 :F(Ty,...,T,) = F(Th,...,Tn)
que suponemos dado por la sustitucion
Ty =60(Th,. ..., Tn)so oy Ton = O (T, ..., Thn).

Supongamos que los coeficientes de las 6; pertenecen a L = k[a] y desarrollemos cada
una de las funciones racionales #; en funcién de la base:

gj(Tl, N ,Tm) = E;i;()leﬂ(T17 N ,Tm)Oéi.

Definicién 5.1 Llamamos a-hipercuddrica a la variedad en F™? parametrizada por
las componentes 0, (Th,...,Tn), j=1,...,m, k=0,...,d —1 de un automorfismo
0 de L(T,...,Ty) en la base {1,a,...,a%" 1}

Esta definicién tienen su origen en el trabajo [ARS1] en el caso de curvas. Veremos
un ejemplo en 6.4. Con la ayuda de este concepto podemos precisar un poco el rastro
de las parametrizaciones consideradas en la seccién anterior.

Supongamos primero que YNDsNU estd parametrizado por Ti, = 0;,(Uy, ..., Upy) €
k(Uy,...,Uyn),i=1,...,n, k=0,...,d — 1. Componiendo con 1 y luego con ¢ te-
nemos que

e((O())) = 1(S{Zg 01 (U)a), . . ., on(SEg s (U) )

es una parametrizacion de V. Ademads, como el punto (6(1)(U),...,0n)(U)) estd en
VT, resulta que @ix(01)(U),...,0um)(U)) = 0 para todo k > 0, y, por la conmutati-
vidad del diagrama, tenemos

e(n(0(U))) = »(2(0(U))) = (¢10(U), - -, no(U))

con lo que obtenemos una parametrizacion de V' con coeficientes en k. En otras pala-
bras, la sustitucién T; = Zf;olGji(U)ai, j =1,...,m transforma la parametrizacién
dada en una parametrizacion sobre k.

Reciprocamente, supongamos que la parametrizacién dada de V, o(T), sea un
isomorfismo birracional y que V es reparametrizable sobre k. Sea £ : F — V una
parametrizacién racional de V. En particular, V estd definida sobre k y V = V¢,
para todo £. En este caso, la columna de la derecha en el diagrama correspondiente
a la parametrizacién &, es

e =€ o x € (F™) = V7 (5,57, s70) = (€(s), .., £(57))
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Los puntos de la diagonal del producto corresponden a los valores s = s = --- =
s74-1, Las parametrizaciones ¢ y £ estan relacionadas por un automorfismo del cuerpo
de funciones racionales F(Sy,...,S,) — F(11,...,T) que suponemos dado por la
sustitucion

Ty = 01(S1, s Sm)s o> Ton = O (St - S,

esto es, £(S) = ¢(0(S)). Desarrollando cada una de las funciones racionales §; en
funcién de la base:

0;(S) = X92160,:(S)a’
resulta que

7’](910(5), ey 91(d,1)(5); ey HmQ(S), ey Hm(d,l)(S)) =
= (6(5);07'(S),...,074-1(9))

para cada S, y II envia estos puntos a la diagonal. En definitiva, encontramos que
los coeficientes

Tjk:ij(Sl,...,Sm)Gk(Ul,...,Um), t=1,....m; k=1,...,d—1

del desarrollo del isomorfismo 6 proporcionan una parametrizacién del abierto ¥ N
DsNU de VT, en el que VI'y W son isomorfas. Resumimos esto en el siguiente
resultado:

Teorema 5.2 Supongamos que la parametrizacion p es birracional. Entonces:

a) St VT es k-parametrizable por, digamos, Tji, = 0,5 (U, ..., Up) € k(U1,...,Un),
una k-parametrizacion de V' se obtiene a partir de esta parametrizacion por la
sustitucion Tj = $5=30;,(U)a’

b) SiV es k-parametrizable, entonces VT tiene una componente k-parametrizable
cuya parametrizacion viene dada por las componentes de un automorfismo de

L(Ty,...,Ty,) enla base {1,a,...,a% 1},

Es decir V' es k-parametrizable si y solo si VI tiene una componente que es una
a-hipercuadrica y en todas las demds la dimension de la fibra de la parametrizacion
p no es genérica. m]

Este teorema proporciona informaciéon que puede ser 1til desde una perspectiva
computacional para determinar si una variedad paramétrica es k-parametrizable o no,
véase el ejemplo 6.2.
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6. Ejemplos

Ejemplo 6.1 (Un plano que no es Q-definible pero cuya variedad VT es otro
plano Q-parametrizable.) Sea « la raiz cuadrada de 2, y consideremos la siguiente
parametrizacién, con coeficientes en Q[a], del plano V = {z = ax + y} en C3:

Obviamente V no admite ecuaciones sobre Q. Obsérvese que la parametrizacion es
uno a uno en todos los puntos del plano V' con x # 0, que la fibra del (0,0, 0) es todo
el eje u =0, y que no cubre los puntos con {x = 0,y # 0}. Sustituyendo las variables
U =uy+ Uiy v = vy + vy resulta

x(ug, u1,vo,v1) = up + Qg
y(uo, u1, v, v1) = (upvo + 2u1v1) + a(ugvy + u1vg
z(ug,u1,v0,v1) = (uovo + 2u1 + 2ugv1) + a(ug + ugvy + uivp)

Como no hay denominadores, tenemos 6 = 1, e Y coincide con VT. Sus ecuaciones
se obtienen igualando a cero los coeficientes de « en la parametrizaciéon anterior, con
lo que resulta el plano de C* dado por ug = u; = 0. Por consiguiente, dim VT =
dim V', pero V no es definible sobre Q. La aparente contradiccién con el Teorema 4.2
proviene de que VT esta contenida en su totalidad en el conjunto de puntos donde la
parametrizacién no tiene fibra finita, de modo que VI'NU = (), donde U es el abierto
del enunciado del teorema. Por otra parte, obsérvese que VT no es Q-birracional con
V', con lo que no hay contradiccién con la Proposicion 4.4.

Sustituyendo « por la raiz cibica de 2, o mas generalmente, por la raiz de orden
d, obtenemos VT con dimensién d, lo que muestra que la dimensién de la variedad
testigo puede ser arbitrariamente alta.

Ejemplo 6.2 (Un plano Q-definible en el que VT tiene dos componentes de dimen-
siones distintas.) Sea ahora « la raiz cibica de 2, y consideremos la parametrizacién
siguiente, con coeficientes en Q[a], del plano V := {z = z + y} en C3:

x(u,v) = au
y(u,v) = (o + 2)uw
z(u,v) = au + (o + 2)uww

De nuevo la parametrizacion es uno a uno en todos los puntos del plano V' con x #
0, y la fibra sobre el punto (0,0,0) es todo el eje u = 0. Las sustituciones respectivas
U = up+uratuga? y v = vg+via+vea? arrojan ahora como resultado las siguientes
ecuaciones para Y = VT (ya que, de nuevo § = 1 al no haber denominadores):

VT ={ug =u3 = 0,99 +va = 0,01 + 203 =0} U {ug = u3 =uz =0}
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La segunda componente tiene dimensién 3 en C® y estd totalmente contenida en el
cerrado de C8 en el que la parametrizacién no es un recubrimiento finito, por lo que no
aporta informacion alguna sobre la V original. Sin embargo, la primera componente es
un plano de dimensién 2 en C® que si interseca al abierto en el que la parametrizacién
es un recubrimiento uno a uno y, de acuerdo con el Teorema 4.2, indica que la variedad
V estd definida sobre Q. Ademds nos indica cémo reparametrizar V' con coeficientes
en Q, segin lo senialado en el Teorema 5.2: basta hacer ug = u3 = 0, vg = —vy y
v1 = —2vy en los cambios formales anteriores, de modo que si ponemos: u = o2s y
v = (=1 — 2a + a?)t resulta la parametrizacién racional

x(s,t) =s
y(s,t) = —bst
z(s,t) = s — bst

El siguiente ejemplo muestra cémo la inclusién del denominador 6 en la definicién
de VT es esencial, aun en el caso de curvas.

Ejemplo 6.3 Sea «a la raiz cuarta de 2, y consideremos la parametrizacién siguiente
de una curva plana con coeficientes en Q[a]:

t
x(t) = =1
_ _at
y(t) = T—1
que, obviamente, representa la recta y = o en C? y, por tanto, no admite ecuaciones

sobre Q. La sustitucién de las variables t = tg+tia+t20? +t3a2 vy el cdlculo posterior
de 6 e Y con Maple arroja el siguiente resultado:

6 = 1-— 2t14 +t04 +4t03 — 16tgt1 t3 +8t12t2t0 — 16t t22t3 — 8t t3t02+
+ 16t2t32t0 —4t22 — 8ty t3 —|—8t12t2 + 16t2t32 —8t22t0+
+ 811232 — dta? to? + 4t — 83t + 4ty + 6102

mientras que Y es la variedad definida por los ceros de los siguientes 6 polinomios:

fi = —16t31 + 6103 —4ta? — 4ty + 81t + 219 — 32t ta% t3 + 20t +
+ 16t12t2t0 — 16t t3t02 +32t2t32t0 —241t9ty t3+12t12t2+
+ 1612 t3% + 24t t3? — 8122 g% — 811 t3 — 12197 to + 6102
fo=4dtoty —8t2f3+4f1t22 —4t12t3 +2t02t1 + 2t +8t33 —8igtats
fo=8tot1ts — 2112 + 2tg — Ats® — At3® +Ataty — 2tot1> + 2tato® — Ats% tg
f4 =4tgty —8t2t3+4t1t22 —4t12t3 +2t02t1 + 2t +8t33 —8tgtats
fs =8tatyts —2t12-‘r2t2 —4t23 —4t32 + 4ty tg —2t0t12 +2t2t02 —4t32t0
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fo =213+ 2t3tg? — Aty taty —4t1t3® +4ta%ts — 4ty ty + 211 + 4tsty

Puede comprobarse que Y contiene el siguiente plano de C*:

to + aty + oty + oty = 0
to + Otltl + Oé%tg + Oéilstg =0

asi como a sus conjugados. El mismo ejemplo, tomando « de grado d arbitrariamente
alto, da lugar a la correspondiente Y con dimensién d — 2. Sin embargo, es facil
comprobar que estos planos estan contenidos en los ceros de ¢, de modo que Y N Ds =
{(0,0,0,0)} demostrando que, efectivamente, V' no estd definida sobre Q.

Ejemplo 6.4 (Un ejemplo de una hipercuéddrica de dimensién 2).
Sea a = /2 y consideremos la superficie parametrizada por

au2 — OéQ’LI/U

x(uvv):* v
y(u,v) =u—av

2,2
(0) = 9

Efectuando las sustituciones u = ug +uja+uza? y v = vo +via+v2a? en z(u,v),

y(u,v), z(u,v) y normalizando, se obtiene el denominador
6 = (4v3 — 6vavivp + vp + 209)?,

asi como las seis polinomios en Qug, u1, 2, vg,v1,v2], que definen Y, y que corres-
ponden a los coefficientes de o y a? de los numeradores de z(uo + ura + us0?, vy +
via+wvea?), y(ug+uia+uza?, vo+via+vea?) y 2(ug +ura+usa?, vo +via+vea?),
después de ser normalizadas.

Utilizando Maple y el programa de software simbdlico para geometria algebraica
C.A.S.A. (http://www.risc.uni-linz.ac.at /research/software/casa/casa.html) se deduce
que la variedad testigo V'T' contiene una componente W de dimensién 2 (véase Figura
1), cuyas ecuaciones implicitas son

—UgUy + 2u§ =0,v9 —u1 = 0,91 —ug = 0, ugve — urus = 0, 2usvy — u% =0,

y que esta parametrizada por la expresion

Uy = 8 vo = 2t /s
uy = 2t%/s vy =t
ug =1 vy = 2t3 /5>

Esto certifica que la superficie estd definida sobre Q. En efecto, la sustitucién
{ U =35+ %a +ta?

2 3
U:%—l—toz—i—%aQ
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»€ o®

Figura 1: Proyeccién de W sobre el espacio uouius (izquierda), sobre el espacio voviva

(centro), sobre el espacio ugvivz (derecha).

transforma la parametrizacién dada en la parametrizacion racional

a(s 1) = 252
y(Svt) = 532247:3
z(s,t) = f—Q

que representa el paraguas de Whitney z? — 232 = 0 (véase Figura 2).

La sustitucién anterior es en realidad un cambio de variables, esto es, un isomor-
fismo de C(u,v) en C(s,t) como se comprueba ficilmente despejando sy t en funcién
de u y v. Por tanto VT, es una a-hipercuadrica asociada a dicho cambio.

Figura 2: Paraguas de Whitney z* — zy* = 0.
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