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ABSTRACT

Properties (BB)n, n = 2,3,... on a locally convex space (see the definition be-
low) have been recently introduced ([10]). They are interesting, among other
things, in connection with the study of natural topologies on spaces of polyno-
mials, multilinear and holomorphic mappings. As it is proved in [1] there are
Fréchet spaces with the (BB)2 property but without the (BB)s property. Here,
for a given n = 3, ... we get an space without the property (BB)n+1 and study
an equivalent condition for that space to have the (BB),, property.
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1. Introduccién

Consideremos un espacio localmente convexo E y sea n un ntmero natural mayor o
igual que 2. Se dice que E tiene la propiedad (BB), si todo acotado de la complecién
del producto tensorial proyectivo de E por si mismo n veces estd contenido en la
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envoltura equilibrada, convexa y cerrada de un n-producto tensorial de acotados de
E, acotados que pueden suponerse iguales; es decir, E tiene la propiedad (BB),
si para todo acotado B de @):E existe un acotado D de E tal que B C I'(®"D).
Cuando esto mismo ocurre para los acotados de la complecion del producto tensorial
proyectivo simétrico diremos que E tiene la propiedad (BB), s. Se dice que la n-
upla (E1,...,E,) de espacios localmente convexos tiene la propiedad (BB) si todo
acotado de F18, ---®,F, estid contenido en la envoltura convexa y cerrada de un
n-producto tensorial de acotados, cada uno de ellos de un E;. La propiedad (BB),
implica la (BB)y,s ¥ es un problema abierto el saber si la propiedad (BB)y, s implica
la (BB),. Las propiedades (BB), y (BB), s implican las propiedades (BB),, y
(BB)WS respectivamente, para todo m < n, pero no parece natural que eso ocurra
también para m > n. De hecho no es cierto y eso fue probado en [1] para n = 2.
En ese trabajo se construye un ejemplo de un espacio que tiene la propiedad (BB)s
y no tiene ni siquiera la (BB)3 ;. Nuestro objetivo aqui es el dar, para cada n > 3,
un ejemplo de un espacio que no tenga la propiedad (BB),+1 e indicar un posible
camino para intentar probar que ese espacio tiene la propiedad (BB),,.

La obtencion de esto tendria interés para profundizar en la resolucién de un pro-
blema, ya clésico, relativo a topologias naturales en los espacios de polinomios del que
hablaremos a continuacién.

2. Las propiedades (BB),, y las topologias en P("F)

Introducimos ahora las topologias localmente convexas naturales en los espacios de
polinomios n homogéneos continuos, P("E), en un espacio localmente convexo E,
que vamos a considerar y que, como veremos estan relacionadas con la propiedad
(BB),, definida en la introduccién: Estas son, la clédsica topologia compacto-abierta
T, definida por las seminormas que asignan a cada elemento de P("F) su supremo en
un compacto de E, la de la convergencia uniforme 7, cuyas seminormas se definen
como en el caso anterior pero ahora tomando supremos sobre acotados, la topologia
fuerte B considerando a P("E) como el dual del espacio @:WE (véase [16]) y finalmente
la topologia portada de Nachbin 7, definida por las seminormas p portadas por el 0
de E: Una seminorma p en P("E) estd portada por el 0 si para todo entorno abierto
V de 0 existe una constante C' > 0 tal que p(P) < C sup{|P(z)| : = € V} para
todo P € P("E). Pueden darse definiciones andlogas para espacios de aplicaciones
n-lineales en E, L("E).

Por mucho tiempo no se supo si estas topologias eran independientes del grado
del polinomio, en el sentido de que si, dos de ellas coinciden en P("E) para un cierto
n, {deben coincidir en P(™FE) para todo m? El espacio de Fréchet-Montel E obtenido
en [3] tiene la propiedad de que 7, = 7, en P('E), y sin embargo 7, # 7, en P("E)
para todo n > 2. Para el caso de n = 2, como ya se menciond, el espacio considerado
en [1] tiene la propiedad de que 7, = 3 en P(*E) y 7, # (3 en P("E) para todo n > 3.
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Este ultimo espacio E es el producto cartesiano de lg,4, con 1 < p < 2, por el dual
de un cierto espacio de Banach X,, de cotipo 2, que es un subespacio de un cociente
de un Ly(u), véase [7], y que tiene la propiedad de que el par (I,4, X)) no tiene la
propiedad (BB), véase [7, Example 9]. Recordamos que para un nimero real ¢ > 1,
lg+ = Niml, +1,y este espacio se considera dotado de la topologia localmente convexa
natural de esa interseccién, con ella [, es un espacio de Fréchet casinormable.

Parece natural tratar de adaptar nuestro contraejemplo en [1] para, dado un
n > 3, obtener un espacio de Fréchet con la propiedad (BB),, pero sin la propiedad
(BB)y+1,s- El candidato natural, para un n > 3 dado, es el espacio E,, = l,,p4 X Xz/)
con 1 < p < 2. Se tiene el siguiente

Teorema 1 El espacio de Fréchet E,, = l,,p4 X le> conl < p < 2, no tiene (BB)p41,s-

Demostracion. Utilizaremos en primer lugar el hecho de que [,4 es isomorfo a un
. ~N . . .,
subespacio complementado de ® ,lnp+ mediante la aplicacion

(@)~ > x;®"e;
j=1

(véase [1, Proposition 3.2]). Por otra parte consideremos el siguiente isomorfismo

obtenido en [2]:
~n+1

®7r,s (lnp+ X X;)) =
~nt1 ~ ~ ~ [~ ~ntl
(@Z,s lnp+) x [(@isln,ﬁ)@ﬂX}g] XX [ln,,+®,, (@ZﬁX,’))] x (@Z,S X]g).
Se deduce de él que <®:,slnp+) @)WXI’,, que es uno de los términos de ese producto,
es isom(zlrfo a un subespacio complementado de @:zl(lnm_ x X,) y como I, lo
es de @, (lnpy resulta que leréi),er’7 es isomorfo a un subespacio complementado
de (@:,Slmﬁ) QA%XZ’, y por lo tanto de @Z:l(lnp+ x X). Si suponemos que E, =
Inp+ % X}, tiene la propiedad (BB)ny1,s resulta que el par (I,4, X,,) tendrd la propie-
dad (BB) y, como ya se indicd, ha sido probado en [7, Example 9], que eso no es cierto.

Luego E,, no tiene la propiedad (BB),+1,s ¥ por lo tanto tampoco tiene la (BB),41.
O

Vamos a obtener ahora una condicién equivalente a la de que el espacio E, =
lnp+ x X, tenga la propiedad (BB)y.

Para ver si E,, tiene la propiedad (BB),, se necesita comprobar que todo acotado
B de & E, esta contenido en T'(®"C) para algiin acotado C de E,,. Se verifica que:
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®:(lnp+ X X;/))

1
N
@)
A3
3
3
+
N—
X

(@nx;).
Tenemos tres clases de productos tensoriales. Al ser leo un espacio de Banach, leo
tiene la propiedad (BB),, (lo que se sigue directamente de resultados de Grothendieck

[13]).
Los otros dos tipos se pueden reducir a uno sélo como vemos a continuacion.

Representemos por FY, Fs, ..., F,, a n espacios de Fréchet donde cada uno de ellos
es uno de los espacios I,y o X;,. Estamos interesados en saber si (F, Fy, ..., F,)
tiene la propiedad (BB). De la propia definicién de la propiedad (BB) se sigue que
(Fy, Py, ..., F,) tiene esta propiedad siy sélo si en (Fl(/EéWFQ@W _ @,TFn)I la topologia
7y de la convergencia uniforme en las envolturas absolutamente convexas de productos
tensoriales de acotados de los F; coincide con la topologia fuerte 5 de espacio dual.

Para intentar obtener la verificacién de esta condicién podemos usar el siguiente
resultado de [6, Lemma 4.1]: Si A es una familia saturada de acotados de un espacio
de Fréchet F' y denotamos por 74 la topologia de la convergencia uniforme en los ele-
mentos de A; entonces si (F’',74) es un espacio DF y tiene una sucesién fundamental
de acotados metrizables, resulta que 74 coincide con la topologia fuerte en F’. Se
aplica este resultado al espacio de Fréchet Fy®,Fy®y - - - @, F),, tomando como A la
familia de los acotados de la forma I'(B; ® B ® - - - ® B,,), siendo B; acotado de Fj,
parai=1,...,n, con lo que 74 = 7.

Entonces, para saber si 7, = § en (Fléi)ﬂFg@ﬁ . @WFn)/ nos bastaria con ver si
((F1 R Fo®, - ®7,Fn)/ ,Tb) es un espacio DF' y tiene una sucesién fundamental de
acotados metrizables. De hecho estas dos condiciones juntas equivalen a la de que 7, =
0 en (F1®7‘—F2®ﬂ— e @WFH)/ . En efecto, si ocurre esto, ((F1®7TF2<§>7T e @WFn), , Tb>
es un espacio DF, pues es el dual fuerte de un espacio de Fré/(:*het, y por otra parte,
para los espacios particulares F; que estamos considerando, F} ®, Fo®; - - - @, F}, tiene
la propiedad (DC) (la definicién de esta propiedad puede verse en [5]), lo que se sigue

de [12, Proposition 7], teniendo en cuenta que estamos manejando espacios con la
propiedad (DC) tales que (Fi,...,F,) tiene la propiedad (BB), y por lo tanto su

dual fuerte (( Fi@.F@, - @ Fn)/ , Tb) tiene una sucesién fundamental de acotados

metrizables [4, Theorem 1.2].
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Supondremos a partir de ahora que todas las (n — 1)—uplas formadas por los
F; tienen la propiedad (BB), obsérvese que esto es cierto para n = 3; en este
caso las (3 — 1)-uplas son (lnpt,lnps), que tiene (BB), (véase [7, Example 11]) y
(lnp+,XI’,) que también tiene esa propiedad, (véase [7, Proposition 2]). Entonces

((F1 RuFo@p -+ @)WF”)/ ,Tb) tiene, para nuestros espacios F; particulares, una suce-
sion fundamental de acotados metrizables. En efecto:

((F1®7TF2®T( T @WF’H)/7TI)) = ‘Cb(FlaF27 "'7F’n—1aFn) =

Lo(Fy, Fay ooy B35 (F, 8)) = Ly(F1@r Fa®p - - @ Fy_1; (Fy, )

y en este punto podemos aplicar [4, Proposition 1.6]: Si F' es un espacio metrizable
con la (DC) y G es un espacio localmente convexo con una sucesiéon fundamental
de acotados metrizables, entonces L£p(F,G) tiene también una sucesién fundamen-
tal de acotados metrizables. Esto puede aplicarse en nuestro caso pues se satisfacen
las hipdtesis requeridas en todas las posibles situaciones con los espacios lpp4+ 0 le7
(recordamos que los productos tensoriales proyectivos de nuestros n — 1 espacios par-
ticulares tienen la propiedad (DC) al tenerla cada uno de ellos y haber supuesto que
las (n — 1)-uplas de los F; tienen la propiedad (BB), (véase [12, Proposition 7]) y
que (F,/L7 () tiene una sucesién fundamental de acotados metrizables al tener F,, la
propiedad (DC)).

Se ha demostrado asf el siguiente

Teorema 2 El espacio E, = I,y x X}, tiene la propiedad (BB), si y sélo si los
espacios duales ((F1<§>7TF2<§>,r . @WFH)/ , Tb) son de tipo DF siendo los F; iguales a
lnpt+ O XZ/, y suponiendo que cualquier (n — 1)-upla de los F; tiene la propiedad (BB).

Dado que esta tltima condicién se cumple si n = 3 se tiene el siguiente:

Corolario El espacio E3 = I3, X XI’, tiene la propiedad (BB)s3 si y sélo si los
espacios

((Fl@»;er@ﬂ—F:;)/ ,Tb) son de tipo DF siendo los F; iguales a {1 o X;.

Observacién Supongamos n = 3. Para algin p € (1,2) el espacio I3,y puede

ser también de la forma laq+ con ¢ € (1,2), por ejemplo, para p = % resulta que

3 X % =35=2x %. Luego nuestro espacio I3 54 es también de la forma l,4 con
q= % € (1,2) y parece que el espacio l3 51 x X, no deberfa tener la propiedad (BB)s,
de acuerdo con nuestro resultado en [1]. No obstante, como ya hemos advertido, el
espacio X]’D que se considera depende de p y nosotros sabemos que E = lpq4 X le17 con
el X, correspondiente a;q = Z no tiene (BB)s pero no sabemos qué ocurre con el X,

correspondiente a p = .
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Establecemos ahora un resultado que proporciona algunas condiciones equivalentes
/
a la de que ((@Zlanr) 777,) sea un espacio de tipo DF para n = 3, lo que estd

relacionado con el Corolario anterior para el caso F; = l,p4,1 =1,2,3.

Teorema 3 Para todo numero real g, mayor o igual que 3, las siguientes condiciones
son equivalentes:

/
1) ((®i1q+) ,Tb> es un espacio DF

2) (L(Bly+), ) es reflexivo
3) (L(3ly+),Tp) es tonelado
4) (L(3l44),7) es bornoldgico.

Demostracion. (1) = (2). Es conocido (véase [15, Theorem 15.4.2]) que

21, = lim &°1
Orlg+ =1m @7 lq4 1

m
siendo el limite reducido. Puesto que ¢ > 3,

3
q+

<1,

1
m

y resultados de [8] nos dan que @ilq 41 es reflexivo para todo m y entonces @ilﬁ es
reflexivo. Como consecuencia lo es su dual fuerte. De la demostracion del Teorema 2
se deduce que (L£(3l,+),7) tiene una sucesién fundamental de acotados metrizables,
y como es DF, se sigue de [6, Lemma 4.1] que 7, = 3 y por lo tanto (£L(3l;1),7) es
reflexivo.

(2) = (3) En general, reflexivo implica tonelado.

(3) = (4) Si (L(3l4+), ) es tonelado, entonces 7, = 7, en L(3l;1) (pues I,y
es metrizable, [9, Proposition 3.41]), luego (L(3l,4), ) es incluso ultrabornolégico,
pues esta propiedad la tiene la topologia 7, que, en £(3lq+) puede describirse como
un limite inductivo de espacios de Banach, de manera andloga a como se hace para
espacios de polinomios.

(4) = (1) Si (L(®l4+), ) es bornoldgico entonces 7, = 7, en L(3l,+) con lo que

e !/
7, = B en L(31,4). En consecuencia ((®i13p+> ,Tb> es el dual fuerte del espacio de
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Fréchet @ilﬁ y por lo tanto es un espacio DF. O

Corolario Si se verifican las condiciones equivalentes del teorema anterior entonces
(P(®ly4), ) es también reflexivo.

En efecto, (P(3ly+),7s) es un subespacio complementado de (L3144 ), 7).

Por dltimo obtenemos un resultado relativo a la reflexividad de (£("l44), 5) con
n natural arbitrario:

Teorema 4 Sin < g, (L("l44),8) es reflexivo y sin > ¢, (L£(™l44), B) no es reflexivo.

n

4T <1y resultados de [14] paran =2y de

Demostracion. Para n < ¢ se tiene que
[8] para n > 2, implican que
lm 1y 1 8" Balyy1

—
m

es reflexivo. Luego su dual fuerte, que es (L("l44), ), es también reflexivo.

T
qt+L

m

Supongamos ahora que n > ¢. Para m grandes > 1 y entonces [ estd

complementado en [, 1 R+ - - Q@ﬁlq TS Esto implica que [, estéd complementado en

m

(L(™q+), 8), por lo tanto ese espacio no puede ser reflexivo. O

Puede observarse que de la forma en que [; estd complementado en el espacio
lH%@w '7?-@”1%% se deduce que [, también estd complementado en (L(™l4+), ) ¥
por lo tanto (L£(™l4+), T) tampoco es reflexivo si n > ¢. Con demostraciones similares
se obtienen resultados analogos para P ("l ).
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