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ABSTRACT

Partiendo de la teoria desarrollada en la tesis “Paralelismo y geodésicas en varie-
dades conformes” [5], se utiliza la conexién de Fermi-Walker y el tensor conforme
de Schouten para describir los invariantes conformes clésicos asociados a curvas
en el espacio conforme plano R™. En particular, estos resultados se aplican al
estudio de dos ejemplos especiales de curvas: los circulos y las hélices.
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1. Introduccién

En la tesis “Paralelismo y geodésicas en variedades conformes” [5] se desarrolla una
teorfa para variedades conformes Riemannianas basada en la existencia candnica de
una conexién (o paralelismo) conforme a lo largo de las curvas parametrizadas de la
variedad. Es la denominada conexién de Fermi—Walker. Igualmente, sobre cada curva
parametrizada se puede definir también un tensor asociado con significado conforme,
que llamamos tensor de Schouten de la curva.

Este par de nuevos invariantes juegan un papel fundamental en la teoria de cur-
vas en ambientes conformes. La geometria conforme de la curva estd completamente
determinada por su conexiéon de Fermi—Walker y su tensor de Schouten, en el sen-
tido de que a partir de ellos se pueden determinar todos los invariantes conformes
clasicamente asociados a una curva, como son su arco conforme, sus curvaturas con-
formes,... Esta nueva reinterpretacion es ademdas muy geométrica y hace que la co-
nexién de Fermi—Walker y el tensor conforme de Schouten se nos muestren como los
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andlogos conformes de la conexién de Levi-Civita y de la aceleraciéon Riemannianas,
respectivamente. (Véase el apartado 2.1 para mds detalle.)

La reinterpretacién de los invariantes conformes de la curva en términos de su
conexion de Fermi—Walker y su tensor de Schouten ofrece ademds una mayor com-
putabilidad. Desde esta perspectiva el calculo de los invariantes requiere tinicamente
construir ciertos tensores sobre la curva y derivar a través de una conexién, en el
sentido habitual, a lo largo de la curva. Trabajando siempre a nivel del tangente
inmediato de la variedad. Se gana con ello que ya no es necesario acudir a la in-
tervencién de una conexion normal de Cartan definida en el tangente de un fibrado
especial sobre la variedad (cuyos elementos se construyen como un tipo de “referencia
esférica” con sentido conforme —en el caso de Cartan [2], Sulanke [7] y otros—, o
como los 2-jets de cartas normales de conexiones simétricas y conformes de la variedad
—en el caso de Sternberg [6], Kobayashi [3] y otros).

La necesidad de tener que recurrir a un nivel “tan por encima de la variedad” para
la definicién de los invariantes conformes de una curva hacfa dificil, por ejemplo, el
determinar su relacién con los habituales invariantes métricos de la curva.

En este articulo se hace uso de la manejabilidad que ofrece la caracterizacion en
términos de la conexién de Fermi—Walker y del tensor conforme de Schouten, para
estudiar los invariantes conformes de una curva parametrizada en el ambiente plano
R™ y su relacién con los bien conocidos invariantes métricos.

2. Teoria general: curvas en un ambiente conforme riemanniano

Sea t — v € M una curva (regularmente) parametrizada en una variedad conforme
Riemanniana (M,C) de dimensién m > 3. !

Sea g € C una métrica de la estructura conforme de M. El par (M, g) constituye
una variedad Riemanniana, con una conexién de Levi—Civita asociada, V, y una
coleccién de tensores ligados a su curvatura (el tensor de Ricci Ric € TI(M), la
funcién de curvatura escalar Sc¢ € C*°(M),...), entre los que destacamos el llamado
tensor de Schouten

1 . Sc 0

Nuestro interés por el tensor L € TJ(M) y por la conexién V, estd aquf justificado
por su estrecha relacién con dos importantes invariantes conformes ligados a t — ~;
como curva en el ambiente conforme (M, C). Dichos invariantes son una conexién a

1La estructura conforme C se entiende en el sentido habitual: como una clase de métricas Rie-
mannianas conformemente equivalentes en M, que difieren una de otra por un factor diferenciable
de escala,
C={e*g: feCc>mM)}.
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lo largo de la curva, D7/dt, y un tensor LY € Al(7), cuya accién sobre V € X(v) se
define mediante identidades de la forma:
D

\Y%
EV = EV +g(v, AV +g(V, A —g(v,V)A,

1
siendo A € X(y) el campo sobre 7; dado por:
U SR VRN CUY RO
g(v,v') dt g(vv)?

Sustituyendo la expresion de A en las férmulas anteriores podemos dar paso a las
siguientes definiciones explicitas:

Definicién 2.1 (a) La conexién de Fermi-Walker D7 /dt a lo largo de t — 7 es
un invariante conforme que sobre el campo V € X(7) actida como:

D7 v., g3 g(x7.V) , g(,V)V
Z V=V - vV + — e x(y). (2.1
dt dt g(v,7") e, 7) | ey, dt - (1)

(b) El tensor conforme de Schouten LY de t — =y es un invariante conforme que
sobre V € X(y) actda como:

v
g (WW ’V> g, ¥ g (%Y. V)

(V)= L(,V)+ - 2.2
(V)=L(,V) (7] (7 ) (2.2)
2
(2l | 2800 68 L vy e oo
g2(v',v") g2(y',v") g3(y',") ’

Obsérvese que el tensor conforme de Schouten LY € Al(y) queda totalmente ca-
racterizado por el siguiente par de datos:

(i) su accién sobre el tangente a la curva, recogida a través de la funcién
L7 (v;) € O (v);

(ii) su accidén sobre el espacio ortogonal a la curva, en correspondencia con el campo
ortogonal de Schouten LY € X(7)* que se define como

LY =g(,¥) (LY opr*);, € X(7)*.
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Cambio por reparametrizacién de la curva -

Sea s — t; un cambio de pardmetro, de modo que ¢, # 0 Vs. La curva repara-
metrizada s — 7, = ;. tiene asociados una nueva conexién de Fermi—Walker D7 /ds
y un nuevo tensor conforme de Schouten L7 € A(%). Su relacién con D7/dt y L7,
correspondientes a la parametrizacién t — -4, es la siguiente:

(a) Conexién de Fermi—Walker:

Para un campo V; € X(7) se tiene que (Vot)s € X(7) y

DY D7 !
—(Vot)| =t, =——V| —>V,. 2.3
Fven| =t 7 Al (2.3
(b) Tensor conforme de Schouten:
Para un campo V; € X(7) se tiene que (V ot)s € X(7) y
— S t s l7 V
LY(Vot)s=(th) LY (V) — #g(yﬁ
s 8(v,")
1" 1" 2
siendo S(t)s = tt—, -3 (i—f) la derivada Schwartziana® de t respecto de s.
Obsérvese que entonces se tienen las siguientes relaciones:
LY(7) = (t)*L7(Y)e. — S(t)s
(2.4)

LY =g(7e7:) (L7 oprt), = (t)°8(v, 7 ). (LY oprt), = (t)°Ly,

Estas férmulas se demuestran facilmente sustituyendo directamente en las defini-
ciones (2.1) y (2.2), las relaciones:

sVoeb| =t V|, VieX(y)
Vo =tV
2.1. Invariantes conformes de -,

La conexién de Fermi-Walker D7/dt y el tensor conforme de Schouten L7 son dos
invariantes conformes que describen completamente la geometria de t — v € M
como curva en un ambiente conforme. A partir de ellos se pueden caracterizar todos
los invariantes conformes clasicos (arco y curvaturas conformes, geodésicas,...), tal y

2Esta derivada est4 ligada a la estructura proyectiva de R, heredada de la recta proyectiva real

P! = R! U {o0}, y se mantiene invariante por las homografias s Z:is (ad — cb # 0).
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como a continuacién describimos.? Se observard que estos resultados confirman a la
conexién de Fermi-Walker como el andlogo conforme de la conexiéon de Levi-Civita
Riemanniana, y al tensor conforme de Schouten de la curva como el equivalente a la
aceleracion Riemanniana de la curva parametrizada.

Parametro proyectivo

La curva admite un pardmetro proyectivo 7, inico salvo cambios por homografias

T ‘c‘:rrg Viene dado por aquellas parametrizaciones 7 — 7, = 7, tales que
S(r)e=—-L"(v):
A la vista de las férmulas de reparametrizacién (2.4) y de la relacién S(t), =

—(t1)2S(7)t,, se observa que el pardmetro proyectivo lo definen aquellas parametri-
zaciones T — 7, tales que L7(¥,) = 0.
Geodésica conforme

La condicién de que la curva parametrizada t — ~; sea una geodésica conforme
equivale a que su tensor de Schouten sea idénticamente nulo:

L7 =0 & 4 geodésica conforme.

Nuevamente, por las férmulas de reparametrizacién (2.4) se observa que la curva
serd una pregeodésica conforme (geodésica salvo reparametrizacién) cuando su campo
ortogonal de Schouten L7 sea idénticamente nulo:

LY = 0 < v, pregeodésica conforme.
En tal caso, t — 4 pasard a ser curva geodésica si se reparametriza por su parametro
proyectivo.

Arco conforme

Sit — v no es pregeodésica (i.e. LY no es idénticamente nulo), la curva admite
un arco conforme. En términos del tensor de Schouten, el arco conforme de t —
estd definido por

. g(L?,L?)dt

ds
g7t

Obsérvese que, por las férmulas (2.4) asociadas a la reparametrizacién, esto es lo
mismo que decir que s — 7, = y;, estard parametrizada por su arco conforme cuando
su tangente 7. y su ortogonal de Schouten L7 sean campos de igual longitud

g(7.,7.) = g(L7,.7) < ds arco conforme.

3Véase [5] para la equivalencia entre la caracterizacién que aquf se da de los invariantes conformes
de la curva y sus definiciones originales en [2] o [7], dadas mediante una conexién normal de Cartan.
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Curvaturas conformes

Si s +— 7, = 4, estd parametrizada por su arco conforme, 7, y L7 son de la misma
longitud. Este par de campos se puede extender a una referencia conforme movil de
Frénet, de la forma:

{El = 7I7 Ey = }L’Ya E37 ceey Em}sa
con g(E;, E;) = g(7%,7,), que se obtiene aplicando a {7, 1.7, g—gﬂﬁ, ey (g—;)m_QLV}S
un proceso analogo al de ortonormalizacion de bases de Gram-Schmidt.

Las curvaturas conformes se definen a partir de la referencia de Frénet del modo
habitual; son las funciones (A2),, (A3),, -, (Am—1), que intervienen en las férmulas:

DY By = Ao Es
%;Ei =—-Ai-1Fic1 + NiBiv1,  (i=3,...m-1)

DY
%EH’L = *)\m—l Em—l

7 2 v _
Obsérvese que en este caso es g—sEl = g—sfy' =0.

3. Curvas en el ambiente conforme plano R™

Sea t — 4 € R™ una curva (regularmente) parametrizada en el espacio R™ con
m > 3. El ambiente R™ tiene una estructura natural de variedad conforme plana,
en donde el producto euclideo habitual define una métrica g(.,.) =< .,. > de la
estructura conforme. Obsérvese que en este caso la métrica g no tiene curvatura y su
tensor asociado de Schouten L € TJ(R™) es idénticamente nulo.

Vamos a partir de una curva t — v € R™ que asumimos parametrizada por su
longitud de arco g-métrico (g(7;,7;) = 1, Vt). Sea {e1 = 7}, ea, ..., em }+ la referencia
ortonormal moévil de Frénet sobre ¢t — -, cuyos campos verifican:

V., —
€1 = K1 é2,

v, _

726 = —Ri—1€i—1 + Ki €i+1,  (i=2,...,m—1)
v

@bm = “KEm—1€m-1

para las funciones de curvatura (K1), ..., (km—1): asociadas a 44 como curva en un
ambiente Riemanniano. Contamos entonces con las igualdades:

2

/ . ! __ 2 /
%’Y = K1€g; E’Y = —Kje1 + Kjez + K1koes,

que simplifican las expresiones en (2.1) y (2.2) para D7 /dt y L7, dando lugar a las
siguientes férmulas:

/ .
v = €13

(a) La conexién de Fermi-Walker de 7; es

—V=—V+4+ri(gle,V)e1 —gle1,V)ea), VYV € X(7).
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En particular,

D7 D7 D7

—e] = O, EGQ = Kge€3, Eei = —Ki_1€i_1 + K ei+17 (i23)

(b) El tensor conforme de Schouten de v; es
L'(V) = —3rigler, V) + &1 g(e2, V) + ko gles, V), YV € X(v)

de modo que:
YA 1 2 o0
L7(m) = —5r1 € CF(7);

LY = K} eg + k1kz ez € X(7)*.

Observacion 3.1 Combinando los resultados anteriores, podemos determinar la ex-
presion del campo Z—Z]LV € X(vy)*:

D7 DY
EL’Y = E (I‘ig_ €9 + R1K2 63)
" , D7 / ’ D7
=Ky e+ Ky Tlt €2 + (KZlKZQ + I€1I€2) e3 + K1k Eeg

= (kY — k1K3) ea + (2K Ko + K1Kb) e3 + K1 kokaey.

3.1. Invariantes conformes

Los resultados generales de la seccion 2.1 anterior se aplican en particular a las curvas
parametrizadas en el ambiente conforme plano R™.

Parametro proyectivo

El pardmetro proyectivo 7 = ¢ de la curva ¢t — ~; se obtiene por integracién de la
ecuacion

S(r)e = —L"() = (k1)
Geodésica conforme

La curva t — ~; es una pregeodésica conforme si se cumple

L’YZO@I{/1€2+I€1I$2€3=O<=>{ HI:Cte

Ko = 0

Por lo tanto, las geodésicas conformes de R™ coinciden con las curvas de curvatura
k1 constante y ko = 0. Estos son precisamente los circulos generalizados de R™, que
mas adelante tratamos con detalle. Parametrizandolos por su parametro proyectivo
son las geodésicas conformes de R™.
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Arco conforme
El arco conforme de la curva t — ; estd definido por
4 g(]]-‘za LZ) 4

ds = & 2222 g — 3 (k)2 + (kyko)2dt.
g(%ﬁ;’%) ( l)t ( 1 Q)t

siempre que la curva 7; no describa un circulo generalizado en R™.

Curvaturas conformes: primera curvatura (\s)

Las curvaturas conformes de la curva se definen mediante su referencia conforme de
Frénet {F1,..., B}, que se construye a partir de las sucesivas derivadas del campo
ortogonal de Schouten sobre una parametrizaciéon por el arco conforme. Estudiamos
con detalle la primera de las curvaturas conformes, (Az).

Sea s — 7, = 7, una parametrizacién por el arco conforme de la curva, obtenida
a partir de un cambio de parametro s +— ¢ verificando:

t
5 ds

_ Yoy )—1/4
- g(LtS ’ Lts) .
Los primeros elementos de la referencia conforme de Frénet son por definicién:

(Br), =7, =ton,

Y dado que es %:EQ = M\ B3 y g(Es, Bs) = g(7.,7.) = (£,)?, la primera curvatura
conforme (Aq) verifica:

(o2 = BUE oo i) _ 8T, L) (3.1)
° g(Es, E3) (t.)?
Necesitamos determinar g(g—jlﬁ, g—:ﬂﬁ), para el campo L] = (t,)* L], € X(7).

Haciendo uso de la férmula de reparametrizacién (2.3) en la seccién anterior, se
tiene:

DY__ DY D7
g]m = s ((t))°L7) = 3(t,)*(tL]. + (t;)SELl
D’y t”
= 3L, + (1)° (t; gl -2 Lzs)
t(s) s
D'Y
=2t7(t,)° L] + (t’s)4%LZS.
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Para hallar el valor de g([d)—:]lﬁ, g—:lﬁ) tenemos en cuenta las siguientes relaciones:
—4
gL, Li) = (t,)

D7 .
il (LI} = (5),, 4™

L“/ _LW —
g( t gt ts)
()M (—4(t) o)) = —2(t,) %t

1
2
1
2

a través de las cuales llegamos a la identidad:

DY__ D7 D7

g(gﬂ-@a aﬂ-‘j) = 4(t;’)2(t;)4g(LZ§,LZ§) +4t)(t,)°g (L], EL;Y)
D7 DY
t/ 8 _L’Y i e
+( S) g( dt ts) dt ts)
D7 D7
= 4" + (¢)Bg(=L] , =1L} ).
()2 + (s Ly, L)

Sustituyendo este resultado en la férmula de partida (3.1), se obtiene una expresién
para la curvatura conforme (A3)s en términos del campo ortogonal de Schouten L}
sobre la curva t — ; parametrizada por su longitud de arco g-métrico:

(>\2)§=—(2is/> ey Py (3.2)

siendo ¢, = g(LL] , L7 )~ /4.

Observacion 3.2 Para la deduccion de esta férmula no se ha utilizado el hecho de
que el ambiente conforme sea el espacio plano R™. La féormula es igualmente vdlida
para un ambiente conforme general M, siempre que la parametrizacion de partida
t — 4 sea por el arco g-métrico.

En el ambiente conforme R™, se tiene que es L] = (k) es+K1k2€3): y por lo tanto
g(L},LY) = (k})? + (k1k2)?. Obtenemos asf que?:

th=g(Ly L) = ()7 + (kak2)7) "/
Derivando esta ultima identidad obtenemos también:
2t = —(t)° (kiKY + K1K| K3 + K KaKD)

s s ts

4Hacemos notar que aqui y en adelante se hace uso de la notacién:

d?k; |

dr; !
— ? (/{;/)ts — 2 I yeen
ts

’
K = R
( Z)ts dt }ts
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’ . ., . Y
Asi mismo, de la observacién 3.1 que describe g—t}lﬂ, conocemos que es

D Io% D 5 " 2\2 / 1\2 2
g(EL ,%]L Je. = (K] — k1k3);. + (26 K2 + R1KY)F + (/ﬁlfﬂg/@g)ts )

Al sustituir estas igualdades en la férmula (3.2), que puede verse como:

2"

D7 D7
(t, )6 . ]L’Y ) )

2
2 _ 10 [ AN i =
(/\2)5 - (ts) + (ts) g( dt ts? dt ts

y simplificando posteriormemente, se concluye con el siguiente resultado:

Proposicién 3.3 La primera curvatura conforme (A2) de la curva t — v € R™,
parametrizada por su longitud de arco g-métrico, viene dada por:

2
() = (K} (2K Ko + K1KY) — Kika (kY — /{p‘i%))t N (515253)5 (3.3)
2 _ .
((85)2 + (r152)2)0" ((85)2 + (r1k2)2)3

siendo K1, ka, k3 las primeras curvaturas g-métricas de la curva.

Observacion 3.4 Si la dimension ambiente es m = 3, la curva t — -y sdlo tiene
asociada la primera de las curvaturas conformes, que estd dada por la expresion

kY (2K Ko + K1Kb): — Kika (K] — K1K3)s
5/4
(592 + (ma2)2);

()‘Z)t =

Los resultados que hemos obtenido describen la relacién que existe entre las cur-
vaturas métricas k; de una curva en R y su curvatura conforme Ay, definida origi-
nalmente por Cartan en [2] y tratada en trabajos como el de Sulanke [7].

A. Montesinos, M.C. Romero y E. Sanabria proponen en [4] una definicién alterna-
tiva para las curvaturas conformes de una curva en R™, definidas a partir de los radios
y los centros de las llamadas i-esferas osculatrices de la curva. Ahora, la expresién
explicita de la cldsica curvatura conforme Ay que se da en (3.3) nos permite asegurar,
tras un sencillo célculo, que esta dltima coincide con la 2-curvatura conforme de [4]
dada por las esferas osculatrices de una curva en R™ (m > 3).°

5Esta coincidencia era ya conocida para m = 3. El caso del espacio tridimensional se ha tratado
en el articulo de G. Cairns, R.W. Sharpe y L. Webb [1], en donde se ofrece ya la descripcién explicita
que aqui hemos obtenido para la curvatura conforme Az de una curva en R3 en términos de sus
curvaturas métricas.
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3.2. Ejemplo 1: Circulos generalizados

Hemos visto que las pregeodésicas conformes de R™ se corresponden con la familia
de curvas que tienen unicamente curvatura de primer orden x; y ademas ésta es
constante:

k1 = «a (cte); k; =0, Vi > 2.

Las curvas de esta familia se conocen como circulos generalizados de R™, englobando
con este término a las rectas (si k1 = 0) y a los circulos en el sentido habitual (si
k1 =a>0).

Para estas curvas no es posible definir el arco conforme ni tampoco las curvaturas
conformes asociadas. Sin embargo, admiten la definiciéon de un pardmetro proyectivo
7, mediante el cual pasan a ser geodésicas conformes de R™.

Sea t — ¢ un circulo generalizado parametrizado por su longitud de arco, con
curvatura k1 = a > 0. El pardmetro proyectivo asociado 7 = 7y estd caracterizado

por la ecuacion
1 1
S(7)e = = (k)7 = = a? (cte).
2 2
La resolucién de esta ecuacion se ve facilitada por ser x; constante, y da lugar a dos

tipos de soluciones:

at+b
Sia=0: 7= o ——|’——d (p. proyectivo de la recta);
asin(%) + bcos(%)
Sia>0: == 2 2 . proyectivo del circulo).
‘ csin(%) + dcos(%) (p- proyectiv )

para ad — bc # 0.

3.3. Ejemplo 2: Hélices

Vamos a estudiar tambien el caso particular de las hélices en R3. Consideramos la
hélice parametrizada por su longitud de arco dada por:

_ ¢ : ¢ t3
M= <a cos \/a2+ﬁ2,a81n T \/a2+ﬂ2> a>0,8#0.

La referencia ortonormal de Frénet sobre ¢ — ; esta formada por los campos:

o —a . t @ t B
(el)t_ (\/a2+ﬁ2 sin \/a2+ﬁ27\/a2+62 CcOoSs \/a2+ﬁ27\/a2+52>

— t : t
(62)t ( COS W,*SIH \/m,o)

_ 8 < t -8 . t a
(63)15 - (\/a2+52 Sin \/a2+ﬁ2 5 \/042+52 COS \/042"!‘527 \/a2+52>
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y sus curvaturas métricas vienen dadas por las funciones:

a p

nETEE T g

Si aplicamos los cédlculos anteriores a este ejemplo concreto obtenemos los siguientes
resultados:

1. La conexién de Fermi-Walker de la hélice ; es:

DV
S y=_vy

(0%
iV = a tar eV a(aV)ea), YWeXn)

2. El tensor conforme de Schouten de la hélice v; es:

[e%

L(V) = W (-3 a(Viel)+ 8 (Vies)), VV € X(y),
de modo que:
Y ! 7042 oS
(Y)e = m € C™(v)
af
]L’Y - m@g G }:(’y)l

3. El parametro proyectivo 7 = 71 viene dado por las soluciones de la ecuacién

1 o?
S(7)e = 5 (ffl)f = 9

7(0[2 n 52)2 (cte)

Nuevamente es la curvatura 1 constante (y no nula), de modo que las soluciones
de esta ecuacién son
: t ¢
asin(5aigm ) +boos(satigm)

csin(%ag“ifrﬁ;,)) + dcos(z(af‘ii/ﬂ))

Tt —

para ad — bc # 0, y definen el cambio al pardmetro proyectivo 7 de la hélice.

_aj B Velf]
A=)y = ary

Y= o? +62
’ ol

4. El arco conforme es

de modo que
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Esto significa que la reparametrizacion que pasa del pardmetro arco métrico ¢
al parametro arco conforme s en el caso de la hélice es

2 2
Sty = Ms + c.
g
5. Finalmente, la primera curvatura conforme de la hélice t — ~; es:
K2K3 K Jé]
(>\2)t: ( 1 2);/2 = 21/2 =
(Ir1k2]); |K1 ks gl

y concluimos que las hélices son curvas en R? con curvatura conforme constante
(no nula), que toma el valor:

sif>0: (A2)=\/§>O;
sif<0: (/\2):—\/%<0.
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