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Resumen

Esta memoria tiene como objetivo el estudio de ciertos aspectos esenciales de la topo-
logia como son la metrizabilidad de un espacio topolégico, la normalidad y la paracompa-
cidad. El estudio de la topologia de los espacios métricos es de gran relevancia matematica
ya que aparece en diversas areas como por ejemplo la topologia diferencial, la geometria
riemanniana o los espacios de Banach. Inherente al estudio del problema de metrizacién
es el estudio detallado de las nociones de normalidad y paracompacidad. Una de sus mas
importantes utilidades es la construccion de funciones continuas especiales (funciones de
Urysohn, particiones de la unidad) que permiten realizar un mejor tratamiento de las
propiedades topolégicas de los espacios.

Palabras Clave: metrizacién, normalidad, paracompacidad, teorema de Stone, teo-
rema de metrizacion de Bing, teorema de metrizacion de Nagata-Smirnov, particion de la
unidad.

Abstract

The aim of this report is to study some main aspects of Topology such as metrizability,
normality and paracompactness. The topology of metric spaces is an important topic sin-
ce it appears in different fields: differential topology, riemmanian geometry and Banach
spaces, among others. The study of the metrization problem inherently entails an in-depth
study of the concepts of normality and paracompactness. One of its most remarkable appli-
cations is the construction of continuous special functions (Urysohn functions, partitions
of unity) which allows a better treatment of the topological properties of spaces.

Keywords: metrization, normality, paracompactness, Stone theorem, Bing metriza-
tion theorem, Nagata-Smirnov metrization theorem, partition of unity.
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Introduccion

A lo largo de esta memoria trataremos de estudiar ciertos aspectos esenciales de To-
pologia que en el Grado de Matematicas no se imparten. Esos aspectos corresponden a
la asignatura que en planes de estudios anteriores se denominaba Topologia General, y
que, por desgracia, en los nuevos grados de cuatro anos no tuvo acomodo. En concre-
to estudiaremos la metrizabilidad de un espacio topolégico, que de forma natural nos
lleva a realizar un estudio detallado de la normalidad y la paracompacidad. De forma
mas precisa, el objetivo central del texto es probar el Teorema de metrizacion de Bing y
Nagata-Smirnov. Este resultado establece que un espacio topoldgico es metrizable si y sélo
st es Ty y tiene una base o-discreta (Bing) si y sdlo si es Ts y tiene una base o-localmente
finita (Nagata-Smirnov).

El problema de metrizacion fue planteado desde que se definié el concepto abstracto
de espacio topoldgico. La primera aproximacién a la solucién del problema se basé en
el estudio de los axiomas de separacién. Esta linea de investigacién fue fomentada por
Urysohn cuando establecié que todo espacio con una base numerable es metrizable si y
solo si es Ty. Como veremos la solucion éptima del problema no se basa exclusivamente
en un axioma de separacién. El camino necesario para llegar, de forma asequible, a la
solucién del problema de metrizacion dada por Bing, Nagata y Smirnov pasa de forma
inexorable por el estudio de la paracompacidad. La paracompacidad fue introducida por
J. Dieudonné en 1944 como una generalizacién de los espacios compactos. Su relacién con
la metrizabilidad de un espacio queda establecida por Stone en 1948 cuando prueba que
todo espacio pseudométrico es paracompacto.

Como hemos dicho al principio, realizaremos un estudio preciso de la normalidad en
el que resultaran de gran importancia las caracterizaciones de los espacios normales en
términos de la existencia de funciones separantes de Urysohn y de la existencia de con-
tracciones de recubrimientos puntualmente finitos. Asimismo introduciremos la nocién
de espacio paracompacto, estudiaremos sus propiedades mas relevantes y probaremos el
Teorema de Stone.

Fuera del niicleo fundamental del texto nos gustaria destacar el capitulo dedicado a
las particiones de la unidad donde mostramos dos aplicaciones a los espacios vectoria-
les topoldgicos de la teoria desarrollada hasta el momento. La primera es el Teorema de
Dugungji- Borsuk que es una generalizacién del Teorema de extension de Tiezte, la segunda
aplicacién se debe a W. Rudin y es un resultado relativo a la aproximacién puntual por fun-
ciones continuas. Ademas, en el ultimo capitulo, establecemos una bonita caracterizacion
de la metrizabilidad de un espacio compacto K en términos de la separabilidad de su es-



pacio C(K) de funciones continuas, haciendo uso, también, de las particiones de la unidad.

El trabajo estd escrito suponiendo los conocimientos de Topologia que se imparten en
el grado, y en general la formacion que se recibe en sus cuatro cursos, y a partir de eso se
desarrolla de una manera autocontenida. Nuestra referencia principal ha sido el texto [3]
de Margalef-Outerelo-Padrén, pero también hemos consultado los dos tratados clasicos de
Dugundji [1] y Engelking [2], y las excelentes notas de Vera [5]; para los resultados sobre
espacios vectoriales topolégicos hemos utilizado el libro [4] de Rudin.

Finalmente, en lo personal, me gustaria agradecer a todas las personas que me han
apoyado desde el momento que entré en la facultad hasta el momento de presentar este
trabajo para recibir el titulo de grado, en especial a mis padres. A su vez, me gustaria
agradecer a esos profesores que si se han interesado en mejorar la calidad docente de la
universidad entre los que me gustaria destacar a J.M. Gamboa y, a mi tutor, Jestis M.
Ruiz.

Madrid, Torrelodones
Junio de 2016
Eduardo Fernandez Fuertes
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Capitulo I

Preliminares

En este primer capitulo introduciremos los conceptos y nociones previas para poder
abordar el estudio de la paracompacidad y la metrizabilidad de un espacio de una forma
asequible. Las desarrollamos a partir de las nociones que han sido estudiadas a lo largo
del grado de Matemaéticas.

En la primera secciéon recordamos las nociones de métrica y pseudométrica asi co-
mo sus propiedades méas importantes. La segunda y la tercera seccién se dedican a tipos
especiales de familias de subconjuntos y refinamientos de un espacio topoldgico. Estos
conceptos serdn claves a la hora de estudiar la paracompacidad y el problema de metri-
zacién. Queremos destacar las nociones de espacio desarrollable y espacio de Moore, pues
mas adelante veremos que se puede caracterizar la metrizabilidad de un espacio en estos
términos. La cuarta seccién servird para introducir la nocién de aplicacién propia entre
espacios topolégicos.

1. Meétricas y pseudométricas

Definicion 1.1. Sean X un conjunto y d : X x X — R una aplicacién. Diremos que d es
una pseudomeétrica en X si satisface las siguientes tres condiciones:
(i) d(z,x) =0 para cada z € X.
(ii) d(z,y) = d(y,x) para cualesquiera z,y € X.
(iii) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) para cualesquiera z,y,z € X.
Al par (X, d) se denomina espacio pseudométrico.
Si la propiedad (i) se cambia por:
(i’) d(z,y) = 0siy sélo si z =y para cualesquiera z,y € X.

se dice que d es una métrica en X y el par (X, d) se llama espacio métrico.

Observaciones 1.2 1. Todo espacio métrico es un espacio pseudométrico.
2. Si d es una pseudométrica en X entonces para cualesquiera x,y € X se tiene que
d(z,y) = 0.



Ciertamente, 0 = d(z,z) < d(x,y) + d(y,x) = d(z,y) + d(z,y) = 2d(z,y) luego
d(z,y) > 0.

3. Sea (X, d) un espacio pseudométrico. Sea z € X y r un nimero positivo. Llamaremos
bola abierta de centro x y radio r asociada a d a B¢(x) = {y € X : d(z,y) < r}. El conjunto
B, de todas las bolas abiertas de todos los centros y radios posibles forma una base para
una topologia en X conocida como la topologia asociada a la pseudométrica d y denotada
por Ty. Es decir, U € T, si para cada z € U existe 7 > 0 con BY(z) C U.

4. Si d es una pseudométrica en X entonces e = min{1,d} es una pseudométrica en X
que solo toma valores entre 0 y 1y, ademas, Tgq = Te.

Ejemplos 1.3 1. En el espacio euclideo la distancia euclidea usual es una métrica.

2. En un conjunto X con mas de un elemento la aplicacién trivial d : X x X — R
dada por d(x,y) = 0 para todos =,y € X es una pseudométrica y no una métrica.

3. En R con n > 2 la aplicacién dada por d(x,y) = |r1 — y1| para cualesquiera
x= (21, .0y Tn),y = (Y1, .--,Yn) € R™ es una pseudométrica y no una métrica en X.

Definicion 1.4. Sea X un espacio topoldgico.

Diremos que X es pseudometrizable si existe una pseudométrica en X de forma que su
topologia inducida coincida con la topologia de X.

De la misma forma, diremos que X es metrizable si existe una métrica en X de forma
que su topologia inducida coincida con la topologia de X.

Evidentemente, las propiedades de ser pseudometrizable y metrizable son propiedades
topolégicas y hereditarias.

Definicion 1.5. Un espacio topoldgico X se dice localmente pseudometrizable, respecti-
vamente localmente metrizable , si para cada punto z € X existe un entorno V* abierto
suyo que es pseudometrizable, respectivamente metrizable.

Teorema 1.6. Sea {(X;,T;) }ier una familia numerable de espacios topolégicos. Entonces,
si para cada i € I (X;,7T;) es pseudometrizable (metrizable) entonces [ [, X; es pseudome-
trizable (metrizable).

De forma explicita:

(1) SiI es finito y, para cada i € I, d; es una pseudométrica (métrica) en X; que describe
su topologia entonces la aplicacion

d(z,y) =Y di(wi,y:) para cada x = (x;),y = (y:) € [ [ X
iel el

es una pseudométrica (métrica) en [, X; tal que Tg =[], T;.
(i) Si I = {in}tnen y para cada n € N la topologia de X;, viene descrita por una pseu-
dométrica (métrica) e, que toma valores entre 0 y 1 entonces la aplicacion

en(Zi,, Yi,
e(x,y) = "(;T;y’) para cada = (2;,),y = (yi,) € [ [ X
neN neN

es una pseudométrica (métrica) en [[,, X;, tal que To =11, Ti,.



Demostracion. La prueba es una comprobacién rutinaria. Estudiemos el caso del producto
numerable, el producto finito se comprueba de forma semejante. Sea pues {(Xy, Tp) }nen
una familia numerable de espacios pseudométricos (respectivamente métricos) y para ca-
da n € N sea e, una pseudométrica (respectivamente métrica) con valores en [0, 1] que
describa la topologia de X,,. Es claro que la aplicacién

) = 3 ol )

n

describe una pseudométrica (respectivamente métrica) en [[, X,,, téngase en cuenta que
la serie que define la aplicacién estd mayorada por la serie ) 2% =1.
Sea x € [[,, X v sea € > 0. Comprobemos que Bf(x) € [],, Tp. Sea z € B¢(x). Como

> = 1 existe k € N tal que D skl 5 < E_e(Tmz) Sea § = 2k% y pongamos

U= Hﬁ:1 B§™ (zn) X [[,5 541 Xn- Se tiene que U es un entorno abierto de z en ], T, y
U C B¢(x). Asi T, C [, Tn.

Por otro lado el conjunto {BE" (zn) X [j., Xk : €n > 0,25 € Xp}nen es una subbase
de [],, T5. Se tiene que si y € Bgr (2y) X 1.2, X entonces BE(y) C Ber (wn) X [[12, Xk

donde € = 6"_6"2(% En conclusién [], T, C Te. O

2. Familias de subconjuntos

Definicion 2.1. Sea X un espacio topoldgico y sea VW una familia de subconjuntos de X.
Diremos que:

(1) W es puntualmente finita si todo punto de X pertenece a lo sumo a un nimero finito
de elementos de W.

(ii) W es localmente finita si todo punto de X tiene un entorno abierto que corta a un
numero finito de elementos de W.

(iii) W es discreta si todo punto de X tiene un entorno abierto que corta a lo sumo a un
elemento de W.

(iv) W es o-localmente finita si puede expresarse como unién numerable de familias lo-
calmente finitas.

(V) W es o-discreta si puede expresarse como unién numerable de familias discretas.

Observaciones 2.2 1. Es claro que toda familia localmente finita es puntualmente
finita, el reciproco es falso. Considérese en R la familia {(n%rl, %) :n € N} y el punto 0.
2. Si W es localmente finita entonces W = {W : W € W} es localmente finita.
3. Toda familia discreta es localmente finita y, por tanto, puntualmente finita. En
cambio, no toda familia localmente finita es discreta. Ciertamente, en [0, 1] con la topologia

usual la familia {[0,1), (3,1]} es localmente finita pero no es discreta.

Definicién 2.3. Sea A una familia de subconjuntos de un espacio topolégico X. Diremos
que A conmuta unién con adherencia si para toda subfamilia A’ C A se satisface:




Proposicion 2.4. Toda familia localmente finita de subconjuntos conmuta union con ad-
herencia.

En particular, la union arbitraria de cerrados de una familia localmente finita es ce-
rrada.

Demostracion. Sea A = {A;};c; una familia localmente finita, basta comprobar J; A; C

U; 4i. Sea = € |J; A; como A es una familia localmente finita existe un entorno U* de x
y un conjunto finito de indices F' C I con U” N (U,¢p 4i) = @y, por tanto, x ¢ Uigr Ai-
Ademds, por la finitud de F, se tiene que | J;cp Ai = U;cp Ai. Por consiguiente,

Ja=UavJa-UnoUa

icl i€l i¢F i€F i¢F

y @ € U;ep Ai- En conclusion, |J; 4; C |J; 4;. La igualdad se tiene porque la adherencia
respeta el contenido. O

Observacion 2.5 Notese que el reciproco de la proposicion anterior no es cierto. No
toda familia localmente finita conmuta la unién con la adherencia. En efecto, en R con la
topologia discreta la familia de subconjuntos que contiene al 0 conmuta la unién con la
adherencia y no es localmente finita.

Proposicién 2.6. Sea X un espacio topolégico y sea D = {D;}icr una familia de subcon-
juntos de X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) D es discreta.
(ii) D es localmente finita y para cualesquiera i,j € I distintos se tiene que D; N D;j = .

Demostracion. (i)=-(ii) Por ser D una familia discreta se tiene que es localmente finita.
Sean 4,5 € I distintos. Supongamos que existe x € X tal que x € D; N E entonces
cualquier entorno abierto V* de x satisface que V¥ N D; y V* N D; son no vacios pero esto
es imposible por ser D discreta. Asi, D; N E = @ como queriamos.

(ii)=(i) En primer lugar, por ser D localmente finita se cumple que D = {D;}ics
es localmente finita. Sea ahora x € X comprobemos que existe un entorno abierto V<
de x que corta a lo sumo a un elemento de D para concluir la prueba. Supongamos que
z ¢ |J; D;. Entonces basta considerar V¥ = X\ |J; D; que es abierto pues D es localmente
finita. Si es x € |J; D; se tiene que, por la hipétesis, existe un dnico ig € I tal que x € Dj,.
Basta tomar V* = X\ |, £io D; que de nuevo es abierto por ser D localmente finita. [

3. Refinamientos

Definicion 3.1. Sea X un espacio topoldgico y sea U un recubrimiento de X. Se llama
refinamiento de U a cualquier recubrimiento V de X tal que para cada V € V existe U € U
con V CU.

Un refinamiento se dice abierto si esta formado por conjuntos abiertos y cerrado si esta
formado por conjuntos cerrados.



Proposicién 3.2. Sea X un espacio topologico y sean {U;}icr, {Vj}jes dos recubrimientos

de X. Entonces:

(i) {UinV;:iel,je J} esun refinamiento de {U;}icr y de {V;}jes. Ademds, si{U;}icr
y {Vj}jes son localmente finitos entonces {U;NV; i € 1,5 € J} es localmente finito.

(ii) Cualquier refinamiento de {U;}icr y de {Vj} e es también un refinamiento de {U; N
Virviel,jelJ}

Demostracion. Es una comprobacion rutinaria. O

Definicién 3.3. Sean X un espacio topoldgico y {U;}ier un recubrimiento de X. Un
refinamiento {V;};cs de {U;}ier se dice preciso si J =1y V; C U; para cada i € 1.

Teorema 3.4. Sean X un espacio topoldgico y {U;}ier un recubrimiento de X. Suponga-

mos que {V;}jes es un refinamiento de {U;}icr. Entonces, existe un refinamiento preciso

{Wi}tier de {U;}ier. Ademds se cumple que:

(i) Si{Vj}jes es abierto podemos tomar {W;}icr abierto.

(ii) Si {Vj}jes es localmente finito podemos tomar {W;}icr localmente finito. En este
caso, si {Vj}jcy es cerrado podemos tomar {W;}ticr cerrado.

Demostracion. Consideremos una aplicacion f : J — I de forma que V; C Uy(;) para cada
j € J. Para cada ¢ € I ponemos W; = Uf(j):i V;, puede darse que algun W; = &. Es claro
que W; C U; para cada ¢ € I ademads si j € J entonces V; C Wy(;) luego {Wi}ier es un
refinamiento preciso de {U;}icr. Ademds por construccion si {V;},cs entonces {W;}icr es
abierto.

Supongamos ahora que {V;};cs es localmente finito. Sea € X entonces existe un
entorno V* que corta a lo sumo a una cantidad finita de elementos de {V}};c; digamos
Viys ey Vj,. Por tanto, V® tinicamente corta a Wy, ..., Wy(;,) en {Witier que ademds
podrian ser eventualmente iguales.

Para acabar en el caso de que {V}};e; sea localmente finito y cerrado se sigue de que
la unién arbitraria de cerrados de una familia localmente finita es cerrada el hecho de que
podemos tomar {W;}icr localmente finita y cerrada. O

Definicién 3.5. Sea X un espacio topoldgico y sea U = {U;};c; un recubrimiento abierto
de X. Diremos que V = {V;};csr es una contraccion de U si es un refinamiento abierto
preciso suyo y V; C U; para cada ¢ € I.

Sea X un espacio topolégico y sea U = {U;}icr un recubrimiento abierto suyo. Para
cada A C X pondremos Est(A,U) = U{UZ : ANU; # @}. Para cada x € X escribiremos
Est(z,U) = Est({z},U).

Definicién 3.6. (i) Sean X un espacio topoldgico y {Uy, }ncn una familia de recubrimien-
tos abiertos de X. Diremos que {U, }nen es un desarrollo de X si para cada x € X
se tiene que {Est(x,Uy) }nen es una base de entornos de z.

(ii) Un espacio topoldgico que admite un desarrollo se dice desarrollable . Si, ademés, el
espacio es T} se dice que es un espacio de Moore.



Teorema 3.7. Sea X un espacio topoldgico y sea {Up }nen una familia de recubrimientos
abiertos de X. Si para cada x € X y para cualquier sucesion {xy tnen con x, € Est(x,U,)
se tiene que x es un punto de acumulacion de la sucesion entonces {Uy}nen €s un desa-
rrollo.

Demostracién. Supongamos que {Upy,},en no es un desarrollo. Esto es, existe © € X de
forma que {Est(z,U,)} no es una base de entornos suyo. Asi existe un entorno V* de x
de forma que para cada n € N existe z,, € Est(x,U,,)\V*. Es decir, hemos construido una
sucesion en las hipotesis del enunciado de la que x no es punto de acumulacién y eso es
imposible. O

4. Aplicaciones propias

Definicién 4.1. Sean X, Y espacios topoldgicos v f : X — Y una aplicaciéon continua.
Diremos que f es propia de X en Y si para cualquier espacio topoldgico Z se tiene que
fx1lz: X xZ —Y X Z es una aplicacion cerrada.

Proposicion 4.2. Sean X e Y espacios topologicos. Sea f : X — Y wuna aplicacion. Se

tiene que:

(i) Si f es propia de X enY y ACY con f(X) C A entonces [ es propia de X en A.

(ii) Si ACY es un cerrado con f(X) C A y f es propia de X en A entonces f es propia
de X enY.

Proposiciéon 4.3. Toda aplicacion propia es cerrada.

Demostracion. Sea f : X — Y propia. Sea Z un espacio topoldgico unipuntual. Como
f es propia se tiene que f X 1z : X X Z — Y X Z es cerrada y como Z es unipuntual
las proyecciones px : X X Z — X y py : Y X Z — Y son homeomorfismos. Por tanto,
f=pyo(fxly) op)_(l es cerrada. O]

Ejemplo 4.4 No toda aplicacién cerrada es propia. Por ejemplo, f : R — R la aplicacion
constantemente 1 es continua y cerrada. En cambio f no es propia. En efecto, f x 1p :
R? — R? no es cerrada pues la imagen del cerrado C = {(z,y) € R? : 2y = 1} es el
conjunto {(1,y) € R? : y # 0} que no es cerrado.

Teorema 4.5. Sean X e Y espacios topologicos. Sea f: X — Y una aplicacion inyectiva.
Son equivalentes:

(1) f es propia.

(ii) f es cerrada y continua.

(iii) f(X) es cerrado en'Y y f es un homeomorfismo sobre su imagen.

Demostracion. (i)= (ii) Se tiene por 4.3.

(ii)=-(iii) Trivial.

(iii)=(i) Es claro que f es continua. Sea Z un espacio topolégico cualquiera como
f es un homeomorfismo sobre su imagen se tiene que f X 1z es un homeomorfismo de
X x Z en f(X) x Z ademas f(X) x Z es cerrado en Y x Z pues f(X) es cerrado en Y.
En conclusion f x 17 es cerrada y f es propia de X en Y. O



Corolario 4.6. Una aplicacion es un homeomorfismo si y solo si es biyectiva y propia.

Corolario 4.7. Sea X un espacio topoldgico y sea A un subconjunto suyo. Entonces, la
inclusion i : A <— X es propia si y sdlo si A es cerrado.

Proposicion 4.8. La composicion de aplicaciones propias es propia.

Demostracion. Sean f : X — Y y g : Y — Z aplicaciones propias. Como f y g son
continuas g o f es continua. Sea W un espacio topoldgico cualquiera por ser f y g propias
se tiene que f x ly y g X 1y son cerradas por tanto (go f) X 1y = (g X 1y) o (f X 1w)
es cerrada. Concluimos que g o f es propia. O

Corolario 4.9. La restriccion de una aplicacion propia a un cerrado es propia.

Proposicion 4.10. Sean X, Y espacios topoldgicos, M un subconjunto deY y f: X =Y
una aplicacion propia. Entonces fy-1(yp) €s una aplicacion propia de f~H M) en M.

Demostracion. Es claro que f| F-1(n) €s continua. Sea Z un espacio topoldgico cualquiera,
comprobemos que f|;-1(pr) X 1z es cerrada. Sea C' cerrado en 7Y M) x Z, esto es C =
F N f~Y(M) x Z para un cerrado F de X. Se tiene pues que

(fig=1m) x 12)(C) = (f x 12)(F) N (M X Z)
es cerrado en M x Z, pues f es propia, como queriamos. O

A continuacion presentamos varios resultados que relacionan las aplicaciones propias
con los espacios compactos, antes necesitamos el siguiente lema.

Lema 4.11. Un espacio topoldgico X es compacto si y solo si para cualquier espacio
topoldgico Z se tiene que la proyeccion usual py : X X Z — Z es cerrada.

Demostracion. Sea X un espacio compacto y sea Z un espacio topoldgico cualquiera. Sea
C cerrado en X x Z, comprobemos que Z\pz(C) es abierto en Z.

Sea z € Z\pz(C') entonces X x {z} estd contenido en el abierto X x Z\C, por tanto,
para cada x € X existe un entorno abierto suyo U® y existe un entorno abierto V7 de z
con U* x V7 C X x Z\C. La familia {U” },cx es un recubrimiento abierto del compacto X
luego existen x1,...,x, € X con X C |J;; U%. Se tiene que V* =, V. es un entorno
abierto de z con X x {z} € X x V* C X x Z\C luego V* C Z\pz(C) y, ciertamente,
Z\pz(C) es abierto.

Reciprocamente, sea {U; };c; un recubrimiento abierto de X. Sea Z = X U{oo} dotado
de la topologia T = P(X) U{G C Z : co € G y existen ji, ..., jn con Z\G C Uj_, Ui, }.
Basta probar que oo es abierto en Z para concluir que X es compacto.

Sea D = {(x,x) : ¥ € X}, por hipétesis, pz(D) es cerrado en Z. Ahora bien si x € X
existe i € I con x € U;, por tanto U; x (X\U;) es un entorno abierto de (z,00) que no
corta a D. Es decir, para cada x € X se tiene que (z,00) ¢ D y pz(D) = X es cerrado en
Z luego oo es abierto. O

Teorema 4.12. Sea X un espacio topoldgico y sea Y un espacio unipuntual. Entonces,
X es compacto si y solo si f: X — Y es propia.



Demostracion. Sea Y un espacio unipuntual. La aplicacién continua f : X — Y es propia
siysélosi fx1z: XxZ — Y xZ es cerrada. Ahora bien, consideremos el homeomorfismo
g:Z — Y x Z definido por g(z) = (y, z) y denotemos por pz : X x Z — Z a la proyeccién
usual. Se tiene que f x 1z = g o pz, ahora el resultado se sigue del lema anterior. ]

Corolario 4.13. Sean X, Y espacios topolégicos y f : X — Y una aplicacion propia. En-
tonces, para cada K CY se tiene que f~1(K) es compacto en X. En particular, f~1({y})
es compacto en X para cada y €Y.

Demostracion. Sea K C 'Y compacto. Sea Z un espacio unipuntual cualquiera, por el
resultado anterior g : K — Z es propia. Ademas, f|;-1(k) es propia de f1(K) en K luego
g o (fiy-1(x)) es propia. De nuevo, por el resultado anterior, concluimos que f 1K) es
compacto. ]

Corolario 4.14. Sea X un espacio topoldgico. Entonces, X es compacto si y solo si para
cualquier espacio topologico Z la proyeccion py : X X Z — Z es propia.

Demostracion. Supongamos primero que X es compacto y sea Z un espacio topolédgico
cualquiera. Por el dltimo lema para cualquier espacio topoldgico Y se tiene que pz X 1y =
pzxy : X X Z XY — Z xY es cerrada, por tanto, pz es propia.

Reciprocamente, sea Z un espacio topoldgico unipuntual. Por la hipdtesis pz es propia.
Ahora bien, como X = X X Z, por 4.12, concluimos la prueba. O



Capitulo 11

Separacion

En este capitulo estudiaremos los axiomas de separacion. Estos son los relativos a
distinguir topoldgicamente distintos puntos o subconjuntos de un espacio topoldgico. El
estudio de los axiomas de separacion surge del problema de metrizaciéon con el objetivo
de encontrar una condicién de separacién lo suficientemente fuerte como para implicar
la metrizabilidad de un espacio. Esta linea de estudio fue impulsada por el resultado de
Urysohn en 1924 que establecia que todo espacio T35 y con una base de entornos numerable
es metrizable. En el capitulo V se vera que la solucion satisfactoria del problema de
metrizacién no depende de un axioma de separacién.

Muchos de los resultados de este capitulo han sido estudiados a lo largo del Grado de
Matematicas, por ello, omitiremos alguna prueba con el fin de no distraernos del objetivo
fundamental del trabajo, que son los capitulos IIT y V.

Dividiremos el capitulo en cuatro secciones. La primera seccién se dedicara al estudio
de los distintos axiomas relativos a la separacién de puntos. En la segunda seccién estu-
diaremos los axiomas que aseguran la separacion de puntos y cerrados. La tercera seccién
se deberd al estudio de la separacion de cerrados. Por 1iltimo, en la cuarta seccion proba-
remos el Lema de Inmersion que da condiciones suficientes para sumergir un espacio en
un producto topoldgico, este resultado de caracter técnico nos serd de gran utilidad para
resolver el problema de metrizacion.

1. Separacion de puntos

Definicion 1.1. Un espacio topoldgico X se llama Ty si para cualesquiera puntos x,y € X
distintos se tiene que existe un entorno V¥ de x con y ¢ V¥ o existe un entorno V¥ de y
conz ¢ VY.

Observacion 1.2 Sea (X, d) un espacio pseudométrico. Entonces, d es una métrica si
y sélo si X es Ty. En efecto, supongamos que d no es una métrica, es decir, que existen
x,y € X distintos con d(z,y) = 0. Entonces, z € B,(y) e y € B,(x) para cualquier radio
r > 0.



En lo que sigue veremos condiciones de separacion sucesivamente més restrictivas, cada
una de las cuales implicard evidentemente a la anterior.

Definicion 1.3. Un espacio topoldgico X se llama 77 si para cualesquiera puntos x,y € X
distintos existen entornos V¥ y V¥ de z e y respectivamente tales que y ¢ V* y x ¢ VY.

Teorema 1.4. Un espacio topoldgico es T si y solo si los puntos son cerrados.

Demostracion. En primer lugar supongamos que X es un espacio 7. Sea x € X un punto
cualquiera. Comprobemos que U = X\{z} es abierto. Para ello tomemos un punto y € U
cualquiera, como X es T} existe un entorno V¥ de y tal que ¢ V¥, por tanto, VY C U y
U es abierto.

Por otro lado, sea X un espacio topoldgico de forma que los puntos sean cerrados. Sean
x,y € X puntos distintos. Como {z} y {y} son cerrados UY = X\{z} y U* = X\{y} son
entornos abiertos de y y x, respectivamente, tales que z ¢ UY e y ¢ U*. Asi, X es T1. O

Definiciéon 1.5. Un espacio topolégico X se dice 15 o Hausdorff si para cualesquiera
x,y € X distintos existen entornos suyos disjuntos.

Proposicion 1.6. Sea X un espacio topoldgico. Son equivalentes:

(1) X es Hausdorff.

(i) El conjunto {(z,z) :x € X} es cerrado en X x X.

(iii) Para cualquier espacio topoldgico Y y cualquier aplicacion f :' Y — X continua se
tiene que la grifica de f, Graf(f) = {(y, f(y)) : y € Y}, es cerrada en Y x X.

(iv) Para cualquier espacio topoldgico Y y cualesquiera aplicaciones f,g : Y — X el
conjunto {y €Y : f(y) = g(y)} es cerrado en Y.

Demostracion. (i)=-(ii) Sea X Hausdorff. Pongamos D = {(z, z) : x € X }. Comprobemos
que X x X\D es abierto. Sea (z,y) ¢ D, como X es Hausdorff existen entornos U* y V¥
disjuntos de x e y, respectivamente. Entonces U” x V¥ es un entorno abierto de (z,y) en
X XY que no corta a D. Asi, X x X\D es abierto y,por tanto, D es cerrado.

(ii)=(i) Sea D = {(z,z) : z € X} que es cerrado en X x X por hipdtesis. Entonces,
X x X\D es abierto. Sean z,y € X distintos, luego (x,y) ¢ D por tanto existe un entorno
UxV de (z,y) en X x X que no corta a D, es decir, existe un entorno U de z y un
entorno V' de y que son disjuntos. Por tanto, X es Hausdorff.

(iii)=-(ii) Basta tomar Y = X y f = 1x.

(ii)=-(iii) Sea f :Y — X continua, entonces f x 1x es continua. Como D = {(z,z) :
x € X} es cerrado por hipétesis se tiene que Graf(f) = (f x 1x)1(D) es cerrado, como
queriamos.

(iv)=(ii) Basta considerar ¥ = X x X y tomar como aplicaciones continuas las dos
proyecciones sobre X.

(ii)=-(iv) Sean f,g: Y — X continuas, entonces (f,g) : Y x Y — X x X es continua.
Por hipétesis D = {(x,z) : x € X} es cerrado, por tanto, {y € Y : f(y) = g(v)}
(f,9)" (D) es cerrado.

O
Definicion 1.7. Un espacio topoldgico X se dice Th, si para cualesquiera puntos x,y € X
distintos existen entornos suyos cuyas adherencias son disjuntas.
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Teorema 1.8. Un espacio topoldgico metrizable es To,.

Demostracion. Sea X un espacio metrizable y sea d una métrica que describa su topologia.
Sean x,y € X distintos. Como z,y son distintos d(z,y) = r > 0 entonces basta tomar
Br(z) y Br(y). O

Sean X un conjunto, (Y,7T) un espacio topolégico y f : X — Y una aplicacién. Re-
cordemos que la topologia imagen inversa respecto a f en X, denotada por f~(7), se
define como f~1(T) = {f~Y(U) : U € T} y es la topologia mas fina en X que hace que f
sea continua. La topologia inducida en un subconjunto no es mas que la topologia imagen
inversa respecto a la inclusion.

En estos términos, las propiedades de separacion enunciadas hasta el momento se
trasladan por la topologia imagen inversa respecto a una aplicacién inyectiva. Asi, los
axiomas de separacién de puntos son propiedades topoldgicas y hereditarias.

En relacién con los productos y las sumas topoldgicas se tiene que un producto (suma)
de espacios topoldgicos es T} si y s6lo si cada espacio del producto (suma) es T}, donde
j€40,1,2,2,}.

2. Regularidad

Definicion 2.1. Un espacio topolégico X se dice regular si para cualquier cerrado C' C X
y cualquier punto z ¢ C' existe un entorno U? de x y un abierto G con C' C G tales que
UrNG=2.

Observaciones 2.2 1. Cualquier espacio con mas de dos puntos cuya topologia sea
la trivial es regular y no es Ty. Asi, ser regular no implica ninguno de los axiomas de
separacion de puntos de la seccién anterior.

2. Un espacio es regular si y sélo si cada punto tiene una base de entornos cerrados.

Ciertamente, supongamos que X es un espacio regular. Sea x € X y sea V¥ un entorno
abierto suyo. Como V¥ es abierto, existe un abierto A C V¥ de forma que z € A. Sea
C = X\A cerrado en X. Se tiene que z ¢ C, por tanto, como X es regular, existe un
entorno U”? de = y un abierto G con C' C G de forma que U* NG = @. Luego U* C X\G
yU* C X\G=X\GCACV®

Reciprocamente, supongamos que X es un espacio topoldgico en el que cada punto
tiene una base de entornos cerrados. Sea C' un cerrado y sea x ¢ C. Por tanto x € X\C
que es abierto, por la hipétesis existe un entorno U* de x con U* C X\C. Asi, C C X\U*
que es abierto y U* N X\U? = @ luego X es regular.

3. Todo espacio pseudometrizable es regular. En efecto, sea X un espacio pseudome-
trizable y sea d una pseudométrica en X que describa su topologia. Sea x € X y V¥ un
entorno abierto suyo cualquiera. Como V¥ es abierto, existe r > 0 tal que B,(z) C V7,
por tanto, B%(:v) es un entorno abierto de x con 375 C V®. Luego X es regular.

Proposicién 2.3. Sea X un espacio regular y sea K C X compacto. Entonces K es
compacto.
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Demostracion. Sea {U;};c; un recubrimiento abierto de K. Para cada = € K, por regula-
ridad, existen ¢, € I y un entorno abierto suyo V7 tales que

r eV CVECU,,.

Por compacidad, existen x1, ..., z, € K tales que

n
Kc|Jvm
i=1
Por tanto,
n n n
Kcl|Jvm=JvicJu,,
i=1 i=1 i=1
y K es compacto. O

Definicion 2.4. Un espacio topolégico X se llama T3 si es regular y Tp.

Observaciones 2.5 1. Todo espacio metrizable es T5.

2. Todo espacio T3 es To,. En efecto, sea X un espacio T3. Sean z,y € X distintos.
Por ser X Ty podemos suponer que existe un entorno U* de x con y ¢ U*. Ahora, como
X es regular existe un entorno V? de x tal que V* C U*. Consideremos el entorno abierto
VY = X\U? de y. Se tiene que V¥ N V* = (X\U*)NV® C (X\U*)NU* = @. En
conclusién, X es Th,.

3. Todo espacio compacto y Hausdorff es regular.

4. Todo espacio localmente compacto y Hausdorff es regular.

Teorema 2.6. Sean X e Y espacios topologicos y sea f : X — Y propia y sobreyectiva.
Entonces, si X es reqular Y también lo es. En particular, la propiedad T3 se mantiene por
imdgenes de aplicaciones propias.

Demostracion. Sea y € Y y sea VY un entorno abierto suyo. Entonces f~!(y) C f~1(VY)
y, por 1.4.13 f~1(y), es compacto en X.
Para cada = € f~!(y), por regularidad, existe un entorno abierto suyo U? tal que

xeU” CU* C fHvY).

Por compacidad, existen z1, ..., 2, € f~'(y) tales que

fy) c U Unc U Uei C fmH(VY).
=1 =1

Entonces, W = Y\ f(X\ U;_; U%) es un entorno abierto de y tal que

wc f(JT™),
=1
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luego, como f es cerrada, se tiene que

yewWeWwc f(|JUm) cvy
=1

e Y es regular. O

Teorema 2.7. Sea X un conjunto y sea (Y,T) un espacio topoldgico. Sea f: X — Y una
aplicacion. Si'Y es reqular entonces (X, f~H(T)) es reqular. En particular, la propiedad T3
se traslada por topologias imagen inversa respecto a aplicaciones inyectivas.

Demostracion. Sea x € X y sea V® un entorno abierto suyo en (X, f~(7)). Entonces,
existe G C Y abierto con z € f~1(G) C V*. Por tanto, f(z) € G y como Y es regular

existe un entorno U/®) de f(x) con U@ C G.

Se tiene que f~HUf@)) C VT yx € ffl(Uf(l")). Ahora como f es continua se cumple
que f~L(Uf@) C f~YUS@). En resumen, W = f~1(Uf(®)) es un entorno abierto de
con W C V* y, por tanto, X es regular. ]

Observaciones 2.8 1. Los axiomas regular y T3 son propiedades topolégicas y heredi-
tarias.
2. Un producto (suma) de espacios es regular (73) si y sélo si cada espacio es regular

(T3).

3. Normalidad

Definicion 3.1. Un espacio topoldgico X se dice mormal si para cualesquiera cerrados
disjuntos C7 y (9 existen dos abiertos disjuntos GG1 y G tales que C7 C Gy y Cy C Gos.
Teorema 3.2. Sea X un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) X es normal.
(ii) Para todo cerrado C' y todo abierto G con C C G existe un abierto A con C C A C

ACG.
(iii) Para cualesquiera cerrados C,F disjuntos existe un abierto G tal que C C G y
GNF=g2.

(iv) Para cualesquiera cerrados Ci,Cy disjuntos existen abiertos G1,Gy con Cy C G1,
CoCGryGiNGy, =0.

Demostracion. (i)=(ii) Sea C' cerrado y sea G un abierto que contiene a C. Entonces
X\G es un cerrado disjunto de C. Por normalidad existen dos abiertos U y A disjuntos
con C C Ay X\G CU. Como ANU = @ se tiene que A C X\U y X\U C G pues
X\GCU.AsiCCAC AC X\U C G pues X\U es cerrado.

(ii)=-(iii) Sean C'y F cerrados disjuntos. C' esta contenido en el abierto X\ F' luego,
por hipétesis, existe un abierto G con C C G € G C X\ F. G resuelve el problema.

(iii)=(iv) Sean C; y Cj cerrados disjuntos. Por hipétesis existe un abierto G que
contiene a C] tal que G1 N Cy = @. Es decir, G; y O3 son cerrados disjuntos luego, de
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nuevo por la hipétesis, existe un abierto Go que contiene a Cy tal que G1 NGy = @. Los
abiertos G1 y G2 dan solucién al problema.
(iv)=(i) Obvio. O

Ejemplo 3.3 Sea X = {x € R:z > 0} con la topologia T' = {@, X } U {[z, 00), (z, 00) :
x € X}. Se tiene que todos los cerrados de X contienen al 0 luego X es normal, ademas,

es facil ver que X es Typ. En cambio, X no es 77 y, por tanto, tampoco es regular, To, o
Hausdorff.

El ejemplo anterior motiva la siguiente definicién.
Definicion 3.4. Un espacio topolégico se dice Ty si es normal y T7.

Como en un espacio 17 los puntos son cerrados se cumple el siguiente resultado.
Proposiciéon 3.5. Todo espacio Ty es Tj.
Proposicion 3.6. Todo espacio reqular y Lindelof es normal.

Demostracion. Sea X un espacio regular y Lindel6f. Sean C y Cy dos cerrados disjuntos.
Por ser X regular, para cada x € C] existe un entorno U? suyo tal que U* N C; = .
Tenemos asi un recubrimiento abierto {U*},cc, de Cy. De forma andloga construimos un
recubrimiento abierto {V®},c¢, de Cy tal que para cada x € Cy se tiene que VENC; = @.

Como ser Lindelof es hereditario sobre los cerrados se tiene que C7 y Cs son Lindelof.
Por tanto, podemos extraer subrecubrimientos abiertos {Uy }nen v {Vitnen de {U*} ey
y {V*}zec,, respectivamente. Para cada n € N ponemos

U, =U\UT=Un X\ U VD) y Vo =Vi\ U Tr = Van (x\ J To)
k=1 k=1 k=1 h=1

que son sendos abiertos de X.
Definamos los abiertos G1 = |, U,; yGa =, Vrz. Se tiene que C; C G4 pues V,NCy =

!

@ para cada k € N. De la misma forma, Cy C Go. Basta ver que GiNG2 =, ..V, ﬂU;L =

n,m - m
@ para concluir la prueba. Es decir, debemos comprobar que para cualesquiera naturales

m 'y n se tiene que VT/n N U;L = .
Supongamos sin perdida de generalidad que m > n entonces

m n
Vi VU, = (Vi U T) 0 U\ (J W) € (Vau\T) N U = 2
k=1 k=1
Asi, Vn/l N U,; = &. Dando por concluida la prueba. O
La proposicién anterior tiene las siguientes consecuencias inmediatas:
Corolario 3.7. Todo espacio reqular y II.A.N (respectivamente compacto) es normal. En

particular, todo espacio compacto y Hausdorff es Ty.
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Ahora vamos a establecer la caracterizacién més importante, y famosa, de los espacios
normales debida a Urysohn. Este resultado serd clave cuando tratemos el problema de
metrizacién.

Teorema 3.8 (Lema de Urysohn). Sea X un espacio topoldgico. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(i) X es normal.
(ii) Para cualesquiera cerrados Cy y Cay disjuntos existe una aplicacion f : X — [0,1]
continua tal que f(C1) C 0y f(Cy) C 1.

Demostracion. (ii)=-(i) Sean C; y Cy cerrados disjuntos entonces, por hipétesis, existe
una aplicacién continua f de X en [0,1] tal que f(Cy) C 0y f(C2) C 1. Se tiene que
f71[0,3)) v f7*((3,1]) son entornos abiertos disjuntos de Cy y Cs, respectivamente, lue-
go X es normal.

(i)=-(ii) Supongamos que X es normal y sean Cy y Cy cerrados disjuntos.

Para cada n > 0 pongamos D, = {% : k€ {0,1,...,2"}}. Nétese que para cada n se
tiene que Dy C Dypy.

Sea D = |J,, Dn. El conjunto D es denso en [0,1]. En efecto, sea = € [0,1] y sea
e > 0, comprobemos que existe 7 € D con 7 € (z — €, + €). Como la sucesién {5 fnen
converge a 0 existe un natural n tal que 0 < 3+ < €, fijemos n. La familia {25, %] tk e

{0,1,...,2™ — 1} es un recubrimiento de [0, 1] luego debe existir kg con x € [’2‘“—2, k%}tl], por

tanto, 52 € (z — €,z +€) pues |z — 50| < FoHL ko — L ¢

Ahora vamos a construir inductivamente una familia {M, },cp de subconjuntos de X
de forma que:

1. MO = Cl y M1 = X\OQ

2. Para cualesquiera r,s € D con 7 < s se tiene que M, C M s

Realizamos la construccion inductivamente sobre los conjuntos D,,. El caso n = 0 se
corresponde al conjunto Dy = {0,1} y los conjuntos My = C1 y M; = X\C5 resuelven el
problema.

Supongamos que hemos construido los conjuntos M, para cada r € D,,_1 y realicemos
la construccién para r € D,,.

Sir € D, serd de la forma r = 2% con k € {0,1,...,2"}. Si k es par, es decir, que
r € Dy_1 entonces M, estd definido en la etapa anterior. Supongamos pues que k es

impar. Entonces s = r — L = % eEeD, 1 yt=r+ 2% = k;;l € D,,_1. Tomemos los

27l
conjuntos My y My asociados, como s < t se tiene que My C M;. Por normalidad existe
un abierto G tal que My C G =G C G C My C M;. Ponemos M, = GG. Hemos terminado
asi la construccién de los conjuntos { M, }rep.

Definamos ya la aplicacién f : X — [0, 1] por medio de la expresién

f(x):{inf{reD:xeM} six ¢ Cy

0 six ey

f esté bien definida pues decir que x ¢ Co es equivalente a decir que = € M y, por
tanto, {r € D : x € M,} es un conjunto no vacio y acotado luego tiene infimo. Ademas,
por la definicién de f, se tiene que f(C1) C0y f(Cs) C 1.
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Comprobemos que f es continua para dar por concluida la prueba. Sea x € X, distin-
gamos tres casos:
(a) Supongamos que 0 < f(z) < 1. Sea € > 0, por la densidad de D, existen t,s € D
tales que
flz)—e<t< f(x) <s< f(z)+e

Como t < f(z) se tiene que x ¢ M;. Por otro lado al ser f(z) < s se cumple que
x € M, para alguin r € D con r < s luego = € M, pues por construccién M, C M. Por
tanto U* = (X\M;) N M, es un entorno abierto de z. Ademds, si y € U” se tiene que
y & 3, Inego £ < f(y) e y € M, luego f(y) < 5. Asi, f(U?) C [t,5] € (f(x) — e, f(z) +©)
luego f es continua en x.

(b) Supongamos ahora que f(x) = 1. Sea € > 0 entonces existet € Dconl—e <t < 1,
en particular, z ¢ M;. Tomemos el entorno abierto U* = X\ M; de . Si y € U® entonces
y ¢ M, luego, por construccién, y ¢ M, sir € D conr <ty f(y) > t. Concluyendo que
f(U*) C (1 —¢,1]y, por ello, f es continua en x.

(c) Para terminar supongamos que f(x) =0. Seae >0y sease€ D con 0 < s <e. Se
tiene que U® = Mj es un entorno abierto de  tal que f (M s) € [0,€) luego f es continua
en x. O

Teorema 3.9. Todo espacio pseudometrizable es normal. Por tanto, todo espacio metri-
zable es Ty.

Demostracion. Sea X un espacio pseudometrizable y sea d una pseudométrica que describa
su topologia. Sean C; y (5 cerrados disjuntos de X. Consideremos la aplicacién continua
f de X en R dada por

flx) =d(z,C) —d(z,Cy)

Se tiene que G7 = f1((—00,0)) y G2 = f~1((0,00)) son dos abiertos disjuntos que
contienen a Cj y Co, respectivamente. O

Observaciones 3.10 1. Los axiomas normal y T4 se heredan a subconjuntos cerrados.
En cambio, hay ejemplos que muestran que ser normal y, por tanto, T4 no son propiedades
hereditarias.

2. La imagen continua por una aplicaciéon cerrada de un espacio normal es normal. En
particular la imagen continua por una aplicacién cerrada de un espacio Ty es T}y.

3. Respecto a los productos topoldgicos se tiene que si un espacio producto es normal
(Ty) entonces cada espacio del producto es normal (7). El comportamiento con las sumas
topoldgicas es mejor, un espacio suma es normal (7}) si y sélo si cada espacio de la suma
es normal (7}).

A continuacién damos una caracterizacién de la normalidad por existencia de contrac-
ciones.

Teorema 3.11. Sea X un espacio topolégico. Las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes:

(i) X es normal.
(ii) Todo recubrimiento abierto puntualmente finito de X admite una contraccion.
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Demostracion. (ii)=(i) Sean C; y C; cerrados disjuntos de X. Se tiene pues que { X \C1p, X\Ca}
es un recubrimiento abierto puntualmente finito de X luego, por la hipdtesis, existe una
retraccion {Vi, Va} de {X\Cj, X\Cs}. Entonces, G; = X\V] y G2 = X\V5 son dos abier-

tos disjuntos que contienen a Cy y Cb, respectivamente. Concluimos que X es normal.

(i)=(ii) Sea T la topologia de X y sea {U,;}icr un recubrimiento abierto puntualmente
finito de X. Sea F la familia de aplicaciones f : I — T que satisfacen las siguientes dos
condiciones:

f(@i) =U; o f(i) CU; para cada i € I. (I1.1)
U f(i)=X (I1.2)

Claramente F es no vacio pues la aplicacién f dada por f(i) = U; para cada i € T
cumple las condiciones. Definimos en F el siguiente orden parcial: Dados fi, fo € F diremos
que f1 < fo si para cada ¢ € I con f1(i) # U; se tiene que f1(i) = fa(i).

Tomemos una cadena C C F cualquiera y comprobemos que la aplicaciéon definida
fo(i) = Nyec f(i) es un elemento de F. Obsérvese que al ser C una cadena y por la
definicién del orden de F se tiene que para cada i € I si existe f € C con f(i) # U;
entonces fo(i) = f(i) y en caso contrario f(i) = U;. Por tanto, fy cumple la condicién
(IL.1) y en caso de pertenecer a F serd una cota superior de la cadena.

Estudiemos la condicién (11.2). Sea x € X, como {U; }ier es puntualmente finita existen
i1,...,1 € I tales que x € U;, para cada s € {1,2,....,k} y x ¢ U; para cada i ¢ {iy,...,ix}.

En primer lugar supongamos que fy(is) = U;, para algin s € {1,2,...,k}. Entonces
r € folis) € U; fo(7)-

Supongamos ahora que fy(is) # U;, para cada s € {1,2,...,k}. Entonces para cada
s € {1,2,...,k} existe fs € C tal que fo(is) = fs(is) € U;,. Como C es una cadena
debe existir 5 € {1,2,....,k} tal que f; < f5, luego f5(is) = fs(is) = fo(is) para cada
s €{1,2,....k}. Ademds fs cumple la condicién (I1.2) luego existe j € {iy, ..., } tal que
z € fs(j) = fo(j). Por tanto, x € (J; fo(4), fo satisface (II.2) y define un elemento de F
que es cota superior de la cadena C.

En resumen, cualquier cadena de F admite una cota superior. Por tanto, aplicando
el Lema de Zorn existe ¢ € F maximal. Para terminar comprobemos que g resuelve el
problema, es decir, que W C U; para cada i € I. Supongamos que no, entonces existe
Jj € I tal que g(j) = U;. Consideremos el cerrado C' = X\ |J,.; € ¢g(j). Como X es normal,
existe un abierto U tal que C C U C U C g(j). Definiendo go(i) = g(i) sii # j y go(j) = U
obtenemos un elemento de F tal que g < gg contradiciendo la maximalidad. O

Observacion 3.12 También existen caracterizaciones de la normalidad relativas a fa-
milias discretas de cerrados. Se puede probar que un espacio topolégico es normal si y sélo
si cualquier familia numerable y discreta de cerrados puede verse como un refinamiento
cerrado preciso de una familia de abiertos disjuntos dos a dos. Existen ejemplos que mues-
tran que la numerabilidad es esencial en esta caracterizacién lo que motiva la siguiente
definicion.
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Definicion 3.13. Un espacio topoldgico X se dice colectivamente normal si para cualquier
familia discreta de cerrados {C;};cs existe una familia de abiertos {G;};er disjuntos dos a
dos tal que C; C G;.

Observacién 3.14 Todo espacio colectivamente normal es normal.

Definiciéon 3.15. Un espacio topoldgico se dice T} si es colectivamente normal y T7.

Observacion 3.16 Todo espacio T es Tj.
El siguiente resultado nos sera de utilidad en el capitulo V:

Teorema 3.17. Sea X un espacio topoldgico. Supongamos que X es colectivamente nor-
mal, entonces para cualquier familia discreta de cerrados {C;}icr existe una familia dis-
creta de abiertos {U;}icr con C; C U; para cada i € I.

Demostracion. Sea {C;}icr una familia discreta de cerrados. Como X es colectivamente
normal existe una familia {G;};c; de abiertos disjuntos dos a dos con C; C G; para cada
i € I. Ahora, como {C;}cr es localmente finita por ser discreta, se tiene que C = | J;c; C;
es cerrado. Ademds, C' C |J,.; G; y como X es normal, pues es colectivamente normal,
existe un abierto G con

il

ccAacAcla
i€l

Tomando U; = G; N A para cada i € I se resuelve el problema. ]

Observacion 3.18 Se puede probar que el resultado anterior en realidad caracteriza a
los espacios colectivamente normales.

Teorema 3.19. Sean X e Y espacios topologicos y f: X — Y una aplicacion continua,
cerrada y sobreyectiva. Si X es colectivamente normal (T)) entonces Y es colectivamente
normal (T ).

Demostracion. La propiedad T se mantiene por aplicaciones cerradas luego basta com-
probar que Y es colectivamente normal si X también lo es.

Supongamos pues que X es colectivamente normal. Sea {C;};c; una familia discreta
de cerrados de Y. Entonces {f~'(C;)}ier es una familia discreta de cerrados de X y, por
la hipétesis, existe una familia de abiertos {U;} disjuntos dos a dos con f~1(C;) C U; para
cada ¢ € I. Consideremos la familia de abiertos {W; = Y\ f(X\U;) }ier.- Es un ejercicio
facil comprobar que éstos son disjuntos dos a dos y C; C W; para cada ¢ € I. En conclusién
Y es colectivamente normal. O

4. Lema de inmersion

Definicién 4.1. Sean (X,7) un espacio topoldgico, {(X;, T;) }ier una familia de espacios
topolégicos y F = {f; : X — X, }ies una familia de aplicaciones. Diremos que:
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(i) F distingue puntos si para cualesquiera puntos distintos z,y € X existe i € I con
fie) # fily).

(ii) F distingue puntos de cerrados de (X,T) en {(X;,T;)}ier si para cualquier cerrado
C en X y cualquier punto x € X\C existe i € I con g;(z) ¢ ¢:(C). Si no hay
ambigiiedad diremos que F distingue puntos y cerrados.

En estos términos se establece el Lema de Inmersion que da condiciones para sumergir
un espacio topolégico en un producto topoldgico.

Teorema 4.2. (Lema de Inmersién) Sea (X,T) un espacio topoldgico, sea {(Xi,T;)}ier
una familia de espacios topoldgicos y sea F = {fi : X — X, }tier una familia de aplicaciones
continuas tales que:

(i) F distingue puntos.

(ii) F distingue puntos y cerrados.

Entonces, X se puede sumergir topoldgicamente en [, X; via
e= (fi)ier : X = [[; X

Demostracion. En primer lugar comprobemos que Br = {f; '(U;) : U; € Ti}ier es base
de 7. Como cada f; es continua se tiene que Br C J. Sea U € T distinto de X, sea z € U
como F distingue puntos de cerrados existe una aplicacién f; tal que f;(z) ¢ fi(X\U) por
tanto existe U; € T; tal que fi(z) € U; y U; N f;(X\U) = @ luego x € f;H(U;) C U. Asf,
Br es base de 7.

Para terminar comprobemos que e = (f;); es un homeomorfismo sobre su imagen. Es
claro que e es continua por serlo cada f;, ademas es biyectiva sobre su imagen pues F
distingue puntos. Ademads e es abierta, y por tanto homeomorfismo sobre su imagen, en
efecto como B es base de T basta ver que e(f; '(U;)) es abierto en e(X) para todo i € I'y
para cada U; en T;. Denotemos por j la inclusién de e(X) en [, X; y por p; a la proyeccién

i-ésima del producto, el siquiente diagrama es conmutativo para cada ¢ € I:
X 5 eX) < [LX

N v
fi X; Pi

por ello, si U; € T; se tiene que e(f; *(U;)) = (pioj)~'(U;) es abierto como querfamos. [J
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Capitulo III

Paracompacidad

En este capitulo tratamos la nocién de espacio paracompacto introducida por Dieu-
donné, en 1944, como una generalizacién natural de los espacios compactos. La paracom-
pacidad juega un rol prominente en todas las areas de las matematicas. Permite caracte-
rizar la existencia de particiones de la unidad en espacios topoldgicos, asi como tratar el
famoso problema de la metrizacién por medio del Teorema de Stone, abierto hasta hace al-
go mas de medio siglo. Intentaremos dar una introduccién rigurosa de la paracompacidad,
caracterizarla y estudiar sus principales propiedades.

En la primera seccién daremos caracterizaciones de la paracompacidad en espacios
requlares, debidas a E. Michael. La segunda y la tercera seccion estudian la relacién de
la paracompacidad con otras propiedades topoldgicas. Dedicamos la cuarta seccién a las
principales propiedades de la paracompacidad: sobre qué subconjuntos es hereditaria, su
invariancia por homeomorfismos o su relacién con la suma y el producto topoldgico. La
quinta seccion presenta el resultado clave del capitulo, debido a Stone, que viene a decir
que todo espacio pseudométrico es paracompacto. Este teorema de Stone tendra un papel
fundamental en el capitulo V.

1. Espacios paracompactos

Definiciéon 1.1. Un espacio topoldgico X se dice paracompacto si todo recubrimiento
abierto suyo admite un refinamiento abierto localmente finito.

Observaciones 1.2 1. La paracompacidad es equivalente a decir que todo recubrimiento
abierto admite un refinamiento abierto preciso localmente finito, véase 1.3.4.

2.Todo espacio compacto es paracompacto. El reciproco es falso, basta considerar un
espacio discreto infinito.

Si el espacio es regular la paracompacidad se puede caracterizar por refinamientos
especiales.

Teorema 1.3 (E. Michael). Sea X un espacio topoldgico reqular. Son equivalentes:
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(i) X es paracompacto.

(ii) Todo recubrimiento abierto de X admite un refinamiento abierto o-localmente finito.

(iii) Todo recubrimiento abierto de X admite un refinamiento localmente finito.

(iv) Todo recubrimiento abierto de X admite un refinamiento cerrado localmente finito.

(v) Todo recubrimiento abierto de X admite un refinamiento cerrado preciso localmente
finito.

Demostracion. (i)=-(ii) Trivial.

(ii)=(iii) Sea U un recubrimiento abierto de X y sea V un refinamiento abierto suyo
con V = {J,en Vn donde cada V, es localmente finito. Para n € Ny V' € V, definimos
V* = VA\Urd, W. Consideremos la familia A = {V*: V € V,,n € N}.

Se satisface que:

(1) A es recubrimiento de X: Sea x € X y sea n(z) el primer natural tal que x € V €
Vn(z)- Entonces x € V*.

(2) A es un refinamiento de U: A es un refinamiento de V y éste lo es de U.

(3) A es localmente finito: Sea x € X y sea n(x) el primer natural con x € V' € V5,
entonces V no corta a ningin elemento de A construido con elementos de Vj, con k > n(x).
Por otro lado la unién finita de familias localmente finitas es localmente finita, por ello
existe V¥ que corta a un nimero finito de elementos de U?:(? V;. En definitiva, W = VNV*
es un entorno de x que corta a un nimero finito de elementos de A.

(iii)=(iv) Sea U un recubrimiento abierto de X. Cada x € X, tiene un entorno U* € U
y, por la regularidad de X, se tiene un V% entorno abierto de x con V= C UZ%. Asf {V*},ex
es un refinamiento abierto de . Por hipdtesis existe un refinamiento localmente finito A
de {V®},ex, ¥, por tanto de U. Resulta que A = {A/A € A} es un refinamiento cerrado
localmente finito de U.

(iv)=-(i) Sea U un recubrimiento abierto de X, por hipétesis U tiene un existe refi-
namiento cerrado localmente finito C. Para cada z € X, tomemos un entorno V¥ de x
que corte a un numero finito de elementos de C y consideremos un refinamiento cerrado
localmente finito F de {V*},cx.

Sea C € C y sea U(C) € U tal que C C U(C). Por la finitud local de F se tiene que
FC)=U{T:T e F, TNC = &} es cerrado, por tanto, V(C) = X\F(C) es un abierto
que contiene a C.

Pongamos V = {U(C)NV(C) : C € C} y comprobemos que V es un refinamiento
abierto localmente finito de I/ para terminar.

Claramente V es un refinamiento abierto de U pues C recubre X y para cada C' € C
se tiene que U(C)NV(C) C U(C) € U. Ahora, sea x € X, de nuevo, por la finitud local
de F, se tiene que W% = X'\ U{T : T € F,z ¢ T} es un entorno abierto de = y, ademads,
W*C\H{T:TeF/xeT}=TU..UT,. Obsérvese que por la construccién de F cada
F; corta a un numero finito de elementos de C y, por tanto, de V. Asi W¥* es un entorno
abierto de x que corta a un numero finito de elementos de V.

(iv)e(v) Se sigue de 1.3.4. O

Corolario 1.4. Todo espacio topoldgico reqular y Lindeldf es paracompacto.

Teorema 1.5 (E. Michael). Sea X un espacio topoldgico reqular. Son equivalentes:
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(i) X es paracompacto.

(ii) Todo recubrimiento abierto de X tiene un refinamiento abierto que conmuta union
con adherencia.

(iii) Todo recubrimiento abierto de X tiene un refinamiento abierto que es unidn nume-
rable de familias que conmutan union con adherencia.

(iv) Todo recubrimiento abierto de X tiene un refinamiento que conmuta union con ad-
herencia.

(v) Todo recubrimiento abierto de X tiene un refinamiento cerrado que conmuta union
con adherencia.

Demostracion. (i)=- (ii) Se sigue de que toda familia localmente finita conmuta la unién
con la adherencia.

(ii)= (iii) Trivial.

(iii)= (iv) Sea U un recubrimiento por abiertos de X. Por regularidad, para cada
x € X existe V® con V? contenido en algtin elemento de /. Por hipétesis existe un
refinamiento abierto V de {V*},cx, y por tanto también de U, con V = |J,,cy Vn donde
V), conmuta unién con adherencia. Pongamos V,, = UVEVn V para cada n € N y sea
{Cp}nen la familia de cerrados dada por C7 = X y C),, = X\ U;L;ll V; para cada n > 1.
La familia {C), },,en es localmente finita pues si x € X entonces existe un primer natural
n(x) con x € W* € V() y W* N C,, = @ para n > n(x).

Definamos A = {VNC, : V € V,,n € N} y veamos que cumple lo requerido.

1. A recubre X: Sea x € X entonces existe un primer natural n(z) con z € V. C V),
por tanto, x € V N Cniz) € A

2. A refina U: Sea V N C,, € A: Por construcciéon para cada V € V existe U € U con
V C U, por tanto, VN C, C U.

3. A conmuta unién con adherencia: Podemos escribir A = J,, A, con A, = {VNC, :
V € V,}. Ahora bien, como V,, conmuta la unién con la adherencia y C,, es cerrado se
tiene

U Vnc.=(J VM)nG.= | VnC.yVnc,
Vev, VeV Vev,
son cerrados. Por tanto,

U vno, = U vVnoe, = U Vne,
Vev, Vevy VeVY,

y A, conmuta unién con adherencia.

Ahora, sea x € J 4. 4 A. Como {Cy, }nen es localmente finita existe un entorno abierto
V?* de = que unicamente corta a un nimero finito de elementos de {C), },,en que podemos
suponer que son C1, Cy, ..., C. Luego = & Uy~ 14 Uaea, A- Por otro lado,

Ja-UU A= Uy Ua

AcA n AcA, n=1AcA, n=k+1 Ac A,
k 0o
-(JUavuclU Ua
n=1AcA, n=k+1 A€ A,

22



Asi,

ceJUa-UUA-UUacy Ua-Uxn

n=1AcA, n=1AcA, n=1AcA, neN AeA, AcA

Es decir, [Jge 4 A € Upea 4 vy A conmuta la unién con la adherencia.

(iv)=-(v) Sea U un recubrimiento abierto de X. Por regularidad, cada z € X tiene un
entorno abierto V¥ cuya adherencia estd contenida en algin elemento de U. Consideremos
ahora W un refinamiento de {V*},cx que conmute la unién con la adherencia, entonces
W = {W : W € W} es un refinamiento por cerrados de U que conmuta la unién con la
adherencia, como queriamos.

(v)= (i) La prueba constard de varias partes:

1. Para todo recubrimiento abierto {U;};cr de X existe un refinamiento cerrado preciso
{Ci}tier que conmuta la unién con la adherencia.

Sea {U;}icr un recubrimiento por abiertos de X. Por hipdtesis existe un refinamiento
cerrado {F}};cs que conmuta la unién con la adherencia. Definiendo C; = | FCU; Fj, que
es cerrado pues {F}},cs conmuta la unién con la adherencia, obtenemos lo buscado.

2. X es normal.

Sean C1, Cy cerrados disjuntos, entonces { X \C1, X\C2} es un recubrimiento abierto de
X. Por 1 existe un refinamiento cerrado {C7, C%}, consideremos pues los abiertos disjuntos
G1 = X\C1, G2 = X\CY). Se tiene que C; C G1 y Cy C G2 luego X es normal.

3. Sea {U;}ier un recubrimiento abierto y sea < un buen orden de I. Entonces para
cada n € N existe un refinamiento cerrado {C]'}icr que conmuta unidn con adherencia y
cumple:

(a) CMrCU;, paraie I, neN.
(b) CfHﬂC'j’-L:Qpami,jEI coni>j, neN,

Por 1 existe la familia {C}};c; que cumple (a). Supongamos construidas las familias
{C$} que cumplen (a) y (b) para s = 1,2,...,n y construyamos la familia {C7"!},c7.

Para cada ¢ € I ponemos UZ-"Jrl = U;\ Uj<i C7 abierto, ya que la familia {Cl'}icr
conmuta la unién con la adherencia.

Comprobemos que {UZ-”H}ie[ recubre X. Sea x € X y sea i(z) € I el primer indice
con z € Uj(,) y como {C} }ie satisface (a) se tiene que x € Ui’zj)l = Uie)\Uj<i(z) CF-

Ahora por 1 existe {C]""};; refinamiento cerrado de {U;""'};c; que conmuta la unién
con la adherencia y con CF*! C UM C U;, para i € I. Luego {C7!}ic; satisface (a) y
la propiedad (b) se sigue de que C’,Z”l - UZ-"+1 = U;\ Uj<i C7'. Dando por terminada la
prueba de 3.

4. Sea {U;}ier un recubrimiento por abiertos de X y sea < un buen orden de I. En-
tonces existe un refinamiento abierto de {U;}ier, digamos, {V;" :i € I,n € N} tal que:
(a) V* C Ui, parai € I,neN.

(b) VNV =0, parai,j €I coni#j,neN

Tomemos las familias de cerrados {C}' }ies construidas en 3 y definamos V;* = X\ U, ,; CF

que es abierto pues {C]'};c; conmuta unién con adherencia.
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En primer lugar comprobemos que {V;" : ¢ € I,n € N} recubre X. En efecto, sea x € X
para cada n denotemos i, al menor indice en I con x € C}' y sea iy = min{i,/n € N}.
Entonces, x € Vi]ZH = X\U,4, C’j’”l pues si j < i la eleccién de iy, hace que x ¢ lef:+1
y si j > i por 3 se tiene que C’J’?H N Cikk =J.

Finalmente
(@) V" = X\U;, C} C 7'y, por 3, ademds C}' C U.

(b) Seani,j € I coni# j. Tenemos V;" C Cf' y V' C CT. Luego V"NV CV'NC} = &
por construccion.

5. X es paracompacto

Sea {U,};cs un recubrimiento por abiertos de X. Consideremos el refinamiento abierto
{V*/i € I,n € N} construido segin 4. Por 1 existe un refinamiento cerrado {F'/i €
I,n € N} de {V;"/i € I,n € N} que conmuta la unién con la adherencia y con F* C V"
para i € I,n € N. Ademds por (b) de 4 para cada n € N los {V;"};cr son disjuntos dos a
dos.

Construyamos para cada n € N una familia localmente finita de abiertos G,, = {G}'/i €
I} con F* C G C V™, para cada i € I. Sea W™ el abierto formado por los puntos de
X que tienen un entorno abierto cortando a un ntimero finito de V;". Por ser los abiertos
{V"}icr disjuntos dos a dos se tiene que |J, V;* € W" luego |J; F* € W™ y es cerrado.
Por normalidad existe un abierto G™ con UZ F' C G" C Gn C W™, para cada n € N.
Finalmente sea GI' = G" NV, ¢ € I. Se tiene que G = Un G, es un recurbrimiento
por abiertos de X pues {F]" : i € I,n € N} recubre X. Por tanto G es un refinamiento
abierto o-localmente finito de {U;}icr pues lo es de {V;" : i € I,n € N}. Por 1.3(ii) X es
paracompacto. ]

2. Paracompacidad y separacion

Proposicion 2.1. Todo espacio paracompacto y regular es normal.

Demostracion. Sea X un espacio paracompacto y regular. Sean C; y C cerrados disjuntos
de X. Entonces {X\C1, X\C2} es un recubrimiento abierto de X. Por la hipdtesis existe
un refinamiento cerrado {Fi, Fo} de {X\C1, X\C2} con F1 C X\C; y F» C X\Cs. Por
tanto, X\ F1 y X\ F» son abiertos disjuntos que contienen a C; y Co, respectivamente. Asi,
X es normal. O

Proposicion 2.2. Todo espacio paracompacto y Hausdorff es reqular y, por tanto, Tj.

Demostracion. Sea X un espacio paracompacto y Hausdorff. Sea C C X cerrado en X
y sea x ¢ C. Por ser X Hausdorff para todo y € C existe V¥ entorno abierto de y
con z ¢ V. Tenemos asf el recubrimiento abierto de X dado por {V¥},cc U{X\C}, que
tiene por la paracompacidad un refinamiento abierto localmente finito {W;};c;. Pongamos
J={iel:W;NnC # o} y tomemos el abierto G = |J;c; W;. Claramente C' C G,
ademds, ¢ G. En efecto, por ser {W;},c; una familia localmente finita conmuta la unién
con la adherencia y, por ello, G = Uic JW¢. Ahora como = ¢ V¥ para cada y € C se tiene
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que z ¢ W; para i € J. Luego = ¢ G, es decir, z € X\G y como C C G concluimos que X
es regular. O

Proposicion 2.3. Todo espacio paracompacto y reqular es colectivamente normal.

Demostracion. Sea X un espacio paracompacto y regular. Sea { F;};c; una familia discreta
de cerrados de X, buscamos una familia de abiertos {U;}icr, disjuntos dos a dos, con
F; C U;. Como X es regular y {F;}ier es discreta, para cada = € X existe un entorno
suyo V® tal que V7 corta a lo sumo a un elemento de {F;};c;. Ahora, por paracompacidad
existe un refinamiento abierto y localmente finito {V;};c; de {V*},ex.

Pongamos, para cada i € I,U; = X\ U?jm Fi:gvj que es abierto, por la finitud local
de {Vj}jej, v que contiene a Fj. Ademas U;, N U;, = &, para cada i1,i2 € I distintos. En
efecto, para cada j € J se tiene que VJ corta a lo sumo a un unico F; y como {Vj}je J
recubre X se tiene que si x € U;, entonces x € V; para cierto j € J con V; N F;, # @ luego
ViNE,=2yz¢U,. O

3. Paracompacidad y axiomas de numerabilidad.

Proposicion 3.1. Sea X un espacio topoldgico paracompacto y Hausdorff. Supongamos
que existe un subespacio D C X denso y Lindeldf. Entonces X es Lindelof.

Demostracion. Sea U un recubrimiento abierto de X. Como X es paracompacto y Haus-
dorff es regular. Por tanto, para cada x € X existe un entorno V% con V% C U para algin
U € U. Por la paracompacidad de X existe un refinamiento abierto V localmente finito de
{V*}ex. A su vez, como D es Lindeldf, existe una subfamilia {V}, },en de V que recubre
aD.

Para cada n € N sea U,, € U con V,, C U,. Se tiene que {U,},en es una subfamilia
numerable de U que recubre X. En efecto, teniendo en cuenta que toda familia localmente
finita conmuta la unién con la adherencia,

O]

Corolario 3.2. Sea X un espacio topoldgico paracompacto y Hausdorff. Si X es separable
entonces es Lindeldf.
4. Propiedades de la paracompacidad.

4.1. La paracompacidad como propiedad (no) hereditaria.
En general la paracompacidad no es una propiedad hereditaria.

Proposicion 4.1. Sea X un espacio paracompacto. Entonces:

(i) Si C es cerrado en X entonces es paracompacto.
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(ii) Si X es regular y F' es un F,, es decir unién numerable de cerrados, entonces F' es
paracompacto.

(iii) Si los abiertos de X son paracompactos entonces todo subconjunto de X es paracom-
pacto.

Demostracion. (i) Sea C cerrado en X y sea U = {U;}; un recubrimiento abierto de
C. Para cada 7 € I podemos escribir U; = V; N C con V; abierto de X.Consideremos el
recubrimiento abierto de X, V = {V;};,c;r U {X\C}. Por ser X paracompacto existe un
refinamiento abierto localmente finito de V, digamos V'. Entonces U’ = {C NV : V € V'}
es un refinamiento abierto localmente finito de & y C' es paracompacto.

(ii) Sea F' un F,, luego F = J, oy Fn con F;, cerrado. Sea U = {U;}ie; un recubri-
miento por abiertos de F'. Como cada F,, es paracompacto, por (i), existe un refinamiento
abierto V,, localmente finito de U/, visto como recubrimiento por abiertos de F},. Entonces,
V = J,, V» es un refinamiento abierto o-localmente finito de & y como F' es regular por
serlo X concluimos que F' es paracompacto.

(iii) Sea M C X y sea U = {U;}icr un recubrimiento abierto de M. Pongamos
U; = M N A; con A; abierto en X para cada i € I. Consideremos el abierto A = J; A; que
es paracompacto por hipdtesis luego existe un refinamiento abierto V localmente finito de
{A;}icr. Se tiene que {V N M : V € V} es un refinamiento abierto localmente finito de
Uu. O

En el siguiente ejemplo mostramos que la paracompacidad no es hereditaria.

Ejemplo 4.2 Sea (C, <) un conjunto no numerable dotado de un buen orden. Denotemos
por 0 al primer elemento de C y por S al tltimo. Consideremos el conjunto M = {z €
C : [0,x) es no numerable} que es no vacio pues S € M. Asi, por ser un subconjunto no
vacio de un conjunto bien ordenado, existe un primer elemento {2 € M respecto al orden
<. Dotemos al conjunto [0, 2] con la topologia del orden. Es decir, la definida por la base

B={[0,z):z€ (0,Q}U{(z,y):z<y,z,y €[0,Q} U{(z,Q] : 2 €[0,Q)}

En primer lugar comprobemos que [0, (2] es un espacio compacto y, por tanto, para-
compacto.

Sea U = {Ui}ier un recubrimiento abierto de [0,€2]. Sea A el conjunto de puntos
r € [0,Q] para los cuales existe F;, C I finito con [0, 2] C ;cp. Us. Es evidente que 0 € A
y, ademds, A es un intervalo. Por ser A acotado existe ¢ = sup(A) € [0, ], evidentemente
¢ > 0. Para concluir que el espacio es compacto basta ver que ¢ = Q y que ¢ € A.

Supongamos que ¢ < 2. Como U es un recubrimiento del espacio debe existir U;, € U
con ¢ € U;,. Como ¢ < Q y U, es abierto existen x,y € [0,Q] conz < c<yy (z,y) € U;..
Entonces, como x < ¢ se tiene que # € A ademds existe U;, € U con y € U;,. Por tanto,
0,y] € (Uiep, Ui) UU;, UU;, luego y € Ay esto es una contradiccién. Asi, ¢ = (2.

Comprobemos ahora que 2 € A. Sea U;, € U con Q € Us,. Por ser abierto existe
r < Q,y por tanto x € A, con z € Us, luego [0, C (U;cp, Ui) UUi,. Es decir, Q € Ay
[0, ] es compacto.

No es dificil ver que ademds [0,9] es Hausdorff y, por tanto, 7y. Para terminar el
ejemplo comprobemos que el abierto G = [0, 2) no es paracompacto.
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Tomemos el recubrimiento abierto U = {[0,z) : z < Q} de [0,) y sea V un refinamien-
to cualquiera suyo. Obsérvese que para cada z € (0, Q) se tiene que B(z) = {(y,z+1) : y <
x} forma una base de entornos de z. Por ello, podemos definir una aplicacién f: G — G
de forma que:

1. f(0) =0.

2. f(z) <z y (f(x),x] estd contenido en algin elemento de V para cada = € (0, ).

Se cumple el siguiente aserto:

Sea ¢ : G — G es una aplicacion tal que existe xg € (0,) con p(x) < x para cada
x < xg. Entonces existe yo € G tal que para cada y € G existe z € G con z > y y
¢(2) < yo.

Supongamos que no fuese cierto. Entonces para cada yg € G existe y € G tal que si
z > y entonces p(z) > yo. Definamos la aplicaciéon o : G — G que asigna a cada yq el
minimo y € G tal que para cada z > y se tiene p(z) > yo. Por otro lado consideremos
el conjunto numerable N' = {z € G : [0,z) es finito} y sea w = sup(N). Por induccién
sobre A definimos la aplicacién 8 : [0,w) — G con 3(0) = 2oy S(z + 1) = a(B(x)). Sea
Z = sup({B(z) : x € [0,w)}). Por un lado > B(0) = o luego por la hipétesis p(T) < 7.
Por otro lado > B(x + 1) = a(S(z)) para cada x € [0,w) luego, por la definicién de «,
se tiene que ¢(T) > [B(z) para cada = € [0,w). Es decir, ¢(T) es una cota superior del
conjunto {A(z) : x € [0,w)} menor que su supremo lo cual es imposible.

Retomemos la prueba de que G no es paracompacto. La aplicacion f que hemos definido
antes verifica las hipdtesis del aserto pues cualquier x € (0,() satisface que f(z) < x.
Luego existe yp € G tal que para todo y € G existe z > y con f(z) < yo. Consideremos el
elemento yo + 1, para cada y > yo + 1 existe z, >y > yo + 1 tal que f(zy) < yo <yo +1
y, ademas, por la definicién de f, existe V., € V con yo + 1 € (f(zy), 2] C V2,

Comprobemos que gy + 1 esta en infinitos elementos de V y, por tanto, V no es local-
mente finito y G no es paracompacto.

Ciertamente, si yo+1 sélo perteneciese a una cantidad finita de elementos de V digamos
Vi, ..., Vi, se tendria, por la forma de U, que existirfa y € G con Vi, ..., V,, C [0,y), nétese
que forzosamente y > yo+1. Paray+1 € G existe z > y+1 >y conyo+1 € (f(z),2] C V..
Ahora bien, como z > y se tiene que Vi,...,V,, C [0,y) C [0,2) C V, luego V, # V; para
cualquier ¢ = 1, ...,n pero esto es imposible. O

Proposicion 4.3. Sea X un espacio topoldgico regular. Supongamos que existe un recu-
brimiento C = {C;}ier cerrado y localmente finito de X, con C; paracompacto para todo
1 € 1. Entonces, X es paracompacto.

Demostracion. Sea {Uy}aeca un recubrimiento abierto de X. Para cada i € I sea U; =
{Uq N Ci}aca es un recubrimiento abierto de Cj;, que es paracompacto y regular, luego
existe un refinamiento JF; cerrado y localmente finito en C; de U;.

Entonces, por ser {C;};cs localmente finita, F = (J; F; es un refinamiento cerrado y
localmente finito de {Uy }aca. Asi, como X es regular, X es paracompacto. ]
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4.2. La paracompacidad como propiedad topoldgica.

Proposicion 4.4. Sea X un espacio paracompacto y Hausdorffy f : X — Y continua,
cerrada y sobreyectiva. Entonces, Y es paracompacto y Hausdorff.

Demostracion. X es paracompacto y Hausdorff luego es T4. Ahora, como f es continua,
cerrada y sobreyectiva, se tiene que f(X) =Y es Ty, en particular Y es regular y Hausdorff.
Sea W un recubrimiento abierto de Y, entonces f~*(W) = {f~Y{(W) : W € W} es un
recubrimiento abierto de X. Como X es paracompacto y regular existe un refinamiento C,
que conmuta la unién con la adherencia, de f~1(W). Entonces F = {f(C) : C € C} es un
refinamiento cerrado de W.

Comprobemos que F conmuta la unién con la adherencia y, como Y es regular, daremos
por concluida la prueba. Notese que al ser f continua y cerrada, para todo A C X se tiene
f(A) = f(A). Sea F' C F, como C conmuta la unién con la adherencia, se tiene que:

U7 @) : f(0) e Py = J{F(©): £(C) e F'} = F(({C : C €C con f(C) € F'})
= f(J{Cc:CeCcon f(C) e F})
=f(Jlc:Ceceon f(C) e F}) = J{f(O): £(C) € 71}

luego F conmuta la unién con la adherencia. O
Veamos que la condicién de ser cerrada es esencial:

Ejemplo 4.5 Consideremos el cociente R/Q donde Q se identifica a un punto. R es
paracompacto y R/Q no lo es pues todos sus abiertos contienen a la clase de Q. Por ello,
la proyeccién no es cerrada.

Proposicion 4.6. Sean Y un espacio paracompacto y f: X — Y propia. Entonces, X es
paracompacto.

Demostracion. Al ser f una aplicacién propia es cerrada. Por ello, f(X) es cerrado en Y
luego es paracompacto por serlo Y. Por 1.4.10 f : X — f(X) es una aplicacién propia,
luego podemos suponer simplemente que f es una aplicacién sobreyectiva.

Sea U un recubrimiento abierto de X. En primer lugar como f es propia para cada
y € I se tiene que f~'({y}) es compacto en X (1.4.13). Por tanto, existe una subfamilia
U, finita de U que recubre a f~!({y}). Para cada y € Y consideremos el entorno abierto
suyo V¥ = Y\ f(X\Uyey, U). Por paracompacidad existe un refinamiento V = {Vi}ies
abierto y localmente finito de {V¥},cy.

Tomemos para cada i € I un elemento y; € Y tal que V; C V¥ ysea W = |J,{f "1 (Vi)N
U :U € U,,}. Vamos a probar que W es un refinamiento abierto localmente finito de U y,
por tanto, X es paracompacto.

En efecto, es claro que W es una familia de abiertos y que para cada W € W existe
U € U tal que W C U. Por otro lado, si x € X entonces existe i € I de forma que
f(x) € V; C V¥ por tanto, z € UUeuyi U. Asf, x € f~1(V;) N U para algin U € U,,,

luego W es un refinamiento abierto de U. Para terminar obsérvese que {f1(V;)}ier es
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localmente finita por serlo {V;}icr y como, ademads, para cada i € I se tiene que U,, es
finita se concluye que W es localmente finita. O

4.3. Productos y sumas de espacios paracompactos.

En la categoria de los espacios compactos es conocido el resultado de Tychonoff que
afirma que el producto arbitrario de espacios es compacto si y sélo si cada espacio es
compacto. Para espacios paracompactos el resultado andlogo a éste no es cierto en general.
En cambio, la paracompacidad se comporta bien bajo la suma topoldgica. Se tienen los
siguientes resultados:

Proposicion 4.7. Sean X un espacio compacto e Y un espacio paracompacto. Entonces,
X XY es paracompacto.

Demostracion. Como X es compacto, en virtud de 1.4.14 la proyeccién py : X xY — Y
es propia y como Y es paracompacto por 4.6 concluimos el resultado. ]

El siguiente ejemplo muestra que ciertamente el resultado anterior no se puede opti-
mizar.

Ejemplo 4.8 Consideremos el espacio (R, TD) donde la topologia estd generada por la
base dada por los intervalos de la forma [a,b) con a,b € R.

Se puede ver que este espacio es Lindelof y, ademads, es regular pues los elementos [a, b)
de la base también son cerrados. Por ello, (R, T})) es paracompacto. Ademds, (R, T})) es Ty
luego es T3. Por otro lado C' = {(z, —x) : € R} es un cerrado con la topologia discreta
luego no es Lindel6f pues no es numerable. Como la propiedad de ser Lindelof se hereda
a cerrados tenemos que (R, 7})) x (R, T})) no es Lindeléf. En cambio, (R, T})) x (R, T})) es
separable, pues D = Q x Q es denso, y es Hausdorff por serlo (R, T[))' Por I11.3.2 se tiene
que (R, T}y) x (R, T})) no es paracompacto.

Observacion 4.9 Sea {X;};c; una familia de espacios topolégicos. Supongamos que
[I; Xi es paracompacto y que para cada i € I existe a; cerrado en X;. Entonces, cada
espacio X; es paracompacto. En efecto, para cada i € I se tiene que X; = Hj 2 @5 X X;
que es cerrado en el producto, luego paracompacto.

Proposicién 4.10. Sea {X;}icr una familia de espacios topoldgicos. Se tiene que ), X;
es paracompacto si y solo si X; es paracompacto para cada i € I.

Demostracion. En primer lugar supongamos que ) ; X; es paracompacto. Como para cada
i € X; es cerrado en ) . X; y la paracompacidad se hereda a los cerrados se tiene que X;
es paracompacto.

Supongamos ahora que X; es paracompacto para cada i € I. Sea U un recubrimiento
abierto de ) . X;. Para cada i € I se tiene que U; = {U N (X; x {i}) : U € U} es un
recubrimiento abierto de X;, que es paracompacto, luego existe un refinamiento abierto
V; localmente finito suyo. Se tiene que V = |J; V; es un refinamiento abierto localmente
finito de U. Es decir, ), X; es paracompacto. O
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El resultado anterior nos permite probar la siguiente caracterizacién de los espacios
paracompactos que tiene interés por si mismo.

Teorema 4.11. Sea X un espacio localmente compacto y reqular. Las siguientes afirma-
citones son equivalentes:

(i) X es paracompacto.

(ii) X es suma de espacios o-compactos, es decir, espacios que son union numerable de
compactos.

(iii) X es suma de espacios Lindeldf.

Demostracion. (ii)=-(iii) Se sigue de que todo espacio o-compacto es Lindeldf.

(iii)=-(i) Por la hipétesis X es regular, como la propiedad de ser regular es hereditaria
cada espacio suma es regular. Ahora, como todo espacio regular y Lindelof es paracom-
pacto, el resultado se sigue de la proposicién anterior.

(ii)=-(i) Por la hipétesis X es regular y localmente compacto, por tanto, para cada
x € X existe un entorno cerrado suyo W% compacto y existe otro entorno abierto suyo
U?® C W*?. Por paracompacidad, existe un refinamiento {V; };cs abierto y localmente finito
de {U"},cx, nétese que por la construccién cada V; es compacto.

Consideremos en X la relacién de equivalencia R definida de forma que zRy si y sélo
si existen i1, ...,in € [ conz € Vi, y € Vi, y Vi, NVi, # @ paracada j=1,...,n—1. Por
la definicién de R cada clase de equivalencia es abierta y, por tanto, cerrada en X luego
X es la suma topoldgica de las clases de equivalencia.

Para terminar basta comprobar que cada clase de equivalencia es o-compacta. Sea x €
X y sea C su clase de equivalencia. Construyamos inductivamente una familia numerable
de abiertos {G,} y una familia numerable de compactos cerrados {K,} de forma que

Gngcx,GngKnyGrH»l:U{‘/z‘/zﬂGn#g}

Para n = 1 ponemos G = Ueri Vivy K1 = UzEVLVZ = G4, es claro que Gy C C,,
G1 C K. La compacidad de K se sigue de que cada V; es compacto y de la finitud local
de la familia {V;}. Para n = 2 definimos Gy = | J{V; : V; N G1 # @} claramente Gy C C,
ademads, como cada V; que corte a G corta al compacto K y la familia {V;} es localmente
finita, el conjunto {V; : V; N G1 # @} es finito, por tanto Ky = (J{V; : V; NG1 # @} = G
es compacto y cumple lo requerido. En fin, construidos ya Gy, ...,G, y Kj, ..., K, ponemos
Gni1 = {Vi : VinG, # 2}y Kpy1 = {V; : VN G1 # @}. Damos por concluida la
construccién de las familias {G,,} y {K,}.

Se cumple que |J,, Gn € C,. Por otro lado, si y € C, entonces existen i1, ..., i, € I con
reVy,yeV,, yVi,NV,,, # @paracadaj=1,...,n—1por tanto y € G,. En resumen,
C; = U, Gn y como cada G, C K, concluimos que C, = |J,,(K, N C;) es o-compacto
pues cada K, N C, es cerrado en K, y por ello compacto. ]

Corolario 4.12. Un espacio conexo, localmente compacto y reqular es paracompacto si y
sdlo si es Lindelof (o o-compacto).
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5. El teorema de Stone.

El Teorema de Stome, publicado en 1948, fue un resultado clave en el estudio del
problema de metrizacién.

Teorema 5.1 (Stone). Todo espacio pseudométrico, en particular métrico, es paracom-
pacto.

El Teorema de Stone es una consecuencia directa del siguiente lema, via la caracteri-
zacién de E. Michael de los espacios paracompactos, teniendo en cuenta que toda familia
o-localmente discreta es o-localmente finita y todo espacio pseudométrico, o métrico, es
regular.

Lema 5.2. (Stone). Sea X un espacio topoldgico pseudometrizable. Entonces, todo recu-
brimiento abierto de X tiene un refinamiento abierto o-discreto.

Demostracion. Sea d una pseudométrica que describa la topologia de X y sea {U;}ier un

recubrimiento abierto de X. Para cadai € I yn € Nsea F! = {z € X : d(z, X\U;) >

27"}, Se satisface:

(a) F. C F!,,;paratodoie€ I, neN.

(b) U, F = U, para todo i € I. Obsérvese que X \U; es cerrado por tanto d(z, X\U;) =
e(x) > 0, para cada z € U,.

Sea < un buen orden en I pongamos G, = {xr € F! : x ¢ Fgﬂ sij<i}yseaV) =
{z € X :dzG) <2703} = q(-,G%)~1([0,27"*+3))) abierto en X por ser la imagen
inversa de un abierto por una aplicacién continua. Comprobemos que {V,i : i € I,n € N}
resuelve el problema.

1.{V;! :i € I,n € N} es un refinamiento abierto de {U;};cs.

Si z € X existe ip € ] minimo con & € Uj, y, por (b), existe ng € N con z € F2.
Ast, v € G0, d(x,GY) = 0y, por tanto, x € V0. En resumen, {V,; : i € I,n € N} es un
recubrimiento abierto de X.

Por otro lado, si z € V! entonces d(x, G%) < 2~ ("+3) luego existe y € G% con d(z,y) <
2-(+3)  Ademés como G%, C F! se tiene que d(y, X\U;) > 27", es decir, d(y,z) > 27"
para cada z € X\U; . Se tiene pues

d(z,2) > d(y, 2) — d(z,y) > d(y,z) — 27 ("+3) > 27 _o=(n+3)

para cada z € X\U;. Luego, d(z, X\U;) > 27" — 2=("+3) > 0 asi z ¢ X\U;, equivalente-
mente, € U;. En conclusién V,! C U; para cada i € I, n € N.

2.{Vi:.i€ I,n €N} es o-discreto. 4

Pongamos {V,! : i € I,n € N} = |J,, Vo con V,, = {V;i}icr. Sean Vi y Vil con i # j
vamos a probar que d(VTf,sz ) > 2-(1+2) Vigto esto, para cada € X se tendrd que
B, (ni3)(x) cortard a lo mas a un elemento de V,, luego V), serd discreto.

Sin pérdida de generalidad supongamos que j < . En primer lugar comprobemos que

d(Gi, G}) > 2=t En efecto, si o € G, entonces a ¢ F? | luego d(z, X\U;) < 2-("+1)
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v siy € G entonces y € FY, por tanto, d(y, X\U;) > 27". Asf para cada z € G%, y € Gl
y z € X\Uj se tiene que

d(z,y) > d(y, 2) — d(z,x) > 27" — 2~ (41 — g=(n+1),
es decir, d(G¢, Gﬁl) > 2=(+1) como querfamos.

Ahora, si z € V}! existe z(z) € Gi con d(z, z(x)) < 273 ysiy € Vi existe z(y) € GJ,
con d(y, z(y)) < 2-("*+3) Aplicando la desigualdad anterior se tiene que

d(z,y) > d(z,2(y)) — d(y, 2(y)) > d(=, 2(y)) — 2~ "+9)
> d(2(2), 2(y)) — d(z(z), ) — 27+ > 9=(rtl) _9=(n+3) _9=(n+3)
= 9~ (n+2),

concluyendo que d(V?, 1% ) > 9—(n+2) -
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Capitulo IV

Particiones continuas de la unidad

En este capitulo introducimos la nocién de particion continua de la unidad o, sim-
plemente particion de la unidad, y sus relaciones con distintas propiedades topoldgicas,
como la normalidad o la paracompacidad. En la primera seccion daremos la definicion
de particién de la unidad y caracterizaremos la normalidad por la existencia de éstas.
En la segunda secciéon demostraremos una caracterizacion de la paracompacidad en es-
pacios regulares también en términos de la existencia de particiones de la unidad. En las
dos ultimas secciones introducimos el concepto de espacio vectorial topolégico localmen-
te convexo y mostramos dos resultados como aplicacién de la paracompacidad en forma
de existencia de particiones de la unidad. Primero trataremos el problema de extensién
de aplicaciones definidas en subconjuntos de espacios métricos con valores en espacios
vectoriales topoldgicos reales localmente convexos via el Teorema de Dugundji-Borsuk. Fi-
nalizaremos el capitulo con un teorema de aproximacién puntual por funciones continuas

debido a Rudin.

1. Particiones continuas de la unidad

Definicion 1.1. Sea X un espacio topolégico y sea f : X — R una aplicacién llamaremos:
(1) Soporte abierto de f, denotado por Sop°(f), al conjunto Sop°(f) = {z € X : f(x) #

0}.
(ii) Soporte de f, denotado por Sop(f), a la adherencia de Sop°(f).

Lema 1.2. Sea X un espacio topoldgico y sea { fi }icr una familia de aplicaciones de X en
R. Supongamos que {Sop(fi)}ier es una familia localmente finita entonces podemos definir
la aplicacion Y, f; : X — R por medio de la expresion (3, fi)(x) = >, fi(x). Si, ademds,
cada f; es continua se tiene que Yy, f; es continua.

Demostracion. La finitud local de {Sop(f;)}ier implica que la suma (3°,) fi(x) es finita y,
por tanto, estd bien definida para cada € X. Ademds, por el mismo motivo, ). f; serd
continua en un entorno de cada z € X si lo es cada f;. O

Definicién 1.3. Sea X un espacio topolégico y sea {f;};c; una familia de aplicaciones
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continua de X en R. Diremos que {f;}ic; es una particion (continua) de la unidad si
satisface las siguientes condiciones:

(1) fi es no negativa para cada i € I.
(ii) {Sop(fi)}ier es una familia localmente finita en X.
(i) Y fi=1.
iel
Diremos que { f; }icr estd subordinada a una familia {M; } de subconjuntos de X si Sop(f;) C
M; para cada ¢ € I.

Observacién 1.4 Si {f;} es una particién de la unidad en X entonces, por la condicién
(iii) de la definicién, tanto {Sop(fi)}ier como {Sop°(fi)}ier son dos recubrimientos de X
localmente finitos.

Teorema 1.5. Sea X un espacio topolégico. Son equivalentes:

(i) X es normal.
(ii) Para todo recubrimiento abierto y localmente finito de X existe una particion de la
unidad subordinada o €l.

Demostracion. (i)=-(ii) Sea {U;}ier un recubrimiento abierto localmente finito de X. Por
normalidad, existe una contraccién {V;}ier de {U; }ier.
De nuevo por normalidad para cada i € I existe un abierto G; tal que:

V,CV,CG;CG;, CU;

Tenemos pues, para cada i € I, dos cerrados disjuntos V; y X\G;. Luego, por el Lema
de Uryshon existe una aplicacién continua g; : X — [0,1] que toma el valor 1 en V; y se
anula en X\G;. Se cumple que Sop(g;) € G; C U; para todo i € I. Luego h = ), g; estd
bien definida, es continua en X y h > 1.

Definimos f; = % para cada i € I. Como h > 1y g; > 0 se tiene que f; es continua y

no negagtiva en X. Ademas, Sop(f;) = Sop(g;) C U; luego >, fi esta bien definida y
gi 1 h
- s R
SIS

en X. Asi, {f;}ier es una particién de la unidad subordinada a {U; };e;.

(ii)=(i) Sean C; y C5 cerrados disjuntos en X. Consideremos el recubrimiento abierto
finito {X\C1, X\C2} de X. Por hipétesis existe una particién de la unidad { f1, f2} subor-
dinada a él. Entonces, X \Sop(f1) y X\Sop(f2) son abiertos disjuntos que contienen a C
y Ca, respectivamente. Es decir, X es normal. O

2. Paracompacidad y particiones de la unidad.

La paracompacidad se puede caracterizar segin la existencia de particiones continuas
de la unidad:
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Teorema 2.1. Sea X un espacio topoldgico regular. Entonces, son equivalentes:

(i) X es paracompacto.
(ii) Todo recubrimiento abierto de X admite una particion continua de la unidad subor-
dinada a él.

Demostracion. (ii)= (i) Sea {U;}ic;r un recubrimiento abierto de X cualquiera, por
hipdtesis existe una particién de la unidad { f; };c; subordinada a {U; };cr. Entonces {Sop°(f;) }ier
es un refinamiento abierto localmente finito de {U;};c;. Luego X es paracompacto.

(i)=-(ii) Como X es paracompacto y regular es normal. Sea U = {U;};c; un recu-
brimiento abierto de X, por paracompacidad existe V = {V;};c; un refinamiento abierto
preciso localmente finito de &. Ahora, por normalidad, existe {f;};c; una particién conti-
nua de la unidad subordinada a V luego también a . O

3. Teorema de Dugundji-Borsuk

Definicién 3.1. Un espacio vectorial topoldgico real (respectivamente complejo) , abre-
viadamente EVTR (respectivamente EVTC), es un espacio vectorial real (respectivamente
complejo) dotado de una topologia que hace continuas las operaciones de suma de vectores
y producto por escalares.

Sin especificar el cuerpo diremos simplemente espacio vectorial topolégico o de forma
abreviada EVT.

Observacion 3.2 En un EVT una base de entornos de cualquier punto es la traslacién
de una base de entornos del 0. En consecuencia una propiedad local en 0 vale en cualquier
otro punto.

Por ejemplo, si 0 tiene una base numerable de entornos entonces el EVT es TAN, o si
0 tiene una base de entornos convexos entonces el EVT es localmente convexo.

Ejemplos 3.3 1. Los espacios vectoriales finito dimensionales son EVTs.

2. El espacio vectorial real I2(N) = {z = (2,)neny € RY : 3 [2,]? < 0o} con la suma
de vectores y el producto por escalares naturales es un EVTR, con la topologia de la
norma ||zl = (3, |xn|2)%, para cada = = (,)nen € I2(N). Este espacio se conoce como
el espacio de sucesiones de cuadrado sumable y fue introducido por D. Hilbert.

3. Sea K un espacio topoldgico compacto. El espacio C(K) = {f : K — R : f es continua }
con la suma de funciones y el producto por escalares usual es un EVTR, con la topologia
descrita por la norma supremo || - ||co-

Teorema 3.4 (Dugundji-Borsuk). Sean (X,d) un espacio métrico, A C X cerrado e Y
un EVTR localmente convexo. Entonces toda aplicacion continua fo: A — 'Y admite una
extension continua f a X con f(X) C conv(fy(A)).

El teorema es una consecuencia directa de los dos siguientes lemas, ya que, por el
Teorema de Stone, todo espacio métrico es paracompacto, ademas de regular, luego admite
particiones continuas de la unidad subordinadas a cualquier recubrimiento abierto del
mismo.
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Lema 3.5. Sean (X,d) un espacio métrico y A C X cerrado. Entonces, eziste una familia
{(Ui, ai) Yier tal que:

(i) U;CX\Aya; €A

(i) {Ui}tier es un recubrimiento abierto localmente finito de X\ A.

(iii) d(z,a;) <2d(x,A) para cada x € U;.

Demostracion. Sea z € X\ A, pongamos €(z) = 1d(z, A) y consideremos el recubrimiento
abierto V = {B(7) : ¥ € X\ A} de X\ A. Ahora, como X es métrico, X\ A es métrico
luego paracompacto, por el Teorema de Stone. Asi V tiene un refinamiento abierto {U; }icr
localmente finito en X'\ A.

Por ser refinamiento, para cada i € I existe y; € X\ A tal que U; C B(y,)(y;) € X\A.
Ademds elegimos a; € A tal que d(y;, A) < d(y;,a;) < 2d(y;, A). Hemos construido asf la
familia {(U;, a;) }ier que claramente satisface (i) y (ii).

Comprobemos (iii): Sea x € U; C B(y,)(v;). Entonces

1 5 3

Por otro lado, d(y;, A) < d(z, A)+d(y;, x) < d(z, A)+1d(y;, A). Obteniendo que 2d(y;, A) <

d(x, A). Sustituyendo en la relacién anterior se tiene que
3 34

O

Lema 3.6. Sean (X,d) espacio métrico, A C X cerrado, Y un EVTR localmente convexo
y fo: A—Y una aplicacion continua. Supongamos que {(Uj, a;)}ier es una familia como
en el lema anterior y que {@;}icr es una particion continua de la unidad subordinada a
{U;}icr en X\ A. Entonces:

_ fo(x) six €A,
fw) {zi%(a:)fo(ai) size X\ A

define una extension continua de fo y f(X) C conv(fy(A)).

Demostracion. Es claro que f es continua en el abierto X\ A y que f(X) C conv(fo(A)).

Estudiemos la continuidad en A. Sea a € A y V(@ C Y un entorno abierto de
f(a) = fo(a) en Y. Como Y es localmente convexo 0 tiene un entorno convexo, digamos
W, con f(a)+W C V. Ademas por ser fy continua en a, existe § > 0 tal que si d(a, z) < 4,
x € A, entonces fo(z) € f(a) + W, equivalentemente, fo(z) — f(a) € W.

Consideremos B = B%(a) y seaz € B.

Size A, f(z)— f(a) = fo(z) — f(a) € W luego f(x) € W + f(a) C V. Por otro lado
six ¢ A se tendra que x € U; para cierto i € I, luego

d(ai,a) < d(a;,x) +d(z,a) < 2d(z,A) + d(z,a) < 3d(z,a) < 9.
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Asi, fo(a;) — f(a) € Wy por las propiedades de la particién {¢;} y por ser W convexo
obtenemos

f@) = fla) = pi@) fola) — fla) = > @ix)fola:) — f(a)

el iel,xelU;
= > wil@ola) - fla) €W
el xel;

luego, f(x) € W+ f(a) C V. En conclusién, f(B) C V y f es continua en a € A, como
queriamos. ]

4. Teorema de Rudin

Sea f: X xY — E una aplicacion cualquiera. Para cada x € X denotaremos f, : Y —
E a la aplicacién parcial f,(y) = f(z,y). Andlogamente, para cada y € Y denotaremos
por f¥: X — F a la aplicacién parcial f¥(z) = f(z,y).

Teorema 4.1 (Teorema de Rudin). Sean (X, d) un espacio métrico, Y un espacio topoldgi-
coy E un EVT localmente convero. Sea f: X XY — E una aplicacion. Supongamos que:

(i) Para caday €Y la aplicacion fY es continua.
(ii) Eziste un conjunto D C X denso de forma que para cada x € D la aplicacion f, es
continua.

Entonces, existe una sucesion de funciones {fnlnen de X XY en E continuas que con-
vergen puntualmente a f en cada punto (x,y) € X x Y.

Demostracion. Sea n € N denotemos por U" al recubrimiento abierto de X formado por
los abiertos de didmetro menor que % Por el Teorema de Stone X es paracompacto luego
existe una particién de la unidad {¢f, }aea(n) subordinada a U™.

Como cada ¢ es continua y D es denso en X existe un punto z), € D tal que
Palrn) > 0.

Definimos f,, : X x Y — FE por la expresion:

falm,y) = > @n(x)f(2],y) para cada (z,y) € X x Y
a€A(n)

Cada f, es una suma localmente finita de aplicaciones continuas por (i) luego es
continua.

Probemos para concluir que la sucesién {f,},en converge puntualmente a f. Sea
(z,y) € XxY, como E es localmente convexo basta ver que para cualquier entorno convexo
W de 0 se tiene que f,(z,y) € f(z,y)+ W para todo n suficientemente grande. Por hipdte-
sis fY es continua luego existe un ng € N de forma que f(z,y)— f(z,y) € W sid(z,z) < =

no "

<
pues el didmetro de Sop(¢l) es menor que % Por tanto, f(zl,y) — f(z,y) € W, es decir,
f@l,y) € W+ f(x,y). Ahora bien, f,(z,y) es una combinacién convexa de los puntos
f(z2,y) con ¢(x) > 0, luego fn(z,y) € W + f(z,y) para cada n > ny. O

Sea n > ng cualquiera y sea ao € A(n) tal que 7 (x) > 0. Se tiene que d(z,z}) <
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Capitulo V

Metrizacion

En este capitulo establecemos los teoremas que resuelven el problema de metrizacién
que fue planteado desde que se definié el concepto abstracto de espacio topoldgico. Fue
resuelto en 1950 de forma independiente por Nagata, Smirnov y Bing.

La primera caracterizacién de un espacio metrizable se debe a Alexandroff y Urysohn
con un resultado de 1923 que afirma que un espacio T es metrizable si y sélo si admite
un desarrollo regular.

Dos anos mas tarde Urysohn establece que todo espacio IIAN es metrizable si y sélo
si es Ty. Un afio mas tarde, en 1926, Tychonoff prueba que en el teorema de Urysohn la
condicion de Ty puede rebajarse a T3.

Afios maés tarde, en 1944, Dieudonné introduce la nocién de espacio paracompacto.
Posteriormente en 1948 A. H. Stone prueba que todo espacio metrizable es paracompacto.

Todos estos avances culminaron cuando Nagata, Smirnov y Bing resolvieron el proble-
ma de metrizaciéon en 1950 con los resultados siguientes: Un espacio topoldgico es metrizable
sty solo si es Ty y tiene una base o-localmente finita (Nagata-Smirnov) si y sélo si es T3
y tiene una base o-discreta (Bing).

El objetivo central del capitulo es probar estas caracterizaciones de Nagata, Smirnov
vy Bing, junto con algin complemento adicional.

1. Teoremas de metrizaciéon de Bing y Nagata-Smirnov

Proposicion 1.1. Sea X un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(i) X es pseudometrizable.

(ii) X es regular y tiene una base o-discreta (Bing).
(iii) X es regular y tiene una base o-localmente finita (Nagata-Smirnov).

Demostracion. (i)=-(ii) Sea d una pseudométrica en X que describa su topologia. X es
regular pues todo espacio pseudométrico es regular.

Para cada n € N consideramos el recubrimiento abierto U,, = {B1 (z)}zex. Por I11.5.2
para cada U, existe un refinamiento V,, abierto y o-discreto de U,,. Por tanto, V = J,, Vn
es una familia o-discreta de abiertos.
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Comprobemos para terminar que V es base. Sea G C X abierto y sea x € G. Entonces
existe un natural ng con B1 () C G. Consideremos Vay,,. Por construccién existe V€ Va,,

0
yexiste y € X conz € VyV C B (y). Se tiene que V es un entorno abierto de z con
2ng

VvV C B% C @G. En efecto, para cada z € V' se cumple que d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) < n—lo

(ii);(iii) Se sigue de que toda familia discreta es localmente finita.

(iii)=(i) Sea B = J,, B» una base o-localmente finita de X.

En primer lugar comprobemos que X es normal. Para ello, al ser X regular, basta
comprobar que X es paracompacto. Sea {U; };cr un recubrimiento abierto de X. Entonces,
B ={B e B:BCU, paraalgin i € I'} es un refinamiento abierto o-localmente finito de
{U;}icr- Como X es regular es paracompacto y, por tanto, normal (I11.1.3).

Sean m,n € Ny U € B,, los conjuntos

F(m,n;U):U{V:VGBn,VQU}QU

son cerrado pues B, es localmente finita.

Ahora, como X es normal, por el Lema de Urysohn existe una aplicacién fiy : X — [0, 1]
continua con fy(F(m,n;U)) C {1}y fu(X\U) C {0}.

Definimos d(,, ) : X x X — R mediante la expresion:

d(m,n)(xay): Z ’fU(l‘)*fU(y”

UeBm

La finitud local de B, implica que d,y, ,,) estd bien definida y es continua. Ademas, es fécil
ver que d(, ) es una pseudométrica en X.

Para terminar basta probar que X es un subespacio topolédgico del producto numerable
[1(X, T4, )- Para ello consideremos la familia de aplicaciones F = {12?1’71)}7”,”61\; donde

1&?’71) denota a la identidad de X a (X, Td(m,n))- Como cada d, ;) es continua se tiene
que F es una familia de aplicaciones continuas. Por el Lema de Inmersion (11.4.2) basta
ver que:

1. F distingue puntos.

2. F distingue puntos y cerrados.

Veamos 2. Sea x € X y C un cerrado con = ¢ C. Por un lado, como B es base existe
m € Ny existe B € B, tales que x € B C X\C. Por otro lado, la regularidad de X
implica que existen n € Ny V € B, con x € V CV C B. Es decir, x € F(m,n; B) y, por
ello, para cada y € C C X \B se tiene que

Ay (@) = > |fol@) = fuy)| = |fs(x) - fa(y)| =1

U€B7n

Es decir, d(;, ) (7, C) > 1y, por tanto, 1&?’71)(.%) ¢ lg?l’n)(C). O

Como consecuencia inmediata de la ltima proposicién se obtienen los teoremas de
metrizacién de Bing, Nagata y Smirnov ya que un espacio topolégico es metrizable si y
sélo si es pseudometrizable y Tj.
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Teorema 1.2. Sea X un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) X es metrizable.
(ii) X es T3 y tiene una base o-discreta (Bing).
(iii) X es T3 y tiene una base o-localmente finita (Nagata-Smirnov).

Otra consecuencia inmediata es el teorema de metrizacion de Urysohn pues todo es-
pacio con una base numerable tiene una base o-localmente finita.

Teorema 1.3 (Urysohn). Sea X un espacio topoldgico con una base numerable. Entonces:

(1) X es pseudometrizable si y solo si X es regular.
(ii) X es metrizable si y solo si X es T5.

2. Metrizabilidad local y metrizabilidad

A continuacién vamos a caracterizar la metrizabilidad en los espacios localmente me-
trizables.

Proposicién 2.1 (Smirnov). Sea X un espacio topoldgico regular y localmente pseudo-
metrizable. Entonces, X es pseudometrizable si y solo si X es paracompacto.

Demostracion. Si X es pseudometrizable se sigue del teorema de Stone que X es para-
compacto.

Reciprocamente, supongamos que X es paracompacto como, por hipétesis, X es regular
se tiene que X es normal. Sea {U;}ier un recubrimiento abierto de X de forma que U;
sea pseudometrizable para cada ¢ € I, este recubrimiento existe por ser X localmente
pseudometrizable. Por paracompacidad existe un refinamiento abierto {V;};c; localmente
finito de {U; }icr. Nétese que V; es pseudometrizable para cada j € J por ser subespacio de
un espacio pseudometrizable. Ahora como X es normal, por II1.3.11, existe una contraccién
{Wities de {Vj}jes

Tras estos preparativos vamos a contruir una base de X que sea o-localmente finita
para, en virtud de la caracterizacién de Nagata-Smirnov, concluir que X es pseudometri-
zable.

Cada Vj es pseudometrizable luego tiene una base o-localmente finita B; = |, B
Ademss, como V; y W; son abiertos para cada j € J y recubren X se tiene que B =
U;(Bj N Wj) es base de X, donde B; NW; = {BNW;: B € B;} para cada j € J.

Comprobemos que B es o-localmente finita. Pongamos B, = [J;(B} NWj), obviamente

B= U B,,. Probemos que cada B,, es localmente finita para terminar.
neN

Sea x € X, por finitud local, existe F' C J finito con x € Wj si y sélo si j € F. Por
tanto, V¥ = X'\ Uj¢FWj es un entorno abierto de = de nuevo por la finitud local.

Se tiene que V* no corta a B} si j ¢ F. Por otro lado, para cada j € F se tiene que
T € W] C Vj y como B} es localmente finito en V; existe un entorno VP € Vj de x abierto
en Vj, por tanto también en X, que corta a un numero finito de elementos de 57. En
conclusién, A* = V¥ N (ﬂje o Vf) es un entorno abierto de z que corta a una cantidad
finita de elementos de B,,. Asi B,, es localmente finita dando por concluida la prueba. [
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Como consecuencia de esta proposicion se obtiene que:

Teorema 2.2 (Smirnov). Sea X un espacio topolégico Hausdorff y localmente metrizable.
Se tiene que X es metrizable si y sélo si X es paracompacto.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del resultado anterior pues todo espacio para-
compacto y Hausdorff es regular y todo espacio pseudometrizable y Ty es metrizable. [

Un caso particular muy importante de los espacios métricos son las variedades diferen-
ciables abstractas, es decir, los espacios Hausdorff localmente homeomorfos a un espacio
afin. Su metrizabilidad se caracteriza ahora facilmente.

Teorema 2.3. Sea M una variedad diferenciable abstracta conexa. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(1) M es metrizable.
(ii) M cumple el ITAN.
(iii) M es Lindeldf.
(iv) M es paracompacta.

Demostracion. Se sigue del Teorema de Smirnov que M es metrizable si y sélo si es
paracompacta. Ademads, por I11.4.12, la paracompacidad de M equivale a que M sea
Lindelof. Luego si M es Lindelof es metrizable y, por tanto, cumple el ITAN. Por tdltimo,
el axioma ITAN siempre implica la propiedad de ser Lindelof. O

Observacion 2.4 Teniendo en cuenta I11.4.11 y el resultado anterior se puede caracteri-
zar la metrizabilidad de variedades no conexas. De forma més precisa, sea M una variedad
diferenciable, son equivalentes:

1. M es metrizable.

2. Cada componente conexa de M tiene una base numerable.

3. Cada componente conexa de M es Lindelof.

4. M es paracompacta.

3. Metrizabilidad de espacios de Moore

Proposicién 3.1 (Bing). Sea X un espacio topolégico. Son equivalentes:

(1) X es pseudometrizable.
(ii) X es colectivamente normal, reqular y desarrollable.

Demostracion. (i)=(ii) Supongamos que X es pseudometrizable. Se tiene que X es re-
gular, pues todo espacio pseudometrizable es regular, y ademas, por el teorema de Stone,
X es paracompacto. En conclusiéon X es colectivamente normal, pues es regular y para-
compacto.

Para finalizar consideremos el recubrimiento abierto U, = {Bi(x)},ex para cada

n € Ny probemos que {Uy, }nen es un desarrollo de X. Sea x € X y V¥ un entorno abierto
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suyo cualquiera. Sea n € N con Bi(z) C V¥, en virtud de la desigualdad triangular, se
tiene que Est(z;Usy,) C Bi(x) C %3 Luego {Up}nen es un desarrollo como queriamos.

(ii)=-(i) Sea {Un}neNnun desarrollo de X. En primer lugar comprobemos que X es
paracompacto. Sea {Vj} cs un recubrimiento abierto de X y sea < un buen orden en J.
Para cadan € Ny j € J definimos el cerrado

Fr = X\[Est(X\V;:) U (| V)] € V5.

1<J

Se tiene que F = {F]’-"” : 7 € J,n € N} es un recubrimiento cerrado de X. En efecto,
dado x € X sea j el primer elemento de J con « € V; y sea n € N con Est(z,U,) C Vj
dicho natural existe por ser {Uy, }nen un desarrollo, entonces = € F.

Para cada n € N sea F, = {Fj”}jej se tiene que F = |J,, Fn ¥, ademds, cada F,, es
una familia discreta de cerrados. Ciertamente, sea x € X y consideremos el primer indice
J € J tal que x € Vj entonces V; N Est(x;U,) es un entorno abierto de x que corta a lo
sumo a un elemento de F,, pues si i > j se tiene que V; N F]* = @ y si i < j se tiene que
Est(z;Uy,) C Est(X\V;;U) luego Est(x;Uy,) N F' = @.

Como X es colectivamente normal, por 11.3.17, para cada n € N existe una familia
discreta de abiertos G, = {G;-‘}je g con FI' C G;L para cada j € J y como para cada
J € J se tiene que F}' C V; podemos suponer que G;L C Vj;. Por tanto, G = J,, Gn es un
refinamiento abierto de {V;}ecs, pues F recubre X, que es o-discreto y como X es regular
concluimos que X es paracompacto.

Para finalizar, como X es paracompacto, para cada n € N existe un refinamiento
B, abierto y localmente finito de U,,. Ademas, Un U, es base de X por ser {Up,}nen un
desarrollo luego B = |J,, B, es una base o-localmente finita de X. Por la caracterizacién
de Nagata-Smirnov X es pseudometrizable. O

Como consecuencia inmediata del tltimo resultado se tiene la siguiente caracterizacién
de los espacios metrizables:

Teorema 3.2 (Bing). Sea X un espacio topoldgico. Se tiene que X es metrizable si y sdlo
st X es un espacio de Moore, es decir desarrollable y T, colectivamente normal.

4. Teorema de metrizacion de Hanai-Morita-Stone

Proposicién 4.1 (Hanai-Morita-Stone). Sean X e Y espacios topoldgicos y f : X =Y
una aplicacion continua, cerrada y sobreyectiva. Supongamos que X es pseudometrizable.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Y es pseudometrizable.
(ii) Y es TAN. L
(iii) Para cada y € Y se tiene que Fr(f~1({y})) es compacto.

Demostracion. (i)=-(ii) Evidente.
(ii)=(iii) Sea d una pseudométrica en X que describa su topologfa. Sea y € Y pon-
gamos K = Fr(f1({y})) € f'({y}). Si K no fuese compacto entonces, como X es
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pseudometrizable, existiria una sucesién de puntos {x,} C K sin acumulacién en X pues
K es cerrado.

Por la hipdtesis Y es TAN luego existe una base numerable de entornos abiertos {V;;}
de y con Vi{ C VY., para cada n. Asi, para cada n € N se tiene que f~(y) C f~1(Vi¥) y
como X es regular si x € f~'(y) entonces {z} C f~1(V¥) e y € f({z}) C V¥ por tanto

{y} € f({z}) = f({z}) C Vi pues f es cerrada. En conclusién

KE=f"{yhnxX\f~1({y}) < /(v
y existe z, € fH(VA\F 1 ({y}) tal que

1
d(Tn,zn) < —
() <
para cada n € N.
Ahora, {x,} no tiene acumulacién en X luego {z,} tampoco y es localmente finita,
por tanto F'|J,, {zn} es cerrado en X.

Por un lado, z, € X\ f~'({y}) luego {z,} € X\f'({y}) v f({z}) N {y} = & para
cadan € N, es decir, f(F)N{y} = @. Por otro lado, f(z,) € V;/ para cadan € N por tanto
{f(2zn) }n es una sucesién convergente a y pero esto es imposible pues f(z,) ¢ Y\ f(F) para
cadan € Ne Y\ f(F) es un entorno abierto de y. En conclusién K es compacto.

(iii)=(i) Para cada y € Y y n € N consideremos los abiertos, en X e Y respectiva-

mente,

W =B, (Fe(f 7 ({y) U F T ({y}) v Unly) = Y\F(X\WY).

Se cumple que Upq1(y) € Un(y), W, CWiy {y} C U,(y) para todo n € N.
Comprobemos que {Un(y)}nen es una base de entornos de y. Sea V' C Y un entorno
abierto de y. Si z € f~1(y) por regularidad {z} C f~1(V) ey € f({z}) C V luego

Wy W)y B {yh)) S Hyh) S 1Y)

pues f es continua y cerrada. Si Fr(f~!'({y})) = @ entonces para cada n € N se tiene
que Uy,(y) = {y} C V. Por otro lado, si Fr(f~*({y})) # @, por compacidad, existe ¢ > 0
tal que d(Fr(f~'({y})), X\f~5(V)) = ¢, por tanto, para cada n con 5 < € se tiene que
Wy C f~YV) y Un(y) C V. Luego, ciertamente, {Uy,(y)}, es una base de entornos abiertos
de y.

Por el Teorema de Stone X es paracompacto, ademdas de regular, luego por I11.2.3,
X es colectivamente normal. Por tanto, como f es continua, cerrada y sobreyectiva, se
tiene que Y es colectivamente normal (I1.3.19). Ademads, para cada y € Y y cada entorno
abierto suyo V se tiene que @ CV y, como Y es normal, existe un abierto G con

{y}JcGCcGcv

luego Y es regular. En virtud del Teorema de Bing basta comprobar que Y es desarrollable
para concluir la prueba. Veamos que si U, = {U,(y) : y € Y} entonces {Up }nen €s un
desarrollo de Y. Es claro que cada U,, es un recubrimiento abierto de Y.

43



(a) Seay € Y y m € N entonces existe n € N tal que para todo z € Y con f~*({y}) C
W7 se tiene que W7 C Wy,.

Supongamos que no fuese cierto el aserto. Entonces existe una sucesion {y, }n>m de
puntos en Y tal que f~'({y}) € Wi* y Wi» ¢ W¥. Por tanto, {y,} N {y} = & pues en
caso contrario {yn,} = {y} v fF*{wn}) = f1{y}) luego W¥* = W¥ C WY lo cual es
absurdo.

Asi, para cada n > m se tiene que f~'({y,}) N f~'({y}) = @. Como estamos supo-
niendo que f~'({y}) € W¥" se tiene que

Fr(f " ({yn}) # 2 v £ ({y}) € By, (Fr(f ({yn}))),

para cada n > m. En consecuencia, si € f~!({y}) entonces existe una sucesion {x,, },>m
con z, € Fr(f~{yn})) y d(z,2,) < 2% Es claro que dicha sucesién converge a x y, por
continuidad, {f(2n)}n>m converge a f(z). Como f(x,) € {yn} v f(x) € {y} se satisface
que para cualquier entorno abierto V' de y existe ng > m tal que f(z,) € Ve {y,} CV
para cada n > ng.

Supongamos que existe n > m tal que f~1({y,}) C W2, entoncessiz € Fr(f~1({yn}))

se tiene que d(z, Fr(f~'({y}))) < Zm% y

Wi C Wiy UB s (B(f ([]) € Wiy UWE = W3,

om—+1

pero esto es imposible por la hipdtesis. Luego existe una sucesién de puntos ¢, € f~1({y,})
con t, ¢ W) ., para cada n > m. Nétese que {t,} "W}, = @.

Supongamos primero que la sucesién {t¢,} no tiene acumulacién. Entonces el conjunto
F=,o {tn} es cerrado en X y f(F) C U,o,, {yn}- Por tanto, Y\ f(F) es un entorno
abierto de y que no contiene a {y,} si n > m pero esto hemos visto que es imposible.

En consecuencia, la sucesién {t,} tiene un punto de acumulacién ¢ ¢ W, en X. Por
ser X TAN existe una subsucesién {t,, }; de {t,} que converge a t. Pongamos

F =0T}
k

Comprobemos que F' es cerrado en X, sea z ¢ F como z ¢ m, por regularidad, existen
dos entornos abiertos disjuntos V* y V! de z y t, respectivamente, entonces VN {t,, } = @
salvo quizas una cantidad finita de indices k1, ..., ks. Entonces,

VA {ta,
=1

es un entorno abierto de z que no corta a F'y F es cerrado. Por tanto, como t ¢ W, 11
se tiene que {y} N f(F) = @, luego Y\ f(F) es un entorno abierto de y que no cotiene a
m para todo k y esto es imposible. Concluimos que el aserto (a) es cierto.

(b) Para cada y € Y se tiene que {Est(y;Uy)}n es una base de entornos de y luego
{Up}n es un desarrollo de Y e Y es pseudometrizable. En efecto, sea y € Y y V¥ un
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entorno abierto suyo. Sea m € N tal que Uy, (y) C VY, por (a) existe un natural n de
forma que para cada z € Y con f~'({y}) C W7 se tiene que W7 C W.

Comprobemos que Est(y;U,) C Up,(y) C VY para finalizar. Sea z € Est(y;U,,) entonces
existe t € Y de forma que z,y € Uy(t). Como {y} C U,(t) se tiene que f~1({y}) C W}
asit W C Wy, luego z € U, (t) C Up(y) €V como querfamos.

O]

Como el axioma de separacion 17 se mantiene por aplicaciones cerradas y sobreyectivas
se tiene que:

Teorema 4.2 (Hanai-Morita-Stone). Sean X e Y espacios topoldgicos y f : X — Y
una aplicacion continua, cerrada y sobreyectiva. Supongamos que X es metrizable. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Y es metrizable.
(ii) Y es IAN.
(iii) Para caday €Y se tiene que Fr(f~(y)) es compacto.

Corolario 4.3. Sean X e Y espacios topoldogicos y sea f: X — Y propia y sobreyectiva.
Si X es pseudometrizable (metrizable) entonces Y es pseudometrizable (metrizable).

Demostracion. Como f es propia se tiene que para cada y € Y el conjunto f~!(y) es
compacto en X, luego si X es metrizable Y también lo es.

Supongamos pues que X es pseudometrizable. Como X es regular y f es propia se tiene
que Y es regular (I1.2.6) luego para cada y € Y se tiene que {y} es compacto (I1.2.3).
Asi, por 1.4.13, f~'({y}) es compacto en X y como Fr(f~'({y}) es cerrado, por V.4.1, se
concluye el resultado. O

EL axioma de numerabilidad TAN se mantiene por imagen continua, abierta y sobre-
yectiva de donde se deduce el siguiente resultado.

Corolario 4.4. Sean X e Y espacios topoldgicos y sea f : X — Y continua, cerrada,
abierta y sobreyectiva. Si X es pseudometrizable (metrizable) entonces Y es pseudometri-
zable (metrizable).

5. Metrizabilidad y espacios de funciones continuas

Lema 5.1. Sea K un espacio compacto. Sea d una métrica continua en K entonces d
metriza la topologia de K.

Demostracion. Como d es continua en K se tiene que las bolas métricas generadas por
d son abiertas en K. Por tanto, si denotamos por T a la topologia de K, la aplicacion
identidad

Id: (K,7) — (K,d)

es continua y biyectiva de un espacio compacto en un espacio Hausdorff luego es cerrada
y, por ello, homeomorfismo. ]

45



Observacién 5.2 Si K es un espacio compacto y Hausdorff se sigue de I1.3.7 que K es
Ty.

El siguiente teorema de metrizacion es bien conocido y de uso frecuente en el Anélisis
Funcional.

Teorema 5.3. Sea K un espacio compacto y Hausdorff. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) K es metrizable.
(ii) K cumple el IIAN.

(iii) (C(K),||-|lso) €s separable.

Demostracion. (i)=-(ii) Sea d un métrica que describa la topologia de K. Para cada
n € N consideramos el recubrimiento abierto {B1 (z)}zex de K. Por compacidad, existe
un subconjunto finito K, C K de forma que {B ;(:c)}me K, cubre K.

Resulta que el conjunto D=\, Ky es denso en K. En efecto, sea v € K y sea € > 0.
Sean € N tal que L < € existe y € K, deformaquexeBl( )luegoyEBl( ) C Be(x).
Asi, D es un conjunto numerable y denso en K, luego K es separable y como por la
hipétesis, K es métrico concluimos que K cumple el ITAN.

(ii)=(i) Se sigue de la tltima observacién y del Teorema de metrizacion de Urysohn.

(i)=-(iii) Sea d una métrica en K que describa su topologia. Para cada n € N existe
K, C K finito con K = {J, g, B% (2). Sea {¢?}.ck, una particién de la unidad subordi-

nada a {B1(2)}.ek,-

Consideremos el conjunto numerable D = {}° - q2¢? : g7 € Q,n € N} y compro-
bemos que es denso en C(K).

Sea f € C(K), por continuidad uniforme, dado € > 0 existe n € N tal que si

() < - entonces |f(x) — [(y)] <

DN

Sea fe = .ck, f(2)p? € C(K) se tiene que ||f — f|| < §. Ciertamente, sea x € K
y pongamos K, (z) ={z € K,, : © € B1(x)} se tiene que

@) = fel@ =1 D (f D@ =1 Y (f@) - FE)E )] < 5.
z€Kn z€Kn (x)

Por otro lado, para cada z € K, existe ¢ € Q con |f(z) — ¢7| < §. Por tanto, si
ponemos g =y qL? € D se tiene que ||fe — gl[oc < § luego [|f — glloo < €. Asi, D es
denso en C(K) como queriamos.

(iii)=(i) Sea { fn}nen C C(K) denso. Consideremos la familia {d,,} de pseudométricas
continuas en K definidas por

dn(xa y) = min{L ‘fn(x) - fn(y)‘}

Definimos la siguiente pseudométrica continua en K,

o) = 3 o)
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Comprobemos que, en realidad, d define una métrica continua en K. Basta ver que si
d(z,y) = 0 entonces z = y. En efecto, consideremos las evaluaciones d,, d,, que, recordemos,
son formas lineales y continuas sobre C(K). Si d(x,y) = 0 se tiene que 0z(fn) = 0y(fn)
para cada n € N luego ¢, y d, coinciden en un subconjunto denso de C(K) y, por tanto,
son iguales luego x = y como queriamos. Por el lema anterior se concluye la prueba. [
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