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Resumen

En este trabajo estudiamos las relaciones existentes entre funciones —campos tangentes y funciones
reales— definidas sobre variedades diferenciables y la topologia de dichas variedades. Para ello usamos
diversas técnicas de Topologia Diferencial. Los resultados principales son el Teorema del Indice de
Poincaré-Hopf y la formula de Gauss-Bonnet para hipersuperficies de dimensién par. Basicamente
ambos resultados muestran que ciertas cantidades geométricas —el indice total de un campo tangente
y la curvatura integra— son invariantes topolégicos de las variedades donde estan definidas. Para la ob-
tencion de estos teoremas nuestra principal herramienta sera el grado topoldgico de Brouwer-Kronecker;
con su ayuda podremos definir la nocién clave de este articulo: el indice de un campo tangente en una
singularidad aislada. En el trascurso de este escrito también desarrollamos los principios de la Teoria
de Morse, los cuales nos permiten demostrar el Teorema de Reeb. Finalmente, también estudiamos
bajo que condiciones se puede garantizar la existencia de campos tangentes a variedades nunca nulos.

Palabras Clave: topologia diferencial, grado topoldgico, indice de campo tangente, teoria de
Morse, campos tangentes nunca nulos, teorema de Poincaré-Hopf, férmula de Gauss-Bonnet.

Abstract

In this work we study the relationships between functions —vector fields and real functions— defined
on smooth manifolds and the topology of the manifolds themselves. We will mostly use tools from Dif-
ferential Topology. Main results are the Poincaré-Hopf Index Theorem and the Gauss-Bonnet formula
for hypersurfaces of even dimension. Basically both results show that certain geometrical quantities
—the total index of a vector field and the integral curvature— are invariants of the manifolds where
they are defined. In order to obtain these theorems our main tool will be the Brouwer-Kronecker
topological degree; with it we will be able to define the key notion of this article: the index of a vector
field at an isolated singularity. Along the way we will also give a short introduction to Morse Theory,
which in turn allows us to prove the Reeb Theorem. Finally, we study under which hypothesis we can
be certain that non-zero vector fields defined on manifolds exist.

Keywords: differential topology, topological degree, index of a vector field, Morse theory, non-zero
vector fields, Poincaré-Hopf theorem, Gauss-Bonnet formula.
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Introduccion.

Uno de los problemas més antiguos que existen en matemaéticas es el del desarrollo de herramientas
que permitan decidir cuando dos objetos son diferentes o cuando son iguales. La idea es desarrollar
etiquetas que capturen las caracteristicas esenciales de los objetos en cuestién. Nuestros objetos en
este trabajo seran superficies y con mas generalidad variedades diferenciables. Por ejemplo, sabemos
que una esfera y un toro (superficie de una rosquilla) son objetos matematicos esencialmente distintos
ya que el toro posee un agujero y la esfera no. La cuestién es cémo desarrollar herramientas que nos
permitan hacer esas distinciones de forma precisa. A lo largo de este escrito desarrollamos técnicas
de Topologia Diferencial que nos permitirdn responder a esa clase de cuestiones. En particular, es-
tudiaremos con bastante detalle campos vectoriales tangentes y veremos como ellos nos revelan gran
cantidad de informacién sobre las variedades donde estén definidos. Por ejemplo, demostraremos que
todo campo tangente a la esfera debe tener al menos un cero, mientras que en el toro existen campos
tangentes nunca nulos, luego el toro y la esfera no pueden ser iguales. Asi pues, la clave reside en que
las etiquetas que desarrollemos sean las mismas en el caso en el que los objetos sean esencialmente
iguales y asi, cuando éstas sean distintas, los objetos no podran ser los mismos.

El objetivo de este trabajo es la obtencién de resultados que pongan de manifiesto las relaciones
profundas que existen entre la topologia de una variedad diferenciable y ciertas funciones definidas
sobre ellas. Demostraremos que ciertas cantidades definidas a partir de campos tangentes y funciones
reales son de hecho invariantes topoldgicos, es decir, s6lo dependen de la la forma de nuestra variedad.
En otras palabras, demostraremos que dichas cantidades son etiquetas en el sentido mencionado en el
parrafo anterior. Mas en particular demostraremos el Teorema de Poincaré-Hopf. Este teorema afirma
que dado un campo tangente a una variedad, cierta cantidad analitica definida a partir de él —su
indice total— es igual a la caracteristica de Fuler de la variedad. Por tanto, el indice total no sélo es
independiente del campo en si, sino que ademés es un invariante topoldgico de la variedad. A partir de
alli, seremos capaces de obtener la célebre formula de Gauss-Bonnet, la cual muestra que la curvatura
integra de una variedad —una especie de curvatura ponderada— es tambien un invariante topolégico
y por tanto no cambia por deformaciones. Para la obtencién de estos dos resultados sera clave la
nocién de grado topoldgico: una generalizacion del nimero de vueltas usado en Anélisis Complejo. A
su vez, el grado topoldgico nos permitira desarrollar una teoria satisfactoria para definir el indice de
un campo tangente en una singularidad aislada.

Esta memoria se estructura de la siguiente forma: consta de cuatro capitulos, el primero de preli-
minares, los dos siguientes de desarrollos tedricos y el dltimo de aplicaciones de la teoria previa. No
obstante, a lo largo de este estudio se han intentado introducir numerosos ejemplos, figuras y discu-
siones informales que hagan mas ficil la comprensién de las ideas fundamentales. Este trabajo asume
un primer curso de Variedades Diferenciables por parte del lector. Asimismo, enfatizamos desde este
momento que se asumira que todas los objetos diferenciables de este escrito: variedades, campos tan-
gentes, funciones, formas, etcétera, son de clase infinito. Para abreviar, la mayoria de las veces haremos



uso de la palabra suave! y cuando no se diga nada se sobreentenders que el objeto en cuestién es eso,
suave.

En el primer capitulo se desarrollan preliminares que seran muy importantes para todo el trabajo.
En particular, se enuncia el Teorema de Sard, se incluyen discusiones completas sobre difeotopias
y entornos tubulares y se detallan algunas construcciones relacionadas con la orientabilidad. En el
segundo capitulo desarrollamos los fundamentos teéricos del grado de Brouwer-Kronecker. Destacamos
las dos ultimas secciones de ese capitulo donde demostramos un caso particular del Teorema de Hopf
el cual nos permitird obtener resultados interesantes en el cuarto capitulo.

En el tercer capitulo hacemos un estudio de campos tangentes y de funciones reales definidas
sobre variedades. Definimos el indice de una singularidad aislada y damos algunos ejemplos de su
computo. Las dos ultimas secciones de ese capitulo son especiales en cuanto que contienen una pequena
introduccion a la Teoria de Morse. En particular damos una caracterizacion topoldgica de la esfera:
es la unica variedad compacta en la que se puede definir una funcién suave con sélo dos puntos
criticos. Para acabar, en el cuarto capitulo aplicamos toda la teoria desarrollada para demostrar
los dos teoremas maés importantes de este trabajo: el Teorema de Poincaré-Hopf y la formula de
Gauss-Bonnet. Aqui ademds establecemos una de las desigualdades de Morse: demostramos que la
caracteristica de Euler de una variedad puede ser expresada en término de los puntos criticos de
cualquier funcién de Morse definida sobre la variedad. También aplicamos un corolario obtenido en el
capitulo dos para obtener una caracterizacién de las variedades que aceptan campos tangentes nunca
nulos: son aquellas con caracteristica de Euler igual a cero.

LCalco claro del inglés smooth.



Capitulo 1

Preliminares.

En este primer capitulo se recuerdan y demuestran algunos resultados sobre variedades diferen-
ciables que seran de utilidad méas adelante. Gran parte de ellos han sido tratados en el grado de
Matematicas y por ello seran enunciados sin demostracién o simplemente con bosquejos de demostra-
cién. Como referencias basicas recomendamos el libro de Gamboa-Ruiz [9] y el segundo capitulo del
libro de Outerelo-Ruiz [5]. En la seccién uno se recuerdan generalidades sobre variedades y se introdu-
cen definiciones importantes para més adelante. En la seccién dos se definen los valores regulares y se
enuncia el Teorema de Sard. En las siguientes dos secciones, la tres y la cuatro, se tratan los entornos
tubulares y las difeotopias, respectivamente. Estas dos son las secciones con mas detalles, ya que se
incluyen demostraciones completas de todos los resultados enunciados. Finalmente el capitulo acaba
con una seccion dedicada a la orientabilidad.

1.1. Generalidades sobre Variedades.

Una variedad diferenciable m-dimensional es un espacio topolégico Hausdorff con base nume-
rable, localmente difeomorfo a R™; es decir, el espacio afin R es el modelo local de M. En la practica
esto significa que dispondremos de difeomorfismos ¢ : U C R™ — ¢(U) C M de abiertos de R™ en
abiertos de M llamados parametrizaciones y de sus inversas x = ¢! llamadas cartas. En el pre-
sente trabajo se asumird que todas las variedades son suaves, es decir, de clase infinito y que ademas
todas estan embebidas en algin espacio euclideo. En la préactica esto no supone ninguna restriccion
ya que toda variedad puede ser embebida en un espacio afin de dimensioén suficientemente grande. Se-
guiremos este enfoque debido a que el teorema principal de esta monografia serd demostrado usando
técnicas extrinsecas. Sin embargo, otros resultados se demostraran intrinsecamente sin asumir ningiin
tipo de embebimiento.

Aunque la anterior definicién de variedad diferenciable es suficiente para gran cantidad de si-
tuaciones, en algunas otras es necesario disponer de una definicion méas general. Por ejemplo: dadas
dos variedades M y N se quiere definir la nocién de homotopia suave entre dos funciones suaves
fyg: M — N. Para ello es necesario darle una estructura de variedad de diferenciable a [0, 1] x M.
Con esa finalidad se utiliza como modelo local el semiespacio afin:

H™ ={z e R™:x; > 0}.
Decimos que una funcién con valores reales definida de un abierto W C H™ es suave, si para cada

punto del borde OW = W N {x; = 0} existe una extensién suave definida en un entorno del punto en
cuestién. Asi pues, una variedad diferenciable m-dimensional con borde es un espacio topolégico



Hausdorff con base numerable, localmente difeomorfo a H™. Si llamamos M a una de esas variedades,
se define su borde como:

OM = {p € M : existe una parametrizacién ¢ tal que p = (0, x2, ..., Tn)}.

Se comprueba mediante argumentos elementales que la anterior definicién es consistente ya que
todo difeomorfismo @ : W7 — Wy entre dos abiertos Wy, Wy C H™ preserva los bordes W, =
Win{z1 = 0}. Resulta que OM es una variedad diferenciable sin borde de dimensién dim(M) — 1.

Quizé la forma mas facil de construir variedades con borde sea la siguiente: dado un abierto
U C R™*! y una funcién suave f : U — R, si las funciones % no se anulan todas a la vez para
x € f71(0), entonces la desigualdad f < 0 define una variedad con borde dado por f = 0. Por ejemplo
tomando f(x) = ||z||?> — 1 resulta que la esfera m-dimensional S™ es el borde del disco cerrado unidad
D™*!. De ahora en adelante, a las variedades sin borde se las llamaré simplemente variedades y a las

variedades con (posiblemente) borde se las denotard J-variedades.

Es natural preguntarse si es posible clasificar todas las J-variedades diferenciables que hay (salvo
difeomorfismo). La respuesta es negativa en general? para variedades de cualquier dimensién; sin
embargo en los casos particulares en los que las variedades tienen dimensién uno y dos esta clasificacién
si es posible. Por ejemplo, en dimensién uno cualquier d-variedad compacta es difeomorfa o bien a S!
o bien al intervalo compacto [0, 1]. Por otro lado, cabe destacar que la clasificacién de las variedades
compactas de dimensién tres forma parte de uno de los campos de investigacién maés activos en las
matematicas de nuestro tiempo.

Volviendo a nuestras consideraciones iniciales, resulta que [0,1] x M es una d-variedad con borde
(0 x M)U (1 x M). Ahora si, se dird que cualquier aplicacién suave H : [0,1] x M — N es una
homotopia suave entre las funciones f = Hyy ¢ = H;. Como es usual en otras teorias que usan
homotopias, si lo anterior se cumple, se dird que f y g son hométopas y se escribird f ~ g. Como
es esperable, ~ es una relacion de equivalencia entre funciones suaves de M a N, no obstante, la
demostracién de esto es un poco mas delicada de lo usual en cuanto a la transitividad ya que el
encolamiento de homotopias suaves requiere usar funciones meseta: dado un conjunto cerrado C' de
una variedad M y un abierto A que contenga a C' siempre existe una funcién suave 6 : M — [0, 1] tal
que =1enCy6f =0 fuerade A. Tomando M = R es ficil obtener una funcién suave p : [0,1] — [0, 1]
que cumple que u=0en t < % yu=lent> % Usando esa funcion es facil pegar dos homotopias
F y G de forma diferenciable: si F; = Gy podemos definir una homotopia suave entre Fy y (G; como
sigue:

Fuon(@)sit <3 Guan(z)sit> 3.

Veamos ahora dos ejemplos donde se ilustran algunos de los conceptos anteriormente introducidos.

Ejemplo 1.1.1.  Supongamos que OM y dN son los bordes de dos 9-variedades M y N. Supongamos
que tenemos una funcién suave f : OM — ON que tiene una propiedad (P). Entonces se plantea si es
posible extender f a una funcién suave F' : M — N preservando (P). La respuesta es no, incluso en los
casos mas sencillos: un difeomorfismo f : S — S no siempre se puede extender a un difeomorfismo
F : D™l — D™+ La razén subyace directamente en el hecho de para m = 7 existen esferas
exoticas: variedades suaves homeomorfas pero no difeomorfas a la esfera estandar m-dimensional. Mas
adelante, cuando estudiemos las funciones de Morse y el Teorema de Reeb quedaré patente el porqué.
Sin embargo, la extensién si que es posible si sélo se pide que F' sea un homeomorfismo: se define
F(0) = 0 y para z € D™ distinto de cero se define F(x) = Ha:Hf(Hi—”)

2Puede demostrarse que para dim(M) > 4 el problema es tan dificil como el word problem para grupos.



Ejemplo 1.1.2. Dadas las definiciones anteriores, es natural preguntarse si es posible clasificar
modulo homotopia todas las funciones suaves entre dos variedades dadas. Aunque en general este
es un problema dificil, en este trabajo se estudiard con cierto detalle el caso de funciones suaves
f,g : S™ — S™. Como ilustracién supdngase que f,g son dos funciones suaves de una variedad
M en S™ sin antipodas, esto es, tales que f(x) # —g(z) para todo x € M. Entonces se define
Hi(z) = %. Por no tener f,g antipodas H esta bien definida. Ademas claramente es
suave, luego es una homotopia y f ~ ¢g. A partir de lo anterior es inmediato comprobar que si f
no es suprayectiva entonces es nulhomotopa: si xg no estd en la imagen de f entonces si definimos

g(z) = —xo obtenemos que f y g no tienen antipodas y por ello son hométopas.

1.2. Valores Regulares.

Como es bien sabido, la esfera m-dimensional de radio uno S™ C R™*! se define por:
S™={z e R™ 1 af + .. +22,, =1}
Ahora bien, introduciendo la funcién suave f : R™*! — R definida por:

2 2
f@1, oy Tmg1) = 27 + oo+ Ty 1,

se tiene que S™ = f~1(1). Més en general dado r # 0, f~!(r?) es una esfera m-dimensional de radio r.
El tinico punto donde la anterior construccién falla es en el 0. Esto se debe a que si z € f~1(0) = {0}
entonces se tiene que d;f = 0 no es suprayectiva. Asi pues, la siguiente definicién es natural.

Dada una funcién suave f : M — N entre dos O-variedades, se dird que x € M es un punto
critico de f si la aplicacion lineal derivada dy f : T M — Ty(,) N entre los espacios tangentes de M y
N no es suprayectiva. Es facil ver que el conjunto C'y de todos los puntos criticos de f es un conjunto
cerrado de M. Finalmente dado y € N se dird que y es un valor regular de f si éste no es la imagen
de un punto critico. El conjunto de todos los valores regulares de f se denotard Ry y por definicién es
igual a N\ f(Cy). Nétese que cuando f es cerrada entonces se cumple que Ry es abierto.

La principal utilidad que tendran los valores regulares viene dada por la siguiente proposicién:
dada una O-variedad M, una variedad N y una funcién suave f : M — N; si y € Im(f) es un valor
regular de f entonces usando el Teorema de la Funcién Implicita se demuestra que f~!(y) es una
O-variedad suave de dimensién dim(M) — dim(N) con borde OM N f~1(y) y que T f ~1(y) = ker(d, f)
para todo = € f~1(y).

Naturalmente para que los valores regulares sean utiles es necesario que haya suficientes, pero el
Teorema de Sard-Brown garantiza eso: dada una funcién suave entre dos 0-variedades: f : M — N,
los valores regulares de f forman un conjunto denso en N. De hecho, el teorema anterior dice que la
imagen de los puntos criticos f(C) tiene medida nula en N (un conjunto £ C N tiene medida nula
si para toda carta x : U C N — R" se cumple que x(U N E) C R” tiene medida nula).

1.3. Entornos Tubulares.

Es intuitivamente claro que dada una superficie S C R3, la forma de S estard intrinsecamente
relacionada con cémo varia un vector perpendicular a S en cada punto. La aplicacién (continua)
que a cada punto de S le asigna su vector perpendicular se llama aplicaciéon de Gauss. No obstante,
generalizar esta nocién para una variedad m-dimensional M C RP cuando m < p — 1 no es posible



ya que hay mas de dos vectores perpendiculares a M en RP (piénsese en un circulo embebido en el
espacio).

La forma de remediar este incoveniente serd a través de entornos tubulares. Como comienzo,
introducimos el fibrado normal de una variedad M C RP como

vM = {(z,v) eRPxRP: 2z € M,v L T, M}.

Se cumple que v M es una variedad suave de dimension p. Esto se debe a que si w: vM — M es la
proyeccién a M : (x,v) — x, entonces cada € M posee un entorno U tal que 7~ 1(U) es difeomorfo
a U x RP™™. En otras palabras, localmente los abiertos de el fibrado normal son difeomorfos a U x B
donde U C M, B C RP™™ son abiertos (véase la figura 1.1).

W
X7/

R

”(» QO

Figura 1.1: M es una curva en R%. En verde se dibuja vM 1y en rojo vML,.

Sea ahora ¥ : ¥YM — RP la funcién suave definida por ¢(z,v) = = 4+ v y para € > 0 pongamos
vM, = {(z,v) € vM : ||v|| < €}. Entonces es geométricamente natural que puntos y suficientemente
cercanos a M se puedan escribir de forma tnica como y = = + v donde z € M y v € T,M~* .
Formalmente, cf. [6], se cumple lo siguiente:

Teorema 1.3.1 (del Entorno Tubular). Dada una variedad compacta M C RP existe un € > 0 tal
que ¥ es un difeomorfismo entre vM, y el abierto U = {y € RP : dist(y, M) < €}.

Demostracion. La prueba constara de cuatro pasos:

(a) ¥ es un difeomorfismo local cerca de cada punto (z,0) € vM :

En efecto, es suficiente ver que d(; ) es un isomorfismo lineal y aplicar el Teorema de Inversién
Local. Para ello es suficiente mostrar que esa derivada es suprayectiva ya que dim(vM) = p.
Pero ¢ induce por restriccién las siguientes identificaciones:

Oarxo: M x 0= My Oypq ppo @ x TyM*+ = T, M+,

luego la imagen de d, o)V contiene a T M + T, M L = R y por ello esa diferencial es suprayectiva
como queriamos.

(b) ¥ es globalmente inyectiva en vMs para cierto 6 >0 :

En efecto, si suponemos por reduccién al absurdo que esto no es asi, entonces existirian sucesiones
(xi,vi) # (yi,w;) en vM tales que |lv;], ||ws|| — 0 y ademés 9(x;,v;) = ¥(y;, w;). Pero por ser
M compacta existirfan subsucesiones tales que z; — x y y; — y para x,y € M, entonces esto
implicaria que

0= T?(CCj,’Uj) - ﬁ(yjawj) — 19(:670) - 19(:%0) =T —Y,



luego « = y. Finalmente para j suficientemente grande tanto (x;,v;) como (y;,w;) estdn arbi-
trariamente cerca de (x,0) con lo que ¥ no seria inyectiva en ningtin entorno de (z,0).
(c) ¥ es un difeomorfismo en vM, para 0 <e < :

Sabemos por (a) que ¢ es difeomorfismo en un entorno de (z,0) digamos A,. Nétese que A,
puede ser tomado de la forma V,, X B(,) donde V; C M es un entorno de z y ademés B,(;) =
{veT,M~* :|jv| < e(x)}. Siahora recubrimos M con los V, y usamos la compacidad obtenemos
que un numero finito de abiertos Vi, ..., V}, recrubren M y que ¥ es un difeomorfismo en V; x B, .
Luego tomando € = min;{J, ¢;} queda que ¥ es un difeomorfismo en vM,.

(d) 9(wM,)=U :
La inclusién C es clara. Para el otro sentido, dado un y € U, sea z € M tal que dist(M,y) =
dist(z,y) < e. Este z siempre existe por ser M compacta y dist(,y) continua. Ahora bien, el
vector v = y — z tiene norma < ¢ y ademés v L T, M por ser x minimal. En efecto, = es el

minimo de la funcién suave z — o(2) = ||y — z|?, 2 € M, luego para u € T, M se tiene que
0=dyo(u) = —2(y — xz,u). Asi (z,v) € vM, y ¥ (z,v) = y.

Observacion 1.3.2 El teorema sigue siendo cierto también cuando M no es compacta, pero en ese
caso el € del enunciado es una funcién continua.

(1.3.3) Campo normal en un tubo alrededor de M. Como consecuencia del teorema podemos
definir la siguiente retraccion suave p : U — M como sigue

Usy=9x,v)=x+v—x.
Es decir, p = m o 9~!. Por construccién p tiene las siguientes propiedades:

(1) p(z)=xsiysélosixze M.
(2) y—ply) L Ty)yM para todoy € U.
(8) dist(y, M) = |y — p(y)| para todo y € U.

Ahora describiremos cémo, usando la retracciéon obtenida maés arriba y sus propiedades, es posible
definir un campo normal tubular a M. Este campo sera el andlogo a la aplicacién de Gauss mencionada
al principio. La idea es demostrar que para un € > 0 suficientemente pequeiio U es una O-variedad
suave de dimensién p cuyo borde por tanto es una hipersuperficie y luego definir un campo normal en
ese borde.

Para empezar, motivados por (3) definimos la funcién suave:
T:U =Ry [y o))
Ahora bien, gracias a que dyp(R?) C T),,y M y a (2), se cumple que:
grad, (7) = 2(y — p(y)),

ya que para v € T,,U = RP se tiene que:

dy7(v) = 2{v — dyp(v),y — p(y)) = 2(v,y — p(y))-



Asi pues, el gradiente es nulo si y sélo si y = p(y) y por (1) y € M. Pero para esos puntos se tiene
que 7(y) = 0, luego cualquier € > 0 es un valor regular de 7 y por ello N := {y € U : 7(y) < €} es una
O-variedad suave con borde ON = {y € U : 7(y) = €}. Ademads, grad,(7) es un campo perpendicular
en todo punto a la hipersuperficie 9N C RP. Luego podemos definir:

_ grad, (7) 1
| grad, (7)

n(y) = z(y —p(y)) para y € ON.

Figura 1.2: M es una curva en R3.

Es claro que 7 asi definido es un campo suave de vectores unitarios y normales a ON. Ademads 7
también es perpendicular a M en el sentido de que 7T},,)M C T,0N. Finalmente usando (3) vy que
dist(M,RP\U) > 0, puede elegirse un € > 0 suficientemente pequenio para que se tenga que N sea una
O-variedad compacta y ademés:

N = {z € RP : dist(z, M) < e}, ON = {z € RP : dist(z, M) = /e}.

Todo lo anterior se resume diciendo que 7 : 0N — SP~! es un campo normal en un tubo alrededor
de M.

1.4. Difeotopias.

En numerosas ocaciones se encuentran situaciones similares a la siguiente: supéngase que f : M —
R es una funcién suave con una cantidad finita de ceros {z1,...,z;} definida en una variedad suave
sin borde. Evidentemente los ceros de f pueden estar distribuidos arbitrariamente por toda M, pero
serfa mejor que todos estuvieran en un entorno coordenado U de M difeomorfo a R™. Una manera de
conseguir esto seria usando un difeomorfismo h : M — M tal que h(u;) = x; para u; € U distintos y
luego reemplazando f por foh. Sin embargo puede que haciendo esto f se viera fuertemente modificada.
Una buena opcién seria que h fuera hométopa a la identidad con lo que f o h seria hométopa a f. Asi
se puede motivar la siguiente definicién:

Una homotopia (suave) H : [0,1] x M — M se dird que es una difeotopia de M si Hy = Idys
y todas las funciones Hy; : M — M son difeomorfismos; diremos que H es la identidad fuera de un



compacto K si Hy(z) = x para ¢ K. Dada una difeotopia H se dird que dos puntos z,y € M
son difedtopos si existe una difeotopia H que es la identidad fuera de un compacto y cumple que
Hy(z) = y. Nétese que si x e y son difetopos el camino Hy(z) los une. Nuevamente, usando la funcién
meseta p de 1.1 no es dificil ver que ser difedtopo es una relacién de equivalencia entre puntos de
M. Por tanto, las clases [z] = {y € M : y es difeStopo a x} particionan M en clases de difeotopia
disjuntas. Ahora bien, supongamos que M es una variedad conexa y sea zg € M, si conseguimos
demostrar que todo punto z suficientemente cercano a xq es difedtopo a él, cf. [10], entonces se tendrd
que las clases de difeotopia son abiertas y por ello también cerradas (ya que el complemento de [z] es
la unién de las restantes clases); luego por ser M conexa, se deducird que sélo hay una de esas clases
y que por eso cualesquiera dos puntos son difeétopos.

Sea g € M y sea U C M un entorno abierto de zg difeomorfo a R™. Para obtener el resultado
mencionado en el parrafo anterior es claramente suficiente obtener lo siguiente:

Todo punto y € R™ tal que ||y|| < 1 es difedtopo al origen de coordenadas por una difeotopia H
que cumple Hy(x) = x para ||x|| > 1.

Fijemos y € B,(0) donde r < 1 y definamos ¢ = TZH Ademss, sea A : R” — R una funciéon meseta

tal que A=1en B,.(0) y A =0 para ||z|| > 1. Planteemos ahora la siguiente ecuacién diferencial:

du;
dt

= ¢ A(u1, ..., Up,) para i = 1,...,m con condicién inicial u(0) = z € R™.

Gracias a que A es una funcién suave con soporte compacto en R™ podemos usar el teorema de
existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales y obtener una tnica solucién u(t,z) definida para
todo t € R. Esta solucién cumple que u(0) = x y por ser A suave, u depende suavemente de z. Asi
pues es natural definir la funcién suave H : R x R"™ — R™ como H;(z) = u(t, x). Veamos que H es la
difeotopia requerida: antes que nada Hy(z) = u(0) = x. Segundo, por unicidad se tiene H¢(z) = = +tc
siempre que |z +tc|| < 7y astmismo que Hy(x) = x si ||z| > 1 luego se cumple que H,(0) =y ya que
llyl| < r. Y tercero y tltimo, cada H; es un difeomorfismo debido a que Hsyy = Hy o H; nuevamente
por unicidad.

Para terminar esta seccién demostramos el siguiente teorema de caracter mas general que la dis-
cusién anterior:

Teorema 1.4.1 (Lema de Difeotopia). Sea M una variedad suave de dimension mayor o igual
que dos. Sean {ax,...,ap} y {b1,...,by} dos colecciones de puntos de M y sea A un abierto conexo que
contenga a ambas. Entonces las dos colecciones son difedtopas por una difeotopia que es la identidad
fuera de un compacto K C A.

Demostracion. Por induccién en el nimero k de puntos, £ = 1 fue demostrado anteriormente; supon-
gamos el resultado para k = p — 1. Entonces existe una difeotopia F' de la variedad M \ {ap,b,} tal
que Fi(a;) = b; parai < p— 1y que es la identidad fuera de un compacto L contenido en el conexo
A\ {ap,by}. Luego podemos extender F' a una difeotopia de M como la identidad. Andlogamente
existe una difeotopia G tal que Gi(ap) = b, y que es la identidad fuera de un compacto K contenido
en el conexo A\ {a1,...,ap—1,b1,...,bp—1}. G también puede ser extendida como la identidad a una
difeotopia de M. Finalmente definimos la difeotopia H; := F; o Gy. |

Corolario 1.4.2. Cualquier coleccion finita de puntos de una variedad conexa de dimension > 2 estd
contenida en un abierto difeomorfo a R™.
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1.5. Orientaciones.

En esta seccion final resumiremos unas cuantas construcciones importantes relacionadas con la
orientabilidad. En primer lugar una orientacién ¢ en un espacio vectorial V de dimensién finita m > 1
es simplemente la elecciéon de una base B = {uj,...,u;,}, siendo dos elecciones equivalentes si el
determinante de la matriz de cambio de base es positivo, escribimos ¢ = [ug, ..., u;,| y decimos que la
base B es positiva. Claramente s6lo hay dos orientaciones posibles que seran denotadas por ( y —C y
seran llamadas opuestas.

Dicho lo anterior, recuérdese que una O-variedad M es orientable si existe un atlas A de M
de tal forma que dadas dos parametrizaciones cualesquiera de A, ¢ : U C H™ — o(U) C M y
¢:V CH™ — ¢(V) C M tales que ¢(U) N¢(V) # 0 el determinante del jacobiano del cambio de
base es positivo: det J, (¢~ 1) > 0 en todo punto x donde esté definido. Tal atlas A se llama un atlas
positivo de M.

Esto significa que dado x € M todas las bases {a%lb}z inducidas por parametrizaciones de A

alrededor de x definen la misma orientacion (, = [%] en T, M como espacio vectorial. Asi pues, dada

una J-variedad orientable M una orientacién de M es una familia 3y = {(; : © € M} donde cada (,
es una orientaciéon de T, M inducida por cualquier parametrizaciéon de A. Si M es orientable y conexa
entonces posee dos orientaciones que denotamos (s v —(pr. De ahora en adelante si M es orientable
y se ha elegido un atlas positivo se dird que una parametrizacién (y su correspondiente carta) de A es
positiva y que la base {B%i‘ « }i inducida por ella es una base positiva.

Para hipersuperficies M C RP existe una caracterizacion quizd mas intuitiva de orientabilidad:
M es orientable si y solo si existe un campo suave de vectores unitarios normales a M. Esto es
debido al sencillo hecho siguiente: la orientacién de un hiperplano vectorial de R estd completamente
determinada por la eleccién de un vector perpendicular al mismo. Cabe afiadir, que como consecuencia
del Teorema de Jordan-Brouwer (ver [5] y [14]) se puede demostrar que cualquier hipersuperficie es
orientable, luego en ese caso siempre dispondremos de campos normales unitarios.

Sea ahora una funcién suave f : M — N entre dos J-variedades orientadas de la misma dimension.
Sea x € M un punto regular de f, es decir, un punto que no sea critico, lo que en este caso significa
que d, f es un isomorfismo lineal. Entonces se dird que f preserva la orientacién en x si d, f manda
una base positiva de T;; M a una base positiva de Ty, M. Esto significa que dada una parametrizacion
positiva ¢ de M alrededor de x y una parametrizacién positiva ¢ de N alrededor de f(x) se tiene
det Jo(¢~1fp) > 0. En caso contrario se dird que f invierte la orientacién en z. Si f preserva
(respectivamente invierte) la orientacién en x € M se escribird signo,(f) = +1 (respectivamente —1).

Notese que por la continuidad del determinante jacobiano si f preserva la orientacién en x entonces
la preserva en un entorno de x. En particular si f es un difeomorfismo entre variedades conexas que
conserva la orientacién en un punto entonces la conserva en todos ellos. Como aplicacién de lo anterior,
se tiene lo siguiente:

St H es una difeotopia de una variedad orientada M entonces se tiene que todos los difeomorfismos
H; preservan la orientacion.

En efecto, la funcién ¢t — det(dy;H;) # 0 para x € M fijo es continua y ademas det(d,Hp) =
det(Idz, ar) > 0 luego aplicando el comentario anterior se obtiene el resultado.

Ejemplo 1.5.1. En R™ hay una orientacién estandar (" dada por la base estandar B. = {e1, ..., en}.
Cualquier otra base B = {v1, ..., } de R™ define la orientacién estandar si det(vy, ..., vy,) > 0.
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Ejemplo 1.5.2.  El producto de dos J-variedades orientadas M x NN se orienta como sigue: dado
(z,y) € M x N se define en T(, (M x N) =T, M x T, N la orientacion:

Clay) = [(©1,0), .05 (Um, 0), (0,v1), .., (0,v)],

donde (; = [u1, ..., ur,] es una orientaciéon de T, M y ¢, = [v1,...,v,] €s una orientacién de T,N. Se
comprueba que esta definicion es consistente.

Ejemplo 1.5.3. Dada una variedad M C R™*"! definida por la ecuacién {f = 0}, el gradiente
v: M — R™F! definido por v = grad(f) es normal a la variedad en todo punto. Luego M es orien-
table y se orienta de la siguiente forma: una base {v1,..., v} de T, M es positiva si [v(x), v1, ..., Un)
es la orientacién estandar (™1 de R™*!. Tomemos ahora M = S™ y orientémosla con el procedi-
miento descrito anteriormente. Ahora bien, dados dos puntos antipodales a y —a de la esfera, los dos
hiperplanos tangentes T,S™ y T_,S™ coinciden. Asi pues, se pueden comparar las orientaciones (, y

C—a:

Co = [ty oy ) si C™ T = [a,ug, .., U
y analogamente
(o = [V1, e U] 81 ¢ = [—a, 01, .., U]
Luego se puede tomar v1 = —u1, v2 = U2, ... ,Uym = Uy, y concluir que (_, = —(,. En otras palabras:

la esfera posee orientaciones opuestas en puntos antipodales.

Ejemplo 1.5.4.  Por ultimo veamos céomo se comporta la aplicacion antipodal f : S™ — S™
x +— —x. Por ser un difeomorfismo, f preservard o invertird la orientacién en todos los puntos si-
multdneamente, luego es suficiente calcular el signo de f sélo en un punto, digamos el polo norte
a = (0,...,0,1). Entonces f(a) = —a = (0,...,0,—1) es el polo sur y dof : T,S™ — T_,S™ es la

aplicacion lineal u — —u que manda cualquier base {uq, ..., up, } a otra {—uq, ..., —t;, }. Ahora bien, la
matriz de cambio de base de la segunda a la primera tiene determinante (—1)" y teniendo en cuenta
que T,S™ =T_,S™ = {x,,+1 = 0} pero con orientaciones opuestas, se tiene que signo,(f) = —1 si m

es par, y que signo,(f) = +1 si m es impar, para todo x € S™.

Orientacion de imagenes inversas.

Supongamos la situacién de 1.2: dada una funcién suave f : M — N entre una 0-variedad M y
una variedad N, se tiene que f~!(y) es una d-variedad suave para un valor regular y € N. Entonces se
plantea: jes posible orientar f~!(y) usando orientaciones de M y N?. La respuesta es s y el método
se inspira en el que se usé para orientar la esfera.

Si z € f~l(y), el espacio tangente L = T,f !(y) es el nicleo de d,f, y por ser la diferencial
suprayectiva, d, f restringida a un subespacio vectorial £ C T, M suplementario de L es un isomorfismo
lineal d, f|g : E — TyN. Ahora sea {vy,...,v,} una base de E que d,f mande a una base positiva de
TyN. Se define una orientacién ¢, en L de la siguiente forma: una base {u1, ..., um—n} de L es positiva
si {v1, ...y Un, UL, ooy Um—n } €S una base positiva de T, M. Es posible comprobar (véase [5]) que (, estd
bien definida y que f~!(y) es una d-variedad orientada por {(;}..

Orientacién en los bordes.

Dada una 0-variedad orientable M también OM es una variedad orientable. Es interesante estudiar
cémo orientar 0 M usando una orientacién de M. Fijada una orientacién de M, consideremos: un punto
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a € OM, una carta x : U, C M — H™ tal que x(a) = 0, un vector tangente v € ToM \ To0M y
v : I — M una curva C! tal que y(0) = a y 7'(0) = v. Entonces x o y(t) = (z1(t), ..., x;m(t)) son
coordenadas tales que v = ), xé(O)a%i\x donde 2 (0) # 0 pues dyx es un isomorfismo lineal que
manda el par T,0M C T, M al par {0} x R™~! C R™. Se dir4 que el vector v es entrante si 27 (0) > 0
y que es saliente si 2 (0) < 0. Como es usual, la definicién anterior no depende de la carta x usada.
Ademés si I = [0, €) entonces v serd entrante y si I = (—e¢, 0] entonces v serd saliente. Finalmente se
define una orientacién 9¢ en M como sigue:

g Fl%ut(l —£, 1]

A XL’Tin[U, £)

Figura 1.3: Se dibujan vectores salientes (out) y los entrantes (in).

Una base de T,0M: {uq, ..., um—1} es una base positiva de 9, si para un vector saliente v € T, M
se tiene que {v,u1,...,u;m—1} es una base positiva de (,. Como es habitual se comprueba que esta
definicién no depende de las elecciones hechas, de modo que 9 estd bien definida.
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Capitulo 2

Grado de Brouwer-Kronecker.

En este segundo capitulo se define el grado topoldgico; ésta serd nuestra principal herramienta en
el siguiente capitulo cuando definamos el indice de una singularidad aislada. Como referencias para
este capitulo recomendamos el libro de Outerelo-Ruiz [5] y el de Guillemin-Pollack [14]. En la seccién
uno se define el grado de Brouwer-Kronecker y se demuestran sus propiedades mas importantes. En la
seccion dos se dan algunas aplicaciones, incluido inevitablemente el Teorema del punto fijo de Brouwer
cf. [4]. En la siguiente seccién se trata el nimero de vueltas. Por ultimo, en la seccién cuarta se usan
varias de las ideas desarrolladas anteriormente para demostrar un caso particular del Teorema de Hopf
que serd de utilidad en el cuarto capitulo.

2.1. Definicién y propiedades fundamentales.

Sea f: M — N una funcién suave entre dos variedades orientadas de la misma dimensiéon. Dado
un valor regular y € N sabemos que para cada x € f~!(y) la aplicacién lineal d, f es un isomorfismo
lineal, luego la suma:

d(f.y) = S signo,(f)

zef~y)

tiene sentido siempre que f~!(y) sea un conjunto finito. Adem4s, le podemos dar la siguiente inter-
pretacién geométrica: si pensamos en f como una funcién que enrolla la variedad M sobre la variedad
N, la suma anterior contabiliza el nimero de veces que M pasa sobre y teniendo en cuenta el sentido

en el que lo hace.
lv
[

Figura 2.1: S' enrolldndose sobre si misma d veces a través de p(z) = 2°.

Quiz4 la mejor manera de imaginarse esto dltimo sea pensando en funciones de S' C C en sf misma,
del tipo z — p(z) = 2% para d € Z no nulo. De hecho se tiene que d(p, 20) = d para cualquier zy € S!.
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En efecto, cualquier ||zg|| = 1 tiene |d| preimédgenes, ademés la parametrizacion p(6) = (cos6,sen )
define una orientacion en la circunferencia. Entonces

0 % (cosf,send) 2 (cos(d - 0),sen(d - 0)) £> d-0.

Por tanto, signo, (p) = +1si d > 0y signo, (p) = —1sid <0.

El objetivo de esta seccion es demostrar que imponiendo restricciones adicionales sobre M y N
podemos conseguir d(f,y) sea una funcién independiente de y € N y dependiente sélo del tipo de
homotopia de f. En general esto se consigue exigiendo que N sea conexa y f propia®. Aqui, nosotros
supondremos que M es una variedad compacta. En particular cualquier f : M — N continua es propia
cuando M es compacta.

Proposicién 2.1.1 (Invarianza local). Sea f : M — N wuna funcion suave entre dos variedades
orientadas de la misma dimensidn, con M compacta. Entonces cada valor reqular yo € Ry de f posee
un entorno V,, C Ry tal que para cada y € V,, se tiene que f~1(y) es finito y el entero

d(f,y):= Y signo,(f)

z€f~1(y)

solo depende de yq.

Demostracion. Primero nétese que para cada valor regular yo el conjunto compacto f~1(yo) es discreto.
Esto es cierto ya que f es un difeomorfismo local alrededor de cada = € f~!(yo). En efecto, la derivada
d f es un isomorfismo lineal y por ello podemos usar el Teorema de Inversion Local. Escribamos pues
fY(yo) = {x1, ...,z } y sean U}, > z, abiertos disjuntos tales que f|U] es un difeomorfismo sobre un
entorno V' de yp que podemos tomar comun para cada k € {1,...,r}. Ahora bien, como f es cerrada
obtenemos que f(M \ U,Uj) es un cerrado que no contiene a yo, luego podemos tomar un entorno
conexo V' C V' de yg de tal forma que:

VN f(M\ UUL) = 0.

Asi pues f~1(V)) C UgUj, y por ello si definimos los abiertos disjuntos Uy = f~(V) N U}, obtenemos
que f~Y(V) = UpUi v que cada Uy, es difeomorfo a V por f. Nétese que se puede conseguir que V
sea difeomorfo a la bola unidad si asi se quiere. Finalmente, como cada Uy, es conexo, se deduce que
signo,.(f) es constante en cada uno de esos abiertos, de donde se obtiene el resultado. |

Observacién 2.1.2 De la proposicién anterior se deduce que d(f,-) : Ry — 7Z es una funcién
continua. Sin embargo esto no demuestra que d sea constante incluso cuando N es conexa, ya que Ry
puede no ser un conjunto conexo (véase el segundo ejemplo de més abajo).

(2.1.3) Estrategia a seguir. Hemos demostrado pues que d(f,y) es localmente constante para
y € Ry C N. Dado otro z € N regular, queremos ver que d(f,z) = d(f,y). La estrategia serd la
siguiente: si N es una variedad conexa tomaremos una difeotopia H tal que Hi(z) = y, entonces se
tendra que (Hy o f)~(y) = f1(2) y que H; o f es una homotopia suave entre f y Hj o f. Después
demostraremos que

d(f,y) = d(Hyo f,y); (2.1)

3Una funcién continua entre dos espacios topolégicos es propia si es cerrada y ademés la imagen inversa de cada punto
es un compacto.
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pero entonces, como los H; son difeomorfismos que preservan la orientacién y por la regla de la cadena

signo, (Hy o f) = signoy(, (H1) signo, (f) = signo,(f),

y por tanto se tendra que

d(Hl o f, y) = Z Signoz(Hl o f) = Z Signox(f) = d(fa Z)'

z€(Hiof) ! (y) zef~1(z)

Para demostrar (2.1) veremos que en general si F' es una homotopia e y es un valor regular de
ambas Fy y F) entonces d(Fy,y) = d(F1,y). Esta propiedad se llama invarianza homotépica de d.
Para ello es necesaria la siguiente proposicién.

Proposicién 2.1.4 (Teorema del borde). Sea M una 0-variedad compacta, orientada y de dimen-
sion m + 1 con borde OM # 0 y sea N una variedad orientada de dimensién m. Sea F: M — N una
funcion suave y sea y € N un valor reqular tanto de F' como de F|apr. Entonces:

d(Flonm,y) = 0. (2.2)

Demostracion. Escribamos f := Flay v C = F~1(y). Entonces se tiene que C es una J-variedad
compacta de dimensién 1 con borde 0C = CNOM = f~!(y). Luego se ha de tener que las componentes
conexas Iy, de C son difeomorfas o bien a circunferencias (que carecen de borde) o bien a arcos con
borde px,qx € f~(y). Entonces:

d(f.y)= Y signo,(f)=> signo,, (f)+ Y _signo, (f). (2.3)
k k

zef~y)

Por tanto, si conseguimos demostrar que signo,, (f) = — signoqk( f) habremos acabado. Con ese fin
(omitimos el indice k), orientemos I" como imagen inversa de F'. Sea t — (t) una parametrizacién de
I' tal que v(0) = py 7(1) = ¢ que induzca la orientacién elegida anteriormente. Entonces la orientacién
de Ty I" es la dada por +/(t).

Orientaciones en p.

Orientemos a OM como el borde de M. Sea {uy,...,u,} una base positiva de T,0M. Entonces
{v,u1,...,un} es una base positiva de T,M si v es cualquier vector saliente. Pero +/(0) es un vector
entrante luego podemos tomar v = —7/(0) y queda que

_7/(0),'&1, ey Um (24)
es una base positiva de T, M. Pero como 7 induce una orientacién positiva en I" se debe cumplir que
ULy ey U, Y (0) (2.5)

es una base positiva de T, M siempre que d, f mande u1, ..., u,, a una base positiva de T, N, esto es, si
signo, (f) = +1. Pero la matriz de cambio de base de (2.4) a (2.5) tiene determinante (—1)™*!. Luego
signo, (f) = +1 si y sdlo si m es impar.

Orientaciones en q.

El argumento es el mismo, pero ahora en ¢ el vector 7/(1) es saliente, luego el determinante del
cambio de base es (—1)"™. Por ello signo,(f) = +1 si y sélo si m es par.

Como m debe ser par o impar, queda que signo,(f) = — signo,(f) luego hemos terminado. |
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Ya casi estamos listos para demostrar la invarianza homotopica de d. Pero antes discutamos como
son las orientaciones en la d-variedad orientada M’ = [0,1] x M cuando M es una variedad orientada
cualquiera. Dadas sendas bases positivas {u1,...,um} y {1} de T, M y T3[0,1] = R respectivamente,
segun el Ejemplo 1.5.2 una orientacion de

T(t,:r:)M/ = ﬂ[o, 1] X T$M
es la dada por

E(t,a:) = [(1,0), (0,u1), ..., (0, um)]-

Asf pues, £ induce orientaciones 9¢; en OM' = MyU M; donde M; := {i} x M es difeomorfa a M para
i = 0,1. No obstante, a M’ siempre la orientamos con la regla del vector saliente; nétese que (1,0)
es saliente en M7 pero entrante en My luego la orientaciéon de M; coincide con la de M pero la de My
es la opuesta.

M My M,

outward

Figura 2.2: My posee la misma orientacion que M y My la opuesta.

Proposicién 2.1.5 (Invarianza homotépica). Sea F : [0,1] x M — N wuna homotopia (suave)
entre variedades orientadas de las misma dimension con M compacta. Sty € N es un valor reqular
tanto de Fy como de F| entonces se cumple

d(Fo,y) = d(F1,y).

Demostracion. Por el Teorema de Sard se puede elegir un valor regular z € N de F' arbitrariamente
cerca de y y por la invarianza local de d obtenemos

d(Fy,y) = d(Fo,2), d(Fi,y) =d(F1,z).
Ahora bien, el Teorema del Borde y el hecho de que My y M7 son disjuntas nos dan que
0 = d(F|mount,, 2) = A(F|py, 2) + d(Flary, 2)-
Finalmente la discusién anterior implica que
d(F\py, z) = d(F1,2)  d(F|my,2) = —d(Fo, 2)

de donde se deduce el resultado. [ |

De los comentarios hechos en (2.1.3) se deduce
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Corolario 2.1.6. Dada una funcion suave f : M — N entre dos variedades orientadas de la misma
dimension con M compacta y N conezxa, se cumple que el entero d(f,y) es independiente del valor
reqular y € Ry elegido.

Definicién 2.1.7 (Grado topoldgico de Brouwer-Kronecker). Con las hipétesis del corolario
anterior de define el grado de f denotado deg(f) como el entero d(f,y) para cualquier valor regular
Yy e Rf.

Observaciones 2.1.8 (1) La definicién anterior depende de las orientaciones elegidas; no obstante,
lo importante es que si invertimos la orientacién de M o de N entonces deg(f) cambia de signo.

(2) Si f no es suprayectiva entonces deg(f) = 0. [ |

Veamos ahora dos ejemplos:

Ejemplos 2.1.9 (1) Dada la aplicacién antipodal f : S™ — S™ : x +— —z vimos en el Ejemplo 1.5.4
que para cualquier z € S se cumple signo,(f) = —1 si m es par, mientras que signo,(f) = +1 si m
es impar. Luego, se tiene que deg(f) = (—1)™*%.

(2) En R? consideremos las siguientes superficies compactas

M = 2% +y? + 2* =1 ovoloide; N = 22 + y? + 22 = 1 esfera;

orientadas con su campo gradiente como en el Ejemplo 1.5.3. Sea f la funcién suave f : M — N
definida como la restriccion a M de (z,y,2) — (z,y, 2?). Nétese que como f no es suprayectiva de
la observacién anterior se deduce que deg(f) = 0. Sin embargo es instructivo hacer los célculos como
si no hubiésemos reparado en ello. Consideremos y € N valor regular de f donde y = (0,0,1) y sus
preimagenes f~!(y) = {x1,22} C M donde z1 = (0,0,1) y x5 = (0,0, —1). Entonces es facil ver que

ToyM =T,,M = {z =0}

y que
10

Consideremos entonces la base B = {ej,ea} de {z = 0} donde e; = (1,0,0) y e2 = (0,1,0). Es claro
que B es una base positiva de T,, M pero negativa de T,,M y que tanto dg, f como d,, f mandan
B a s misma. Asfmismo es ficil ver que B es una base positiva de T, N, luego signo,, (f) = +1y
signo,, (f) = —1 lo que implica que deg(f) = 0. Veamos que esto tiene la siguiente bonita consecuencia
geométrica: si w es una 2-forma de N, sabemos que f*w es una 2-forma en M (donde f* denota la
aplicacién retrogradiente) entonces se tiene que:

| rrw=des(n: [ w=o

En efecto, la forma de volumen de la esfera viene dada por
Oy = zdydz — ydaxdz 4+ zdxdy,

y la del ovoloide por

_ 1 _ 3
Qu = m(xdydz ydxdz + 2z°dxdy),
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tras un calculo, para z # 0 resulta que

’x2+y2+4z6

" Qn =h(x,y,2) - Qy para h(z,y,x) = o ,

mientras que f*Qny = 0 si z = 0. Luego vemos que los puntos criticos de f son justamente aquellos
que tienen coordenada z = 0 y que f preserva la orientacién en X, : z > 0 y la invierte en X : z < 0.
Entonces por el Teorema del cambio de variables y usando que Cy = {2%2 +y? = 1} C S? tiene medida

nula queda que
/f*w:/ f*w+/ f*w:/ w—/ w=0,
M bl ol Ty T

donde 7y = f(X4) = f(X_) es el casquete superior de la esfera. En el capitulo cuatro generalizaremos
las ideas desarrolladas en este ejemplo. Véase la Proposicién 4.3.1. |

Teorema 2.1.10 (Propiedades fundamentales del grado). El grado de Brouwer-Kronecker tiene
las siguientes propiedades:

(i) Teorema del borde. Sea M una variedad orientada y compacta de dimension m + 1, N una
variedad orientada y conexa de dimension m y H : M — N una funcidn suave, entonces
deg(H|snr) = 0.

(ii) Invarianza homotdépica. Si F': [0,1] x M — N es una homotopia entre variedades orientadas
de la misma dimension, con M compacta y N conexa, entonces

deg(Fp) = deg(F1).

(iii) Composicién de funciones. Sean M, N, N wvariedades orientadas de la misma dimension con
M,N compactas y N, N conezxas. Sean f: M — N yg: N — N funciones suaves. Entonces la
composicion go f : M — N tiene grado

deg(g o f) = deg(g) - deg(f).

(iv) Principio de no retraccién. Sea M una 0-variedad orientada y compacta con borde OM cone-
xo. Entonces OM no es una retraccion de M, es decir, no existe una funcion suave p : M — OM
que restringida a OM sea la identidad.

Demostracion. (i) Gracias al Teorema de Sard, los conjuntos Ry y Rpy,,, son (abiertos) densos en N,
luego podemos escoger un y € N que sea a la vez valor regular de H y de H|gps. Pero entonces
por el Teorema del Borde para d(H|sys, ) se deduce que

deg(H|anr) = d(Hlon,y) = 0
(ii) De nuevo por el Teorema de Sard, los conjuntos Rp, y Rp, son (abiertos) densos en N, luego

podemos escoger un y € N que sea a la vez valor regular de Fy y de Fj. Pero entonces por la
invarianza homotopica de d se deduce que

deg(Fo) = d(Fo,y) = d(F1,y) = deg(F1).

(iii) Es consecuencia de la regla de la cadena d(g o f) = dg o df y algunos célculos.
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(iv) Si existiera una retracciéon de M en 0M usando el Teorema del Borde se tendria que

0 = deg(plonr) = deg(Idaar)

lo cual es claramente absurdo.

(2.1.11) Grado para funciones continuas. Usando la invarianza homotépica del grado es posible
generalizarlo y definirlo para una clase de funciones mas amplia: las continuas. La idea es aproximar
cualquier funcién continua por una funcién suave y definir su grado como el de la aproximante. Nosotros
no haremos uso de esa construccién. Para mas detalles véase [5].

2.2. Aplicaciones.

Del principio de no retraccién de desprende el siguiente célebre teorema.

Corolario (Teorema del punto fijo de Brouwer). Cualquier funcion continua f : D™+ — Dm+!
admite al menos un punto fijo, es decir, un xq tal que f(xg) = x¢.

Demostracion. El teorema es cierto para el caso en el que f es una funcién suave ya que si f no tuviera
ningtin punto fijo podriamos definir una retraccién de D™+ en D™ = S™ de la siguiente forma:
dado cualquier z € D™+, como f(x) # z definimos

plx) = f(x) + A@)(z - f(2))

para A(z) > 0 elegido tal que ||p(z)|| = 1. Es decir, p(x) es la interseccién de S™ con la recta que
parte de f(x) con direccién [f(x),x]. Como tal retraccién no puede existir, f admite un punto fijo.
Supongamos ahora que f es s6lo continua. Sea

= mf — ) <2
e= min [f(z) -zl <

Si € = 0 hemos acabado. Supongamos pues que € > 0 y sea g : D! — R™*! una funcién suave tal
que
max —(1-% < £
veDmit lg — ( z)f” 2

Ahora bien para [|z|| < 1 se cumple
lgll < llg = (A=) FI+ 1T =) fI <1,
luego g admite un punto fijo xg, pero entonces

€ < [If (o) = @oll = £ (o) — g(wo) | = 15/ (x0) + (1 = 5)f(x0) — g(o)|| <e.
|

El Teorema del punto fijo se puede parafrasear asi: Supongamos que llenamos de agua comple-
tamente una esfera y que la calentamos durante diez minutos. Durante ese tiempo, las moléculas de
agua de dentro de la esfera se habrdn movido de forma casi impredecible; sin embargo, existe al menos
una molécula que termind su travesia justo donde la empezo.
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(2.2.1) Aplicaciones de la circunferencia en si misma.

Para finalizar esta seccion volvamos al ejemplo de las funciones de la circunferencia en si misma.
Recuérdese que habfamos obtenido que deg(z?) = d. Sea f : S! — S! una funcién suave. Sea

m:R—S! ts (cost,sent)

la aplicacion recubridora. Entonces existe una funcion elevacion f : [0,27] — R suave tal que f o
Tljo,27) = 7o [ y ademds

deg(f) f(277)2; f(o)'

En efecto, que tal elevacion existe es un resultado bésico de Topologia que se imparte en el grado (ver
[3]). Veamos que se ha de cumplir (2.6). Se tiene que

(2.6)

f(1,0) = f(cos0,sen0) = f(cos2m,sen 2m),

luego . 3
7o f(0) = mo f(2m),
por tanto f(27r) = f(O) + 27d para d € Z. Pero entonces f es hométopa a la funcién

g(t)=f(0)+t-d, te]0,2n]

y ademds g(0) = £(0) y g(27) =

~(27r) luego 7 o f es homédtopa a 7 o ¢g. Por lo tanto f o 7[j0,27) 8
homoétopa a la funcién m( f (0) +t - d) que cumple que

©(f(0)) = w(f(2m)) = w(f(0) + 2md)
y por ello d = deg(z?) = deg(f).
De lo anterior se deduce que dos funciones suaves de la circunferencia en si misma son homaétopas
si y solo si tienen el mismo el grado. Este resultado se cumple en general para esferas de cualquier

dimensién (y funciones continuas) y se conoce como el Teorema de Hopf. En las siguientes secciones
exploraremos mas este tema.

2.3. Numero de vueltas.

Definicién 2.3.1 (Ntimero de vueltas). Sea M una 0-variedad compacta y orientada de dimensién
m+ 1 con borde OM. Sea f : M — R™F! una funcién suave y sea a € R™*1\ f(OM) un valor regular
de f. Consideremos la funcién suave g : 9M — S™ definida como

@) -a
9@ = F@) —al

Se llama nimero de vueltas de f alrededor de a, y se denota w(f,a), al entero deg(g).

En el caso en el que M = S' podemos identificar f(S!) = I' con una curva cerrada en R? y nos
queda que w(f,a) simplemente cuenta el nimero de veces que I" se enrolla sobre a.
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Figura 2.3: w(f,a) para distintos valores de a.

La siguiente proposicién nos proporciona una manera ficil de calcular w(f,a).

Proposicién 2.3.2. Con las hipdtesis de la definicion anterior se verifica que f~1(a) es finito y

ademds
w(f,a)= Y signo,(f).

z€f~1(a)

Demostracion. Usando el mismo argumento que en la demostracién de la invarianza local de d obte-
nemos que f~'(a) = {z1,...,2,} y que existen abiertos disjuntos Uy > zj, tales que f|y, : Uy — B,
es un difeomorfismo sobre la bola abierta centrada en a. Sea ahora D C B, una bola cerrada maés
pequeiia de centro a con borde la esfera S, y definamos Vi, = f~1(D) N Uy. Por restriccién obtenemos
difeomorfismos

flv, : Vik = D con f(OVj) = S,.

.
S wmm=-

Nl -
L TSN g

Figura 2.4: OVy, hereda de V' la orientacion opuesta a la que tendria como borde de V.
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Noétese que ahora cada Vj, es cerrado. Definamos V' = M \ Uy, int(V}). Entonces V' es una 0-variedad
compacta con borde OV = M Uy 0V}, donde como siempre tanto M como los 0V}, estan orientados
como los bordes de V. Ahora bien, como a ¢ f(V), podemos extender g := ﬁ a todo V y por
tanto el Teorema del Borde implica que

0 = deg(glov) = deg(glonr) — Y _ deg(glov,),
k

donde hemos usado que cada AV}, hereda de V la orientacion opuesta a la que tendria como borde de
Vi. Luego tenemos que

w(f,a) = deg(glov,)-
k

Si llamamos r > 0 al radio de S, entonces gracias a que f(0Vj) = S, se cumple que

1
glov, = ;(f|avk —a),

y entonces deg(glav; ) = deg(flav;,) ya que T y x — a son difeomorfismos que preservan la orientacion.
Finalmente si signo,, (f) = +1 (o —1) entonces el difeomorfismo f|y, : Vi — D preserva (o invierte) la
orientacion. Luego la restriccién flay, : OV — S, preserva (o invierte) la orientacién y por ello tiene
grado +1 (o —1). Consecuentemente

deg(flov,) = signo,, (f),

de donde se obtiene el resultado.

2.4. Teorema de Hopf.

Ya tenemos los ingredientes esenciales para demostrar un caso particular del Teorema de Hopf el
cual nos serd de gran utilidad més adelante cuando estudiemos el Teorema del Indice. Antes necesita-
mos el siguiente lema técnico.

Lema 2.4.1. Supongamos que tenemos una funcion suave
f R ing(D™ ) - R™ T {0}

Denotemos Of == flsm y supongamos que Of : S™ — R™1\ 10} es nulhomdtopa. Entonces es posible
extender f a una funcion suave F : R™*t1 — R™+1\ {0} nunca nula.

Demostracion. Es claro que si la extension es posible, entonces el resultado sera valido también para
cualquier otro disco cerrado de radio y centro arbitrarios. Sea

Fedllz]l = n} — R™\ {0}

una extensién continua de f, suave cuando ||z|| > n para cierto 0 < n < 1. Dicha extensién puede

construirse de la siguiente forma: sea
f LR gl

una extension suave de f. Definamos la sucesién creciente y convergente a 1 de escalares

My =1— n > 1.

)

1
n
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Ahora bien, si existe algiin n > 1 tal que f no se anula en
Ap = A1 = [lzf| = mn},

entonces hemos acabado ya que podemos tomar n = 7,,. En otro caso, existirfa una sucesion de puntos
(Zn)n con 1 > ||z, || > 1—1 tales que f(zn) = 0 para todo n. Al ser DmH un compacto que contiene a
todos los x,, podemos encontrar una subsucesion (z;); convergente a un z* € D™*!. Finalmente como

L= o] = Jl2°),

tendriamos que } .
0= lim f(w) = (")

lo cual contradice nuestras hipétesis. Sea ahora € > 0 tal que n < € < 1 y ademaés

f fleqap)
Ji(x) # — lx” para € < ||z| < 1.
IF @I I ezl
Este € siempre existe por continuidad (usando un argumento andlogo al anterior) ya que
f Flty)
f@) TR g en b= ] = 1.
IF @I L E )l

Ademss, es claro que f |||x||= €s hométopa a Of luego ella misma es nulhomdtopa. En efecto, la
homotopia

0,1] x S™ = R™\ {0} (t,x) — (1—1t)- fex) +t-Of (z)
esta bien definida por la desigualdad anterior. Denotemos por
Hy : {||lz]| = €} — R™"\ {0}

la homotopia entre H; = f ||z|=e ¥ una constante Hy = cte # 0. Asf pues, definamos la siguiente
funcién suave

g+ {lzl] <1} — B™1 {0} - mwzmmmwa)

donde p > 0 es una funciéon meseta tal que

1 silz|| >
plz) = { .

0 silzl] <,

luego tenemos que para ||z|| > € se tiene g(z) = f(e |i) Ahora si, definimos la extensién buscada
F:R™H 5 RN L0} como

F(z) = p(@)f(z) + (1 p(x))g(2),

donde ¢ > 0 es una funcién meseta tal que

1 si|lz|| >4,
wm—{ o] >

0 szl <e,

para € < § < 1 cualquiera. Es claro que F es una funcién suave que extiende a f. Sélo nos falta por
comprobar que nunca es nula. En efecto, si

(@) f(a) + (1 = p(x))g(z) = 0,
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entonces necesariamente ha de ser que € < |lz|| < & y que ¢(z) # 0, 1. Pero entonces se tendria

f(x) = =Ag(z) para A > 0,

luego normalizando tendriamos que

fo) @)
IF@I lg@I’
pero en € < ||z se tiene que g(z) = f (eﬁ) lo cual contradice la eleccién inicial del e. |

Dada f : S™ — S™ suave, sabemos que si f es nulhométopa entonces deg(f) = 0. El reciproco
también es cierto y es el contenido del siguiente teorema.

Teorema 2.4.2. Si f : S™ — S™ es una funcion suave tal que deg(f) = 0 entonces f es nulhomdtopa.

Antes de la prueba veamos un corolario.

Corolario 2.4.3. Sea f : Rt — R™! una funcién suave que tenga al origen como valor regular
0 € Ry. Supongamos ademds que f~1(0) es finito y que

Z signo,.(f) = 0.

z€f~1(0)

Entonces existe una funcion suave g : R™H — R™H\ L0} tal que g = f fuera de cualquier bola
compacta prefijada que contenga a f~1(0).

Demostracion del corolario. Sea D, una bola cerrada centrada en el origen con r > 0 suficientemente
grande para que f~1(0) C int(D,). Denotemos S = dD,., entonces se tiene que 0 ¢ f(S) y por tanto

w(f|p,,0) = Y signo,(f) =0,

z€f~1(0)

donde hemos usado la Proposicién 2.3.2 en la primera igualdad. Luego por definicién del nimero de
vueltas, deg(h) = 0 donde

h:S—S™: h(x)= 7“%3”'

Por tanto h es nulhométopa. Pero h y df := f|s son hométopas como funciones de S en R™1\ {0}
luego

of : 8 — R™\ {0}

es nulhométopa y por ello del lema técnico obtenemos la funcién g requerida. |

Veamos ahora la demostracion del teorema. La idea es perturbar f ligeramente de forma que se
obtenga una funcién hométopa a ella que no sea suprayectiva.

Demostracion del Teorema. La prueba se hard por induccion en la dimensién de la esfera m. Para
m = 1 ya vimos que el resultado es cierto en (2.2.1). Supongamos pues que el resultado es cierto para
m — 1 y vedmoslo para m. Sea f : S” — S™ una funcién suave de grado nulo. Sean a,b € S™ dos
valores regulares de f, luego se cumple

fHa)nf o) =0.
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Ahora bien, la variedad S™ \ f~!(b) es conexa ya que m > 1, luego por el corolario del lema de
difeotopia existe un abierto U C S™\ f~1(b) difeomorfo a R™ que contiene a f~1(a). Nétese que
entonces se tiene que b ¢ f(U). Sea ahora

a:R™ = U

cualquier difeomorfismo y
g:S™\ {b} - R™

otro difeomorfismo tal que S(a) = 0 (la composicién de la proyeccién estereografica con una traslacién
valdria). Entonces se tiene que F := o foa«

F:R™ —R™
es una funcién suave que tiene al cero como valor regular, F~1(0) = o' (f~!(a)) es finito y satisface

Z signo, (F) = +deg(f) = 0.

z€F~1(0)

Estamos suponiendo que el teorema es cierto para m — 1 luego el corolario anterior se cumple para
funciones suaves de R™ en si mismo y por ello obtenemos una funcién suave

G:R™ — R™\ {0},
tal que G = F fuera de un compacto K O F~1(0). Definamos ahora una funcién suave
g:S™—§™
de la siguiente forma
g=f en S"\a(K) & g=p'oGoa ! en a(B),

donde B C R™ es una bola abierta que contenga a K (y por tanto a todos los ceros de F'). Nétese que
ambas definiciones coinciden en el abierto a(B) \ a(K) luego g es suave. Si conseguimos demostrar
que g es homoétopa a f y que a no esta en su imagen habremos acabado ya que cualquier funcién que
no es suprayectiva es nulhométopa.

Primero veamos que a no estd en su imagen. En efecto, si g(z) = a tendriamos que tener que
r €S\ a(K) o x € a(B). Lo primero es imposible ya que alli ¢ = f y como a(F~1(0)) C a(K)
tenemos que f~!(a) C a(K). Si se diera lo segundo tendriamos que

Goa'(z) = B(a) =0,
lo cual es imposible por la definicién de G.

Finalmente mostremos que f y g son hométopas. Es claro que F'y G son hométopas como funciones
de R™ en si mismo a través de una homotopia que podemos suponer que es igual a G = F fuera de
K. Esa homotopia define a su vez otra homotopia h; en U C S™ entre f y la funcion

BloGoa™t:U—S™\ {a,b}

que es justamente g. Ademas, hy = f = g fuera de a(K) luego podemos definir la siguiente homotopia
suave Hy : S™ — S™ entre f y ¢:
hy en U.
H, = { ! ’

g enS™\ o(K).
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Observacion 2.4.4 En el capitulo cuatro daremos una aplicacién interesante del Corolario 2.4.3.
Basicamente, bajo ciertas hipdtesis ese resultado nos permitird perturbar campos tangentes de forma
controlada para que nunca se anulen.

(2.4.5) Caso general del Teorema de Hopf. A partir del caso particular que acabamos de demos-
trar es posible probar la versién general del teorema, es decir, que

si deg(fo) = deg(f1) entonces fp y fi son homdtopas.

No obstante, para nosotros sélo serd necesario el Corolario 2.4.3. Para la demostracién completa (en
forma de ejercicios guiados) del Teorema de Hopf, véase [14]. Para otra demostracién més constructiva,

véase [5].
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Capitulo 3

Singularidades de Campos Tangentes.

En este tercer capitulo se define el indice de una singularidad aislada; esta serd nuestra principal
herramienta en el siguiente capitulo cuando demostremos el Teorema del Indice. Para las primeras dos
secciones recomendamos de nuevo [5], mientras que para las dos tultimas el libro de Milnor [11]. En la
seccion uno se define el indice de un cero aislado y se dan algunos ejemplos sencillos de su cémputo.
En la seccién dos se definen un tipo especial de campos tangentes importantes: los campos gradientes.
En la siguiente seccidén, la tres, se demuestra el lema de Morse y por dltimo, en la cuarta se da una
caracterizacién topolégica de la esfera (Teorema de Reeb).

3.1. Indice de una singularidad.

(3.1.1) Motivacién. Supongamos que queremos resolver un problema que se modeliza con la siguiente
ecuacion diferencial ordinaria auténoma

C(% = &(u) con condicién inicial u(0) = z € R™HL (3.1)

donde ¢ : R+ — R™+1 es una funcién suave, luego existe solucién y es tinica. Supongamos ademas
que la naturaleza de nuestro problema impone una ligadura de la forma

F(u) =0,

donde F : R™*! — R es una funcién suave. Es decir, las soluciones de (3.1) han de satisfacer para
todo t donde estén definidas que

tomando derivadas con respecto a t queda que

0 = (grad,(F),u) = (grad, (F),&(u)),

luego si suponemos que grad, (F') # 0 para todo x tal que F'(x) = 0 esto implica que para que nuestro
problema este bien planteado £ debe ser un campo tangente a la variedad

M =F10) = {z ¢ R . F(z) = 0}.

Supongamos ahora que m = 2y que M = S?, es decir, que F es una ligadura que obliga a todas
las soluciones u a moverse por la esfera 2-dimensional. Veamos que necesariamente ha de existir un
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r € S? tal que £(x) = 0 es decir, ¢ debe admitir al menos un equilibrio. En efecto, si este no fuera el
caso podriamos definir una funcién suave

§(x)

7]:82—>SQ: T —t

1)

que ademas cumpliria que
0= <$ ) 77(1‘»7

ya que £ es tangente a la esfera. Luego podrfamos definir una homotopia H : [0, 1] x S? — S?:
H(z) = cos(mt)zx + sen(nt)n(x)
entre la identidad x + z y la aplicacién antipodal z — —zx; pero entonces
1 = deg(x) = deg(—z) = (~1)*! = -1,

lo cual es claramente absurdo.

Asi pues, vemos que la topologia de S? obliga a cualquier campo tangente definido sobre ella misma,
a tener al menos un cero. Es claro que el argumento anterior funciona igual para cualquier esfera de
dimensién par; sin embargo, en esferas de dimensién impar es muy ficil construir campos tangentes
nunca nulos. Por ejemplo en S? uno de ellos es:

& = (—x2, 21, —24, 23).

., Qué tienen de especial las esferas de dimensién impar que hace que acepten campos nunca nulos?
La respuesta es muy simple aunque profunda: la caracteristica de Fuler de las esferas impares es nula.
El objetivo de este capitulo es el de asentar las bases para el estudio de la relacién que hay entre la
topologia de una variedad y los equilibrios de un campo tangente a ella.

Observacion 3.1.2 El hecho de que cualquier campo tangente a la esfera 2-dimensional acepte al
menos un cero se conoce popularmente como el Teorema de la bola peluda. El motivo es el siguiente:
si nos imaginamos una esfera peluda, es decir, a cada punto de la esfera se le ingerta un pelo (vector);
un campo tangente a la esfera sencillamente es un peinado (bien peinado, jno valen crestas!) que haga
que todos los pelos reposen sobre la esfera. Entonces en cualquier peinado se debe formar un remolino
(cero) en algun sitio.

(3.1.3) Indice de una singularidad no degenerada. Dada una variedad M C RY de dimensién
m recordemos que un campo tangente a M es una aplicacién suave

E:M—-RY: p—&(p) e TyM.

Asumiremos pues, que todos los campos tangentes son suaves, es decir, de clase infinito. Dada una
parametrizacién ¢ : U — ¢(U) C M sabemos que una base de T, M es la formada por las derivadas
parciales {%b}l inducidas por ¢. En nuestro caso, como la variedad estd embebida en R se tiene

que si p(z) = p entonces
0 Op
TXi‘p = dgip(ei) = o,

(z), 1<i<m,

luego podemos escribir

) = 6lo(@) = Y &) 52 (o)

i=1
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donde cada &; : U — R estd determinada de forma tnica y es una funcién suave. Consideraremos la
siguiente funcién suave inducida por &

E:U—-R™: x0 (&4(2),...,&nm(7)).

Supongamos ahora que p = ¢(z) es un cero (o singularidad) de &, es decir, &(z) = 0 para todo i.
Entonces

it () =l 0 9)er) = p(E o))

J

i=1 i=1
N9 9 06, 0

luego tenemos definida una aplicacién lineal d,§ : T,M — T,M la cual tiene matriz asociada Jo&
respecto a la base inducida por ¢. En particular el determinante de d,§ es un invariante del campo §:

det(dpé) = det(Jo), Jo& = (gj (x)) .
J ij

Asi pues, diremos que el cero p de ¢ es no degenerado si det(dy€) es distinto de cero. Esto es
equivalente a exigir que la localizacién ¢ : U — R™ sea un difeomorfismo local alrededor de z.
Nétese que esto implica que € es localmente inyectiva luego el cero p es aislado. Si p es un cero no
degenerado se define el indice de & en p como

ind, (&) = signo det(d,) = signo, (&).

Observaciones 3.1.4 Notese que que el indice de un campo es una cuestién claramente local, luego
no hace falta que M sea orientable para que la definicién tenga sentido. Asimismo si f : M — N es un
difeomorfismo local entre variedades y £ es un campo de M entonces alrededor de cada f(p) =q € N
podemos definir un campo n(q) := d,f({(p)) vy se cumple que si p es un cero no degenerado de ¢
entonces ¢ = f(p) es un cero no degenerado de 1 y ademés

ind,(n) = ind,(§).

(3.1.5) Interpretacién geométrica del indice. Sea p un cero no degenerado del campo £ de M.
Sea ¢ : U — ¢(U) C M una parametrizacién alrededor de p = ¢(z) y D C U una bola cerrada con
centro . Entonces segin la Proposicién 2.3.2, se cumple para &|p : D — R™ que

w(¢|p,0) = deg <H§H|8D> = signo,(§|p) = indy(§). (3.2)
Luego vemos que el indice simplemente es el nimero de vueltas del campo ¢ alrededor del 0. Geométri-
camente para m = 2 el indice se puede calcular asi: escéjase una circunferencia S suficientemente
pequena alrededor de 2 de tal forma que x sea el tinico cero de & dentro de S. En cada punto de S el
campo ¢ apunta en una direccién. Si comenzamos en un punto cualquiera de S y damos una vuelta
completa a S en el sentido de las agujas del reloj, el campo vuelve al mismo punto de partida con
la misma direccién con la que empezé. No obstante, en el camino por S la direccién del campo ha
ido cambiando. El indice simplemente es la suma de todas las vueltas que ha dado el campo sobre si
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mismo mientras recorria S, teniendo en cuenta que una vuelta es positiva si fue dada en el sentido de
las agujas del reloj y negativa en el otro caso.

€=m_;% (?%0) €= (z,-), JJ L&
mdogzsigono_gl: -1 ﬂ f(

Figura 3.1: Aqu? se dibujan las curvas integrales c(t) del campo §: ' (t) = &(c(t)).

La ventaja que tiene esta interpretacién geométrica es que en ningun sitio usamos que el cero sea
no degenerado; de hecho, veremos que podemos definir también el indice de un cero degenerado usando
(3.2). Antes veamos una proposicion.

Proposicién 3.1.6 (Descomposicién de ceros aislados). Sea & un campo tangente a M con un
unico cero p en el abierto 0 C M. Entonces existen un entorno abierto U de p tal que U C Q y un
campo n tangente a M que satisfacen lo siguiente:

(1) U es una variedad compacta con borde Z = U \ U.
(2) n=¢ fuera de U.

(3) 7 tiene un nimero finito de ceros en Q, todos ellos estin en U y son no degenerados.
Diremos que 1 es una descomposicion de & en p.

Demostracion. Basta hacer la demostracién para el caso en el que Q =R™, £ : R™ - R™ y p =0 ya
que el contenido de la proposicién es local. Como £ (1 < ||z]] < 2) es un compacto que no contiene al
cero podemos escoger por el Teorema de Sard un valor regular a de £ tal que

lall < [I§(@)]| para 1 < [lz] < 2.

Sea ahora € una funcién meseta 0 <6 <1 talqued =1 en |z|| <1y 60 =0en |z| > 2. Es facil ver
que si definimos n = ¢ —af y U : ||z|| < 2 se cumplen las condiciones del enunciado. |

Podemos ver ahora una caracterizacién analoga a la de (3.2).

Proposicién 3.1.7. Sea & un campo tangente a M con un cero aislado p contenido en un abierto )
correspondiente a una parametrizacion ¢ : R™ — Q. Sea 1 una descomposicion de & en p como en la

proposicion anterior. Entonces ~
. £

p*
donde € es la localizacion de & respecto a , cada p* es un cero (no degenerado) de n y Sy es cualquier

esfera suficientemente pequena centrada en x = p~1(p). Por lo tanto la suma anterior no depende ni
de la parametrizacion ¢ ni de la descomposicion ).
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Demostracién. Consideremos el abierto U C ) asociado a la descomposicién 1 y su borde Z = U \ U.
Definamos X = ¢~ !(Z) y para cada cero p* de n denotemos z* = ¢~ !(p*). Luego

2 indy:(n) = ) _signog: (1 _deg<||n||'x>:d <u§u’X>:d (anm).

p*

Donde la primera igualdad es por definiciéon de cero no degenerado, la segunda por la Proposicion
2.3.2 sobre el nimero de vueltas, la tercera porque £ = n en Z y la cuarta usando el Teorema del
Borde y un argumento enteramente analogo al usado en la demostracién de la Proposicién 2.3.2. B

Definicién 3.1.8 (fndice de un campo). Dado un campo & tangente a M con un nimero finito de
ceros, definimos el indice de £ en un cero p como

() = ds s, ).

donde ¢ es una parametrizacién con p(x) = p, S, es una esfera pequefa alrededor de z y £ es una
localizacién de &. Por la proposicién anterior el indice no depende de la parametrizacion elegida.
Ademads se define el indice total de & como

Ind($) = > ind,(€).

p

Observacion 3.1.9 Por la proposicién anterior, el indice total de cualquier campo £ coincide con el
indice total de cualquier descomposicion suya, luego siempre que lo necesitemos podremos descomponer
todos los ceros de £ y asi suponer que son no degenerados.

Ejemplo 3.1.10.  Consideremos el caso en el que M = R?. Identifiquemos como es usual el plano
con los niimeros complejos
(z,y) =x+iy =z,

y definamos el campo & tangente a R?:

2 29

Es claro que ese campo sélo tiene un cero que se alcanza en z = 0 y ademaés

d

Ind(¢) = indg(2%) = deg (H;H|S1> = deg(z?) =d.

Luego vemos que en el plano existen campos tangentes con indices de orden arbitrario. Veremos que
en general esto no puede suceder cuando M es compacta. Estudiemos un poco més en detalle el caso
en el que d = 2. En ese caso

P2 =(x4i-y)? =2y +i 22y = (2 92 22y),

luego las curvas integrales del campo ¢/(t) = £(c(t)) satisfacen que

_de _dy luego dr _Ll(z_y
z2 —y2  2xy B dy 2 '

Yy
Mediante el cambio de variables © = uy se obtiene dz/dy = u + y - du/dy y sustituyendo queda
—2udu  dy

w+1 oy

)
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luego las curvas integrales son

Figura 3.2: En la figura se dibujan las curvas integrales del campo & = 22.

Viendo la figura es claro que Ind(§) = +2. [ |

Observaciones 3.1.11 (1) El cémputo del indice de un campo es en general nada trivial. Sin
embargo, cuando el campo es plano existen algoritmos para calcularlo siempre que los dos coeficientes
del campo sean polinomios homogéneos. Para més informacién véase el capitulo tres de [15].

(2) En el caso de campos reales analiticos o complejos, técnicas de Algebra Conmutativa pueden ser
usadas para el caculo del indice. En particular, es posible expresar el indice de un campo analitico como
la signatura de cierta forma cuadratica. Para mas, véase el Teorema de Eisenbud-Levine-Khimshiashvili
o el articulo [1].

3.2. Campos gradientes.

En esta seccién estudiamos un tipo particular pero importante de campos tangentes que tienen
varias propiedades adicionales que hacen que el cémputo de su indice sea mas sencillo.

Proposicién 3.2.1 (Gradiente de una funcién). Sea f : M — R una funcién suave definida en
una variedad M C RY. Entonces existe un unico campo suave & tangente a M tal que para todo p € M
y todo v € T,M se tiene

dpf(v) = (v,&p),
donde (-,-) es el producto escalar en RY. Al campo & anterior lo llamaremos el gradiente de f y lo
denotaremos por grad(f).

Demostracion. La existencia y unicidad de & se deduce del Teorema de Representacion de Riesz ya que

para cadap € M se tiene que d, f € (T,M)*. Veamos que es un campo suave: sea ¢ una parametrizacion
de un abierto U alrededor de p = ¢(z) dado. Entonces

N~ O
£|U _Zgjail‘j’
7=1
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luego
5’90
(5 am SSD(I Z 9i ”

O(fo 0
o) (0) =y f ( 2 (x))

donde cada g;; es la funcién suave definida por

Iy e
6%( z), 5—(z)).

Ox;j

gij(z) = (

Por tanto obtenemos un sistema lineal con incégnitas &;(x). La matriz Gy de este sistema es la
matriz de Gramm de la base inducida por ¢ luego es una matriz definida positiva y por ello tiene
determinante > 0. En consecuencia podemos resolver el sistema y obtener expresiones suaves para las

& ]

Observaciones 3.2.2 (1) Si M es un abierto de R? entonces se tiene que grad(f) = (ﬁ . ﬁ).

oz’ ? Oxg

(2) Los puntos criticos de f son justamente los ceros de su gradiente.

(3.2.3) Hessiana de una funcién definida en una variedad. Sea f : M — R una funcién suave
definida en una variedad M C RY. En la proposicién anterior obtuvimos la igualdad

8937, Z glkék?

donde ¢ es una parametrizacién de M y & = grad(f). Si tomamos otra derivada, ahora respecto a z;,
queda que

82(f o 90) agzk
axjﬁxi N k +Z Zki

Supongamos ahora que p = ¢(z) es un punto critico de f, luego un cero de su gradiente; si particula-

rizamos la anterior igualdad en x queda

P(foyp) < asz
Ox; (9:32 kz:: 6%

introduciendo la matriz simétrica

Hy(fop) = <W(x)>u’

)

podemos reescribir la suma anterior en forma matricial
Hy(f o p) = G+ Juk,
y como det(G,p) > 0 obtenemos
ind,(¢) = signo det(.J,€) = signodet(H,(f o ¢)).

A los puntos criticos z tales det(H,(f o ¢)) # 0 los llamaremos puntos criticos no degenerados
de f. Nétese que estos puntos coinciden con los ceros no degenerados de £ = grad(f). Para terminar
consideremos la forma cuadrética

Qp(f) : TyM x T,M — R,
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definida por la matriz H,(f o ) respecto a la base {%(m) }i- Resulta que Q,(f) no depende de ¢: un
calculo sencillo muestra que

Qp(f)(u) = (f 07)"(0);
donde u € T,M y ~ es cualquier curva tal que v(0) = py 7/(0) = u. A la forma cuadrética anterior la
llamaremos la Hessiana de f en p. |

Observaciéon 3.2.4 Es importante enfatizar, que para que la Hessiana esté bien definida es funda-
mental que p sea un punto critico de f.

Definicién 3.2.5 (fndice de un punto critico). Sea f : M — R una funcién suave y p € M
un punto critico no degenerado de f, es decir, un cero no degenerado de su gradiente. Definimos el
indice de f en p, denotado por ind,(f), como el indice (nimero de autovalores negativos) de la forma
cuadrética Qp(f).

Del hecho de que el determinante de una matriz es el producto de sus autovalores se sigue la
siguiente proposicion.

Proposicién 3.2.6. Sea f : M — R una funcion suave y pongamos & = grad(f). Sip € M es un
punto critico no degenerado de f entonces

ind, (€) = (~1)" (0.

3.3. Funciones de Morse.

Una funcién suave f : M — R se dice que es una funcién de Morse si todos los ceros de
¢ = grad(f) son no degenerados. Entonces todos sus ceros son aislados y en caso de que haya un
numero finito (por ejemplo si M es compacta) tenemos

Ind(¢) =) indy(&) = (~1)"d),

p p

luego si denotamos por «j al nimero de puntos criticos de f de indice k obtenemos que

md(¢) = 3 (- ).

k

Veamos ahora un ejemplo donde se ilustran los conceptos introducidos.

Ejemplo 3.3.1.  Sean M = RP"™ = S™ /7, el espacio proyectivo de dimensién m y f: RP™ — R
la funcién suave definida por

m
[ P i Z cl:El2,
=0
donde los ¢; son reales todos distintos y por ello, sin pérdida de generalidad podemos suponer que
cp<c1 <...<Cp.

Vamos a demostrar que f es una funcién de Morse y calcular su indice. Para ello usamos las parame-
trizaciones inducidas por la esfera (el circunflejo indica que ) estd ausente)

o R™ 5 RP™:  (x0,...,8ky...,Tm) — [Toy..., L 1—Z$?,...,xm]
\/ 1£k
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que cubren todo el espacio proyectivo. Luego calculamos la composicién

fowr: (X0, By Tm) = ck+ > (a1 — c)ai,

1£k
y por tanto (para ¢ # k, ya que xj no estd)
A(f o pr)
DIEPR) — 9(e; — ep)as.
8@- (Cz Ck)$z

Luego igualando a cero queda que el tinico punto critico es

pk:(pk(O):[0,...,1,...,0],

donde el uno esta en la posicion k-ésima. Por tanto, variando k obtenemos que nuestra funcién f tiene
m + 1 puntos criticos, los pg, y que ademas

S on) () {0 sii# J,

Ox;0z; 2(c;i —cg) sii=yj,

luego todos los ceros py son no degenerados y ademads ind,, (f) = k; luego ay, = 1 para todo k y

Ind(f) = i(_l)k 1= {0 si m es impar,

b 1 sim es par.

(3.3.2) Existencia de funciones de Morse. Antes de seguir y mostrar lo ttiles que pueden sernos
las funciones de Morse es quizéd importante plantearse si dada una variedad M C RY va a existir siquiera
una de esas funciones. Las respuesta es afirmativa y de hecho se tiene que hay muchas funciones de
Morse: el conjunto de todos los a € RY tales que

fa: M > R:z— (x,a)

es una funcién de Morse es denso en RY. Para una demostracién véase [5]. [

Pasamos ahora a demostrar el teorema inicial de toda la Teoria de Morse.

Teorema 3.3.3 (Lema de Morse). Sea f : M — R una funcién de Morse y pg € M un punto critico
de f. Entonces existe una cartay : U C M — R™ alrededor de py con y(po) = (y1(po), - -, Ym(po)) =0
tal que

f=1mo)—yi— B+t +um

donde A = ind,(f).

Demostracion. Primero que nada, nétese que de existir una carta y como se desea, necesariamente

habria de ser que A = ind,,(f) ya que el indice es un invariante de la Hessiana de f. Ahora pasemos

a construir la carta y requerida. Como siempre con este tipo de cuestiones locales, podemos asumir

que M =R™, py =0y f(po) = 0. Ahora bien, tenemos
1

d LA of
f(a:l,...,mm)—/o y (txl,...,txm)dt—/o ;ami(tml,...,mm)mzdt

_;xz/o a—xi(tm,...,txm)dt,
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luego se tiene que
m
f1,...,zm) = Zmigi(xl, ey X)),
/[:_

donde las g; son funciones suaves tales que g¢;(0) = ng(O) = 0 ya que pp = 0 es punto critico de f. Por

tanto, si le aplicamos el razonamiento anterior a cada g; por separado obtenemos que
flz1,...,xm) = inxjhij(ml, ey Tpn)-
i,
Si ahora definimos la funcién suave 1
Hij = 5 (hij + hja),
deducimos que H;; = Hj; y que

flxy,... xm) = Z zvixjHij(x1, ..., 2m) = xTHx:C,

donde H, := (H;j(x)), ;,; €8 una matriz simétrica. Ademas, derivando y evaluando en el cero se deduce

que H;;(0) = 1 0/ L (0). Como det(Hp) # 0 (debido a que py es un cero no degenerado) podemos

20z x;
suponer, después de realizar una transformacién lineal si es necesario, que
10%f
Hi1(0) = ==—5(0) #0.
1(0) = 5 89@%( ) #

Luego por continuidad existe un entorno U; del cero donde Hip; no se anula. Definimos pues, la funcién
suave nunca nula

Gr:Up = R\{0}: Gi(z1,...,2m) = VIHi(z1,...,2m)|
Sea ahora
Yy Uy — R™

la funcion suave definida como

ZHZ
- e 5

=2
x — yj(zr) = z; para j # 1.

Un célculo sencillo muestra que el determinante jacobiano en el cero es

det (Joy) = G1(0) # 0,

luego por el Teorema de Inversién Local existe un entorno U; C U del cero donde y tiene inversa
diferenciable. Por tanto y|l~]1 es una carta alrededor del cero tal que y(0) = 0. Veamos que expresién
tiene f en esas coordenadas. Con ese fin, calculamos

(Xoimy i Hi)?

m
=+Hj 23 +2 Hy; +
" 1127 Ziﬂlxz Li oy

i=2
donde ponemos un mas si Hi; > 0y un menos si H1; < 0 en (~]1. Por lo tanto

™ xiHip)?
f=2ui+ ) waHy - (Zz_if i) _ +yi + > yiysH.
i,j>2 H i,j>2

donde ponemos un méas si H;; > 0y un menos si Hi; < 0 en Ul. Asi pues, por induccién desde k = 1
hasta k& = m obtenemos el resultado buscado. |
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Observaciéon 3.3.4 El lema de Morse nos permite dar una interpretacion geométrica al indice de
una funcién en un punto critico: simplemente contabiliza el nimero de direcciones (independientes)
en las que f decrece en un entorno del punto en cuestién. Asi, es claro que si p es un minimo local de
f entonces ind,(f) = 0 y que si es un maximo ind,(f) = m.

Figura 3.3: My es una superficie con g agujeros. Si g = 0 es una esfera y si g = 1 un toro.

Por ejemplo, la funcién altura p = (z,y, ) — h(p) = z definida en la superficie orientable M, C R3
de género g que se aprecia en la figura de més arriba, es una funcién de Morse con 2g + 2 puntos
criticos. De ellos, uno es un méximo de indice 2 y otro es un minimo de indice 0. Los restantes 2g
puntos, son puntos de silla (s6lo se decrece en una direccién) de indice 1. Luego,

Imd(¢) = > (~DFap =g+ (~1)on + ag = 1+ (-1)2g + 1 =2 — 2g,
k

donde como siempre £ = grad(h).

3.4. Teorema de Reeb.

En esta seccion daremos una pequena muestra de cémo las funciones de Morse nos pueden ayudar
a estudiar la topologia de una variedad. Para un tratamiento mas completo de la Teoria de Morse ver
[11].

Proposicién 3.4.1. Sea f : M — R una funcién suave y supongamos que f~‘[a,b] C M es un
compacto que no contiene puntos criticos de M. Entonces la 0-variedad M® es difeomorfa a la O-
variedad M® donde M* := {p € M : f(p) < x}.

Demostracion. Denotemos como siempre £ = grad(f), por hipétesis

IE@)II* # 0 para p € f~[a,b].

Sea ahora 6 : M — R una funcién meseta > 0 tal que @ =1 en f~1[a,b] y 6 = 0 fuera de un entorno
V de f~![a,b] tal que V sea compacto. Definamos ahora el campo X tangente a M como:

_ 0
1€(p) 112

X(p) -&(p).
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Es claro que X es suave y que tiene soporte compacto, luego genera un flujo completo ¢; : M — M.
Para cada p € M fijo definimos la funcién suave

t = f(ee(p)),
que cumple que

D100 = o [ e0) = (€ (@10)) . 2 010)) = (6. X)) = O(1(0),

luego f(pt(p)) es una funcién creciente y %f(got(p)) = 1 siempre que ¢;(p) € f~[a,b]. Por tanto

flee(p)) =t + f(p) cuando f(pi(p)) € [a,b]. (3.3)

Visto lo anterior, se tiene que @q_p : M — M es un difeomorfismo que transforma M? en M®. En
efecto, es suficiente ver que:

(1) pq—p manda M* a M?.
(ii) pq_p manda M\ M = f~'[a,b] a M.
(iii) ¢, ', = b manda M a M.

Nétese que (i) y (i) prueban que o, _4(M®) C M?, mientras que (iii) prueba la inclusién contraria.
Empecemos viendo (i); sea y tal que f(y) < a, entonces existe un x tal que y = pp_,(x). Luego por
ser f(p¢(x)) creciente queda

f(@) = feo(x)) < fop-al2)) = f(y) < a,
luego f(va—p(y)) < a. Veamos ahora (ii). Sea y tal que a < f(y) < by z tal que y = ¢p_,(x). Entonces
a < f(ep-alz)) <0,

luego usando (3.3) queda
b—a+ f(x) <b

y por tanto f(¢e—s(y)) < a como querfamos. Finalmente mostremos (iii); sea y tal que f(y) < a
Queremos ver que f(pp_q(y)) < b. Supongamos para llegar a una contradiccién que

flpp—a(y)) > b.

Por continuidad y por ser nuestra funcién creciente, existiria ¢’ < b — a tal que f(¢¢(y)) = b, pero
usando nuevamente (3.3) tendriamos que

b=t'+ f(y) <t' +a,

luego quedaria que ¢’ > b — a lo cual es claramente imposible. |

Definamos ahora la funcién altura en la esferas:
S™ > R:  (T1,..,Tmt1) = Tt

es facil ver que es una funciéon de Morse y que sélo posee un maximo y un minimo y ningin otro punto
critico. Veamos que de hecho esto caracteriza topolégicamente a la esfera m-dimensional:
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Teorema 3.4.2 (de Reeb). Sea f : M — R una funcién suave y M una variedad compacta de
dimension m. Si [ solo tiene dos puntos criticos no degenerados entonces M es homeomorfa a la
esfera m-dimensional S™.

>

N

Figura 3.4: M es homeomorfa a S™.

Demostracion. Al ser M compacta uno de los puntos criticos ¢ debe ser un minimo f(q) = 0 y el
otro p debe ser un méximo f(p) = 1. Por el lema de Morse, para e suficientemente pequenio tanto
M¢ = f71[0,¢] como f~1[1 — ¢, 1] son discos cerrados de dimensién m. Por la proposicién anterior M¢
es difeomorfa a M'=¢ = f=1[0,1 — ¢|. Luego M es la unién de dos discos cerrados pegados a lo largo
de su borde comun y por ello es homeomorfa a S™. |

Observacion 3.4.3 En general la M del enunciado no tiene porqué ser difeomorfa a la esfera. De
hecho, Milnor ([11]) demostré que existen variedades suaves de dimensién 7 homeomorfas a S7 pero
no difeomorfas a ella. Para ello construyé una variedad compacta que admitia una funcién suave con
s6lo dos puntos criticos no degenerados y luego demostré mediante otros métodos que la estructura
diferenciable de dicha variedad era distinta a la estandar de la esfera 7-dimensional.
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Capitulo 4

Teorema de Poincaré-Hopf.

En este ultimo capitulo se demuestra el teorema més importante de todo el trabajo: el Teorema
del Indice de Poincaré-Hopf. En la seccién uno se da una demostracion completa del teorema; poste-
riormente se define la caracteristica de Euler-Poincaré y se calcula para algunas variedades sencillas.
En la seccién dos se estudia el caso de variedades con caracteristica cero. Alli utilizamos resultados
importantes obtenidos en el capitulo dos. Para finalizar el trabajo se demuestra la bonita férmula de
Gauss-Bonnet.

4.1. Teorema del Indice.

Después de todos los preparativos hechos en los capitulos anteriores pasamos a demostrar el célebre
Teorema de Poincaré-Hopf. Es un resultado sorprendente en cuanto a que establece que el indice de
un campo con ceros aislados no depende del campo en si, sino de la variedad donde esté definido.
No sdlo eso, sino que como veremos mas adelante relaciona una cantidad analitica como es el indice
de un campo tangente con otra topoldgica como es la caracteristica de Euler de la variedad. Para la
demostracién del teorema usaremos las notaciones y los resultados obtenidos en (1.3) sobre entornos
tubulares.

Recuérdese que teniamos fijada una variedad compacta M C R? y que definfamos un tubo alrededor
de M que era simplemente la J-variedad compacta

N = {z € R? : dist(x, M) < /e}
para un € > 0 suficientemente pequenio, con borde
ON = {z € R? : dist(x, M) = \/e},

y en la hipersuperficie 0N definfamos el campo normal

1
n(x) = %

donde p : N C U — M era una retraccién suave definida en un entorno abierto U de M como
Usy=x+v+— xdonde x € M yv e T,M" . La retraccién tiene las siguientes propiedades:

(x — p(x)) para x € ON,

(1) p(x) =z siysolosize M.

(2) = —p(x) L Ty M para todo v € U.
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(3) dist(y, M) = [ly — p(y)|| para todo y € U.

Recordadas esas nociones podemos demostrar el teorema principal de este trabajo.

Teorema 4.1.1 (del indice). Sea & un campo tangente a una variedad compacta M C R? tal que
todos sus ceros sean aislados. Sea 1 : ON — S9™' un campo normal en un tubo alrededor de M.
Entonces

Ind(§) = deg(n).

Demostracion. Después de descomponer todos los ceros de £ como en (3.1) podemos asumir que estos
son no degenerados. Sea ahora la funcién suave

f:N—=>RI: zw—a—px)+£&p(x)).

Ahora bien, si f(a) = 0 entonces al ser x — p(x) y &(p(x)) perpendiculares deducimos que a = p(a) y
&(a) = 0. Luego a € M es un cero de &. Por lo tanto

(i) f = ¢ en M luego daf’TaM = du&.
(i) f=2—aen (a+ T,M*) NN luego dof|p, prr = Idp, o

De (i) y (ii) se desprende que dyf = du§ ® Idp, 3,1 y por tanto det(d,f) = det(d.§) # 0, luego
0 € Ry es un valor regular de f. Si ahora usamos la Proposicién 2.3.2 sobre el nimero de vueltas
queda:
f

w(f,0) = deg <\3N> = Z signo, (f) = Z signo, (¢) = Ind(¢&).
171 a€f=1(0) a€€=1(0)

Sélo nos queda por ver que w(f,0) = deg(n), pero eso es cierto ya que las funciones ﬁ\a]\; y 7 son
homoétopas al no tener antipodas (ver Ejemplo 1.1.2): si para x € ON se tuviera que

_ S
171l

entonces tendriamos que para A\(x) = /e || f(x)|| > 0 se cumpliria

—A@)(x = p(x)) = = — p(x) + £(p(x))

—n(x) (z),

y por tanto
§(p(x)) = —=(1+ A(@))(z — p(2)),

lo cual es claramente imposible para x ¢ M. |

Definicién 4.1.2 (Caracteristica de Euler-Poincaré). Dada una variedad compacta M se define
su caracteristica de Fuler-Poincaré como el entero

x(M) = Ind(§),

donde £ es cualquier campo tangente a M con todos sus ceros aislados.

Observaciones 4.1.3 (1) En el capitulo anterior vimos que hay muchas funciones de Morse para
cualquier variedad dada, luego la definicién no es vacua.

(2) De la definicién del indice de un campo se deduce que la caracteristica de Euler-Poincaré de M
es un invariante diferencial de la variedad, es decir, si M y M’ son difeomorfas entonces x (M) = x(M’).
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(3) Puede demostrarse que la caracteristica de Euler-Poincaré arriba definida coincide con la defini-
ci6n usual en funcién de los grupos de homologia de la variedad (ver [8]). Por tanto, no sélo obtenemos
que es un invariante diferencial de la variedad sino que también es un invariante topoldgico. Veamos
una demostracion geométrica de este hecho triangulando M?. Para fijar ideas supongamos que M
es una superficie. Al ser M compacta, podemos suponer que la triangulacién es finita. La definicién
clasica de caracteristica de Euler es

X'(M)=V — A+ F,

donde V es el ntimero de vértices de la triangulacion, A el nimero de aristas y F' el nimero de caras.

Figura 4.1: Curvas integrales de £&. Cada punto B es uno de los vértices
de nuestra triangulacion, cada punto C' estd dentro de una cara y cada
punto D estd contenido en una arista.

La idea ahora es construir un campo tangente ¢ que tenga indice total igual a x/(M). Para ello
consideramos el campo tangente que tiene como curvas integrales las indicadas en la figura de mas
arriba (sélo se muestran dos de los tridngulos de la triangulacién). De esa manera cada punto B es un
atractor de indice 4+1, cada C un repulsor de indice +1 y cada D un punto de silla de indice —1. Asi
pues, cuando hacemos la suma de todos los indices queda

X(M)=Tnd(§) =) (+1)+ > (1) + ) (+1) =V — A+ F = y'(M).
B D C

[ |
En el capitulo anterior obtuvimos que si M es una variedad compacta de dimensibon my f: M — R
una funcién de Morse entonces para £ := grad(f)

Imd(¢) = 3 (-1,

i
o

donde «ay, es el nimero de puntos criticos de f de indice k, luego

La anterior es una igualdad bastante importante, en cuanto que relaciona la topologia de una
variedad con los puntos criticos de cualquier funcién de Morse definida sobre ella. Cabe destacar, que
es parte de las famosas desigualdades de Morse (de hecho es la tnica igualdad) que se enuncian
de nuevo en término de los grupos de homologia de M. Veamos ahora algunos ejemplos.

4Es posible demostrar que cualquier variedad suave puede ser triangulada.
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Ejemplos 4.1.4 (1) x(S™) =14 (—1)™. En efecto, la funcién altura del capitulo anterior es una
funcién de Morse que solo tiene como puntos criticos al polo norte (méximo de indice m) y al polo
sur (minimo de indice 0).

(2) Del Ejemplo 3.3.1 y de la definicién se deduce que

0 si m es impar,

1 sim es par.

X(RP™) = {

(3) X(T™) = 0 donde T™ = S' x ... x St es el toro m-dimensional. En efecto, esto es debido a que
en toro existen campos tangentes nunca nulos.

(4) x(My) = 2 — 2g donde M, es la superficie orientable de género g. En efecto, en (3.3.4) vimos
que el gradiente de la funcion altura tenia indice total 2 — 2g. ]

4.2. Existencia de campos tangentes nunca nulos.

Sea M una variedad compacta de dimensién m y £ un campo tangente a M con todos sus ceros
aislados. De nuevo, podemos suponer (después de una descomposicién) que todos sus ceros son no
degenerados. Ahora bien, —¢ también es un campo tangente a M y es muy facil ver que

Ind(—€) = (—1)" Tnd(€).
Pero por el Teorema del Indice, Ind(—¢) = Ind(&), luego se ha de cumplir que
Ind(§) = (—=1)™ Ind(¢),

pero si m es impar, esto implica que
x(M) = 0.

Nétese que esto concuerda con los ejemplos de la seccién anterior. El siguiente teorema nos dice que
de la nulidad de la caracteristica de Euler-Poincaré se puede deducir mucho mas.

Teorema 4.2.1. Sea M una variedad compacta tal que x(M) = 0. Entonces existe un campo X
tangente a M nunca nulo.

Demostracion. Sea & un campo tangente a M tal que Ind(§) = 0. De nuevo, podemos suponer que
todos sus ceros son no degenerados. Por el corolario del lema de difeotopia podemos encontrar un
abierto U C M difeomorfo a R™ que contenga a todos los ceros {p1,...,pn} de & Sea ¢ : U — R™ un
difeomorfismo y consideremos el campo

¢:R™—R™

definido por () = dpp(§p). Por definicién, los ceros de ¢ son no degenerados y son justamente
{e(p1),--.,¢(pn)}. Sea ahora B C R™ una bola cerrada suficientemente grande para que los contenga
a todos. Sabemos que Ind(¢) = Ind(§) = 0, luego por el Corolario 2.4.3 podemos encontrar un campo
nunca nulo

n:R™ — R™

tal que nn = ¢ fuera de B. Definimos pues el campo tangente a M:

X — gp Sip%sp_l(B)v
P dey ) sip=o i (z) €U
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Nétese que en el abierto U \ ¢ ~1(B) tenemos que

deO*l(??x) = da:()oil(gp(p)) = dxsoil (dp@(gp)) = &ps

luego ambas definiciones coinciden por lo que X es un campo suave. Ademads claramente X es nunca
nulo, luego hemos acabado. n

Para finalizar esta seccién damos una aplicacién interesante del teorema anterior, cf. [7].

Proposicién 4.2.2. Sea M es una variedad compacta tal que x (M) = 0, entonces eziste una funcion
suave f: M — M sin ningun punto fijo que es homdtopa a la identidad.

Demostracion. Sea X un campo tangente a M nunca nulo y p una retracciéon suave como en la seccién
(1.3). Por ser M compacta, la funcién continua

M—-R: z- || X(2)

alcanza su maximo, luego dado el € > 0 del teorema del entorno tubular, existe un ¢ > 0 tal que
leX (z)|| < e. Por ello, la funcién suave

F:[0,1]xM — M: F(tz)=plx+tcX(x))

estd bien definida y define una homotopia entre la identidad Fy y una funciéon f := F} sin ningin
punto fijo, ya que en caso contrario
v = plz+ cX (@)

implicaria que c¢X(z) es a la vez un vector normal y tangente a M, lo cual es imposible ya que X
nunca es nulo. |

4.3. Formula de Gauss-Bonnet.

En esta seccién demostraremos la célebre férmula de Gauss-Bonnet que relaciona de forma bastante
sorprendente la topologia de una variedad con su curvatura integra. Para ello necesitamos antes algunos
preparativos. El primero de ellos serd una generalizacion del Teorema de Cambio de Variables que ya
fue intuido en el Ejemplo 2.1.9. Para la demostracién usamos ideas del libro [2].

Proposicién 4.3.1. Sean M y N dos variedad compactas y orientadas de la misma dimension m y
sea f: M — N una funcion suave entre ellas. Entonces para cualquier m-forma diferenciable w de N

se cumple que
| ro=desn) [ w
M N

donde f* denota la aplicacion retrogradiente
frwz(vi, .oy vm) = W) (de f(v1), - da f(vm))-

Demostracion. Igual que en la demostracién de la invarianza local del grado (Proposicién 2.1.1) para
cada y € Ry escribamos f~'(y) = {1,...,2,}. Entonces por el mismo argumento que alli se did,
existen Uy > xy abiertos disjuntos tales que f|Uy es un difeomorfismo sobre un entorno V' de y tal que
V) = UgUy. Al ser f|Uy un difeomorfismo el Teorema del Cambio de Variables nos dice que

ffw = signodet(dy, f) - /

v

w:d(faxk)’/ w,

Uy v

45



luego sumando

y como los Uy son disjuntos

/f o £ = dest) / (4.1)

Nétese que la igualdad anterior se cumple también para cualquier subconjunto £ C V' (medible) donde
la integral tenga sentido. Ahora bien, el abierto Ry = IV \ f(Cf) es una subvariedad de N, luego del
recubrimiento por abiertos {V, }yer, podemos extraer un subrecubrimiento numerable {V}, },en. Que-
remos obtener un recubrimiento por conjuntos disjuntos dos a dos, para ello, realizamos lo siguiente:

Wii=Vi, Wo=W\Wi, ... W,=V,\U_W,
Luego obtenemos una familia de conjuntos disjuntos dos a dos {W,}en tales que
U2 W =Ry y W, CV, paratodonéeN.

Ahora bien, el Teorema de Sard nos dice que f(Cf) C N tiene medida cero, luego

/]V N\f(Cf) Rf U;‘;le‘ ; Wj

Asimismo, en los puntos criticos x € Cy de f se tiene que d,f no es suprayectiva luego si v1,..., vy
son linealmente independientes, se tiene que

f*wx(vlv s ,’Um) = wf(x)(dmf(v1)7 s 7diﬂf(vm)) =0

Ju = fie, T

U2 fH W) = f7H (U5 W) = fH(Ry) = M\ Cy

juntando todo lo que tenemos llegamos a

o= [ fo=Y [ ru=3de): | o
/M\Cf Uiz f (W) ]Z; f=1W5) JZ; w;

J

y por tanto

Finalmente, como

de donde se desprende la igualdad buscada. |

(4.3.2) Curvatura de Gauss. Sea M C R™*! una hipersuperficie compacta y orientada y v : M —
S™ un campo de vectores unitarios normal a M compatible con su orientacién. Entonces

T,()S™ = hiperplano perpendicular a v(z) =T, M,
luego podemos considerar el endomorfismo
dyv : TeM — T, S™ =T, M,
y por tanto definimos la curvatura de Gauss en z € M como

K(z) = det(dyv).
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Geométricamente K (z) mide la forma en la que se curva M alrededor de x. Recuérdese ahora que la
forma de volumen canénica de cualquier hipersuperficie M con un campo normal v es

() (V1. om) = det(v(x),v1, ..., V)

para vi,...,v, € T,.M. Entonces se tiene que

(V" Qsm )z (v1, - -y vm) = (Qsm )y @) (dev(v1), - - - dat (Vi)
=det(v(z),dyv(v1),...,dsv(vm)) = (Qar)z(dzv(v1), ..., dgv(vn))
= det(dyv) - (Qpr)z(v1, -y om) = K(z) - (Qa1)z(v1, -5 Um),

y por lo tanto
V*ng = KQM

Finalmente si aplicamos la proposicién anterior llegamos a que
K ::/ KQu :/ v Qgm = deg(v) / Qgm = deg(v) - vol,, (S™).
M M sm

La K arriba definida se denomina la curvatura integra de M. Veremos cuando m es par, es un
invariante topoldgico de M. Para ello, solo nos falta calcular deg(v) y ya tendremos la férmula que
buscamos. La siguiente proposicién nos da la respuesta.

Proposicién 4.3.3. Sea M C R™! wuna hipersuperficie compacta y orientada y v : M — S™ un
campo de vectores unitarios normal a M compatible con su orientacion. Entonces

X(M) = 2deg(v)
siempre que m sea un entero par.

Demostracion. Sea N el tubo alrededor de M descrito al inicio de este capitulo. Recuérdese que IV es
una O-variedad compacta con borde

ON = {x € R™! : dist(z, M) = \/e}

para € > 0 suficientemente pequeno, y que tenemos definido un campo de vectores unitarios n normal

a ON dado por
1
n:0ON —S": n(x)=—(xz— p(z)) para z € ON,

NG

donde p: N C U — M es la retraccion suave definida en un entorno abierto U de M como U 3 y =
z+v+— x donde x € M y v € Tp,M*t. Ahora bien, al ser M una hipersuperficie, tenemos que ON
consiste en dos copias disjuntas M4 y M_ de M. En efecto, para cada x € M hay exactamente dos
puntos a distancia /e de x:

{M =z +ev(z), luego n(zy) = v(x), (4.2)

- =x—Jev(z), luegon(z_)=—v(z),

luego = = p(xz4) = p(z_). Hacemos notar que n(z+) = £v(z) se deduce por definicién. Por ejemplo,

n(zy) = =@y = pley)) = =(Ver(@)) = v(z).
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Figura 4.1: ON consiste en dos copias disjuntas My y M_ de M.

Asimismo, las expresiones en (4.2) nos garantizan que p induce dos difeomorfismos My, M_ — M
con inversas alli descritas. Las derivadas de esas inversas son

Id +ved,v e Id —/ed,v.

Veamos que que p preserva la orientacién en M, y la invierte en M_. En efecto, mostremos primero
que el difeomorfismo f_ := (p|ps_)~! invierte la orientacién. Sea v1, ..., v, una base positiva de T, M,
por ser v compatible con la orientaciéon de M se cumple que

det(v(z),v1,...,vm) >0,
queremos ver que f_ invierte la orientacién, es decir

det(n(x_),dgf—(v1),...,dzf—(vm)) < 0;

pero ese determinante es igual a

det(—v(x),v1 — Ve - dev(v1), ..., 0m — Ve dev(vy)) = —det(v(x),v1, ..., vm) + O(Ve).

Luego si elegimos e_ > 0 suficientemente pequenio podemos conseguir que el determinante sea negativo
y por lo tanto que p invierta la orientacién en M_. Andlogamente se comprueba que para e; > 0
suficientemente pequetio fy := (p|ar, )~ " preserva la orientacién. Luego tomamos € = min{e_, e }.
Finalmente, escribamos

77|M+ = I/Op|M+,

Ny =oovoplu,
donde

c:S"—=>S":z— —x
es la aplicacién antipodal que tiene grado deg(c) = (—1)™*!. Por tltimo, usando que el grado de la
composicién de funciones es el producto de los grados y que m es par queda

deg(n) = deg(n|ar,) + deg(nfrr_)
= deg(v o pla ) +deg(oovop|y.)
= deg(v)(+1) + (—1)" " deg(v)(—1) = 2deg(v).

Para acabar nétese que por el Teorema del Indice tenemos que x(M) = deg(n), luego se sigue el
resultado. |
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Finalmente, después de todo el trabajo realizado, llegamos a la famosa férmula de Gauss-Bonnet
para hipersuperficies compactas y orientadas M C R™*! de dimensién par:

/ KO = %volm(Sm)X(M)
M

Esta es una férmula notable en cuanto que relaciona dos cantidades en principio dispares, como son
la curvatura integra y la caracteristica de Euler-Poincaré. Geométricamente la férmula nos dice que
si dos hipersuperficies de dimensién par son difeomorfas entonces sus curvaturas integras coinciden.

Figura 4.2: La curvatura de Gauss del toro anudado es muy diferente a la del
toro de revolucion, pero al integrarlas las diferencias de compensan y dan
lugar al mismo resultado.

Por ejemplo, la superficie T' que se muestra en la figura es un toro anudado, luego por ser difeomorfa
al toro S! x S' se tiene que x(7T') = 0. Por tanto la férmula nos da que

/KQT:O,
T

un resultado destacable por si mismo, que seria casi imposible de obtener por otros métodos.

(4.3.4) Comentarios finales. La férmula anterior no se cumple para hipersuperficies de dimensién
impar, basta tomar M = S3. También es interesante comentar que existen generalizaciones del teorema
que no requieren que la variedad sea una hipersuperficie de R™*! ni que sea orientable, aunque si que
tenga dimensién par. La méas notable de ellas se conoce con el nombre de Teorema de Chern-Gauss-
Bonnet (ver el articulo original [13] para una demostracién general y el libro [12] para una demostracién
mds elemental para el caso dim(M) = 2).
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