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ABSTRACT

En este trabajo expositivo se presentan algunas relaciones entre las dos ramas
de las matemáticas mencionadas en el t́ıtulo. En particular, mostramos algu-
nas propiedades cohomológicas de la descomposición “non-saddle” de un ANR
compacto. También se presenta un estudio, basado en la teoŕıa de la forma, de
los entornos aislantes de conjuntos invariantes aislados, del cual se obtiene una
caracterización de los atractores y algunos resultados nuevos sobre dualidad de
Lefschetz del ı́ndice de Conley. Finalmente estudiamos las ecuaciones de Morse
para una descomposición de Morse de un conjunto invariante aislado.
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Introducción

El presente art́ıculo es una continuación de [19] y en él hacemos una exposición con-
junta de resultados de los autores, recientemente publicados en otros lugares, que
presentamos aqúı sin demostración. Todos ellos tienen el nexo común de estable-
cer relaciones entre dos ramas de las matemáticas (las mencionadas en el t́ıtulo del
art́ıculo) en principio distantes pero que en años recientes han tenido fruct́ıferas inte-
rrelaciones.

Las consideraciones generales que se hacen en la introducción de [19] son válidas
en el art́ıculo presente. Asimismo, pueden ser útiles, para la lectura de este art́ıculo,
la breve introducción a la teoŕıa de la forma que se hace en [19] y las nociones básicas
sobre sistemas dinámicos que alĺı se exponen. También se puede encontrar una buena
exposición de nociones básicas y resultados en teoŕıa de la forma, adaptada para una
audiencia general, en el art́ıculo de Kapitanski y Rodnianski [31] (véase [17, 25, 46, 47]
para aplicaciones de esta teoŕıa a los sistemas dinámicos). Para más información sobre
teoŕıa de la forma recomendamos consultar los libros de Borsuk [6], Cordier y Porter
[13], Dydak y Segal [14], Mardešić [34] y Mardešić y Segal [35], y para información
sobre sistemas dinámicos sugerimos la monograf́ıa de Hale [26] y los libros de Bathia
y Szego [2], Robinson [41] y Temam [53].

Otro objetivo del presente art́ıculo es ofrecer referencias bibliográficas sobre algu-
nos de los trabajos más significativos en el mencionado tema, aunque no todos los
art́ıculos citados en la bibliograf́ıa se tratan en el presente art́ıculo o en [19].

La clave de la utilidad de la teoŕıa de la forma para el estudio de los sistemas
dinámicos es el hecho de que espacios con estructura local irregular aparecen no
sólo en matemática pura, sino también en la formulación matemática de fenóme-
nos naturales, por ejemplo solenoides o el atractor de Lorenz (véase [54] como una
referencia reciente).

Algunos invariantes importantes de la teoŕıa de la forma son la homoloǵıa de
Čech, los grupos de cohomoloǵıa y los grupos “shape”. Estos últimos coinciden con
los grupos de homotoṕıa para espacios con buen comportamiento local como poliedros
o variedades.

Existe una familia especial de resultados en teoŕıa de la forma llamados teoremas
del complemento. Se podŕıa decir que el primero de estos teoremas se debe a Borsuk,
que probó que dos continuos en R

2 tienen la misma forma si y sólo si dividen al
plano en el mismo número de componentes. Más tarde, Chapman [7] probó que dos
compactos (sumergidos apropiadamente) en el cubo de Hilbert tienen la misma forma
si y sólo si sus complementos son homeomorfos. Existen otros resultados en dimensión
finita [8, 16, 29, 30]. Algunos de aquellos resultados son interpretados en términos de
dualidad atractor–repulsor en sistemas dinámicos [21].

Por otra parte, Robinson [42] usa resultados de Geoghegan y Summerhill [16]
sobre la forma de compactos finito dimensionales, combinados con otros resultados,
para mostrar que existe una ecuación diferencial en un espacio eucĺıdeo, con algunas
propiedades dinámicas especiales.
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1. Ecuaciones de Morse–Smale de descomposiciones “non-saddle”

La mayoŕıa de los resultados obtenidos en el ámbito de la aplicación de la teoŕıa de la
forma a los sistemas dinámicos conciernen a los atractores. Sin embargo, existe una
clase más amplia de conjuntos, que contiene a los atractores y a los repulsores, con
propiedades similares. Ésta es la clase de los conjuntos “non-saddle”. Sus estructuras
topológicas han sido estudiadas en [21].

Sea K un conjunto invariante compacto de un flujo ϕ : M×R −→ M en un espacio
métrico localmente compacto M . Se dice que K es un conjunto invariante aislado si
existe un entorno compacto N de K en M tal que K es el máximo subconjunto
invariante de N . En este caso, se dice que N es un entorno aislante para K en M .

Se dice que un conjunto K ⊂ M es un conjunto “saddle” si existe un entorno
U de K tal que todo entorno V de K contiene un punto x ∈ V con γ+(x) �⊂ U y
γ−(x) �⊂ U . Se dice que K es “non-saddle” si no es un conjunto “saddle”, i.e., si para
todo entorno U de K existe un entorno V de K tal que para todo x ∈ V , γ+(x) ⊂ U
o γ−(x) ⊂ U .

Atractores y repulsores son ejemplos de conjuntos “non-saddle”.
En [21] (véase también [19]) se demostró el siguiente teorema que caracteriza la

forma de los conjuntos “non-saddle”. La demostración del teorema usa el hecho de
que los ANRs compactos tienen el tipo de homotoṕıa de poliedros finitos [55].

Teorema 1.1 Sea K un conjunto aislado “non-saddle” del flujo ϕ : M × R −→ M ,
donde M es un ANR localmente compacto. Entonces K tiene la forma de un poliedro.

En general, los conjuntos invariantes aislados no tienen por qué tener la forma de
poliedros finitos (véase [21] para algunos ejemplos).

Se dice que un conjunto invariante aislado K es regular si existe un entorno aislante
N tal que si x ∈ N , t ≥ 0 y xt ∈ N entonces x[0, t] ⊂ N . Esto equivale a decir que
las órbitas que abandonan N nunca regresan. El entorno N anterior también recibe
el nombre de regular.

En el siguiente teorema [21] se introdujo la noción de dual de un conjunto aislado
regular “non-saddle”.

Teorema 1.2 Sea K un conjunto aislado regular “non-saddle” del flujo ϕ : M ×
R −→ M , donde M es un espacio métrico compacto. Sea L el conjunto de todos
los puntos x ∈ M tales que ω+(x) �⊂ K y ω−(x) �⊂ K. Entonces L es también un
conjunto aislado regular “non-saddle”. Se dice entonces que L es el dual de K.

Además, L es no vaćıo si K �= M .

El par (K,L) formado por un conjunto y su dual generaliza la noción de par
atractor–repulsor.

Recordamos un último resultado de [21] en el que, aplicando algunos teoremas
de complemento clásicos en teoŕıa de la forma de Ivanšić, Sher y Venema [29, 30],
se prueba que, bajo condiciones apropiadas, la forma de un conjunto aislado regular
“non-saddle” determina completamente la de su dual.
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Teorema 1.3 Sean K1 y K2 conjuntos aislados regulares “non-saddle” de los flujos
ϕ1, ϕ2 : M×R −→ M , donde M = Sn o, más generalmente, una n-variedad compacta
lineal a trozos. Supongamos que K1 y K2 satisfacen las hipótesis del teorema de
Ivanšić–Sher–Venema [30] o del teorema de Ivanšić–Sher [29]. Entonces, si Sh(K1) =
Sh(K2), los conjuntos duales L1 y L2 también tienen la misma forma. En particular,
si K1 y K2 son atractores con la misma forma, entonces sus repulsores duales tienen
la misma forma también.

En esta sección veremos algunas propiedades cohomológicas de la descomposición
“non-saddle” de un ANR compacto, M . Mostramos, en particular, algunas desigual-
dades en el esṕıritu de las ecuaciones de Morse–Smale para pares atractor–repulsor
(véase [9]). Estas desigualdades afectan a los rangos del ı́ndice de Conley coho-
mológico y también a los de un nuevo invariante cohomológico introducido en [20].
En ese mismo art́ıculo se introduce también la noción de descomposición de Morse
ćıclica y se prueba que estas descomposiciones admiten filtraciones por conjuntos
“non-saddle”. Estas filtraciones se pueden usar para obtener ecuaciones de Morse–
Smale que generalizan las estudiadas por Kapitanski y Rodnianski para una descom-
posición de Morse de un atractor global [31]. La teoŕıa de la forma juega un papel
importante en el cálculo de todos los invariantes numéricos y polinomios que aparecen
en estas ecuaciones.

Recomendamos el art́ıculo de Bhatia [1] para más información sobre las propieda-
des básicas de los conjuntos “non-saddle”, y los art́ıculos y libros de Conley [9, 10],
Conley y Easton [11], Robbin y Salamon [40], Rybakowski [43] y D. Salamon [45] para
información sobre el ı́ndice de Conley.

Sea ϕ : M × R −→ M un flujo en un espacio métrico compacto M . Sean K
y L conjuntos aislados regulares “non-saddle” del flujo. Se dice que (K,L) es una
descomposición “non-saddle” de M si L es el dual de K.

En esta sección veremos un teorema que relaciona la cohomoloǵıa de M con la de
una descomposición “non-saddle”. Se aplicará el siguiente lema.

Lema 1.4 Sea (K,L) una descomposición “non-saddle” de un espacio métrico com-
pacto M . Entonces existe una aplicación

h : M −→ S1 =
[−1, 1]
{−1, 1}

tal que h−1(0) = K, h−1([1]) = L y h(xt) < h(x), para todo x �∈ K ∪ L y todo t > 0.

Sea ahora (K,L) una descomposición “non-saddle” de M . Consideremos la va-
riedad inestable de K, definida como el conjunto Wu(K) = {x ∈ M | ω−(x) ⊂ K}.
Entonces h(Wu(K)) = (−1, 0]. Considérense dos secciones W1 = h−1(a) (0 > a >
−1) y W2 = W1t0 (t0 > 0)
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K��
��

L��
��

� �

��
W1

µ(K)

W2

Considérese µ(K) =
(
W1[0, t0]
W1 ∪W2

, [W1 ∪W2]
)

, donde µ(K) es un espacio punteado

cuyo tipo topológico no depende de las elecciones hechas. De hecho, µ(K) se puede

entender como el espacio punteado
(

W × [0, 1]
W × {0, 1} , [W × {0, 1}]

)
, donde W es una

sección de Wu(K) \K.
Considérese, por otro lado, el ı́ndice de Conley h(L) de L. El ı́ndice de Conley de

un compacto invariante aislado se define como sigue: Sea (N,N0) un par ı́ndice para
L en M . Si tomamos el cociente N/N0 entonces el punto correspondiente a la clase de
equivalencia de N0 se denotará por ∗ (nótese que N/∅ se obtiene de N añadiendo el
punto aislado ∗, i.e. N/∅ = N ∪{∗}). La clase de homotoṕıa (punteada) de (N/N0, ∗)
es el ı́ndice de Conley de L y se denota por h(L) (véase [9] para detalles).

Usando el lema anterior se puede probar el siguiente teorema que relaciona la
cohomoloǵıa de Čech del espacio global M con la de los espacios anteriormente defini-
dos. Denotamos por WK y WL las secciones (compactas) de Wu(K)\K y Wu(L)\L
respectivamente.

Teorema 1.5 Sea (K,L) una descomposición “non-saddle” de un ANR métrico com-
pacto, M . Entonces existe una sucesión exacta

· · · −→ Ȟn−1(WK) ⊕ Ȟn−1(WL)
−→ Ȟn(M) −→ Ȟn(K) ⊕ Ȟn(L) −→ Ȟn(WK) ⊕ Ȟn(WL)
−→ Ȟn+1(M) −→ · · ·

En particular, para todo n se tiene

rg Ȟn(M) ≤ rg Ȟn(K) + rg Ȟn(L) + rg Ȟn−1(WK) + rg Ȟn−1(WL)

Además, las dos siguiente desigualdades también se cumplen:

rg Ȟn(M) ≤ rg Ȟn(K) + rg Ȟn(µ(K)) + rg Ȟn(h(L))

rg Ȟn(M) ≤ rg Ȟn(L) + rg Ȟn(µ(L)) + rg Ȟn(h(K)).

Todos los rangos anteriores son finitos.

Vemos en el siguiente ejemplo que la segunda desigualdad del teorema es óptima.
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Ejemplo 1.6 Sea M el cociente de S2 tras identificar los polos norte y sur, y con-
sidérese el flujo en M inducido por el siguiente flujo en S2

Las órbitas son espirales que vienen del ecuador y convergen en el polo norte
para puntos del hemisferio norte, espirales que vienen del polo sur y convergen en
el ecuador para puntos del hemisferio sur, los puntos del ecuador forman una órbita
periódica y los polos son puntos fijos.

Entonces el conjunto K formado por los dos polos identificados es un conjunto
aislado regular “non-saddle” del flujo cuyo conjunto dual es el ecuador L.

En este caso se tienen los siguientes rangos para los grupos de cohomoloǵıa en la
fórmula:

rg Ȟ2(M) = 1 rg Ȟ1(M) = 1 rg Ȟ0(M) = 1
rg Ȟ2(K) = 0 rg Ȟ1(K) = 0 rg Ȟ0(K) = 1

rg Ȟ2(µ(K)) = 1 rg Ȟ1(µ(K)) = 1 rg Ȟ0(µ(K)) = 0
rg Ȟ2(h(L)) = 0 rg Ȟ1(h(L)) = 0 rg Ȟ0(h(L)) = 0

Aśı, rg Ȟn(M) = rg Ȟn(K) + rg Ȟn(µ(K)) + rg Ȟn(h(L)), en todas las dimensiones.
�

Una importante noción en la teoŕıa del ı́ndice de Conley es la de descomposición de
Morse. La noción clásica no es adecuada para describir comportamientos ćıclicos de
flujos. Presentamos aqúı una noción extendida que puede ser usada en ese contexto.
La definición se basa en la noción de descomposición “non-saddle”.

Sea ϕ : M × R −→ M un flujo en un ANR compacto M . Una descomposición
de Morse ćıclica de M es una familia M0,M1,M2, . . . ,Mn de conjuntos invariantes
cerrados tales que Mi ∩Mj = ∅ si 0 ≤ i < j ≤ n− 1, Mn = M0, y tales que cualquier
x ∈ M satisface una de las siguientes condiciones:

1. ω+(x) ∪ ω−(x) ⊂ Mi, en cuyo caso x ∈ Mi,
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2. ω+(x) ⊂ Mi y ω−(x) ⊂ Mj con 0 ≤ i < j ≤ n− 1, o

3. ω+(x) ⊂ Mi y ω−(x) ⊂ Mn con 0 < i ≤ n− 1.

M0��
��

����
�
�
�
���

�
�

�
�

�
�

�
�	

Mn−1

�
�

�
�

�
Mn−2

�
�

�
�

· · ·
M4��
����


��

�

�

M3��
���

�
�
�
��


M2��
�����

M1��
��

�

Además, si se define, para todo i ≤ j:

Mi,j = {x ∈ M | ω+(x) ⊂ Mi′ y ω−(x) ⊂ Mj′ , con i ≤ i′ ≤ j′ ≤ j}

entonces Mi,j es un conjunto cerrado.
Si n = 2 se tiene una descomposición “non-saddle”.

Ejemplos 1.7 La condición de que los Mi,j sean conjuntos cerrados no se deduce
del resto de las hipótesis. Un ejemplo es el siguiente sistema dinámico en una banda
de Moebius

M0

M1

donde M0 y M1 son los extremos de la flecha vertical.
Otro ejemplo viene dado por el siguiente flujo en un cilindro

M1

M2

M0

207
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donde M0 es el conjunto formado por los 2 puntos en la parte delantera de la banda,
y M1 y M2 son los extremos de la flecha vertical. �

No es dif́ıcil ver que, si en la definición anterior sólo a M0,n−1 y M1,n se les
requiere ser conjuntos cerrados, entonces todos los Mi,j son también cerrados.

Teorema 1.8 M0,0 = M0,M0,1,M0,2, . . . ,M0,n−1 son conjuntos invariantes aisla-
dos “non-saddle”.

El siguiente resultado extiende un teorema de Kapitanski y Rodnianski [31] al
contexto de las descomposiciones de Morse ćıclicas.

Teorema 1.9 Sea ϕ : M × R −→ M un flujo en un ANR compacto y consideremos
una descomposición de Morse ćıclica M0,M1, . . . ,Mn de M . Entonces la familia

M0,−1 = ∅ ⊂ M0,0 ⊂ M0,1 ⊂ M0,2 ⊂ · · · ⊂ M0,n = M

es una filtración de M mediante conjuntos aislados “non-saddle” compactos. Asociada
a esta filtración se tienen las siguientes ecuaciones (estas ecuaciones son polinomios
en una variable t):

r∑
k=0

∞∑
q=0

tq rg Ȟq(M0,k,M0,k−1) =
∞∑
q=0

tq rg Ȟq(M0,r) + (1 + t)Qr(t)

donde Qr(t) =
r∑

k=0

∞∑
q=1

tq−1 rg δq,k para todo r = 1, 2, . . . , n, y

δq,k : Ȟq−1(M0,k−1) −→ Ȟq(M0,k,M0,k−1)

es el homomorfismo coborde en la sucesión larga de cohomoloǵıa del par
(M0,k,M0,k−1).

2. Ecuaciones de Morse y variedades inestables
de conjuntos invariantes aislados

Kapitanski y Rodnianski estudiaron en [31] la forma de los atractores de sistemas
semidinámicos continuos en espacios métricos y usaron sus resultados para desarrollar
una teoŕıa de Morse elemental para atractores. Su enfoque presenta varias ventajas
sobre el clásico. En primer lugar, muestran cómo calcular las ecuaciones de Morse
para una descomposición de Morse de un atractor global sin hacer uso de pares ı́ndice.
Su evaluación de los coeficientes se hace en términos de las variedades inestables de
los conjuntos de Morse. Esto simplifica de forma significativa el proceso general de
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cálculo. Además, su enfoque les permite manejar espacios métricos y evoluciones más
generales. Finalmente, el uso la teoŕıa de la forma hace innecesarias las hipótesis
usuales de finitud de los números de Betti del ı́ndice de Conley cohomológico puesto
que en la situación considerada por ellos esta finitud es una consecuencia automática
de la teoŕıa de la forma.

El objetivo de esta sección es el estudio de bajo qué circunstancias el método de
Kapitanski y Rodnianski es aplicable al caso clásico de un conjunto invariante aislado
K de un flujo en un espacio métrico localmente compacto.

También se presenta un estudio, basado en la teoŕıa de la forma, de los entornos
aislantes de conjuntos invariantes aislados, del cual se obtiene una caracterización de
los atractores y algunos resultados nuevos sobre dualidad de Lefschetz del ı́ndice de
Conley (los primeros resultados en esta dirección se deben a C. McCord).

Sea ϕ : M × R −→ M un flujo en un espacio métrico localmente compacto (en
algunas ocasiones pediremos que M sea una variedad diferenciable y ϕ un flujo C1).

Si K es un conjunto invariante aislado de M , diremos que un par ı́ndice (N,N0)
para K es propio si todo punto x en el conjunto de salida N0 abandona inmediata-
mente el entorno N (i.e. si x[0, t] �⊂ N para todo t > 0). Por un resultado de McCord
[38] siempre existen pares ı́ndice propios y pueden ser escogidos con la propiedad adi-
cional de que exista un conjunto compacto N ′

0 ⊂ N tal que (N,N ′
0) sea un conjunto

ı́ndice propio para K en el flujo inverso.
Si tomamos el cociente N/N0 y denotamos por ∗ al punto correspondiente a la

clase de equivalencia de N0, el ı́ndice de Conley (o ı́ndice de homotoṕıa) de K es la
clase de homotoṕıa (punteada) de (N/N0, ∗), y se denota por h(K), mientras que la
forma (punteada) de (N/N0, ∗) es el ı́ndice de forma, que se denota por s(K). El
ı́ndice de forma ha sido definido por Robbin y Salamon [40].

El resto de la notación es la usual en la teoŕıa del ı́ndice de Conley. En particular
se definen los conjuntos asintóticos positivo y negativo de N como

N+ = {x ∈ N | x[0,∞) ⊂ N}, N− = {x ∈ N | x(−∞, 0] ⊂ N}

y denotamos n+ = N+ ∩ N ′
0 y n− = N− ∩ N0. La variedad inestable de K es el

conjunto Wu = {x ∈ M | ω−(x) ⊂ K}.

2.1. Teoŕıa de la forma de entornos aislantes

En lo que sigue (N,N0) denotará un par ı́ndice propio para un conjunto invariante
aislado, K. Empezamos con un resultado bastante técnico del que se deducirán
algunas consecuencias.

Teorema 2.1 Existe una sucesión de aplicaciones rk : N −→ N tal que

a) para todo entorno U de N− ∪ N0 en N existe un ı́ndice k0 tal que im rk ⊂ U y
rk 
 rk+1 en U para todo k ≥ k0. Además, para todo k, rk es homótopa a la
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identidad iN y rk define por restricción una aplicación

rk|N−∪N0 : N− ∪N0 −→ N− ∪N0

que es homótopa a la identidad iN−∪N0 . Todas las homotoṕıas son relativas res-
pecto a N0. Como consecuencia, la inclusión i : N− ∪ N0 −→ N define una
equivalencia “shape”.

b) para todo k, rk define por restricción aplicaciones

rk|N+ : N+ −→ N+ y rk|K : K −→ K

tales que para todo entorno V de K en N+ existe k′0 tal que rk(N+) ⊂ V y rk|N+ 

rk+1|N+ en V para k ≥ k′0. Además rk|N+ y rk|K son homótopas a las respectivas
identidades iN+ e iK para todo k. Como consecuencia Sh(N+) = Sh(K). Un
argumento similar para el flujo inverso prueba que Sh(N−) = Sh(K).

Corolario 2.2 a) s(K) = Sh(N−/n−, {∗}),

b) K es un atractor si y sólo si la inclusión i : K∪{∗} −→ N/N0 es una equivalencia
“shape”,

c) si N− y N+ son variedades orientables (topológicas) de dimensión d1 y d2 con
bordes n− y n+ respectivamente, entonces el ı́ndice de Conley cohomológico k-
dimensional de K coincide con el ı́ndice de cohomoloǵıa (d2 − d1 + k)-dimensional
para el flujo inverso (i.e. existe una dualidad entre ı́ndices de cohomoloǵıa para el
flujo directo y el flujo inverso).

McCord estableció en [39] un isomorfismo de dualidad entre el ı́ndice de Conley
homológico de un flujo y el ı́ndice de cohomoloǵıa del flujo inverso. McCord probó su
resultado para flujos C1 definidos en variedades diferenciables orientables con borde
mientras que la parte c) del corolario es válida para flujos continuos en espacios
métricos localmente compactos si los conjuntos asintóticos son variedades topológicas
orientables.

2.2. El ı́ndice de forma y la variedad inestable

Robbin y Salamon definieron en [40] una topoloǵıa para la variedad inestable del
conjunto invariante aislado Wu(K) que llamaron intŕınseca para distinguirla de la
topoloǵıa extŕınseca que Wu(K) hereda del espacio de fases. La topoloǵıa intŕınseca
es dif́ıcil de ver intuitivamente puesto que está definida en términos del ĺımite de un
sistema inverso cuyas aplicaciones son los elementos de cierto semigrupo inducido por
el flujo.
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Más concretamente, si (N,N0) es un par ı́ndice propio para K, se considera el
sistema inverso ((N/N0)s, pst), donde (N/N0)s = N/N0 para todo s ∈ R+ y si s ≤ t
entonces pst : (N/N0)t −→ (N/N0)s viene definida por

pst(x) =
{

x(t− s) si x[0, t− s] ⊂ N −N0

∗ en caso contrario

donde N/N0 es el punto base de N/N0

Si tomamos el ĺımite inverso Z = lim((N/N0)s, pst) y denotamos por � el punto
en Z cuyas coordenadas son todas el punto base ∗ ∈ N/N0, entonces existe una
aplicación natural h : Z − {�} −→ Wu(K) definida de la siguiente manera:

Si x = (xs) ∈ Z − {�}, tomamos t ∈ R+ tal que xt ∈ N − N0. Entonces
h(x) = xtt. Robbin y Salamon probaron que h no depende de la elección de t y que
es una biyección continua. Se considera la topoloǵıa en Wu(K) que hace que h sea
un homeomorfismo. Ésta es la topoloǵıa intŕınseca. Finalmente, esta topoloǵıa no
depende de par ı́ndice (N,N0).

2.3. Una descripción de la topoloǵıa intŕınseca

En lo que sigue presentamos una descripción que proporciona una comprensión más
intuitiva de la topoloǵıa intŕınseca. Comenzamos definiendo cierta topoloǵıa en la
variedad inestable y después veremos que esta topoloǵıa es de hecho la topoloǵıa
intŕınseca.

Sea A un subconjunto de la variedad inestable. Diremos que A es abierto si para
todo x ∈ A existe t ≥ 0 y existe un subconjunto Ax con x ∈ Ax ⊂ A tales que Ax(−t)
es un subconjunto abierto de N− − n− (con la topoloǵıa relativa). Para comprobar
que el conjunto de todos estos conjuntos abiertos define una topoloǵıa sólo tenemos
que comprobar que la intersección de dos conjuntos abiertos A y B es abierto.

Sea x ∈ A∩B, entonces existen t1, t2 ∈ R+ y subconjuntos Ax ⊂ A, Bx ⊂ B tales
que Ax(−t1) y Bx(−t2) son subconjuntos abiertos de N− − n−. Podemos suponer
que t2 ≥ t1. Entonces existe un subconjunto abierto C de N− − n− tal que x(−t2) ∈
C ⊂ Bx(−t2) y C(t2 − t1) ⊂ Ax(−t1). En caso contrario existiŕıa una sucesión xn de
puntos en N−−n− tal que xn → x(−t2) y xn(t2−t1) �∈ N−−n−. Pero esto implicaŕıa
que la “aplicación de salida” α satisface la desigualdad α(xn) ≤ t2 − t1 y por tanto
α(x(−t2)) ≤ t2 − t1 lo que contradice el hecho de que (x(−t2))(t2 − t1) = x(−t1) ∈
N− − n−. Aśı, el conjunto Cx = C(−t2) está contenido en A ∩ B y Cx(−t2) = C es
abierto en N− − n−. Esto prueba que A ∩B es abierto.

Denotamos por W i(K) la variedad inestable con la topoloǵıa intŕınseca y deno-
temos (provisionalmente) por W ′(K) a la variedad inestable con la topoloǵıa antes
definida. Veamos que la aplicación identidad i : W ′(K) −→ W i(K) es un homeo-
morfismo y, aśı, ambas topoloǵıas han de ser la misma.

Esto se reduce a probar que h : Z − {�} −→ W ′(K) es un homeomorfismo. Si
x = (xs) ∈ Z − {�}, consideramos t ∈ R+ tal que xt ∈ N \N0 y aśı h(x) = xtt. Sea
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A ⊂ W ′(K) tal que xtt ∈ A y A(−t) es abierto en N− \ n−. Entonces A(−t) = B ∩
(N− \n−), donde B es un subconjunto abierto de N \N0. Considérese el subconjunto
abierto de Z − {�}, C =

(
B ×

∏
s �=t

(N/N0)s
)
∩ (Z − {�}). Se tiene que h(C) = A,

y por tanto h es continua. Rećıprocamente, si C =
(
B ×

∏
s �=t

(N/N0)s
)
∩ (Z − {�})

es un entorno de x con xt ∈ B ⊂ N \ N0, B abierto, entonces h(C) = A, donde
A(−t) = B ∩ (N− \ n−) y por tanto h es un homeomorfismo.

Es fácil comprobar que la topoloǵıa que N− hereda de M coincide con la topoloǵıa
de subespacio de W i. Obviamente W i es un espacio métrico localmente compacto y
la restricción ϕ|W i(K)×R define un sistema dinámico W i(K) × R−→W i(K).

2.4. K es un repulsor en W i(K)

En el siguiente resultado se presentan algunas propiedades útiles formuladas en tér-
minos de la variedad inestable con la topoloǵıa intŕınseca.

Teorema 2.3 a) K es un repulsor global en W i(K).

b) Sea S una sección compacta de W i(K)−K (por ejemplo S = n−) y sea W# la va-
riedad inestable truncada (con borde S) consistente en todos los puntos x ∈ W i(K)
tales que x ∈ K o existe t ≥ 0 con xt ∈ S. Entonces s(K) = Sh(W#/∂W#, ∗),
donde usamos la notación ∂W# para denotar la sección S y ∗ es el punto base
[∂W#].

c) Si la forma de K es trivial entonces s(K) = Sh(
∑

(∂W#), ∗), donde
∑

(∂W#)
denota la suspensión de ∂W# y ∗ uno de su vértices.

Nota 2.4 El uso de la topoloǵıa intŕınseca es esencial en el teorema 8; un conjunto
invariante aislado no es, en general, un repulsor global para el flujo en su variedad
inestable con la topoloǵıa extŕınseca. �

El siguiente corolario, que es una consecuencia inmediata del teorema 8, propor-
ciona una justificación de la observación de Kapitanski y Rodnianski en [31, pág. 223]
sobre la definición de ı́ndice.

Corolario 2.5 El ı́ndice de Conley de cohomoloǵıa de K es Ȟq(W#, ∂W#).

El siguiente resultado se refiere a conjuntos invariantes aislados que admiten un
par ı́ndice propio (N,N0) con N regular.

Teorema 2.6 Si K es un conjunto invariante aislado que admite un par ı́ndice propio
(N,N0) con N regular, entonces W i(K) = Wu(K), esto es, las topoloǵıas extŕınseca
e intŕınseca para la variedad inestable de K son la misma.
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Teorema 2.7 Una condición necesaria y suficiente para que las topoloǵıas extŕınseca
e intŕınseca coincidan es que Wu(K) sea localmente compacto y K sea un repulsor
global en Wu(K).

2.5. Ecuaciones de Morse y variedades inestables truncadas

Si tenemos una filtración N0 ⊂ N1 ⊂ · · · ⊂ Nn de espacios topológicos compactos
entonces existe un método estándar de obtener una ecuación de Morse asociada. Este
método, que usa los axiomas de teoŕıa de cohomoloǵıa elemental, se explica, por
ejemplo, en [12]. Resumimos aqúı cómo se establece la ecuación de Morse. Primero
definimos las series de potencias formales

p(t,Nj , Nj−1) =
∑
k≥0

rk(Nj , Nj−1)tk

y
q(t,Nj , Nj−1, N0) =

∑
k≥0

dk(Nj , Nj−1, N0)tk,

donde rk(Nj , Nj−1) = rg Ȟk(Nj , Nj−1) y dk(Nj , Nj−1, N0) es el rango de la imagen
del operador coborde δk : Ȟk(Nj−1, N0) −→ Ȟk+1(Nj , Nj−1) en la sucesión larga de
cohomoloǵıa del triple (Nj , Nj−1, N0). En las expresiones anteriores todos los grupos
de cohomoloǵıa se suponen de rango finito.

En estas condiciones, Conley y Zehnder [12] probaron que se cumple la siguiente
ecuación

n∑
j=1

p(t,Nj , Nj−1) = p(t,Nn, N0) + (1 + t)Q(t),

donde Q(t) =
n∑

j=2

q(t,Nj , Nj−1, N0).

Si (K1,K2, . . . ,Kn) es una descomposición de Morse de K y K1 = A1 ⊂ A2 ⊂
· · · ⊂ An = K es la correspondiente sucesión de atractores (i.e. Aj = {x ∈ K | ∃i ≤ j
con ω−(x) ⊂ Ki}), Conley y Zehnder probaron que existe una filtración N0 ⊂ N1 ⊂
· · · ⊂ Nn de espacios compactos en M tal que (Nj , Nj−1) es un par ı́ndice para Kj y
(Nj , N0) es un par ı́ndice para Aj . Aśı, en este caso particular, los coeficientes de la
ecuación de Morse son

rk(Nj , Nj−1) = rg Ȟk(Nj , Nj−1) = rg Ȟk(h(Kj))
= ı́ndice de Conley de cohomoloǵıa de Kj

y

dk(Nj , Nj−1, N0) = rango de la imagen de δk : Ȟk(h(Aj−1)) −→ Ȟk+1(h(Kj))
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y tiene sentido adoptar la notación p(t, h(Kj)) en lugar de p(t,Nj , Nj−1) (que refleja
el hecho de que p(t,Nj , Nj−1) depende sólo del ı́ndice h(Kj) y no del par ı́ndice
particular que hayamos usado).

Con esta notación la ecuación de Morse de la descomposición (K1,K2, . . . ,Kn) de
Morse toma la forma

n∑
j=1

p(t, h(Kj)) = p(t, h(K)) + (1 + t)Q(t).

Nos referiremos a esta ecuación como la ecuación de Morse de Conley–Zehnder. Esta
ecuación relaciona el ı́ndice de Conley de cohomoloǵıa de K con los ı́ndices de Conley
de cohomoloǵıa de una descomposición de Morse de K. Se puede ver como una
generalización de la teoŕıa de Morse para tipos de flujos más generales que los flujos
gradiente, en espacios más generales que las variedades.

Sea S una sección compacta de W i(K) y considérese la variedad truncada W#

correspondiente a ∂W# = S. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
(W#, ∂W#) = (N−, n−). Por W#

j representamos al subespacio de W# que consiste
en todos los puntos x ∈ W# con ω−(x) ∈ Aj . W#

j es un conjunto compacto y
el lema 2 nos permite interpretarlo como la variedad inestable truncada de Aj con
∂W#

j = ∂W# ∩W i(Aj). Con esta notación se formula el siguiente resultado.

Teorema 2.8 Sea K un conjunto invariante aislado y sea K1, . . . ,Kn una descom-
posición de Morse de K con sucesiones de atractores asociadas A1 ⊂ · · · ⊂ An = K.
Considérese la filtración de variedades inestables truncadas

∂W# ⊂ W#
1 ∪ ∂W# ⊂ · · · ⊂ W#

n−1 ∪ ∂W# ⊂ W#
n = W#

y supongamos que los grupos

Ȟq(W#
i ∪ ∂W#, ∂W#) y Ȟq(W#

j ∪ ∂W#,W#
j−1 ∪ ∂W#)

son de rango finito para 0 ≤ q, 1 ≤ i ≤ n y 2 ≤ j ≤ n. Entonces las ecuacio-
nes de Morse asociadas a esta filtración coinciden con las ecuaciones de Morse de
Conley–Zehnder de la descomposición. La condición de finitud del rango se cumple
automáticamente en los siguientes dos casos: 1) ϕ es un flujo C1 en una variedad y
2) ϕ es un flujo continuo en un ANR localmente compacto y K es un atractor global.

La prueba del teorema 11 hace uso del siguiente lema.

Lema 2.9 Sea (L,R) una descomposición atractor–repulsor del conjunto invariante
aislado K y sea (N,N0) un par ı́ndice propio para K. Entonces existe un entorno N ′

de L, tal que N0 ⊂ N ′ ⊂ N y (N ′, N0) es un par ı́ndice propio para L, y tal que se
cumplen las siguientes condiciones:

a) (N,N ′) es un par ı́ndice para R (no necesariamente propio),
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b) el conjunto asintótico negativo N ′− de L en N ′ coincide con el conjunto

{x ∈ N | x(−∞, 0] ⊂ N y ω−(x) ⊂ L},

c) Sh(N,N ′) = Sh(N−∪N0, N
′−∪N0) (donde N− es el conjunto asintótico negativo

de K en N).

Nota 2.10 Como consecuencia del teorema 11 los coeficientes rq en la ecuación de
Morse de Conley–Zehnder toman la forma

rq(Nj , Nj−1) = rg Ȟq(h(Kj)) = rg Ȟq(W#
j ∪ ∂W#,W#

j−1 ∪ ∂W#).

Los coeficientes dq son análogamente expresados en términos de la variedad inestable.
Si W i(K) = Wu(K), estas expresiones nos permiten calcular la ecuación de Morse sin
hacer uso de pares ı́ndice. Recordemos que la igualdad entre las topoloǵıas extŕınseca
e intŕınseca puede ser decidida por propiedades de Wu(K) (teorema 10) puramente
internas. Si W i(K) �= Wu(K) sólo necesitamos un par ı́ndice para K (pero no para
los conjuntos de Morse Kj o los atractores Aj) para manejar la topoloǵıa intŕınseca de
la variedad inestable. Un problema interesante es caracterizar la topoloǵıa intŕınseca
sin usar pares ı́ndice.

Si usamos el Corolario 2 tenemos una expresión alternativa para los coeficientes
rq como rg Ȟq(W#(Kj), ∂W#(Kj)). Esta expresión fue obtenida por Kapitanski y
Rodnianski [31] para descomposiciones de Morse de atractores globales. �

Presentamos ahora dos ejemplos que ilustran los temas discutidos anteriormente.

Ejemplo 2.11 Consideramos un ejemplo relacionado con las ecuaciones de Lorenz

dx

dt
= σ(y − x)

dy

dt
= rx− y − xz

dz

dt
= xy − bz

donde σ, r, y b son tres parámetros reales positivos. Según variamos los parámetros,
cambia el comportamiento del flujo determinado por las ecuaciones. Consideramos
aqúı algunos hechos que dependen del parámetro r. Seguimos básicamente la des-
cripción dada por Sparrow [52] (véase también [23] y [54]).

Lorenz [32] mostró que existe un elipsoide acotado E en R
3 en el que todas las

trayectorias terminan por entrar. En tiempos 1, 2, 3, . . . , la superficie de este elipsoide
es llevada por el flujo a superficies S1, S2, S3, . . . que encierran regiones E1, E2, E3, . . . ,
etc. Puesto que todas las trayectorias cruzan el borde de E hacia dentro tenemos que
E ⊃ E1 ⊃ E2 ⊃ E3 . . . , y aśı E∞ = ∩Ei es un conjunto globalmente atractivo.
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Para r > 1 existen tres puntos estacionarios contenidos en E∞, uno de ellos el
origen. Para 1 < r < 24.74 . . . los puntos estacionarios c1 y c2 distintos del origen
son atractores.

La estructura de E∞ es relativamente simple para r < 13.926 . . . , pero en este
valor cŕıtico del parámetro r el comportamiento del flujo cambia de una manera
importante y, en particular, la variedad estable del origen contiene a la variedad
inestable del origen creándose un par de órbitas homocĺınicas.

Para valores de r inmediatamente mayores de 13.926 . . . estas órbitas homocĺınicas
desaparecen, pero se crean una cantidad numerable de órbitas periódicas y una can-
tidad no numerable de órbitas aperiódicas que terminan en el origen, junto con otras
órbitas que no exist́ıan antes, apareciendo un “conjunto invariante extraño” en E∞
que contiene al origen pero no a los puntos estacionarios c1 y c2 (véanse los caṕıtulos
2 y 3 de [52] para una descripción de este conjunto extraño). Desde el punto de vista
de la teoŕıa de la forma, sin embargo, la estructura de E∞ es muy simple para todos
los valores de r. Puesto que E∞ se expresa como la intersección de una sucesión de
regiones Ei encajadas, por un resultado de K. Borsuk [6] la inclusión i : E∞ −→ E es
una equivalencia “shape” y, por tanto, E∞ tiene la forma de un punto. Destacamos el
hecho de que, al menos para algunos valores de r, E∞ no es homotópicamente trivial,
puesto que existen órbitas que convergen en espiral a c1 y que están contenidas en
una componente conexa por caminos de E∞ que no contiene c1 (lo mismo ocurre con
c2).

Considérese la situación para 13.926 < r < 24.74 . . . . Puesto que c1 y c2 son
atractores, el conjunto S de todos los puntos x ∈ E∞ cuyo ω-ĺımite no está contenido
en c1 o c2 es un conjunto invariante compacto y los conjuntos K1 = {c1}, K2 = {c2} y
K3 = S definen una descomposición de Morse de E∞. Además, S contiene al conjunto
invariante extraño. Vamos a calcular las ecuaciones de Morse de esta descomposición.

La sucesión de atractores es A1 = {c1}, A2 = {c1, c2}, A3 = E∞ y la filtración
de variedades inestables truncadas es ∂W# = ∅, W#

1 ∪ ∂W# = {c1}, W#
2 ∪ ∂W# =

{c1, c2}, W#
3 = W# = E∞. Como se dijo antes, E∞ tiene forma trivial y por

tanto su cohomoloǵıa de Čech (aunque no necesariamente su cohomoloǵıa singular)
es la de un punto. Entonces tenemos que p(t,W#

3 , ∂W#) = 1. Los polinomios
p(t,W#

1 ∪ ∂W#, ∂W#) y p(t,W#
2 ∪ ∂W#,W#

1 ∪ ∂W#) son también iguales a la
constante 1. Aśı, sólo tenemos que calcular p(t,W#

3 ∪ ∂W#,W#
2 ∪ ∂W#). Para esto

basta calcular los grupos de cohomoloǵıa Ȟk(E∞{c1, c2}) i.e. los ı́ndices de Conley
de cohomoloǵıa de S. Esto se puede hacer usando la sucesión larga de cohomoloǵıa
del par (E∞, {c1, c2}):

· · · −→ Ȟk−1(E∞) −→ Ȟk−1({c1, c2}) −→ Ȟk(E∞, {c1, c2}) −→ · · ·

De aqúı se deduce que el único grupo no trivial es Ȟ1(E∞, {c1, c2}) = Z. Aśı, las
ecuaciones de Morse de la descomposición toman la forma de la siguiente identidad:

t + 2 = 1 + (1 + t)Q(t)
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Cuando r = 24.74 . . . , el flujo experimenta una bifurcación de Hopf. Para valores
mayores de r los puntos estacionarios c1 y c2 no son estables y el conjunto invariante
extraño se convierte en un atractor.

Existe, sin embargo, un periodo de transición para 24.06 · · · < r < 24.74 . . .
en el que el conjunto extraño es ya atractivo y c1 y c2 son todav́ıa atractores. El
atractor extraño, o atractor de Lorenz, L, debe ser un subconjunto propio del conjunto
compacto S estudiado anteriormente e induce una descomposición natural atractor–
repulsor {L,R} de S, donde R = {x ∈ S | ω+(x) �⊆ L}. El comportamiento dinámico
de R es no trivial desde el punto de vista de la teoŕıa del ı́ndice de Conley. De hecho,
podemos obtener algo de información sobre R si usamos la sucesión atractor–repulsor
para los ı́ndices de Conley de cohomoloǵıa de esta descomposición (véase [9]):

· · · −→ CHk−1(S) −→ CHk−1(L) −→ CHk(R) −→ · · · ,

donde conocemos los ı́ndices de cohomoloǵıa de S y también CH0(L) = Z. De esto
se deduce que el rango del ı́ndice de Conley de cohomoloǵıa CH1(R) es al menos 1.

Ejemplo 2.12 Definimos ahora un flujo en el toro 3-dimensional T 3 = T×S1, donde
T es el toro de dimensión 2. En T , consideramos las ecuaciones (escritas en R

2)

θ̇1 = ε1 sin(2πθ1)

θ̇2 = ε2 sin(2πθ2)

para 0 < ε1, ε2 <
1
2π

. Las variables son tomadas modulo 1.
El flujo ϕ1 : T ×R −→ T determinado por las ecuaciones tiene cuatro puntos fijos

a1 =
(

1
2
,
1
2

)
, a2 =

(
1
2
, 0

)
, a3 =

(
0,

1
2

)
y a4 = (0, 0) que son, respectivamente, un

atractor, dos puntos de silla puntos y un repulsor

a1

a2

a2

a3 a3

a4

a4

a4

a4

	 	 	

	 	 	

	 	 	

�

�

�

� � �
�

�

�

� � �

Consideramos también un flujo ϕ2 : S1 × R −→ S1 que consiste en dos órbitas
que van de un repulsor b1 a un atractor b2.

Tomamos ahora el flujo producto ϕ = ϕ1 × ϕ2 : T 3 × R −→ T 3.
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El conjunto compacto K = T × {b1} es un conjunto invariante aislado (de hecho,
un repulsor) y los puntos m1 = (a1, b1), m2 = (a2, b1), m3 = (a3, b1), m4 = (a4, b1)
son fijos. Estos puntos definen una descomposición de Morse de K, K1 = {m1},
K2 = {m2}, K3 = {m3}, K4 = {m4}. La sucesión de atractores A1 ⊂ A2 ⊂
A3 ⊂ A4 consiste topológicamente en un punto, una circunferencia, el wedge de
dos circunferencia y un toro respectivamente. La filtración asociada de variedades
inestables truncadas es ∂W# ⊂ W#

1 ∪ ∂W# ⊂ W#
2 ∪ ∂W# ⊂ W#

3 ∪ ∂W# ⊂ W#
4 =

W#, donde ∂W# es topológicamente el producto T × {−1, 1} y W#
i es (también

topológicamente) el producto Ai × I (con I el intervalo [−1, 1]).
De aqúı deducimos que el ı́ndice de forma s(K) es la forma (punteada) de una sus-

pensión del toro con los dos vértices identificados. Entonces los ı́ndices de cohomoloǵıa
de K, CHk(K) = Ȟk(W#, ∂W#) se pueden calcular fácilmente y el correspondiente
polinomio p(t,W#, ∂W#) es t3 + 2t2 + t. También deducimos de la filtración de
variedades inestables truncadas que el ı́ndice de forma de K1 es la forma punteada
de una circunferencia, s(K2) y s(K3) son la forma punteada de S2 y s(K4) es la
forma punteada de S3. De aqúı obtenemos inmediatamente los grupos de cohomo-
loǵıa Ȟk(W#

j ∪∂W#,W#
j−1∪∂W#) y los polinomios p(t,W#

j ∪∂W#,W#
j−1∪∂W#).

Las ecuaciones de Morse toman la forma

t3 + 2t2 + t = t3 + 2t2 + t + (1 + t)Q(t)

y aśı Q(t) = 0.

2.6. El ı́ndice de Conley para semiflujos

El ı́ndice de Conley de conjuntos invariantes aislados de flujos es una importante
herramienta en los problemas de perturbación que incluyan ecuaciones diferenciales
ordinarias. Sin embargo, para aplicaciones a ecuaciones en derivadas parciales es
necesario extender la teoŕıa a semiflujos en espacios métricos no localmente compactos.
Esta tarea ha sido abordada por Rybakowski, quien presenta en su libro [43] una
exposición unificada de sus resultados. En lo que sigue adoptaremos la terminoloǵıa
y definiciones de ese libro.

En esta sección veremos como algunos de los resultados previos pueden ser genera-
lizados a este contexto, aunque tendremos que imponer ciertas condiciones restrictivas
para poder trabajar a este nivel generalidad. Haremos uso del resultado de Kapitanski
y Rodnianski [31] sobre la forma de atractores de semiflujos en espacios métricos
generales.

Considérese un sistema semidinámico continuo (o semiflujo) ϕ : M × R+ −→ M ,
donde M es un espacio métrico. Supongamos que K es un conjunto invariante aislado
compacto en M (recordemos que invariante significa que para todo x ∈ K existe
una solución completa σ por x tal que σ(R) ⊂ K). Supongamos también que K es
admisible (i.e. existe un entorno aislante N de K, llamado entorno aislante admisible,
tal que para cualquier sucesión xn ⊂ N y cualquier sucesión creciente de tiempos
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tn → ∞ con xn[0, tn] ⊂ N la sucesión xntn tiene una subsucesión convergente).
Denotemos por Wu(K) al conjunto de todos los puntos x ∈ M para los que existe
una solución negativa σ : (−∞, 0] −→ M con ω−(σ) ⊂ K. Tenemos entonces un
semiflujo ϕ |Wu(K): Wu(K) × R+ −→ Wu(K) definido por restricción de ϕ.

En lo que sigue sólo consideraremos compactos invariantes aislados K para los que
se cumple que el semiflujo en la variedad inestable, ϕ |Wu(K), es de dos sentidos.

Esto significa que para todo punto x en la variedad inestable existe exactamente
una solución negativa σ−

x por x con ω−(σ) ⊂ K y que si definimos ϕ(x, t) = σ−
x (t) para

tiempos negativos podemos extender el semiflujo a un flujo Wu(K)×R −→ Wu(K).
La topoloǵıa intŕınseca en Wu(K) puede ser definida exactamente en la misma

forma que en el caso de los flujos usando bloques aislantes admisibles (N,N0) (véase
[43, pág. 9]) para K en lugar de pares ı́ndice propios. Sólo tenemos que precisar aqúı
que la condición de admisibilidad implica que el conjunto N− de los x en N tales
que existe una solución negativa a través de x contenida en N es un subconjunto
compacto de Wu(K). Denotaremos también por W i(K) a la variedad inestable con
la topoloǵıa intŕınseca.

El siguiente resultado se puede demostrar exactamente de la misma forma que los
resultados correspondientes en el caso de los flujos.

Teorema 2.13 a) K es un repulsor global en W i(K).

b) Una condición necesaria y suficiente para que las topoloǵıas extŕınseca e intŕınseca
coincidan es que Wu(K) sea localmente compacto y K sea un repulsor global en
Wu(K).

El siguiente teorema juega un papel importante en la demostración del siguiente
resultado sobre el ı́ndice de forma para semiflujos.

Teorema 2.14 (Kapitanski y Rodnianski) Sea ϕ : M × R+ −→ M un sistema
semidinámico continuo con un atractor global compacto U . Supongamos que el sistema
tiene un punto de equilibrio z ∈ U . Entonces la inclusión i : (U , z) −→ (M, z) induce
una equivalencia “shape” de espacios punteados.

Para poder aplicar el teorema 13 necesitamos imponer a K la condición de admi-
sibilidad adicional de tener un bloque aislante (N,N0) tal que N/N0 es metrizable.

Teorema 2.15 a) Sea S una sección compacta de W i(K)\K (por ejemplo, S = n−)
y denotemos por W# la variedad inestable truncada (con borde S) que consiste en
todos los puntos x ∈ W i(K) tales que x ∈ K o existe t ≥ 0 con xt ∈ S. Entonces
s(K) = Sh(W#/∂W#, ∗), donde usamos la notación ∂W# para denotar la sección
S y ∗ es el punto base [∂W#].

b) Si la forma de K es trivial entonces s(K) = Sh(
∑

(∂W#), ∗), donde
∑

(∂W#)
denota la suspensión de ∂W# y ∗ uno de su vértices.
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Corolario 2.16 El ı́ndice de Conley de cohomoloǵıa de K es Ȟq(W#, ∂W#).

Una importante situación en la que el ı́ndice de Conley cohomológico aparece (y
entonces se puede utilizar el corolario 3) es en las ecuaciones de Morse para semiflujos
en espacios métricos establecidas por Rybakowski y Zehnder [44]. La parte 2) del
teorema puede ser útil en la determinación de los “grupos cŕıticos” de un punto
cŕıtico aislado, que se usan para probar las desigualdades de Morse bajo la condición
de Palais–Smale (véase Mawhin y Willem [37]). En [43] se prueba que estos grupos
coinciden con los ı́ndices de cohomoloǵıa del punto que, según nuestro teorema, son los
grupos de cohomoloǵıa de la suspensión de la sección ∂W# de la variedad inestable.
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[33] S. Mardešić: Pairs of compacta and trivial shape. Transactions AMS 189 (1974), 329–
336.

[34] : Strong shape and strong homology. Springer, Berlin 1999.
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