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ABSTRACT

En este trabajo expositivo se presentan algunas relaciones entre las dos ramas
de las matemadticas mencionadas en el titulo. En particular, mostramos algu-
nas propiedades cohomolégicas de la descomposicién “non-saddle” de un ANR
compacto. También se presenta un estudio, basado en la teoria de la forma, de
los entornos aislantes de conjuntos invariantes aislados, del cual se obtiene una
caracterizacion de los atractores y algunos resultados nuevos sobre dualidad de
Lefschetz del indice de Conley. Finalmente estudiamos las ecuaciones de Morse
para una descomposicién de Morse de un conjunto invariante aislado.
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Introduccion

El presente articulo es una continuacién de [19] y en él hacemos una exposicién con-
junta de resultados de los autores, recientemente publicados en otros lugares, que
presentamos aqui sin demostracion. Todos ellos tienen el nexo comtun de estable-
cer relaciones entre dos ramas de las matematicas (las mencionadas en el titulo del
articulo) en principio distantes pero que en afios recientes han tenido fructiferas inte-
rrelaciones.

Las consideraciones generales que se hacen en la introduccién de [19] son vélidas
en el articulo presente. Asimismo, pueden ser ttiles, para la lectura de este articulo,
la breve introduccidn a la teoria de la forma que se hace en [19] y las nociones bésicas
sobre sistemas dindmicos que alli se exponen. También se puede encontrar una buena
exposicién de nociones bésicas y resultados en teoria de la forma, adaptada para una
audiencia general, en el articulo de Kapitanski y Rodnianski [31] (véase [17, 25, 46, 47]
para aplicaciones de esta teorfa a los sistemas dindmicos). Para mds informacién sobre
teorfa de la forma recomendamos consultar los libros de Borsuk [6], Cordier y Porter
[13], Dydak y Segal [14], Mardesi¢ [34] y Mardesi¢ y Segal [35], y para informacién
sobre sistemas dindmicos sugerimos la monografia de Hale [26] y los libros de Bathia
y Szego [2], Robinson [41] y Temam [53].

Otro objetivo del presente articulo es ofrecer referencias bibliograficas sobre algu-
nos de los trabajos maés significativos en el mencionado tema, aunque no todos los
articulos citados en la bibliografia se tratan en el presente articulo o en [19].

La clave de la utilidad de la teoria de la forma para el estudio de los sistemas
dindmicos es el hecho de que espacios con estructura local irregular aparecen no
s6lo en matematica pura, sino también en la formulacién matemaética de fenéme-
nos naturales, por ejemplo solenoides o el atractor de Lorenz (véase [54] como una
referencia reciente).

Algunos invariantes importantes de la teoria de la forma son la homologia de
Cech, los grupos de cohomologia y los grupos “shape”. Estos tltimos coinciden con
los grupos de homotopia para espacios con buen comportamiento local como poliedros
o variedades.

Existe una familia especial de resultados en teoria de la forma llamados teoremas
del complemento. Se podria decir que el primero de estos teoremas se debe a Borsuk,
que probé que dos continuos en R? tienen la misma forma si y sélo si dividen al
plano en el mismo niimero de componentes. Mas tarde, Chapman [7] probé que dos
compactos (sumergidos apropiadamente) en el cubo de Hilbert tienen la misma forma
si y s6lo si sus complementos son homeomorfos. Existen otros resultados en dimensién
finita [8, 16, 29, 30]. Algunos de aquellos resultados son interpretados en términos de
dualidad atractor-repulsor en sistemas dindmicos [21].

Por otra parte, Robinson [42] usa resultados de Geoghegan y Summerhill [16]
sobre la forma de compactos finito dimensionales, combinados con otros resultados,
para mostrar que existe una ecuacion diferencial en un espacio euclideo, con algunas
propiedades dindmicas especiales.
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1. Ecuaciones de Morse—Smale de descomposiciones “non-saddle”

La mayoria de los resultados obtenidos en el &mbito de la aplicacién de la teoria de la
forma a los sistemas dindmicos conciernen a los atractores. Sin embargo, existe una
clase méas amplia de conjuntos, que contiene a los atractores y a los repulsores, con
propiedades similares. Esta es la clase de los conjuntos “non-saddle”. Sus estructuras
topolégicas han sido estudiadas en [21].

Sea K un conjunto invariante compacto de un flujo ¢ : M xR — M en un espacio
métrico localmente compacto M. Se dice que K es un conjunto invariante aislado si
existe un entorno compacto N de K en M tal que K es el maximo subconjunto
invariante de V. En este caso, se dice que N es un entorno aislante para K en M.

Se dice que un conjunto K C M es un conjunto “saddle” si existe un entorno
U de K tal que todo entorno V de K contiene un punto € V con v (z) ¢ U y
v~ (z) ¢ U. Se dice que K es “non-saddle” si no es un conjunto “saddle”, i.e., si para
todo entorno U de K existe un entorno V de K tal que para todo z € V, y*(z) C U
oy (x)CU.

Atractores y repulsores son ejemplos de conjuntos “non-saddle”.

En [21] (véase también [19]) se demostré el siguiente teorema que caracteriza la
forma de los conjuntos “non-saddle”. La demostracion del teorema usa el hecho de
que los ANRs compactos tienen el tipo de homotopia de poliedros finitos [55].

Teorema 1.1 Sea K un conjunto aislado “non-saddle” del flujo ¢ : M x R — M,
donde M es un ANR, localmente compacto. Entonces K tiene la forma de un poliedro.

En general, los conjuntos invariantes aislados no tienen por qué tener la forma de
poliedros finitos (véase [21] para algunos ejemplos).

Se dice que un conjunto invariante aislado K es regular si existe un entorno aislante
N tal quesiz € N, t > 0y xt € N entonces z[0,t] C N. Esto equivale a decir que
las érbitas que abandonan N nunca regresan. El entorno N anterior también recibe
el nombre de regular.

En el siguiente teorema [21] se introdujo la nocién de dual de un conjunto aislado
regular “non-saddle”.

Teorema 1.2 Sea K un conjunto aislado regular “non-saddle” del flujo ¢ : M X

R — M, donde M es un espacio métrico compacto. Sea L el conjunto de todos

los puntos x € M tales que w"(x) ¢ K yw™ (z) ¢ K. Entonces L es también un

conjunto aislado regular “non-saddle”. Se dice entonces que L es el dual de K.
Ademds, L es no vacio si K # M.

El par (K, L) formado por un conjunto y su dual generaliza la nocién de par
atractor-repulsor.

Recordamos un tltimo resultado de [21] en el que, aplicando algunos teoremas
de complemento cldsicos en teoria de la forma de Ivansi¢, Sher y Venema [29, 30],
se prueba que, bajo condiciones apropiadas, la forma de un conjunto aislado regular
“non-saddle” determina completamente la de su dual.
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Teorema 1.3 Sean K y Ko conjuntos aislados requlares “non-saddle” de los flujos
p1,02 : M XR — M, donde M = S™ o, mds generalmente, una n-variedad compacta
lineal a trozos. Supongamos que Ky y Ko satisfacen las hipdtesis del teorema de
Tvansié-Sher—Venema [30] o del teorema de Tvansié—Sher [29]. Entonces, si Sh(K,) =
Sh(K>), los conjuntos duales Ly y Lo también tienen la misma forma. En particular,
si K1 y Ko son atractores con la misma forma, entonces sus repulsores duales tienen
la misma forma también.

En esta seccién veremos algunas propiedades cohomoldgicas de la descomposicién
“non-saddle” de un ANR compacto, M. Mostramos, en particular, algunas desigual-
dades en el espiritu de las ecuaciones de Morse-Smale para pares atractor-repulsor
(véase [9]). Estas desigualdades afectan a los rangos del indice de Conley coho-
moldgico y también a los de un nuevo invariante cohomoldgico introducido en [20].
En ese mismo articulo se introduce también la nocién de descomposicién de Morse
ciclica y se prueba que estas descomposiciones admiten filtraciones por conjuntos
“non-saddle”. Estas filtraciones se pueden usar para obtener ecuaciones de Morse—
Smale que generalizan las estudiadas por Kapitanski y Rodnianski para una descom-
posicién de Morse de un atractor global [31]. La teorfa de la forma juega un papel
importante en el cdlculo de todos los invariantes numéricos y polinomios que aparecen
en estas ecuaciones.

Recomendamos el articulo de Bhatia [1] para mds informacién sobre las propieda-
des bésicas de los conjuntos “non-saddle”, y los articulos y libros de Conley [9, 10],
Conley y Easton [11], Robbin y Salamon [40], Rybakowski [43] y D. Salamon [45] para
informacién sobre el indice de Conley.

Sea ¢ : M x R — M un flujo en un espacio métrico compacto M. Sean K
y L conjuntos aislados regulares “non-saddle” del flujo. Se dice que (K, L) es una
descomposicién “non-saddle” de M si L es el dual de K.

En esta seccién veremos un teorema que relaciona la cohomologia de M con la de
una descomposicién “non-saddle”. Se aplicara el siguiente lema.

Lema 1.4 Sea (K, L) una descomposicion “non-saddle” de un espacio métrico com-
pacto M. Entonces existe una aplicacion

h:M— S' =

tal que h=1(0) = K, h=Y([1]) = L y h(at) < h(x), para todo v ¢ K U L y todo t > 0.

Sea ahora (K, L) una descomposicién “non-saddle” de M. Consideremos la va-
riedad inestable de K, definida como el conjunto W*(K) = {x € M | w™ (z) C K}.
Entonces h(W*(K)) = (—1,0]. Considérense dos secciones W1 = h=1(a) (0 > a >
71) y Wy = Wity (to > 0)
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1[0, %] (W U Wg]), donde p(K) es un espacio punteado

Wi UWwy’
cuyo tipo topoldgico no depende de las elecciones hechas. De hecho, u(K) se puede

I}I?//;—{[gﬁ]}JW x {0,1}]), donde W es una

Considérese u(K) = (

entender como el espacio punteado (

seccién de W*(K) \ K.

Considérese, por otro lado, el indice de Conley h(L) de L. El indice de Conley de
un compacto invariante aislado se define como sigue: Sea (N, Np) un par indice para
L en M. Si tomamos el cociente N/Ny entonces el punto correspondiente a la clase de
equivalencia de Ny se denotard por * (nétese que N/ se obtiene de N afiadiendo el
punto aislado *, i.e. N/l = NU{x}). La clase de homotopia (punteada) de (N/Ng, *)
es el indice de Conley de L y se denota por h(L) (véase [9] para detalles).

Usando el lema anterior se puede probar el siguiente teorema que relaciona la
cohomologia de Cech del espacio global M con la de los espacios anteriormente defini-
dos. Denotamos por Wx y Wi, las secciones (compactas) de W*(K)\ K y W*(L)\ L
respectivamente.

Teorema 1.5 Sea (K, L) una descomposicion “non-saddle” de un ANR métrico com-
pacto, M. Entonces existe una sucesion exacta

e e d Hn_l(WK)EBHn_l(WL)
— H"(M) — H"(K)eH"(L) — H"(Wk)®H"(Wy)
. j{n+1(M) N
En particular, para todo n se tiene
rg H"(M) <rg H"(K) +rg H"(L) + rg H" ' (Wg) +rg H" (W)
Ademds, las dos siguiente desigualdades también se cumplen:

rg H" (M) <rg H"(K) +rg H" (u(K)) +rg H" (h(L))
v F™(M) < vg H™(L) + 1g " (u(L)) + xg " (h(K).

Todos los rangos anteriores son finitos.

Vemos en el siguiente ejemplo que la segunda desigualdad del teorema es éptima.
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Ejemplo 1.6 Sea M el cociente de S? tras identificar los polos norte y sur, y con-
sidérese el flujo en M inducido por el siguiente flujo en S?

Aﬁ%
[T

i
I/

7
/

/

7
Vil

Las orbitas son espirales que vienen del ecuador y convergen en el polo norte
para puntos del hemisferio norte, espirales que vienen del polo sur y convergen en
el ecuador para puntos del hemisferio sur, los puntos del ecuador forman una érbita
periddica y los polos son puntos fijos.

Entonces el conjunto K formado por los dos polos identificados es un conjunto
aislado regular “non-saddle” del flujo cuyo conjunto dual es el ecuador L.

En este caso se tienen los siguientes rangos para los grupos de cohomologia en la
férmula:

rg H2(M) =1 rg HY (M) =1 rg HO(M) =1
rg H(K) =0 rg HY(K) =0 rg HO(K) =1
() =1 rgH (u(K) =1 g BO(u(K)) =0
rg H?(h(L)) =0 rg HY(h(L)) =0 rg HO(h(L)) =0

O

Una importante nocién en la teoria del indice de Conley es la de descomposicién de
Morse. La nocién clasica no es adecuada para describir comportamientos ciclicos de
flujos. Presentamos aqui una nocién extendida que puede ser usada en ese contexto.
La definicién se basa en la nocién de descomposicién “non-saddle”.

Sea ¢ : M x R — M un flujo en un ANR compacto M. Una descomposicién
de Morse ciclica de M es una familia My, My, Ms, ..., M, de conjuntos invariantes
cerrados tales que M; NM; =0si0<1i<j<n-—1, M, = My, y tales que cualquier
x € M satisface una de las siguientes condiciones:

1. wh(z) Uw™ (z) C M;, en cuyo caso x € M;,
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2. wh(@)CMyyw (&) CMjcon0<i<j<n-1,0

wh(x)CcM;yw () C M, con0<i<n-1.

(14— ()

@\ L

Ademais, si se define, para todo ¢ < j:

M;j={reM|w(z)C My yw () C My, coni<i <j <j}

entonces M; ; es un conjunto cerrado.
Si n = 2 se tiene una descomposiciéon “non-saddle”.

Ejemplos 1.7 La condicién de que los M, ; sean conjuntos cerrados no se deduce
del resto de las hipdtesis. Un ejemplo es el siguiente sistema dindmico en una banda
de Moebius

donde My y M; son los extremos de la flecha vertical.
Otro ejemplo viene dado por el siguiente flujo en un cilindro
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donde Mj es el conjunto formado por los 2 puntos en la parte delantera de la banda,
y M; y Ms son los extremos de la flecha vertical. O

No es dificil ver que, si en la definicién anterior sélo a Mg,,—1 y My, se les
requiere ser conjuntos cerrados, entonces todos los M; ; son también cerrados.

Teorema 1.8 Moo= Mo, Mo1,Moz,...,Mon_1 son conjuntos invariantes aisla-
dos “non-saddle”.

El siguiente resultado extiende un teorema de Kapitanski y Rodnianski [31] al
contexto de las descomposiciones de Morse ciclicas.

Teorema 1.9 Sea ¢ : M x R — M un flujo en un ANR compacto y consideremos
una descomposicion de Morse ciclica My, My, ..., M, de M. Entonces la familia

Mo,_1 =0cC Mo,o C M071 C Mog c---C ./\/lom =M

es una filtracion de M mediante conjuntos aislados “non-saddle” compactos. Asociada
a esta filtracion se tienen las siguientes ecuaciones (estas ecuaciones son polinomios
en una variable t):

Z th rg H (Mo, Mo k1) = th rg H9(Mo,) + (1 +6)Q"(t)

k=0 g=0 q=0
T oo
donde Q" (t) = Z th_l rg 8% para todo r =1,2,...,n, y
k=0 q=1

6Tk HI7 (Mo 1) — HY (Mo, Mo 1)

es el homomorfismo coborde en la sucesion larga de cohomologia del par

(Mok, Mo k—1)-

2. Ecuaciones de Morse y variedades inestables
de conjuntos invariantes aislados

Kapitanski y Rodnianski estudiaron en [31] la forma de los atractores de sistemas
semidinamicos continuos en espacios métricos y usaron sus resultados para desarrollar
una teoria de Morse elemental para atractores. Su enfoque presenta varias ventajas
sobre el clasico. En primer lugar, muestran cémo calcular las ecuaciones de Morse
para una descomposiciéon de Morse de un atractor global sin hacer uso de pares indice.
Su evaluacién de los coeficientes se hace en términos de las variedades inestables de
los conjuntos de Morse. Esto simplifica de forma significativa el proceso general de
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calculo. Ademas, su enfoque les permite manejar espacios métricos y evoluciones mas
generales. Finalmente, el uso la teoria de la forma hace innecesarias las hipdtesis
usuales de finitud de los nimeros de Betti del indice de Conley cohomolégico puesto
que en la situacién considerada por ellos esta finitud es una consecuencia automatica
de la teoria de la forma.

El objetivo de esta seccion es el estudio de bajo qué circunstancias el método de
Kapitanski y Rodnianski es aplicable al caso clasico de un conjunto invariante aislado
K de un flujo en un espacio métrico localmente compacto.

También se presenta un estudio, basado en la teoria de la forma, de los entornos
aislantes de conjuntos invariantes aislados, del cual se obtiene una caracterizacién de
los atractores y algunos resultados nuevos sobre dualidad de Lefschetz del indice de
Conley (los primeros resultados en esta direccién se deben a C. McCord).

Sea ¢ : M x R — M un flujo en un espacio métrico localmente compacto (en
algunas ocasiones pediremos que M sea una variedad diferenciable y ¢ un flujo C*).

Si K es un conjunto invariante aislado de M, diremos que un par indice (N, Np)
para K es propio si todo punto = en el conjunto de salida Ny abandona inmediata-
mente el entorno N (i.e. si z[0,t] ¢ N para todo ¢ > 0). Por un resultado de McCord
[38] siempre existen pares indice propios y pueden ser escogidos con la propiedad adi-
cional de que exista un conjunto compacto Nj C N tal que (N, N}) sea un conjunto
indice propio para K en el flujo inverso.

Si tomamos el cociente N/Ny y denotamos por * al punto correspondiente a la
clase de equivalencia de Ny, el indice de Conley (o indice de homotopia) de K es la
clase de homotopia (punteada) de (N/Ny, *), y se denota por h(K), mientras que la
forma (punteada) de (N/Ng,#) es el indice de forma, que se denota por s(K). El
indice de forma ha sido definido por Robbin y Salamon [40].

El resto de la notacion es la usual en la teoria del indice de Conley. En particular
se definen los conjuntos asintéticos positivo y negativo de N como

Nt ={z e N|z[0,00) CN},N~ ={z € N|xz(—00,0] C N}
y denotamos nt = Nt N Nj y n~ = N~ N Np. La variedad inestable de K es el
conjunto W* = {x € M |w™(z) C K}.

2.1. Teoria de la forma de entornos aislantes

En lo que sigue (N, Ny) denotard un par indice propio para un conjunto invariante
aislado, K. Empezamos con un resultado bastante técnico del que se deduciran
algunas consecuencias.

Teorema 2.1 FExiste una sucesion de aplicaciones v, : N — N tal que

a) para todo entorno U de N~ U Ny en N eziste un indice kg tal que imri, C U y
Ty =~ Tp+1 en U para todo k > ko. Ademds, para todo k, 1 es homdtopa a la
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identidad iy y T define por restriccion una aplicacion
Tk'N*UNU ZN_ UNO —>N_ UNO

que es homdtopa a la identidad in-n,. Todas las homotopias son relativas res-
pecto a No. Como consecuencia, la inclusion i : N~ U Ng — N define una
equivalencia “shape”.

b) para todo k, vy, define por restriccion aplicaciones
vt i NT — Nty : K — K

tales que para todo entornoV de K en NV existe kjy tal que r,(NT) CV yrg|y+ =~
Tit1|n+ en Vo para k > kf. Ademds ri|n+ y Tk|K son homdtopas a las respectivas
identidades in+ € ix para todo k. Como consecuencia Sh(NT) = Sh(K). Un
argumento similar para el flujo inverso prueba que Sh(N—) = Sh(K).

Corolario 2.2 a) s(K) = Sh(N~/n~,{*}),

b) K es un atractor si y sdlo si la inclusion i : KU{x} — N/Ny es una equivalencia
“shape”,

c) si N~ y Nt son variedades orientables (topoldgicas) de dimension dyi y da con
bordes n~ y nt respectivamente, entonces el indice de Conley cohomolégico k-
dimensional de K coincide con el indice de cohomologia (de — dy + k)-dimensional
para el flujo inverso (i.e. existe una dualidad entre indices de cohomologia para el
flujo directo y el flujo inverso).

McCord establecié en [39] un isomorfismo de dualidad entre el indice de Conley
homolégico de un flujo y el indice de cohomologia del flujo inverso. McCord probé su
resultado para flujos C' definidos en variedades diferenciables orientables con borde
mientras que la parte c) del corolario es vdlida para flujos continuos en espacios
métricos localmente compactos si los conjuntos asintéticos son variedades topoldgicas
orientables.

2.2. El indice de forma y la variedad inestable

Robbin y Salamon definieron en [40] una topologia para la variedad inestable del
conjunto invariante aislado W*(K) que llamaron intrinseca para distinguirla de la
topologia extrinseca que W*(K) hereda del espacio de fases. La topologia intrinseca
es dificil de ver intuitivamente puesto que esta definida en términos del limite de un
sistema inverso cuyas aplicaciones son los elementos de cierto semigrupo inducido por
el flujo.
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M4s concretamente, si (N, Ng) es un par indice propio para K, se considera el
sistema inverso ((N/Ng)s, pst), donde (N/Npy)s = N/Ny para todo s € Ry ysis <t
entonces pg; : (N/Ng)y — (N/Np)s viene definida por

x(t—s) siz[0,t—s] CN— Ny
pst() = { * en caso contrario
donde N/Nj es el punto base de N/Ny

Si tomamos el limite inverso Z = lim((N/Np)s,pst) y denotamos por * el punto
en Z cuyas coordenadas son todas el punto base * € N/Nj, entonces existe una
aplicacién natural h : Z — {x} — W"(K) definida de la siguiente manera:

Si x = (zs) € Z — {x}, tomamos t € Ry tal que z; € N — Ny. Entonces
h(x) = x:t. Robbin y Salamon probaron que h no depende de la eleccién de t y que
es una biyeccién continua. Se considera la topologia en W*(K) que hace que h sea

un homeomorfismo. Esta es la topologia intrinseca. Finalmente, esta topologia no
depende de par indice (N, Np).

2.3. Una descripcién de la topologia intrinseca

En lo que sigue presentamos una descripciéon que proporciona una comprensiéon mé&s
intuitiva de la topologia intrinseca. Comenzamos definiendo cierta topologia en la
variedad inestable y después veremos que esta topologia es de hecho la topologia
intrinseca.

Sea A un subconjunto de la variedad inestable. Diremos que A es abierto si para
todo x € A existe t > 0 y existe un subconjunto A, con x € A, C A tales que A,(—t)
es un subconjunto abierto de N~ — n~ (con la topologia relativa). Para comprobar
que el conjunto de todos estos conjuntos abiertos define una topologia sélo tenemos
que comprobar que la interseccién de dos conjuntos abiertos A y B es abierto.

Sea x € AN B, entonces existen t1,ty € Ry y subconjuntos A, C A, B, C B tales
que A;(—t1) y By(—t2) son subconjuntos abiertos de N~ — n~. Podemos suponer
que to > t;1. Entonces existe un subconjunto abierto C'de N~ —n~ tal que z(—t3) €
C C By(—ta) y C(ta —t1) C Az(—t1). En caso contrario existirfa una sucesién x,, de
puntos en N~ —n~ tal que z,, — x(—t2) y (ta—t1) € N~ —n~. Pero esto implicaria
que la “aplicacién de salida” « satisface la desigualdad a(x,) < t3 — t; y por tanto
a(x(—t3)) < to — t1 lo que contradice el hecho de que (z(—t2))(ta — t1) = x(—t1) €
N~ —n~. Asi, el conjunto C; = C(—ts) estd contenido en AN By Cy(—t2) = C es
abierto en N~ —n~. Esto prueba que AN B es abierto.

Denotamos por W*(K) la variedad inestable con la topologia intrinseca y deno-
temos (provisionalmente) por W/(K) a la variedad inestable con la topologia antes
definida. Veamos que la aplicacién identidad i : W/(K) — W¥(K) es un homeo-
morfismo y, asi, ambas topologias han de ser la misma.

Esto se reduce a probar que h : Z — {x} — W'(K) es un homeomorfismo. Si
x = (z5) € Z — {*}, consideramos t € R tal que z; € N\ Ny y asi h(x) = z;t. Sea

211



A. Giraldo y J.M.R. Sanjurjo Teoria de la forma y sistemas dinamicos IT

A CW/(K) tal que z;t € Ay A(—t) es abierto en N~ \ n~. Entonces A(—t) = BN
(N~\n7), donde B es un subconjunto abierto de N\ Ny. Considérese el subconjunto
abierto de Z — {x}, C'= (B X H(N/No)s) N(Z = {*}). Se tiene que h(C) = A,
s#£t
y por tanto h es continua. Reciprocamente, si C' = (B X H(N/No)s> N(Z —{*})
s#t

es un entorno de x con z; € B C N \ Ny, B abierto, entonces h(C) = A, donde
A(—t)=BN (N~ \n") y por tanto h es un homeomorfismo.

Es facil comprobar que la topologia que N~ hereda de M coincide con la topologia
de subespacio de W*%. Obviamente W es un espacio métrico localmente compacto y
la restriccion ¢|wi(x)xr define un sistema dindmico W*(K) x R—W"(K).

2.4. K es un repulsor en W(K)

En el siguiente resultado se presentan algunas propiedades utiles formuladas en tér-
minos de la variedad inestable con la topologia intrinseca.

Teorema 2.3 a) K es un repulsor global en W*(K).

b) Sea S una seccion compacta de W' (K)— K (por ejemplo S =n~) y sea W# la va-
riedad inestable truncada (con borde S) consistente en todos los puntos x € Wi(K)
tales que * € K o existe t > 0 con xt € S. Entonces s(K) = Sh(W# JOW# ),
donde usamos la notacion OW# para denotar la seccion S y * es el punto base
[OW#].

c¢) Si la forma de K es trivial entonces s(K) = Sh(>_(OW#),%), donde > (OW#)

denota la suspension de OW# y % uno de su vértices.

Nota 2.4 El uso de la topologia intrinseca es esencial en el teorema 8; un conjunto
invariante aislado no es, en general, un repulsor global para el flujo en su variedad
inestable con la topologia extrinseca. O

El siguiente corolario, que es una consecuencia inmediata del teorema 8, propor-
ciona una justificacién de la observacién de Kapitanski y Rodnianski en [31, pdg. 223|
sobre la definicién de indice.

Corolario 2.5 El indice de Conley de cohomologia de K es HI(W#, 0W#),

El siguiente resultado se refiere a conjuntos invariantes aislados que admiten un
par indice propio (N, Ny) con N regular.

Teorema 2.6 Si K es un conjunto invariante aislado que admite un par indice propio
(N, Ng) con N regular, entonces W*(K) = W¥(K), esto es, las topologias extrinseca
e intrinseca para la variedad inestable de K son la misma.
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Teorema 2.7 Una condicion necesaria y suficiente para que las topologias extrinseca
e intrinseca coincidan es que W*(K) sea localmente compacto y K sea un repulsor
global en W*(K).

2.5. Ecuaciones de Morse y variedades inestables truncadas

Si tenemos una filtracion Ng C Ny C --- C N, de espacios topoldgicos compactos
entonces existe un método estandar de obtener una ecuacion de Morse asociada. Este
método, que usa los axiomas de teoria de cohomologia elemental, se explica, por
ejemplo, en [12]. Resumimos aqui cémo se establece la ecuacién de Morse. Primero
definimos las series de potencias formales

p(t, Ny, Nj_y) = > rF(Nj, Nt
k>0

q(t, Nj, Nj—1,No) = de(Nj, N; 1, No)t*,
k>0

donde 7*(N;, N;_1) = rg H*(N;, N;_1) y d*(N;, N;_1, Ny) es el rango de la imagen
del operador coborde &% : H*(N;_1, Ng) — H**1(N;, N;_;) en la sucesién larga de
cohomologia del triple (N;, N;_1, No). En las expresiones anteriores todos los grupos
de cohomologia se suponen de rango finito.

En estas condiciones, Conley y Zehnder [12] probaron que se cumple la siguiente

ecuacion
n

Zp(t;NjaNjfl) = p(t7NnaNO) + (]- + t)Q(t),
j=1

n
donde Q(t) = Z q(lf7 Nj, Nj—l; No)
=2

Si (K3,Ko,...,K,) es una descomposicién de Morse de K y Ky = Ay C Ay C
.-+ C Ap, = K es la correspondiente sucesion de atractores (ie. A ={r € K |3 <j
con w™ (z) C K;}), Conley y Zehnder probaron que existe una filtracién Ny C Ny C
.-+ C N, de espacios compactos en M tal que (IN;, N;_1) es un par indice para K, y
(N, No) es un par indice para A;. Asi, en este caso particular, los coeficientes de la
ecuacién de Morse son

r*(Nj, Nj_1) = rg H*(N;, N;_1) = rg H*(h(K;))

= Indice de Conley de cohomologia de K;
d*(Nj, N;_1, No) = rango de la imagen de 6" : H*(h(A;_)) — H*"'(h(K;))
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y tiene sentido adoptar la notacién p(¢, h(K;)) en lugar de p(t, N;, N;j_1) (que refleja
el hecho de que p(t, N;,N;_1) depende sélo del indice h(K;) y no del par indice
particular que hayamos usado).

Con esta notacién la ecuacién de Morse de la descomposicién (Kq, Ko, ..., K,) de
Morse toma la forma

n

> p(t,h(K;)) = p(t, h(K)) + (1 + 1) Q(t).

=1

Nos referiremos a esta ecuacién como la ecuaciéon de Morse de Conley—Zehnder. Esta
ecuacion relaciona el indice de Conley de cohomologia de K con los indices de Conley
de cohomologia de una descomposicién de Morse de K. Se puede ver como una
generalizacion de la teoria de Morse para tipos de flujos méas generales que los flujos
gradiente, en espacios mas generales que las variedades.

Sea S una seccién compacta de W¥(K) y considérese la variedad truncada W#
correspondiente a OW# = S. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
(W#,0W#) = (N~—,n~). Por Wi# representamos al subespacio de W# que consiste

en todos los puntos * € W# con w™(z) € Aj. W]# es un conjunto compacto y
el lema 2 nos permite interpretarlo como la variedad inestable truncada de A; con

GWJ-# = OW# NW¥(4;). Con esta notacién se formula el siguiente resultado.

Teorema 2.8 Sea K un conjunto invariante aislado y sea Ky, ..., K, una descom-
posicion de Morse de K con sucesiones de atractores asociadas A1 C --- C A, = K.
Considérese la filtracion de variedades inestables truncadas

OWH* cWHUOW# c...c W  uow# c w¥ = w#
y supongamos que los grupos
HIWF uow# ow#) y HIWF uow# Wi uow#)

son de rango finito para 0 < q, 1 < i < n y2 < j < n. FEntonces las ecuacio-
nes de Morse asociadas a esta filtracion coinciden con las ecuaciones de Morse de
Conley—Zehnder de la descomposicion. La condicion de finitud del rango se cumple
automdticamente en los siguientes dos casos: 1) ¢ es un flujo C' en una variedad y
2) ¢ es un flujo continuo en un ANR localmente compacto y K es un atractor global.

La prueba del teorema 11 hace uso del siguiente lema.

Lema 2.9 Sea (L, R) una descomposicion atractor—repulsor del conjunto invariante
aislado K y sea (N, Ny) un par indice propio para K. Entonces existe un entorno N’
de L, tal que N9 C N' C N y (N',Ny) es un par indice propio para L, y tal que se
cumplen las siguientes condiciones:

a) (N,N’) es un par indice para R (no necesariamente propio),
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b) el conjunto asintdtico negativo N'~ de L en N’ coincide con el conjunto

{r e N|z(-00,00]C Ny w (x) CL},

¢) Sh(N,N'") = Sh(N~UNy, N'"UNy) (donde N~ es el conjunto asintdtico negativo
de K en N).

Nota 2.10 Como consecuencia del teorema 11 los coeficientes r? en la ecuacién de
Morse de Conley—Zehnder toman la forma

r9(Nj,Nj_1) = rg HU(h(K;)) = rg HY(W} UOW# W, Uow#).

Los coeficientes d? son andlogamente expresados en términos de la variedad inestable.
Si Wi{(K) = W“(K), estas expresiones nos permiten calcular la ecuacién de Morse sin
hacer uso de pares indice. Recordemos que la igualdad entre las topologias extrinseca
e intrinseca puede ser decidida por propiedades de W*(K) (teorema 10) puramente
internas. Si W¥(K) # W¥(K) sélo necesitamos un par indice para K (pero no para
los conjuntos de Morse K o los atractores A;) para manejar la topologfa intrinseca de
la variedad inestable. Un problema interesante es caracterizar la topologia intrinseca
sin usar pares indice.

Si usamos el Corolario 2 tenemos una expresion alternativa para los coeficientes
r? como rg H1(W#(K;),0W#(K;)). Esta expresién fue obtenida por Kapitanski y
Rodnianski [31] para descomposiciones de Morse de atractores globales. O

Presentamos ahora dos ejemplos que ilustran los temas discutidos anteriormente.

Ejemplo 2.11 Consideramos un ejemplo relacionado con las ecuaciones de Lorenz

dx
=oly—2)
d—y—rx— —xz
dt Y

dz

E—xy—bz

donde o, 7, y b son tres parametros reales positivos. Segun variamos los pardmetros,
cambia el comportamiento del flujo determinado por las ecuaciones. Consideramos
aqui algunos hechos que dependen del pardmetro r. Seguimos béasicamente la des-
cripcién dada por Sparrow [52] (véase también [23] y [54]).

Lorenz [32] mostré que existe un elipsoide acotado E en R? en el que todas las
trayectorias terminan por entrar. En tiempos 1,2, 3, ..., la superficie de este elipsoide
es llevada por el flujo a superficies S1, S2, S3, . .. que encierran regiones Eq, Fs, E3, .. .|
etc. Puesto que todas las trayectorias cruzan el borde de E hacia dentro tenemos que
EDFE DFEyDFE;s...,yasl By =NE; es un conjunto globalmente atractivo.
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Para r > 1 existen tres puntos estacionarios contenidos en E.,, uno de ellos el

origen. Para 1 < r < 24.74... los puntos estacionarios c¢; y co distintos del origen
son atractores.
La estructura de E., es relativamente simple para r» < 13.926..., pero en este

valor critico del pardmetro r el comportamiento del flujo cambia de una manera
importante y, en particular, la variedad estable del origen contiene a la variedad
inestable del origen creandose un par de érbitas homoclinicas.

Para valores de r inmediatamente mayores de 13.926. .. estas érbitas homoclinicas
desaparecen, pero se crean una cantidad numerable de érbitas periddicas y una can-
tidad no numerable de 6rbitas aperiédicas que terminan en el origen, junto con otras
orbitas que no existian antes, apareciendo un “conjunto invariante extrano” en Eo,
que contiene al origen pero no a los puntos estacionarios ¢; y ¢ (véanse los capitulos
2y 3 de [52] para una descripcién de este conjunto extraiio). Desde el punto de vista
de la teoria de la forma, sin embargo, la estructura de F., es muy simple para todos
los valores de 7. Puesto que F, se expresa como la intersecciéon de una sucesién de
regiones E; encajadas, por un resultado de K. Borsuk [6] la inclusién i : E, — F es
una equivalencia “shape” y, por tanto, F, tiene la forma de un punto. Destacamos el
hecho de que, al menos para algunos valores de r, E, no es homotépicamente trivial,
puesto que existen érbitas que convergen en espiral a ¢; y que estdn contenidas en
una componente conexa por caminos de Fo, que no contiene ¢; (lo mismo ocurre con
62).

Considérese la situacion para 13.926 < r < 24.74.... Puesto que ¢; y ¢z son
atractores, el conjunto S de todos los puntos x € F, cuyo w-limite no esta contenido
en ¢ 0 ¢y es un conjunto invariante compacto y los conjuntos Ky = {c1}, Ko = {ca} ¥
K3 = S definen una descomposicién de Morse de E,,. Ademds, .S contiene al conjunto
invariante extrano. Vamos a calcular las ecuaciones de Morse de esta descomposicién.

La sucesién de atractores es Ay = {c1}, Az = {c1, 2}, A3 = E» y la filtracién
de variedades inestables truncadas es 9W# = 0, W UOW# = {¢,}, W uow# =
{c1,¢2}, Wf = W# = E,. Como se dijo antes, F., tiene forma trivial y por
tanto su cohomologia de Cech (aunque no necesariamente su cohomologia singular)
es la de un punto. Entonces tenemos que p(t, Wf,BW#) = 1. Los polinomios
p(t,Wl# U ow# ow#) y p(t,Wz# U 8W#,Wl# U OW#) son también iguales a la
constante 1. Asfi, sélo tenemos que calcular p(¢, Wf UoOW#, WQ# UOW#). Para esto
basta calcular los grupos de cohomologia H*(Es{c1,ca}) i.e. los indices de Conley
de cohomologia de S. Esto se puede hacer usando la sucesion larga de cohomologia
del par (Eoo, {c1,¢2}):

o — H" " Y(Ex) — H" '({c1,02}) — H*(Boo, {c1,¢2}) — -+

De aqui se deduce que el tnico grupo no trivial es H'(E, {c1,co}) = Z. Asi, las
ecuaciones de Morse de la descomposicién toman la forma de la siguiente identidad:

t+2=1+(1+1)Q(t)
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Cuando r = 24.74 . . .| el flujo experimenta una bifurcaciéon de Hopf. Para valores
mayores de r los puntos estacionarios ¢; y ¢o no son estables y el conjunto invariante
extrano se convierte en un atractor.

Existe, sin embargo, un periodo de transicién para 24.06--- < r < 24.74...
en el que el conjunto extrano es ya atractivo y ¢; y ¢ son todavia atractores. El
atractor extrano, o atractor de Lorenz, L, debe ser un subconjunto propio del conjunto
compacto S estudiado anteriormente e induce una descomposicién natural atractor—
repulsor {L, R} de S, donde R = {x € S |w™(x) € L}. El comportamiento dindmico
de R es no trivial desde el punto de vista de la teoria del indice de Conley. De hecho,
podemos obtener algo de informacién sobre R si usamos la sucesion atractor-repulsor
para los indices de Conley de cohomologia de esta descomposicién (véase [9]):

. — CH*Y(S) — CH*Y(L) — CH*(R) — -+,

donde conocemos los fndices de cohomologfa de S y también CHY(L) = Z. De esto
se deduce que el rango del indice de Conley de cohomologia C H!(R) es al menos 1.

Ejemplo 2.12 Definimos ahora un flujo en el toro 3-dimensional 7% = T x S*, donde
T es el toro de dimensién 2. En T, consideramos las ecuaciones (escritas en R?)

0, = &, sin(276;)

0-2 = &2 sin(27702)

1
para 0 < e1,e9 < o Las variables son tomadas modulo 1.

s
El flujo p1 : T x R — T determinado por las ecuaciones tiene cuatro puntos fijos

11 1 1
a; = (2, 2), as = (2,0>, az = (O, 2) y ag = (0,0) que son, respectivamente, un

atractor, dos puntos de silla puntos y un repulsor

a4 a2 Gy
a1

as as

a4 a2 a4

Consideramos también un flujo s : S' x R — S! que consiste en dos érbitas
que van de un repulsor b; a un atractor bs.
Tomamos ahora el flujo producto ¢ = @1 X @y : T3 x R — T3,
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El conjunto compacto K =T x {b;} es un conjunto invariante aislado (de hecho,
un repulsor) y los puntos my = (a1,b1), ma = (az,b1), ms = (az,b1), my = (a4,b1)
son fijos. Estos puntos definen una descomposicién de Morse de K, K; = {m;},
Ky = {my}, K5 = {ms}, K4 = {my4}. La sucesién de atractores 4; C As C
Az C A4 consiste topoldgicamente en un punto, una circunferencia, el wedge de
dos circunferencia y un toro respectivamente. La filtraciéon asociada de variedades
inestables truncadas es IW# ¢ Wi Uow# c W uow# c Wi uow# c W =
W#, donde OW# es topolégicamente el producto T' x {—1,1} y WZ-# es (también
topolégicamente) el producto A; x I (con I el intervalo [—1,1]).

De aqui deducimos que el indice de forma s(K) es la forma (punteada) de una sus-
pensién del toro con los dos vértices identificados. Entonces los indices de cohomologia
de K, CH*(K) = H*(W#,0W#) se pueden calcular facilmente y el correspondiente
polinomio p(t, W#, 0W#) es t3 + 2t2 + t. También deducimos de la filtracién de
variedades inestables truncadas que el indice de forma de K7 es la forma punteada
de una circunferencia, s(Kz) y s(K3) son la forma punteada de S? y s(Ky) es la
forma punteada de S3. De aqui obtenemos inmediatamente los grupos de cohomo-
logia H’“(Wj# UOW#, Wﬁl UOW#) y los polinomios p(t, Wj# UOW#, Wﬁl Uow#).
Las ecuaciones de Morse toman la forma

B2+t =13+ 22 +t+ (1 +0)Q(1)

y asf Q(¢) = 0.

2.6. El indice de Conley para semiflujos

El indice de Conley de conjuntos invariantes aislados de flujos es una importante
herramienta en los problemas de perturbaciéon que incluyan ecuaciones diferenciales
ordinarias. Sin embargo, para aplicaciones a ecuaciones en derivadas parciales es
necesario extender la teoria a semiflujos en espacios métricos no localmente compactos.
Esta tarea ha sido abordada por Rybakowski, quien presenta en su libro [43] una
exposicién unificada de sus resultados. En lo que sigue adoptaremos la terminologia
y definiciones de ese libro.

En esta seccién veremos como algunos de los resultados previos pueden ser genera-
lizados a este contexto, aunque tendremos que imponer ciertas condiciones restrictivas
para poder trabajar a este nivel generalidad. Haremos uso del resultado de Kapitanski
y Rodnianski [31] sobre la forma de atractores de semiflujos en espacios métricos
generales.

Considérese un sistema semidindmico continuo (o semiflujo) ¢ : M x Ry — M,
donde M es un espacio métrico. Supongamos que K es un conjunto invariante aislado
compacto en M (recordemos que invariante significa que para todo x € K existe
una solucién completa o por = tal que o(R) C K). Supongamos también que K es
admisible (i.e. existe un entorno aislante N de K, llamado entorno aislante admisible,
tal que para cualquier sucesién x,, C N y cualquier sucesién creciente de tiempos
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t, — oo con x,[0,t,] C N la sucesién x,t, tiene una subsucesién convergente).
Denotemos por W*(K) al conjunto de todos los puntos * € M para los que existe
una solucién negativa o : (—00,0] — M con w (o) C K. Tenemos entonces un
semiflujo ¢ |y (k) W*(K) x Ry — W*(K) definido por restriccién de ¢.

En lo que sigue sélo consideraremos compactos invariantes aislados K para los que
se cumple que el semiflujo en la variedad inestable, ¢ |Wu( K), €s de dos sentidos.

Esto significa que para todo punto x en la variedad inestable existe exactamente
una solucién negativa o, por z conw™ (o) C K y que si definimos ¢(z,t) = o (t) para
tiempos negativos podemos extender el semiflujo a un fluyjo W*(K) x R — W*(K).

La topologfa intrinseca en W*(K) puede ser definida exactamente en la misma
forma que en el caso de los flujos usando bloques aislantes admisibles (N, Ny) (véase
[43, pag. 9]) para K en lugar de pares indice propios. Sélo tenemos que precisar aqui
que la condicién de admisibilidad implica que el conjunto N~ de los x en N tales
que existe una solucién negativa a través de x contenida en N es un subconjunto
compacto de W*(K). Denotaremos también por W*(K) a la variedad inestable con
la topologia intrinseca.

El siguiente resultado se puede demostrar exactamente de la misma forma que los
resultados correspondientes en el caso de los flujos.

Teorema 2.13 a) K es un repulsor global en Wi(K).

b) Una condicidn necesaria y suficiente para que las topologias extrinseca e intrinseca
coincidan es que W"(K) sea localmente compacto y K sea un repulsor global en
WH(K).

El siguiente teorema juega un papel importante en la demostracién del siguiente
resultado sobre el indice de forma para semiflujos.

Teorema 2.14 (Kapitanski y Rodnianski) Sea ¢ : M x Ry — M un sistema
semidindmico continuo con un atractor global compacto U. Supongamos que el sistema
tiene un punto de equilibrio z € U. Entonces la inclusion i : (U, z) — (M, z) induce
una equivalencia “shape” de espacios punteados.

Para poder aplicar el teorema 13 necesitamos imponer a K la condicién de admi-
sibilidad adicional de tener un bloque aislante (N, Np) tal que N/Ny es metrizable.

Teorema 2.15 a) Sea S una seccion compacta de W (K)\ K (por ejemplo, S =n~)
y denotemos por W# la variedad inestable truncada (con borde S) que consiste en
todos los puntos © € W' (K) tales que x € K o existe t > 0 con xt € S. Entonces
s(K) = Sh(W# JOW# %), donde usamos la notacion OW# para denotar la seccion
S y * es el punto base [OW¥].

b) Sila forma de K es trivial entonces s(K) = Sh(>_(OW#), %), donde >_(OW#)
denota la suspension de OW# y x uno de su vértices.
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Corolario 2.16 El indice de Conley de cohomologia de K es HI(W#,0W#).

Una importante situacién en la que el indice de Conley cohomoldgico aparece (y
entonces se puede utilizar el corolario 3) es en las ecuaciones de Morse para semiflujos
en espacios métricos establecidas por Rybakowski y Zehnder [44]. La parte 2) del
teorema puede ser 1til en la determinacién de los “grupos criticos” de un punto
critico aislado, que se usan para probar las desigualdades de Morse bajo la condicién
de Palais—Smale (véase Mawhin y Willem [37]). En [43] se prueba que estos grupos
coinciden con los indices de cohomologia del punto que, segiin nuestro teorema, son los
grupos de cohomologia de la suspensién de la seccién W # de la variedad inestable.
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