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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es demostrar el teorema de Arnold-Liouville, que da una
condicién suficiente para saber si un sistema mecdnico hamiltoniano es integrable por cuadraturas.
Con este propésito, definimos y desarrollamos los conceptos necesarios para el teorema, dando unas
nociones elementales sobre geometria simpléctica y su aplicacién a la Mecanica Clasica.

Palabras clave: Geometria simpléctica, sistemas integrables, teorema de Arnold-Liouville, flujos ha-
miltonianos, ecuaciones de Hamilton, derivada de Lie, campos dependientes del tiempo.

Abstract

The main goal of this work is to prove the Arnold-Liouville theorem, which gives a sufficient con-
dition for a Hamiltonian mechanical system to be integrable by quadratures. To that end we define and
develop the concepts involved in the theorem, giving some elementary notions of symplectic geometry
and its application to Classical Mechanics.

Keywords: Symplectic geometry, integrable systems, Arnold-Liouville theorem, hamiltonian flows,
Hamilton equations, Lie derivative, time-dependent vector fields.
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Introduccion

Una variedad simpléctica es una variedad diferenciable de dimension par en la que se define una 2-
forma diferencial w cerrada y no degenerada. La geometria simpléctica es el estudio de las variedades
simplécticas y es interesante tanto por sus problemas fundamentales como por su aplicacién a la
Mecénica Clésica (y por extensién al resto de la Fisica). La forma w induce una correspondencia
entre campos y 1-formas, que nos permite obtener campos tangentes a partir de funciones definidas
sobre la variedad. Las variedades simplécticas constituyen entonces una forma natural de visualizar
los sistemas mecanicos, ya que las ecuaciones de Hamilton interpretan las leyes del movimiento como
campos tangentes y, por tanto, intrinsecos a la variedad.

Un sistema mecdnico integrable por cuadraturas es aquel en el que las ecuaciones del movimiento
pueden ser resueltas salvo el cdlculo de integrales (cuadraturas) de funciones conocidas, de forma que
el problema de estudiar el comportamiento del sistema queda (al menos numéricamente) resuelto.
El teorema de Arnold-Liouville nos ofrece una forma de saber si un sistema mecénico es integrable
por cuadraturas mediante el estudio de la variedad simpléctica que lleva asociado. Tras un desarrollo
previo de algunos prerrequisitos de geometria diferencial como son la derivada de Lie y los campos
dependientes del tiempo, y tras afianzar algunos conceptos del algebra lineal de los espacios vecto-
riales simplécticos (espacios vectoriales en los que se define una forma cuadrética antisimétrica y no
degenerada), nos concentramos en el estudio de la geometria simpléctica, para acabar probando los
resultados fundamentales que componen la teoria de los sistemas integrables.






Capitulo 1

Motivacion fisica. De Newton a
Hamilton

La forma més sencilla de describir el movimiento de un sistema de particulas es mediante el
formalismo newtoniano, tomando como postulado fundamental de la mecédnica clasica el principio
de determinacion: conocidas en cierto instante las posiciones y las velocidades iniciales de todas las
particulas que conforman el sistema, es posible determinar sus posiciones y velocidades en cualquier
otro instante.

Matematicamente, este principio se traduce en la existencia de una funcion
F:R3 x R x R — R, que cumple la llamada ecuacion de Newton?:

1. conocida como fuerza,

&= F(x,2,tq),

donde n es el nimero de particulas, z : R — R3" es la trayectoria del sistema® y « son unos ciertos
pardametros constantes de los que puede depender F', como por ejemplo las masas (que siempre consi-
deraremos constantes) o las cargas eléctricas de las diferentes particulas. Para cada sistema concreto,
la fuerza se determina experimentalmente. Desde un punto de vista matemaético, decimos que la fuerza
define un sistema mecdanico newtoniano. En general, cuando hablemos de los distintos tipos de sistema
mecénico, llamaremos a sus ecuaciones diferenciales asociadas (Newton, Euler-Lagrange, Hamilton)
ecuaciones del movimiento o dindmica del sistema.

El formalismo newtoniano ofrece una forma muy simple de entender los sistemas mecanicos, pero
tiene la complicacién de que es necesario medir y calcular las tres componentes de la posicién y de la
velocidad de cada particula que conforma el sistema. Por verlo con un ejemplo, si queremos describir
el movimiento de un barco en un viaje transatlantico deberiamos tomar una referencia cartesiana (tal
vez el centro de la Tierra y tres ejes perpendiculares) y describir su posicién y velocidad en R3 en
términos de esta referencia, cuando lo que parece mas sencillo es simplemente entender el barco como
una particula moviéndose en la superficie de S? y dar su posicién y velocidad en términos de su latitud
y longitud. Otro ejemplo lo podemos ver si consideramos el movimiento de una peonza. En este caso,
aunque la peonza esté compuesta de cuatrillones de particulas, es posible describir su posicién sélo con
tres dngulos (el de giro respecto a su eje y los dos de orientacién de su eje), o equivalentemente, con la
rotacién de sus ejes propios respecto a los de una referencia fija exterior (un sistema de laboratorio),
es decir, con un elemento de SO(3).

De forma més general, podemos considerar sistemas newtonianos sometidos a ligaduras entre las
particulas que lo conforman. Las posibilidades de movimiento quedan entonces restringidas a un

1A 1o largo del texto s6lo consideraremos funciones diferenciables (€ si es necesario), no lo especificaremos en lo que
sigue.

2Esta ecuacién es una forma peculiar de la conocida segunda ley de Newton: F = ma.

3 A lo largo del texto utilizaremos la notacién usual en Fisica por la que un punto encima de una funcién dependiente
del tiempo indica la derivada temporal: ¢ = ‘fi—i. En particular el punto indica que debe existir esa dependencia respecto
del tiempo.
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subconjunto de R3”. En el caso de que estas ligaduras sean «lo suficientemente buenas» (holdnomas
y escleronomas es el término clasicamente usado en mecénica —esencialmente, que no dependan de
las velocidades ni del tiempo-), es posible entenderlas como unas funciones fi,..., f, : R — R,
independientes en todo x € R3" (d,f1 A -+ Adyfr # 0), que definen el subconjunto de R3"

Por el teorema de la funcién implicita, las ligaduras definen una subvariedad regular M C R3" de
dimension m = 3n — r. En Fisica, a esta M se le suele llamar espacio de configuracion del sistema y
a m su numero de grados de libertad. Asi, llegamos al formalismo lagrangiano.

Un sistema lagrangiano (que siempre consideraremos con ligaduras holénomas y esclerénomas e
independiente del tiempo) viene dado por una variedad diferenciable M de dimensién m. Si (U, q) es
una carta en M, las coordenadas ¢ = (q1,...,qm) : U — R suelen llamarse en Fisica coordenadas
generalizadas del sistema. Dados * € M y v € T, M, las coordenadas de v suelen denotarse ¢ =
(G1,---,Gm) v suelen llamarse velocidades generalizadas del sistema. Esto significa en realidad que, en
la carta (U,q), v =Y ", q'ia%i. Como el sistema es independiente del tiempo, en este caso no hay ¢
respecto de la que derivar, luego podemos considerar que es sélo una notacién, pero es consistente. Si
v = &(t) tenemos

i = dag o (0) = 50 7) (1),

Un estado del sistema lagrangiano vendra dado por un punto (x,v) € TM, donde x es la posicién
y v la velocidad del sistema en dicho estado, y una trayectoria del sistema vendra dada por una
aplicacién

y:R — TM
to (a(t), @ (t)).

Vemos que esta trayectoria estd asociada a una curva x : R — M en el espacio de configuracién,
que podemos entender como la descripcion de las posiciones de las particulas a lo largo del tiempo,
mientras que Z(t) = %x(t) describe sus velocidades.

La dinamica del sistema lagrangiano viene dada por lo que se conoce como el principio de minima
accion. Este principio puede deducirse a partir del formalismo newtoniano, imponiendo ciertas con-
diciones a las fuerzas y a partir del principio de D’Alembert, como puede leerse en [7]. Sin embargo,
aqui le daremos un enfoque distinto, postulando directamente el principio de minima accién, al estilo
de Landau y Lifshitz [8]:

«La formulacién mé&s general de la ley del movimiento de los sistemas mecdnicos es el
principio de minima accion (o principio de Hamilton).»

En primer lugar, el principio de minima accién afirma que los sistemas lagrangianos que estamos
considerando vienen caracterizados por una funcién L : TM — R, llamada lagrangiano del sistema.
Ahora, suponiendo que en los tiempos 1 y t3 el sistema ocupa los estados (z1,v1) y (z2,v2), la trayec-
toria que describird el sistema entre los dos estados serd aquella que minimice (o mds precisamente,
que haga extremal) la integral

to

s0)= [ L), (11)
t1
Este funcional S se conoce como la accion del sistema.

Utilizando técnicas de célculo variacional [2], es posible obtener unas ecuaciones diferenciales para
las trayectorias que hacen extremales funcionales de la forma de S. Las soluciones de estas ecuaciones
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son las trayectorias «reales» del sistema lagrangiano. Tenemos asi las ecuaciones de Euler-Lagrange,
que en coordenadas locales se expresan:

[CZ <gj> - gﬂ () =0,

parat=1,...,m.

Dado un sistema newtoniano F : R x R3 x R — R3", se define la energia cinética como una
aplicacién
T:R™ —R
1
v 5 (v,v).

Decimos que el sistema es conservativo o, equivalentemente que F' es una fuerza conservativa, si ésta
s6lo depende de la posicién y ademés es un campo gradiente, es decir, si existe una funcién V : R3" — R
que cumpla F(z) = —VV (z). Esta V toma el nombre de energia potencial. En un sistema newtoniano
conservativo podemos ver la ecuaciéon de Newton en la forma

dfar| \ _ ov

Ahora, escribiendo la funcién L(z,v) = T'(v) — V(x), tenemos

EXE T
£\ 0vi Ti ] (w(t),a(8))

Asi, podemos ver cualquier sistema newtoniano conservativo como un sistema lagrangiano con M =
Ry L=T-V.

En el caso de una variedad diferenciable cualquiera, debemos tener en cuenta que el producto
escalar (u,v) deberd ser sustituido por una métrica riemmaniana g. Recordamos que una métrica
riemanniana en una variedad diferenciable M se define como un tensor g € T9(M) simétrico y no
degenerado, es decir, como una coleccién de productos escalares

z(t)

go : TuM x TuM — R, z€ M,

que satisface la siguiente condicién de diferenciabilidad: para cada par X,Y de campos tangentes
diferenciables de M la funcién
(X,)Y): M —R

T go(Xa, Ya2)

es diferenciable. Se llama variedad riemanniana a un par (M, g), donde M es una variedad diferenciable
y ¢ una métrica riemanniana en M.

Definimos entonces un sistema lagrangiano natural, como un par ((M,g), L), donde (M, g) es una
variedad riemmanianay L : TM — Resdelaforma L=T—-V,con T : TM — R, T(z,v) = $g.(v,v)

y V : M — R una funcién®.

X 3k 3k

4Aunque V(x) estd definida en M, la expresién L =T — V tiene sentido si entendemos V' como una funcién definida
en TM con V(z,v) =V (x).
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Es una técnica comun a la hora de estudiar ecuaciones diferenciales de orden 2

f'(@) =F(z, f, 1),

realizar un cambio de la forma
{ f'(@) = g(x)
g'(z) = F(z, f,9),

lo que convierte la ecuacién original de orden 2 en un sistema de dos ecuaciones de orden 1. Esto ofrece
una serie de ventajas practicas y fundamentales, ya que nos permite ver la ecuacion diferencial como
un campo y su solucién como el flujo correspondiente. La misma idea se puede aplicar para estudiar
sistemas lagrangianos.

Sea ((M,g), L) un sistema natural. En T'M tenemos las coordenadas (g, ¢), pero podemos definir
otras usando la dualidad asociada a la métrica riemanniana g, es decir, el isomorfismo de Riesz:

T.M — T, M*
v — gz (v, ).

= io 1=1 m
pl_gm 8(]17 I I ’

que se llaman momentos candnicos conjugados o simplemente momentos, son independientes y forman
una base de T, M*, de modo que p = (p1,...,pm) son coordenadas en T, M. Explicitamente

Zm( )dqj > 9ijdgj,
=1

es decir, pi(¢,q) = Y.~ 9ij(q)g;, donde g;;(g) son las componentes de la matriz asociada a g, en la

base {%}. Por tanto
qi

En efecto, las formas

Opi o
2, (g,49) = gi;(q)-

Asi, (g,p) son unas nuevas coordenadas en T'M. Ahora, si recordamos que

= % Z 4igi(0)d; — V(a),

resulta que
ng pz(q (])
7=1

Consideramos ahora una funcion H : TM — R, definida a partir del lagrangiano L como su
transformada de Legendre
H= sz% Q7 )a

con las p relacionadas con las ¢ mediante p;(q,q) = > i~ ¢ij(q)g;. Derivando a ambos lados de la
expresion respecto de ¢; obtenemos

i +Dj — o
opi 8g; = 0¢; 7 9g,

=1

" (0H .
Z(@pi_qi) gij = 0.

i=1

Z OH 0Op; " Op; | oL

que nos lleva a
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Como la matriz de los g;; es regular,

oH
Opi

= qi-
Si derivamos respecto de g; tenemos

OH  ~0HOdp; ~~0pi. OL

a3 = qz
9qj = Opidq; = dq; " g
Finalmente, usando la relacién recién obtenida,
OH 0L
dg;  9q;

Para ver cémo sera la dindmica del sistema en estas coordenadas, consideramos una trayectoria
(x(t),2(t)), que en las nuevas coordenadas se expresa (q(t),p(t)), con p(t) = (pi(t),...,pm(t)) ¥
pi(t) = Z;n:l 9ij(q(t))g;(t). Notese que aqui el punto si expresa derivacién respecto del tiempo, es
decir, que las p dependen de las g. En este caso, por la ecuaciéon de Euler-Lagrange, la segunda de las
relaciones anteriores queda:

Obtenemos entonces un sistema de EDOs de orden 1 equivalentes a la ecuacién de Euler-Lagrange

{(jz’ (t) = (1)

pilt) = 92,

(1.2)

parai=1,...,n. Estas son las ecuaciones de Hamilton.
Si queremos dotar de sentido fisico a esta funcién H, conocida como hamiltoniano del sistema,
consideremos un sistema natural con lagrangiano L =T — V. Entonces p; = Z;nzl 9ii(9)d; v T'(q,q) =

> i1 349 (q)d;, por tanto

H(q,¢) = pi(a,9)di — L(q,d) = D (95565)di — 3 Y digizds + V() = T(a,: ) + V(@)
i—1 ij—=1 ij—=1

Es decir, el hamiltoniano es exactamente T + V', la energia mecdnica total del sistema.

De esta forma, podemos entender la dindamica de un sistema lagrangiano como la definicién de un
campo tangente al fibrado tangente del espacio de configuracién, cuyas curvas integrales contendran
toda la informacién sobre la evolucion temporal del sistema. En coordenadas locales este campo
tangente se expresa

x-3

m
=1

OH & OH 0
Op; 0q;  0q; Op; )~

) %k %

La siguiente pregunta que cabe hacerse es si serd posible construir este campo de forma independiente
de las coordenadas a partir de la especificacién de un hamiltoniano H : TM — R. La construccion es
sencilla, basta considerar un punto ( € T'M, con coordenadas (¢, p) y la 1-forma « que localmente se

expresa
m

a=Y pdg.
=1
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Entonces, la 2-forma
m
w=da =Y dp; Adg,
i=1
es cerrada (porque es exacta) y no degenerada.
Usando esta forma se puede construir un isomorfismo lineal, dado ¢ € T M,

T(TM) — (T(TM))*

€ — w(e,§) =—w(e). (1.3)

Ahora, si X es el campo asociado a dH por este isomorfismo, es decir, tal que dH = w(e, X7), es
facil comprobar que en coordenadas locales se expresa tal y como queriamos:

" /(0H & OH 9
H _ -
X = Z (8}% 0¢;  0Oqg; api) '

=1

En efecto, si X = > (aia%_ + bia%,) entonces

9 m\ _ 9 9 ., 9
w< X >—zk:dpk/\qu am,zj:ajaqurb]apj

Ip;
o 0
= Zajdpk/\ko (@D’@q) =aq;
i 0g;j

Jk

B H) ) ) )
w( Lo xH) =S dpp Adas | 203 a2 b
(8qi zk: PE2CIE Dy, Zj: Toq; 7 op;

= bidpi Adgy (6, 8) = —b;,
= dq;" Op;

_ (9w _ 9\ _oH
al_w<3pi7X )_dH (3]%) ~ Op;

B 0 om\ _ 0\ _ O0H
b; = w(@qi’X >— dH(an)— 90

yaque dH =3, g—gdqi + g—gdpi.

Obsérvese que el elemento realmente crucial en la construccion de este campo ha sido la 2-forma w.
Una forma de esas caracteristicas induce sobre T'M la estructura de wvariedad simpléctica. El estudio
de las variedades simplécticas y sus propiedades es la geometria simpléctica. A partir del capitulo 3
introduciremos el formalismo de la geometria simpléctica, lo que nos permitira enunciar la formulacion
canonica de la mecdanica clasica y resolver alguno de sus problemas.

de modo que




Capitulo 2

Preliminares de geometria diferencial

2.1. Derivada de Lie y férmulas de Cartan

Antes de comenzar con el estudio de la geometria simpléctica, conviene recordar el concepto de la
derivada de Lie de campos, extenderlo a formas, y obtener una serie de resultados que nos seran ttiles

mas adelante.
Empecemos recordando la definicién del corchete de Lie de campos, su estudio detallado puede

encontrarse en [6].

Definicién 2.1.1. Sea M una variedad diferenciable y X(M) el conjunto de los campos diferenciables
en M, se define el corchete de Lie como la aplicacién

[, ]:X(M) xX(M) — X(M)
(X,Y) — [X,)Y]=XoY -YolX,

donde la composicién se entiende si vemos los campos como aplicaciones C*°(M) — C*(M).

curva integral de Y en a

curva integral de X en a

|
©—t,x
P — Ty, ()M \

t
T.M .
Pix curva integral de Y en ¢y (a)
@—t,*(Ygot(a)) - Ya

Figura 2.1: Visién geométrica de la derivada de Lie

Recordamos también que podemos ver el corchete de Lie de otra forma equivalente. Sea M una
variedad diferenciable, a € M, Y € X(M), ¢ un flujo en M y X su generador infinitesimal. Entonces

V) — Ya
X, Y], = lim 2=t Feri@) = Yo
t—0 t

15
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En vista de esta férmula, se define la derivada de Lie de Y respecto de X como LxY = [X,Y]. Por
ultimo, recordamos otro resultado muy importante que usaremos posteriormente:

Proposicion 2.1.2. Sea M una variedad diferenciable, sean ¢, ¢ flujos en M y sean X, Y sus
generadores infinitesimales, respectivamente. Entonces los flujos conmutan si y sélo si lo hacen sus
generadores infinitesimales (es decir, py o 1)s = s 0y siy solo si [X,Y]=0).

Ya estamos en disposicién de dar una definicién mas general de la derivada de Lie:

Definicion 2.1.3. Sean M una variedad diferenciable, X un campo en M,y ¢ su flujo. Se define la
derivada de Lie respecto de X como la aplicacion

Lx:T"(M) — TI"(M)
w +—— Lxw=1lim;_

*

go—w

(es decir, (Lxw), = lim;_ M para x € M).
Vamos a obtener ahora un par de propiedades de la derivada de Lie.

Proposicién 2.1.4. Sean M una variedad diferenciable, w € T"(M), X, X4,..., X, € X(M). Se

cumple
T

Lyxw(X1,..., X)) = Xw(X1, ..., X)) = Y w(Xy,.., [X, X, X)),
i=1
Demostracion. Vamos a probarlo sélo para el caso en el que w es una 2-forma para simplificar su
lectura. El calculo general es completamente analogo. En primer lugar,

i (1) (X1, ) — (X, Xo)] = litm [1 (o) (X1, Xa) — sot(w(XhXQ))]]

iy [ 0, X)) — w3, X

El segundo término de esta expresién es exactamente

i 4 18 (w30, X) — 30, 3] = ( y ) (w1, X)) = XX, Xa),

mientras que el primer término, en x € M es

t—0

lim [1[(50;0.;)()(1,)(2) - sof(w(Xl,Xz))]]

x

L1
= }gf% E[ngt(x)(szDt(Xl,m),deOt(XQ,z)) — Wy (z )(Xl i (x)» X2,<pt(x))]

1
= hm 3 Wi () [ (dept(X1,2) — Xl,%(m))» dm@t(XZw)]

3 1
+1im w, (2) [Xl,%(x) —(datpt(X22) — XZ,@t(x)):|
= —wm([X, Xl]x ,Xg’x) — W:v(Xl,xa [X, XQ]I)
Comprobemos que, en efecto

hr% (dopr(X1,2) — Xl,apt(:v)) = [X, X1],,

y es analogo para [X, X»], . Basta «sacar factor comin» a d¢¢, de modo que

((dﬂl(pt)_l (Xl,got(:c)) - Xl,a:) '

%(dxsot(Xl,x) - Xl,(pt(x)) = _d:c(Pt ;
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Ahora, (dypy) ™' = dy, ()Pt = P—tx ¥

7 1
lim ot (X1 gy (@) — X12) = [X, X1, -

Volviendo a agrupar, tenemos lo que se queria demostrar.

Proposicién 2.1.5. Sea M una variedad diferenciable y o € T"(M). Se cumple

r—+1

(do) (X1, .o, Xpp1) = D> (D) ' Xl Xy, .o, Xy, Xrg)
=1

+ Z(—1>i+ja([Xi, X]] ,Xl, ce ,XZ', ce ,Xj, ce ,X,«_;_l),

1<J
donde el circunflejo en un campo quiere decir que este campo se omite.

Demostracion. En este caso probaremos solo la identidad mas sencilla
da(X,Y) = Xa(Y) - Ya(X) - a([X, Y]),

vélida para el caso en el que « es de grado 1. El caso general es completamente analogo.
En primer lugar, escribimos todo en coordenadas locales:

8ai
a = EZ o;dx;, da = ;j da; A de = - ijdxz‘ N Xj,
0 oY; 0X;\ 0
X=) X,—, [X,Y]= Xi=—L -Yi—L) —.
Zi: 8X¢7 [ ’ ] ;( 8Xi 8XZ' > an

Ahora, operando en estas coordenadas:

a(X) = Z%’Xia da(X,Y) = Z %(X]Y; ~- XiY;),

— UX;
Z7‘7
aY; 09X, Y; 0X;
(X, Y] =Y (X@- i Ya) 0= T axg - Yan s
i.j ! ' i, ij
X(aY) = X+ YiXj o, Y(aX) = Y XY
(Oé ) Z-Zja ]axj + Jaxj (a ) izja J 8Xj + J8Xj

Obtenemos entonces

X(a(¥) = Ya(X) ~ al[X,¥]) = YV, 52 - X, 5 — da(X.Y).

Antes de seguir, vamos a introducir una nueva operacién para formas:

17

Definiciéon 2.1.6. Sea M una variedad diferenciable y X un campo en M, se define el producto

interior o contraccion iy : "1 (M) — I'" (M) por
ixw(Xy,..., Xp) =w(X, Xq,...,X;),

para Xi,..., X, € X(M).
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Podemos probar ya una serie de férmulas, debidas a Elie Cartan’, que nos seran de gran utilidad
posteriormente.

Teorema 2.1.7 (Férmulas de Cartan). Sea X un campo en una variedad M, y consideramos la
derivada de Lie Lx, el producto interior ix, y la diferencial exterior d. Entonces se cumplen las
siguientes formulas:

L. ixy) = Lxiy —iyLx, para todo Y € X(M),
2. Lx =doix +ixod,
3. Lyod=doLx.

Demostracion.
1. Si Xy,...,X, € X(M), entonces

Lx[(iyw)(X1,..., X)) = Xw(Y, X1,..., X Zw Y, X1, [ X, X],....X,),

iy[(LXw)(Xl, e ,XT)] :Xw(Y Xl, e ,X,,«)

Por tanto )
ixy WX, Xr) =0([X, Y], X, X

=Lx[(iyw)(X1,..., X,)]
—iy[(Lxw)(X1,..., X,)].

2. Usando la relacién entre el corchete de Lie y la diferencial exterior que obtuvimos antes, tenemos

(d(ixa))(X1,...,X,) :Z(— Y Xl X, X, X X))

+Z D a(X, [ X, X5], X1, Xy Xy, X,
1<J

(ix(da))(X1,..., X,) :Z(— VXX, X1, .., Xs, o X))

+Z H-]-&-l [XZ.’Xj}7X1,...,Xi,...,Xj,...,Xr)
1<J

+ XXy, X)) + ) (D a((X, X)), Xy, X X,

Sumando ambas expresiones obtenemos
(dixa +ixda)(Xq,..., X)) =Xa(X,... ,Xr)

+Z La(Xy, . L [X, X5, X))
:Xa(Xl,...,Xr)—Za(Xl,...,[X,Xj],...,XT).

3. Utilizando (2) y que d o d = 0, obtenemos
Lxod=(ixod)od+(doix)od=doixod,
doLy =do(ixod)+do(doix)=doixod,
luego Lx od =do Ly. ]

'En la literatura, la segunda de estas férmulas suele llamarse «férmula mégica de Cartan».
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2.2. Campos y formas dependientes del tiempo

Hasta ahora hemos tratado con campos tangentes a una variedad diferenciable, que de forma
natural nos dan ecuaciones diferenciales auténomas sobre esta variedad. Sin embargo, en algiin uso
posterior, especialmente en la demostracién del teorema de Darboux (teorema 3.2.5), vamos a necesitar
tratar ecuaciones no auténomas, es decir, ecuaciones diferenciales que dependan de un parametro extra,
generalmente el tiempo. Para ello, es necesario introducir los campos y las formas dependientes del
tiempo.

Definicion 2.2.1. Sea J C R un intervalo abierto y M una variedad diferenciable:
1. Un campo tangente (diferenciable) dependiente del tiempo de M es una aplicacién

X:JxM — TM
(t,x) — (2,Xtz)

que es diferenciable como aplicacién entre variedades.
2. Una forma diferencial (diferenciable) de grado r dependiente del tiempo de M es una aplicacién

a:JxM — A(M)
(t,x) — (z,004)

tal que la funcién

a(Xy,...,. X)) JxM — R
(ta) — na(Xl,. . XL,)

es diferenciable para cualesquiera r campos Xi,..., X, € X(M).
Observacién 2.2.2. Un campo y una forma dependientes del tiempo se expresan en una carta (U, x)
en la forma

0
Xt’aj = ZXl(t, I‘) 8}('

Qp g = Z a;(t, x)dx;| ..

La diferenciabilidad de X y « es equivalente a la de sus componentes X;, «; como funciones J xU — R.

T

Tiene sentido decir ahora qué entendemos por derivar una forma respecto al tiempo. Sea a; una
r-forma dependiente del tiempo, la derivada temporal de oy es

d

dt

;. Og4h — Oy
ap = lfm —oth —to
h—0 h

t=to

El siguiente teorema nos permite integrar campos dependientes del tiempo. Por brevedad de ex-
posicién omitimos la demostracién, que puede encontrarse en [9].

Teorema 2.2.3. Sea X : J x M — TM un campo dependiente del tiempo. Existen un abierto
VCJxJxMyuna funcion ¢ : V — M tal que para cada s € J y para cada x € M, el conjunto
Vr) = {te J|(t,s,2) €V} es un intervalo abierto que contiene a s y la curva v : V®) — M
definida por ~(t) = ¢(t, s, x) es la inica solucion mazimal al problema de valor inicial

Y (t) = Xt v
v(s) = .
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Equivalentemente, podemos ver el problema de valor inicial en la siguiente forma:

%f(t’ S, .’E) = X(t,ap(t,s,w))a
90(87 S, x) =x.

Esta ¢ recibe el nombre de flujo dependiente del tiempo. Nétese que cada p(t, s, e) es una aplicaciéon
diferenciable de un abierto de M en M que denotaremos ¢ 5. Aunque aqui no lo detallemos, es sencillo
probar que este flujo sigue una ley de aditividad: si (t1,tg,z) € V' y (t2,t1, 8.4, (x)) € V, entonces
(tg,to,x) eVy

Ptat1 © Pti,to (.’E) = Pta,to (:B)

Ahora podemos generalizar la derivada de Lie de formas para campos dependientes del tiempo:

Print —

Lx,a=lim ———
t h—0 h ’

para x € M. Esto nos da una férmula que nos relaciona la derivada temporal con la derivada de Lie

de formas.

Proposicion 2.2.4. Sea X : J x M — TM un campo dependiente del tiempo y ¢ : V — M el flujo
dependiente del tiempo asociado. St oy es una r-forma dependiente del tiempo, entonces para cualquier

(t1,t0,z) €V
d . . d
i (‘Pt,toat)x = [@tl,to (Lthatl —+ n . Oét)] .
X

t=t1

Podemos ver esta formula en una notacién méas compacta:

i Yoy =f | L a—}—ia
dtgpt t_gpt X &t dtt .

Demostracion. En primer lugar, probaremos una forma mas sencilla, en la que « no depende del
tiempo,

d
% (QOZtOO[) - gp;tkl,to (Lth Oé)
t=t1
En efecto
d . S0;‘/k14rhﬂfoo[ - 90:1 o * ., Pti+h s — O N
% t:tl (cpt,toa) = }L_Iflo h == (ptlyt() }1111%’(1) f g 90151,150 (LXta)

Probemos ahora la férmula general. Tomando un € > 0 lo suficientemente pequeno, consideremos
la aplicacién F : (t; —e,t; +¢) x (t1 —e,t; +¢) — I*(T, M) definida por

Fu,0) = (@r,1500)a-

Ahora, por la regla de la cadena

oF

d OF . d
rn F<t7t) = 7(t1,t1) + 7(t17t1) = [(ptl,to(Lthatl)]z + =

dt{,_y, ou ov dt (@tl,toat)x-

t=t1

«Sacando factor comin» a ¢}, , , obtenemos lo que queriamos probar. O
b
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2.3. Lema de Poincaré

En esta seccién vamos a probar uno de los resultados fundamentales de cohomologia de de Rham,
que nos sera 1til en varias partes a lo largo del texto. Se trata del lema de Poincaré, que afirma que
en un abierto estrellado toda forma diferencial cerrada es exacta.

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y sea J el intervalo [0, 1]. Consideremos la familia

de aplicaciones
Jje M — Jx M

x—> (t, ).

Se define el operador de homotopia como la aplicacién

h:TF(J x M) — TF1(M)

1
W — / 1o w dt.
0 ot
Explicitamente, para un punto (¢,z) € J x M,

1 1
, 0
(hw)z(Xl,...,kal) :/ (Zaw)(t,x)(Xla---an1)dt:/ W(t@) <,X1,...,Xk1> dt.
0 ot 0 8t

d d
I*=4J xU) r*=YU)

d / d

F(J x U) I*(U)
/

d d
H(J x U) )

d d

Proposicién 2.3.1. El operador de homotopia cumple la relacion
doh+hod=ji - j,
con las j; definidas como antes.

Demostracion. Sea w € I'*(J x M). Directamente, usando la férmula de Cartan,

1 1
(@on+hodun) = ( [ gwat) + [ g (@

ot

ot

1 1 o
= Low)yndt = / <w> dt
/0 ( gt )(t7 ) 0 at (t,:l?)

= W) T W0,2) = Wii(x) T Yo()

= (Jiw)z — (Jaw)e-

1
:/ (doig —|—Z'ag Od)(w)(t,;t)dt
0 t
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Definicion 2.3.2. Un subconjunto abierto U C R" se dice estrellado si, para cada x € U y para cada
teJ, txel.

Por ejemplo, son conjuntos estrellados las bolas centradas en 0 o el propio R"™. Podemos considerar
entonces el retracto de deformacion

r:JxU—U
(t,z) — tx,

que es una aplicacién diferenciable que cumple r o jo = 7(0,0) =0y roj; = r(1,e) = idy.

Teorema 2.3.3 (Lema de Poincaré). Si U C R™ es un abierto estrellado, entonces toda forma dife-
rencial cerrada en U es exacta. En otras palabras, para todo k € N, Hk(U) =0.

Demostracion. Sea w € T'*(U). Sea r el retracto de deformacién y h la aplicacién inducida por el
diagrama

T+(U) —— T*(J x U)

T b

Fk 1 )
Tenemos entonces que
h(dw) + d(hw) = h(r*dw) + d(hr*w) = h o d(r*w) + d o h(r*w)

=ji(r'w) —jo(r'w) = (roji)'w — (rojo)w
=w-—0=w.

Ahora, si w es cerrada, entonces d(hw) = w, luego w es exacta. O

Corolario 2.3.4. Para cualesquiera n,k € N, H¥(R") = 0. Es decir, en R" toda forma cerrada es
exacta.

Corolario 2.3.5. Sin > 3, entonces H>(S") =0

Demostracion. Si w es una 2-forma en S, n > 3, x € S” y U es un disco entorno de x. Por el lema
de Poincaré, existe una 1-forma « definida en U tal que w = da en U. Sea 6 una funcién meseta que
valga 1 en un entorno V' C U de zx relativamente compacto de U y 0 fuera de U. La forma

w1 =w —d(fa)

es cerrada con soporte compacto en S"\{x}, que es difeomorfa, por proyeccién estereografica ¢, a R™.
De nuevo por el lema de Poincaré, existe una 1-forma 5 de R™ tal que d8 = ¢*w;. Con todo esto,

tenemos
w=d <0a + (tp*l)* 6) .

Por tanto, w es exacta en S” y H2(S") = {0}. O



Capitulo 3

Geometria simpléctica y mecanica
hamiltoniana

3.1. Espacios vectoriales simplécticos

En esta seccién repasamos algunos conceptos de dlgebra lineal necesarios para estudiar geometria
simpléctica. Introduciremos la nocion de espacio vectorial simpléctico y veremos algunas de sus pro-
piedades. Muchos de los resultados aqui expuestos pueden leerse més desarrollados en [5].

Definicién 3.1.1. Un espacio vectorial simpléctico es un par ordenado (V,w), donde V' es un espacio

vectorial sobre R y
w:VxV =R

es una forma bilineal antisimétrica no degenerada.

Clasificacién de formas bilineales antisimétricas

1. Sean w una forma bilineal antisimétrica sobre un espacio vectorial V' de dimensién finita. En-
tonces exsiste una base respecto de la cual la matriz asociada a w es

0 —I, 0
I, 0 0|,
0 0 0

donde I, es la matriz identidad n x n y n < %dim(V).

2. Si (V,w) es un espacio vectorial simpléctico de dimension finita, entonces dim(V') = 2n para
cierto n € N. En tal caso, se dice que B C V es una base simpléctica de V si la matriz asociada

awen B es
0o -1,
e (D),

3. Podemos ver la forma bilineal w de matriz asociada J,, como una 2-forma alternada en V.
Si {u,...,up,v1,...,0,} es una base simpléctica y {¢1,...,0n,¥1,...,¥n} es su base dual,
entonces es inmediato comprobar que

n
w= ZU&: A ;.
i1

4. Llamaremos n-ésima forma simpléctica estdndar a la forma €, : R?® — R?" de matriz asocia-
da J, en la base canénica de R?". Llamaremos espacio simpléctico estindar 2n-dimensional a
(R?",€2,,). Deducimos también de lo anterior que todo espacio vectorial simpléctico de dimensién
2n es isomorfo a (R?",(,).

23
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Aplicaciones simplécticas
Sean (V,w) y (V’,w') espacios vectoriales simplécticos. Decimos que una aplicacién lineal f: V —
V' es simpléctica si

W' (f(v), f(w)) = w(v, w)

para cualesquiera v, w € V. En otras palabras f*w' = w.

Ahora, siw # 0y f(v) =0, entonces w(v,w) = 0y, como w es no degenerada, v = 0, de modo que
ker f = {0}. Es decir, toda aplicacién simpléctica es inyectiva.

En el caso en que V y V' tienen la misma dimensién, entonces f es un isomorfismo que lleva una
base simpléctica de (V,w) a una base simpléctica de (V' ).

El grupo simpléctico

Sea (V,w) un espacio vectorial simpléctico de dimensién 2n. El conjunto de las aplicaciones linea-
les simplécticas de V' en V es un subgrupo de GL(2n). Este grupo se conoce como n-ésimo grupo
simpléctico real y se denota por Sp(n,R).

Asignando a cada f € Sp(n,R) su matriz asociada A en una base simpléctica fijada, el grupo
simpléctico se puede representar por medio de las matrices 2n x 2n que cumplen

J, = ALJ,A.

Estas matrices se dicen matrices simplécticas. De aqui deducimos inmediatamente, por un razona-
miento andlogo al que hariamos para matrices ortogonales, que todas las matrices simplécticas tienen
determinante 1 o —1. Sin embargo, podemos probar un resultado atin mas fuerte sobre el grupo
simpléctico: su subgrupo especial (es decir, el subgrupo de las aplicaciones de determinante 1) coincide
con él mismo.

Proposicién 3.1.2. Toda aplicacion lineal simpléctica tiene determinante 1.
Demostracion. Si €, es la forma simpléctica candnica, entonces A = Qn/\~( T-L)-/\Qn es una forma de grado
méximo, luego, por el teorema del determinante, f*(A) = det(f)A. Ahora, como f es simpléctica,

FA) = (@mo N A Qo f) =0 A A0, = A

Por tanto, det(f) = 1. O

3.2. Variedades simplécticas

Una vez repasados los conceptos bésicos de la geometria lineal simpléctica, estamos preparados
para entender lo que son las variedades simplécticas y estudiar las propiedades que exhiben.

Definicién 3.2.1. Una variedad simpléctica es un par (M,w) donde M es una variedad diferenciable
de dimensién 2n y w € T?(M) es una 2-forma cerrada y no degenerada (para todo x* € M, w, es no
degenerada).

De la propia definicién de variedad simpléctica podemos ya deducir unas cuantas restricciones para
lo que puede y lo que no puede ser una variedad simpléctica. En primer lugar, claramente todas tienen
que tener dimensién par, ya que lo hemos impuesto por definicién, aunque venia motivado del hecho
de que solo en dimensién par podemos tener matrices antisimétricas no degeneradas. Veamos entonces
un primer ejemplo de variedad simpléctica, a parte del ya estudiado espacio simpléctico estandar, al
que trivialmente se le puede dotar de la estructura de variedad simpléctica.
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Ejemplo 3.2.2. Podemos dar un ejemplo de variedad simpléctica si consideramos la esfera S? y su
forma de 4rea w, que es cerrada por ser de grado maximo. Si vemos S? sumergida en R? como la esfera
de radio 1 y consideramos el radio vector v en cada punto de la esfera con coordenadas (x,y, z), la
expresion concreta de esta forma en este punto es

w = det(v,e,0) = xdy A dz — ydz A dz + zdx A dy.
En efecto, como en la esfera unidad
xdx + ydy + 2zdz =0

entonces
Tw = dey Adz 4 zdx(—ydz + zdy)
= 2’dy Adz + (—ydy + zdz) A (—ydz + zdy)
= (2® +y? + 2H)dy Adz,
y, por un célculo anédlogo
yw = —(z% +y* + 2%)dz A dz

2w = (2% + y* + 2%)dx A dy.

Como el miembro de la derecha de cada una de estas expresiones sélo se anula en el plano tangente a
la esfera en los puntos en los que se anula el correspondiente x, y o z de la izquierda, tenemos que la
forma w nunca es nula en la esfera.

También se puede ver cémo se expresa esta forma en coordenadas esféricas

T = cos ¢sin 6
y = sin ¢ cosf
z = cos .
Tenemos entonces
dz = — sin ¢ sin 8d¢ + cos ¢ cos 6dd
dy = cos ¢ sin 8d¢ + sin ¢ cos 6d0
dz = —sinAdo,

dx Ady = —sinf cos0do A db
dz A dz = sin ¢ sin? Ode A d6
dy A dz = — cos ¢sin? Od¢ A dé.

Finalmente
w = —(cos? ¢sin® @ + sin? ¢ sin® O + sin A cos? #)dep A df = —sin fd¢ A d,
que es la forma de area tipica en coordenadas esféricas.

Vamos a obtener ahora algunas condiciones que tienen que cumplir las variedades simplécticas que
se deducen directamente de la definicién.

Proposicion 3.2.3. Toda variedad simpléctica es orientable.

iy n (n) [
Demostracion. Como w es no degenerada, w™ = wA--* Aw es una forma de grado maximo nunca nula,
luego la variedad es orientable. O

A esta w" se le suele llamar volumen de Liouville de M ya que, aunque aqui no lo desarrollemos, esta
relacionada con el elemento de volumen en M si definieramos en ésta una estructura riemanniana.
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Proposicién 3.2.4. Si (M,w) es una variedad simpléctica compacta y sin borde, entonces su sequndo
grupo de cohomologia de de Rham H?*(M) es no trivial: w no es evacta.

Demostracion. Consideramos en M el volumen de Liouville w™. Ahora, si w = da, entonces w" =
d(a Aw™1). Por el teorema de Stokes

/ w"—/ d(a/\w"l)—/ aAw" =0
M M OM=2

Pero M es compacta y w™ es una forma diferencial de grado méximo, luego | ) W' no puede ser igual
a 0. Por tanto, w es cerrada y no es exacta, luego [w] # 0y H?(M) # {0}. O

Como consecuencia del resultado anterior, las esferas de dimensién superior a 2 no admiten una
estructura simpléctica ya que H?(S") =0 si n > 3.

Teorema de Darboux

Prosiguiendo el estudio de las variedades simplécticas mas alla de la propia definicién nos encon-
tramos con un resultado muy fuerte, central en toda la geometria simpléctica: las formas simplécticas
son localmente constantes. Esto establece una diferenciacion clara con la geometria riemanniana, don-
de existen invariantes locales, como la curvatura, de modo que pedir a una métrica riemanianna que
sea localmente constante es como pedirle a la variedad que sea localmente plana. Sin embargo, en
geometria simpléctica la situacion es distinta ya que no hay invariantes locales.

Teorema 3.2.5 (Darboux). Sean M una variedad diferenciable y w una 2-forma cerrada y no dege-
nerada en M. Entonces, para todo x € M existe una carta (U, ) en x tal que p*w tiene coeficientes
constantes.

Demostracién. Como se trata de una cuestién local, podemos suponer que estamos en R?™. Sea wi = wy,
que tiene coeficientes constantes, y sea

wr =twy + (1 —thw = w + t(w) —w),

para cada t € R. Como w;, = w,, para todo t € R, w; es no degenerada en z. Por tanto, si J es
un intervalo abierto acotado tal que [0,1] € J, existe un entorno U C M de x en el que w; es no
degenerada para cada t € J. Ahora, como w; — w es cerrada, por el Lema de Poincaré existird una
1-forma « en tal que w; — w = da. Ademds, podemos asumir «, = 0.

Ahora, por ser w; no degenerada, da un isomorfismo entre campos y 1-formas (de forma anédloga
a como vimos en la seccién 1): para t € J, podemos definir el campo dependiente del tiempo X; tal
que ix,w; = —a y ademés X;, = 0 por ser a, = 0. Ahora, si ¢ : V. — U es el flujo dependiente del
tiempo asociado a X, entonces ¢(t,0,z) = = para todo ¢t € J, luego J x {0} x {x} C V. Como V es
abierto en J x J x M y [0, 1] es compacto, existe un entorno Uy de x tal que [0,1] x {0} x Uy C V.

Por tanto, si ¢; = (t,0, e) para cada t € [0, 1] se sigue, por la proposicién 2.2.4 y por las férmulas
de Cartan,

i) = i (L) + i (o) = pilixedn + dixn) + 9761 - )

=¢;(0—da+w —w)=0.

De modo que pjwi; = @jwo = w. Por tanto, ¢, es simpléctica, luego es un isomorfismo, lo que
implica que 1 es un difeomorfismo local. Asi, reduciendo el entorno si es necesario, encontramos la

carta que estdbamos buscando: basta tomar ¢ = gofl, y ¢*w = w tiene coeficientes constantes.
O
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Corolario 3.2.6. Sea (M,w) una variedad simpléctica. Para cada © € M existe un entorno U de x
y unas coordenadas (q,p) = (q1,---,qn,P1,--.,Pn) €n x tales que

n
w= Z dp; A dg;.
i=1

Una carta (U, (q,p)) de este tipo se llama carta de Darboux.

Demostracion. Basta tomar la carta (U, ¢), dada por el teorema de Darboux, para la cual la forma
©*w es constante. Tomamos ahora la aplicacién lineal A : R?® — R?" que diagonaliza p*w a la forma
Q,, v las coordenadas x = (¢, p) para las cuales el siguiente diagrama conmuta

U —£> R
\ lA
R2",

Entonces en la carta (U,x) podemos escribir w = x*Q,, = > | dp; A dg;. O

Simplectomorfismos
Para terminar la seccién, vamos a estudiar lo que podriamos tomar como morfismos en una cate-
goria de las variedades simplécticas: aplicaciones diferenciables que preserven las 2-formas.

Definicién 3.2.7. Sean (M,w) y (M',w') variedades simplécticas y f : M — M’ una aplicacién
diferenciable. Decimos que f es un simplectomorfismo si f*w' = w, es decir, si para cada x € M,
(dy f )*w}(z) = w,;. Equivalentemente, f es un simplectomorfismo si la aplicacién lineal d, f : T,M —
Tte)M' es simpléctica.

Una propiedad bésica de los simplectomorfismos es que preservan las cartas de Darboux.

Proposicién 3.2.8. Sean (M,w) y (M',u') variedades simplécticas y f : M — M' una aplicacion
diferenciable. Entonces f es un simplectomorfismo si y sdlo si, para cada xz € M, si (U,(q,p)) es una
carta de Darboux en f(x), entonces (f~1(U),(qo f,po f)) es una carta de Darbouz en .

Demostracion. Basta darse cuenta de que

n

> dpio f)Ad(gio f) =Y f*(dpi Adgi) = f* (dei/\d(h') = [’
=1

i=1 =1

es igual a w si y sélo si f es un simplectomorfismo.

Enunciamos también una consecuencia inmediata de la definicién de simplectomorfismo:

Proposicion 3.2.9. Los simplectomorfismos preservan el volumen de Liouville w™.

3.3. Campos simplécticos y campos hamiltonianos

Sea (M, w) una variedad simpléctica. Andlogamente a lo visto en la seccién 1y en la demostracién
del teorema de Darboux, la aplicacién

T, M)*

T .M —
§ — w(e, ),
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es un isomorfismo lineal entre campos y 1-formas. Resulta que a cada campo X le podemos asignar
la forma —ixw. Veremos enseguida como esta propiedad, junto con la férmula de Cartan nos va a
permitir obtener resultados muy interesantes.

En primer lugar, observemos que si f; es una familia uniparamétrica de simplectomorfismos y X
es su generador infinitesimal, entonces

ft*w == O.
t=0

LXw:

dt

En la otra direcciéon también es cierto, si X es un campo con Lxw = 0, su flujo ¢ es una familia
uniparamétrica de simplectomorfismos. En efecto,

d, .  PrhWep i (x) — PLWe(x)
%(@twwz(m)) = }lzliz%) = h
(1o Ph¥en(pi(@) ~ Worla)
= 1
Pt <h1£% h )

Por tanto, 9w, (z) = Wa-
Por otro lado, aplicando la férmula de Cartan

Lyw =ix(dw)+d(ixw) = d(ixw),

ya que w es cerrada. Por tanto, si X es un campo tangente a una variedad simpléctica, Lxw =0 siy
sélo si ixw es cerrada. Todo esto nos lleva a dar la siguiente definicién:

Definicién 3.3.1. Sea (M, w) una variedad simpléctica. Un campo X € X(M) se dice simpléctico, si
Lxw = 0 o, equivalentemente, si ixw es una 1-forma cerrada. El conjunto de los campos simplécticos
de (M,w) se denota por X,,(M).

En el caso en que X sea un campo simpléctico y ademds ixw sea exacta, existe una funcién
F : M — R con ixw = —dF. Denotamos entonces X = X y decimos que X es un campo
hamiltoniano con hamiltoniano F'.

Localmente, si tomamos una carta de Darboux en un punto x € M, podemos escribir x =
(q1y--,Gn,P1,-..pn) y una funcién F : M — R como F(qi,...,qn,D1,--.,Pn). Tenemos entonces

dF = Z dqz dpz,
de modo que el campo de hamiltoniano F' tiene la forma

) B,
xXF = XF xF =

Ahora,

dF:—iXFw:—dei/\dqi< r 9 +xF = 4 ):Zngpi—ngqi.
=1

P
=1 Y og T Opy’

Por tanto, las componentes del campo son X,/ = ap y X, I — 90 Si consideramos ahora las curvas

integrales (qi(t),...,qn(t),p1(t),...,pn(t)) del campo XF, obtenemos ecuaciones de Hamilton con

hamiltoniano F', tal y como las vimos en la seccién 1

{di(t) = 2; (t)

pit) =—55 (),
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parat=1,...,n.

Cabe preguntarse ahora cuando los campos simplécticos y los campos hamiltonianos coincidiran.
Esto es facil de ver. Si consideramos las aplicaciones F +— X y X s [ixw], nétese que existe una
sucesion exacta de espacios vectoriales

[iec]

ex(M) X5 x,(M) HY (M),

donde precisamente ker([iew]) = im(X*®) es el conjunto de campos hamiltonianos. Si H'(M) = 0 (en
particular, si M es simplemente conexo), entonces todo campo simpléctico es hamiltoniano. Como con-
secuencia, todo campo simpléctico es localmente hamiltoniano. Es decir, si X es un campo simpléctico,
en todo punto z € M podemos tomar un entorno U simplemente conexo en el que hay una funcién
F:U— M tal que —ixw =dF en U.

3.4. Corchete de Poisson

Podemos emplear los campos hamiltonianos para definir una nueva estructura en las variedades
simplécticas, el corchete de Poisson. En esta seccién veremos que toda variedad simpléctica es una
variedad de Poisson.

Definicién 3.4.1. Sea (M,w) una variedad simpléctica y F,G : M — R. Se define el corchete de
Poisson de F' y G como la funcién

{F.G} (x) = (X" G)(a),
para cada x € M.
Proposicién 3.4.2. Sean F,G : M — R. Entonces,
1. {F,G} =dG(XT) = w(XF, X% y
2. [XF, XY = x{Fe},
Demostracion.
1. {F,G} = XF(GQ) =dG(XT) = —iyew(XT) = —w(X% XT) = w(XF, XG).
2. Por las férmulas de Cartan:

ixr xow = Lxr(ixew) —ixe(Lyxrw)
=diyriyew +ixrdiyecw —iycdiyrw —iyciyxyrdw
= d(w(X% X)) —iyr(d(dG)) +iye(d(dF)) —iyeixr(0)
=d{G,F} = —iyenw = ixraw.

Localmente, si tomamos una carta de Darboux (¢, p) en un punto x € M, podemos escribir
oG oF 0 oF 0
F,G} =dG(X") = —dg
th6) (%) < dg " ) (Zapza% 6(]i6pi>

- Z OF 0G  OF 0G
Op; an a% Op;
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Esta es la forma del corchete de Poisson que se suele ver en mecéanica clasica. Observamos también
las relaciones
{{F, g} =5E
{Fopi} =-5.

Estas son precisamente las componentes del campo X*'. Si ahora consideramos las curvas integrales
de F', podemos ver que las ecuaciones de Hamilton toman una forma mas simple

{q;- — {F,q;}

pi ={F,pi}.

De aqui también obtenemos lo que se conoce como las relaciones de conmutacion candnicas:
{pi, q;} = 04

Reciprocamente, si (U, (¢,p)) es una carta en un punto x € M tal que, para cada i,j = 1,...,n,
{¢i,q;} = {pi.p;} = 0y {qgi,pj} = dij, entonces es una carta de Darboux. En efecto, como todos
los corchetes de Poisson entre las coordenadas son constantes, entonces [X% X%] = [XPi XPi] =
[ X9, XPi] = 0, de modo que los campos X,,,,...,Xp,, Xq,,..., X, son coordenados. Esto es, redu-
Ziendo el entorno si es preciso, existen unas coordenadas (x,y) tales que X?i = 8%1_ y X% = — a?”.

hora,

0 0
e — = bi Pj) — : T —-—
w(@xi’axj) w (XP XPi) = {p;,pj} =0,

0o 0
Wl g 5. | =W XQi7XQj = —94i,4; =0

o 0
R = Pi q; - _ ) R
. (axi7 8y]> w(X ’ X ) {p17QJ} (51].

De modo que la carta (U, (x,y)) es de Darboux. Ahora,

dg; = —ixuw =1 0 w=dx;
9y;
y
dp; = —ixriw = —i o w = dy;,
Ox;

luego x; = ¢; e y; = p; (salvo tal vez una constante). Por tanto, la carta (U, (¢,p)) es de Darboux.
Veamos ahora las propiedades del corchete de Poisson.

Proposicién 3.4.3. La aplicacion {,} : C°(M) x C°(M) — C*°(M) que a cada par de funciones le
astgna su corchete de Poisson cumple las siguientes propiedades:

1. FEs bilineal,
2. es antisimétrica,

3. cumple la identidad de Jacobi
{4, B}, Cy + {{B,C}, A} + {{C, A}, B} = 0,
4. y cumple la regla de Leibniz
{A,BC} ={A,B}C+ B{A,C},

es decir, {A, o} es una derivacion.
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En particular, las propiedades 1-3 nos dicen que (€>°(M),{,}) es un dlgebra de Lie. Al anadir la
propiedad 4 decimos que es un dlgebra de Poisson.
Demostracion. La demostracién de 1 y 2 es inmediata del hecho de que {F,G} = w(X¥, X%) y de la
linealidad de X°.

Para probar 3 tenemos

(X4, XP](C) =X XB(C) - XBoXA(C)=X2({B,C}) - XP({A,C})
= {A7 {Bv C}} - {B7 {A7 C}} :

Mientras que
(x4, xP](0) = x14BYC) = {{A,B},C}.

Tenemos entonces
{{AvB}’C} = {Av{B’C}} - {B7{A7C}} = - {{B,C},A} - {{C’A}vB} .

Pasando el segundo término al otro lado obtenemos la identidad de Jacobi.
La regla de Leibniz (4) es inmediata porque {A, e} (z) = X2 es una derivacién. O

En general, si en una variedad diferenciable M consideramos el conjunto de funciones (M) y lo
dotamos de la estructura de dlgebra de Poisson mediante un corchete {, }, decimos que el par (M, {, })
es una variedad de Poisson. Podemos reducir el enunciado de la proposicién anterior simplemente a
afirmar que toda variedad simpléctica es de Poisson.

3.5. Mecanica en variedades simplécticas

Una vez estudiadas las estructuras béasicas de las variedades simplécticas, veamos cémo éstas plan-
tean el marco natural en el que estudiar la mecédnica clasica, dando lo que se denomina el formalismo
hamiltoniano.

En general, un sistema mecéanico se compone de tres partes: un conjunto de estados o configura-
ciones, cuyos elementos contienen toda la informacion posible sobre el sistema en cierto instante, un
conjunto de observables, cantidades medibles del sistema, que «extraen» la informacién sobre éste, y
una ley de evolucion temporal, que nos dice como se comportara el sistema a tiempos futuros. En el ca-
so de la mecanica hamiltoniana, estas partes se pueden dar en el contexto de la geometria simpléctica,
a saber, un sistema mecdnico hamiltoniano se compone de:

Estados El conjunto de estados de un sistema hamiltoniano viene dado por una variedad simpléctica
(M,w), cominmente llamada espacio de fases.

Observables Los observables del sistema son las funciones €>° (M), que ademds forman un algebra
de Poisson, como vimos en la secciéon anterior.

Evolucién temporal La ley de evolucién temporal estd determinada por una funciéon H : M —
R (caracteristica de cada sistema), llamada hamiltoniano del sistema. Las trayectorias del sistema
seguirdn las curvas integrales del campo X%, luego, localmente, son solucién de las ecuaciones de

Hamilton
Gi(t) = 2,
pi(t) = —‘35{ (t).

O, en su forma méas compacta
{q¢-<t> = {H.a:(1)},
pi(t) ={H,pi(t)} .
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El flujo ¢ generado por X se llama flujo hamiltoniano del sistema y contiene toda la informa-
cién sobre su comportamiento. El hamiltoniano H también determina la evolucién temporal de los
observables, segiin la ecuacion de Liouville

d

i@, F(g{!(2)) = {H, F} (z).

De manera mas formal, podemos definir un sistema hamiltoniano simplemente como un par (M, H),
donde M = (M,w) es una variedad simpléctica y H : M — R una funcién.

Teorema de recurrencia de Poincaré

Como todos los campos hamiltonianos son simplécticos, los flujos hamiltonianos preservan la forma
w y en particular el volumen de Liouville w™. Este resultado se conoce cldsicamente como el teorema
de Liouville. A la vista de esto, los sistemas hamiltonianos tendrdn una de las caracteristicas méds

importantes de los sistemas que preservan el volumen, el teorema de recurrencia de Poincaré':

Proposicién 3.5.1 (Teorema de recurrencia de Poincaré). Sea D C R™ un conjunto de volumen finito
y sea g : D — D que preserva el volumen euclideo. Entonces, para cualquier U C D abierto, hay un
punto x € D yunn € N, n > 0, tal que g"(x) € U.

Demostracion. Consideramos la familia {g"U|n € N}. Todos estos conjuntos tienen el mismo volumen
(mayor que 0, pues U es abierto) y, si no se cortaran en ningin punto, D tendria volumen infinito.
Por tanto, existen k,l € N, k > [ tal que

g"UNG'U # 2,

luego A = ¢*'UNU # @. Entonces, dado y € A, existen 2 € U y n = k — [ tal que y = ¢"(z) € U.
[l

Ejemplo 3.5.2. Sea D una circunferencia y g la rotacién de dngulo . Si a = 27(m/n), entonces
g™ es la identidad y el resultado es obvio. Pero, si o es un multiplo irracional de 27, entonces, por
el teorema de recurrencia de Poincaré, para todo x € D y para todo § > 0 existe un n € N tal que
g"(x) € Bs(x). De aqui se sigue que, dado € D, el conjunto {g*(x)|k € N} es denso en D. M4s
adelante veremos una aplicacion de este ejemplo a mecanica hamiltoniana.

Transformaciones candnicas
Para terminar la seccién, vamos a ver como se comportan las ecuaciones de Hamilton mediante
cambios de coordenadas:

Proposicién 3.5.3. Sean M, M’ variedades simplécticas y H : M' — R. St f : M — M’ es una
aplicacion diferenciable, entonces
[rixnw =iyHorw.

Demostracion. Basta hacer los calculos,
[rixpw' = f*dH =dH o f. =d(H o f) = iyHorw.
O

Vamos a buscar entonces cambios de coordenadas que mantengan las ecuaciones de Hamilton inva-
riantes, es decir, que al escribir las ecuaciones en las nuevas coordenadas se obtengan precisamente las
ecuaciones de Hamilton del mismo hamiltoniano, expresado en las nuevas coordenadas.

'En inglés Poincaré recurrence theorem. Nétese que aqui la palabra «recurrencia» no toma el significado habitual
en matemaéticas (por ejemplo en «construccién de sucesiones por recurrencia»), que se traduce del inglés recursion. El
diccionario Oxford define recursion como “the repeated application of a recursive procedure or definition”. Por otro lado,
define recurrence como “the fact of ocurring again”, que podria traducirse también como «repeticién» o «reapariciéns».
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Definicién 3.5.4. Sean (M, H) un sistema hamiltoniano y f : M — M una aplicacién diferenciable.
Decimos que f es una transformacion candnica si deja las ecuaciones de Hamilton invariantes, es decir,
si XH = f xHof,

Proposicién 3.5.5. Sean (M,w) una variedad simpléctica y f : M — M un difeomorfismo local. Son
equivalentes:

1. f es un simplectomorfismo,
2. para todo H : M — R, f es una transformacion candnica del sistema (M, H),

3. f deja invariante el corchete de Poisson, es decir, para cualesquiera F,G € C>°(M),
{F,G}of={Fof,Gof}.

Demostracion.
1 = 2. En primer lugar, por una comprobacién inmediata se tiene que si f es un difeomorfismo
local, para cualquier forma A, y para cualquier campo X,

Como f es un simplectomorfismo, f*w = w, luego, si aplicamos la proposicién 3.5.3,
iXHofw = f*(iXHw) = i(f*)—lXHf*w = i(f*)—lew

por tanto (f,) "' XH = XH°f de modo que X = f, XH°f es decir, f es una transformacién canénica
de (M, H).

2 = 1.8Si f,. X"/ = XH para todo H : M — R, entonces, de nuevo por la proposicién 3.5.3 y
por la férmula anterior,

ixnw = iy xmorw = () Nixror f'w) = () (i frw) = ixen fw.

Luego f*w =w y f es un simplectomorfismo.
3 <= 2. Tenemos,

{Fa G} Of(:L') = Xﬁgy)(F) = ((f*)_lXG)x (Fof)

{(Fof,Gof}=XHFof).

Por tanto, {F,G}o f = {F o f,G o f} para cualesquiera F,G si y sélo si f,X°/ = X& para todo
G. O

3.6. Simetrias y leyes de conservaciéon

En esta seccién damos la nocién de cantidad conservada o integral primera de un sistema ha-
miltoniano y estudiamos la relacién que tiene con las simetrias del sistema, mediante el mecanismo
descubierto por Emmy Noether, que constituye una de las ideas centrales a toda la Fisica.

Definicién 3.6.1. Sea (M, H) un sistema hamiltoniano. Una funcién F' : M — R se dice que es una
integral primera del sistema o una cantidad conservada si es constante a lo largo del flujo hamiltoniano.
Esto es, si

F(py (x)) = F(x)
para todo t > 0 y para todo x € M.
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El primer ejemplo de integral primera es el propio hamiltoniano.

Proposicién 3.6.2 (Ley de conservacién de la energia). H es una integral primera del sistema ha-
miltoniano (M, H).

Demostracion. Basta hallar la derivada de H en la direccién de X y ver que es 0. En efecto, dado
reM,

d H H H H
T H (0 (@) = dop o H(X () = 9(X g0, Xoy) = 0,
va que d,H = w(e, XT) y w es antisimétrica. O

Veamos ahora como el corchete de Poisson, ecuacién de Liouville mediante, juega un papel central
en todo este asunto. En efecto, de la ecuacién de Liouville obtenemos inmediatamente lo siguiente:

Proposicién 3.6.3. Una funcion F : M — R es una integral primera de (M, H) si y sélo si {H,F}
(equivalentemente, {F, H}) es idénticamente nula.

Ademsds, si conocemos algunas integrales primeras, la identidad de Jacobi nos permite obtener
otras nuevas:

Proposicién 3.6.4 (Teorema de Poisson). Si Fy, F» son integrales primeras de (M, H), entonces
{Fy, Fo} es también una integral primera de (M, H).

Demostracion. Por la identidad de Jacobi,
{{F17F2}7H} = {Flﬂ{FZaH}}+{F27{HaF1}} = Oa

ya que F, Fy son integrales primeras. O

Veamos ahora el resultado principal de esta seccién, que relaciona integrales primeras con simetrias.

Proposicién 3.6.5 (Teorema de Noether). Sea (M, H) un sistema hamiltoniano y F : M — R. Si
H es constante a lo largo del flujo de XT', entonces F es una integral primera de (M, H).

Demostracion. Como H es constante a lo largo de X¥', es una integral primera de (M, F), luego
{H,F} ={F,H} =0y F es una integral primera de (M, H). O

Otra forma de ver este mismo teorema es la siguiente:

Proposicién 3.6.6 (Otra forma del teorema de Noether). Sea (M,w) una variedad simpléctica conexa
y sean X¥ y X campos hamiltonianos en M. Los dos campos conmutan (y, por tanto, lo hacen los
flujos que generan) si y sdlo si {F,G} es constante.

Demostracion. Si {F,G} = a € R, entonces
(X7, x% = x1FC = xo =,

y reciprocamente

d{F,G} = w(e, X ) = y(e, [XT, XC]).

Para entender bien qué son las «simetrias» del sistema consideremos la siguiente definicién:
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Definicién 3.6.7. Sea (M, H) un sistema hamiltoniano y G un grupo. Sea Diff (M) el grupo de
difeomorfismos de M. Una G-simetria del sistema (M, H) es una accién

¢ : G — Diff (M)
gr— ¥y,

tal que H oy, = H.

Ahora, consideremos el caso en que G sea un grupo de Lie y ¢ una G-simetria diferenciable de un
sistema hamiltoniano (M, H). Si g; es un subgrupo uniparamétrico de G entonces g; lleva asociado por
la accién un flujo completo ¢; = ¢g4,. En el caso en que ¢; sea un flujo generado por un hamiltoniano
F : M — R, entonces, por el teorema de Noether, F' es una cantidad conservada del sistema (M, H).
La mejor forma de ilustrar estas ideas es con ejemplos:

Ejemplo 3.6.8 (Conservacién del momento lineal). Consideremos un sistema hamiltoniano cuyo
espacio de fases es el espacio simpléctico estandar (R??,),,). Decimos que el sistema es invariante por
traslaciones si la accién

R™ x R*" — R*"

(v, (¢,p)) — (¢ +y,p)

del grupo G = (R", +) sobre R?" es una G-simetria del sistema. Fijo ahora y € R", si consideramos el
flujo
@t(Qap) - (q + ytvp)a

el hamiltoniano del sistema es invariante bajo este flujo. Busquemos ahora un posible hamiltoniano
para ;. Para ello, hallemos su generador infinitesimal

d

Xy:%

"9
er(@:p) = (4:0) =D _wis—.
t=0 i=1 qi

Ahora, si F es el hamiltoniano asociado (suponiendo que exista) tenemos que

n

dF = —ix, Qy = Z(dpi A dg;) (%Zyzai) = Zyidpi-
i=1 ’ i=1

i=1

De modo que la cantidad conservada es F' = > " | y;p; = (y,p). Como esto es cierto para cualquier
y € R", en particular lo es para los vectores e; de la base canénica, de modo que, paracadat=1,...,n,
p; es una cantidad conservada y, en general, el momento lineal p = (p1,...,pn) se conserva. De esta
forma, hemos visto como la simetria bajo traslaciones lleva asociada la conservaciéon del momento
lineal.

Ejemplo 3.6.9 (Conservacién del momento angular). De nuevo, consideremos un sistema hamilto-
niano cuyo espacio de fases es el espacio simpléctico estdndar, en este caso 6 dimensional (R3 x R3, Q3).
Decimos que el sistema es invariante por rotaciones si la accién

SO(3) x RS — RS
(R, (q,p)) — (R(q), R(p))

del grupo de rotaciones G = SO(3) con la operacién de composicién, es una G-simetria del sistema.
Consideremos ahora el grupo uniparamétrico de rotaciones en torno al eje OZ, que matricialmente se
representa como
cos¢ —sing 0
A(p)=| sing cos¢ 0
0 0 1



36 GUILLERMO GALLEGO

Asi, a este grupo uniparamétrico le podemos asociar el flujo

vs(q,p) = (A(¢)q, A(P)p),

cuyo generador infinitesimal serd, por la regla de la cadena

d A A
X=—1  wela.p) = (Aq Ap),
$=0
con
X d 0 -1 0
A= 7 A@)=| 1 0 0
$=0 0 0 O
De modo que
0 0
X =—q +

Luego,
—ix€3 = —q2dp1 + q1dp2 + padg1 — p1dge.

Definimos ahora el momento angular como la funcién L : R® — R3 dada por el producto vectorial
L(q,p) = q X p, de modo que su componente k-ésima es L(q,p) = Z?jzl €ijkq:p;, donde €5, es la
paridad de (7, j, k) como permutacién de (1,2,3). Ahora,

dLs = d(qip2 — ¢2p1) = —qedp1 + q1dpa + p2dgr — p1dge = —ixQs.

De modo que, aplicando el teorema de Noether, la simetria del sistema bajo las rotaciones en
torno al eje OZ lleva asociada una conservacién de la tercera componente del momento angular Ls.
Podemos hacer un cédlculo analogo para los casos de las rotaciones en torno a los ejes OX y OY,
de forma que obtendriamos la conservacion de las componentes L; y Lo, 0, de otra manera, como
sabemos ya que el sistema es invariante bajo rotaciones, podemos tomar directamente el eje OZ como
la direccién del momento angular. Finalmente, llegariamos a que la simetria bajo rotaciones lleva
asociada la conservacion del momento angular.



Capitulo 4

Sistemas integrables

4.1. Teorema de Arnold-Liouville

A la hora de estudiar sistemas dindmicos, una cuestién interesante a plantearse, con consecuencias
practicas y también de caracter fundamental, es si las ecuaciones del sistema podran ser «integradas»,
es decir, si podran ser resueltas mediante integrales («cuadraturas») de funciones conocidas. Decimos
entonces que una ecuacion diferencial es integrable por cuadraturas si es posible escribir su solucién
general en términos de sumas, productos, composiciones e integrales de funciones conocidas.

En 1885, Joseph Liouville encontré una condicién necesaria para que las ecuaciones de Hamilton de
ciertos sistemas hamiltonianos fueran (localmente) integrables por cuadraturas. Décadas mas tarde,
con la introduccién del formalismo geométrico y topoldgico al estudio de los sistemas dindmicos se
descubririan muchas mas cosas interesantes sobre los sistemas que cumplian la condicién que Liouville
propuso. Destaca especialmente en todo este estudio la teoria de los toros invariantes desarrollada por
Vladimir Arnold en 1963. Nace asi la teoria de los sistemas integrables, cuyos resultados més basicos
constituyen el teorema de Arnold-Liouville.

Definicién 4.1.1. Sea (M, H) un sistema hamiltoniano con dim(M) = 2n. Decimos que (M, H) es
integrable (en el sentido de Liouville) si existen F1, ..., F, € C*°(M) que

1. son funcionalmente independientes, es decir, dFy , A---AdF, ; # 0 para casi todo punto! z € M,

2. estdn en involucion, esto es, {F;, Fj} =0 paracadai,j=1,...,n,y
3. los campos X¥i son completos para cadai=1,...,n.
En particular, si F; = H, todas las funciones Fi, ..., F}, son integrales primeras del sistema.

Si escribimos F' : M — R™ con F(z) = (Fi(z),...,Fy(x)). Los puntos x € M en los que
rango(dF,) = n se llaman puntos regulares del sistema. Los puntos que no son regulares se llaman
puntos criticos. Si x € M es un punto critico, F'(z) se llama valor critico. Por tanto, llamamos valores
regulares a los valores que no son criticos, es decir, a aquellos a € R™ tales que si a = F(z), entonces
x es un punto regular. Si % es el conjunto de los puntos criticos, el conjunto de los valores criticos
F(X) € R" se llama diagrama de bifurcacion del sistema. Nétese que, por el teorema de Sard?, el
diagrama de bifurcacién tiene medida nula.

Observacion 4.1.2. De la definiciéon y de la conservacién de la energia directamente se deduce
que todo sistema con un grado de libertad (y cuyo hamiltoniano sea regular en casi todo punto) es

LComo aqui en principio no estamos considerando ninguna medida, con para casi todo punto queremos decir en un
conjunto residual o comagro, esto es, que su complementario sea magro. Un conjunto se dice magro o de primera categoria
de Baire si es unién numerable de conjuntos diseminados, esto es, de conjuntos cuya adherencia tiene interior vacio. Por
ejemplo, el conjunto de los nimeros racionales Q C R no es diseminado pero si es magro en R.

2El teorema de Sard afirma que si ¥ denota el conjunto de puntos criticos de una funcién f € €¥(R™,R™), con
k > max{n —m+ 1,1} entonces su imagen f(X) tiene medida nula.

37
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integrable en el sentido de Liouville. Asimismo, un sistema con dos grados de libertad que tenga una
cantidad conservada independiente de la energia también serd integrable en el sentido de Liouville,
ya que las cantidades conservadas dan 0 al evaluar el corchete de Poisson de cada una de ellas con el
hamiltoniano.

Teorema 4.1.3 (Arnold-Liouville). Sea (M, H) un sistema integrable en el sentido de Liouville con
Fi(= H),...,F, las integrales primeras en involucién. Sea a un valor reqular y el conjunto de nivel
F~Y(a). Sea M, una componente conexa de F~1(a). Entonces:

1. M, es una variedad diferenciable invariante bajo el flujo del sistema y w|Ma =0.

2. M, es difeomorfa a T* x R"* para cierto 0 < k < n. En particular, si M, es compacta, M, es
difeomorfa al toro n-dimensional T". En este caso, se dice que M, es un toro de Liouville.

3. Podemos tomar unas coordenadas w = (wy, ..., w,) en M, de manera que existen unas veloci-
dades constantes v = (vy,...,v,) tales que w(t) = v.

Demostracion. En primer lugar, como F' tiene rango maximo en cada punto de M,, por el teorema
de la funcién implicita M, es una subvariedad regular de M de dimensién 2n — n = n. Como M es
una variedad simpléctica, para cada i = 1,...,n, podemos definir el campo X; = Xi. Al ser las dF}
linealmente independientes los campos X; son linealmente independientes. Ademads, por 3.4.2, como
para cada i,j = 1,...,n {F;, F;} = 0, tenemos que [X;, X;] = 0y que w(X;, X;) = 0. Por esto mismo,
la derivada de la funcién F; en la direccién de X; es 0, luego los campos X; son tangentes a M,.

De aqui sacamos varias conclusiones:

1. M, es invariante con respecto a cada uno de los n flujos hamiltonianos generados por cada
funcién F; (luego, en particular lo serd respecto del generado por Fi).

2. Como, para cada x € M,, los vectores Xi|z, ..., X,|, forman una base de T, M,, w se anula en
T.M,.

3. M, es una variedad diferenciable de dimensién n con n campos conmutativos dos a dos y lineal-
mente independientes en todo punto de M,.

Esto prueba la parte 1 del teorema. Para continuar, necesitamos probar un lema previo.

Lema 4.1.4. Sea N una variedad diferenciable de dimensionn conexa tal que existen campos X1, ..., Xn
en N completos y linealmente independientes y tales que, para i # j, [X;, X;] = 0. Entonces N es
difeomorfa a TF x R,

Demostracion. Para cadai = 1,...,n, sea g; el flujo completo generado por X;. Como para todo i # j,
[ X, X;] = 0, entonces g; conmuta con g;, es decir, g;:9j,s(x) = gjsgi+(x), para todo x € N.
Asi, podemos definir una accién de R” en N que a cada t = (t1,...,t,) € R" le asigna g, : N — N,

Con Gt = Gi,t, - * - In,t,- Por conmutar los flujos, gi1s = g1gs. Ahora, fijo xg € N, definimos

ge(zg) :R* — N
t — gt(l‘o).

Veamos que esta ge(x() es sobreyectiva. Como los campos son linealmente independientes, d;ge(y)
es un isomorfismo lineal para todo t € R™ y para todo y € N y, por el teorema de la funcién inversa,
ge(y) es un difeomorfismo local. Ahora, dado x € N, tomamos una curva 7 en N que una x y .
Para cada y € 7, por ser go(y) un difeomorfismo local, existe un entorno U de y tal que go(y) da
un difeomorfismo entre U y un entorno W € R" centrado en 0. Por ser v compacta, podemos tomar
entonces una sucesion finita de entornos Uy, ..., U, que recubran v tales que zg € Uy y © € U, y
tales que existan unos puntos 1, ..., z, pertenecientes a Uy, ..., U,, respectivamente, con x, = x, de
forma que ge¢(x;) dé un difeomorfismo entre un entorno W; C R™ centrado en 0 y U;. Tomemos ahora
unos puntos yi, ...,y pertenecientes a Uy N Uy, ...,U,_1 N U,, respectivamente. Entonces, para cada
i=1,...,r, yi = gs,(zi—1) = g+, (x;), para ciertos s;,t; € R", luego z; = gs,—¢,(zi—1). Por tanto,

T =T = Gsp—t, (Tr—1) = Gsp—trtsp1—tr_1+tsi—t1 (T0)-
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Wr—l VV7
- @ @ QVVNA

l o Por compacidad de v
Uuvy»

Figura 4.1: Idea de la demostracién de que g es sobreyectiva.

Tenemos entonces que ge(zp) : R” — N es un difeomorfismo local sobreyectivo, luego es una
identificacion diferenciable. Denotamos

:={teR"|g(xg) =x0},
que es un subgrupo de (R, +) ya que, dados t,s € I,

gs+t(T0) = gsg1(z0) = gs(x0) = o

g—t(z0) = g-19:(w0) = 0.
Ademsds, I’ no depende de la eleccién de g, en efecto, si x = gs(x0) y t € T', entonces
9t(x) = gi+s(20) = gsgt(0) = gs(z0) = 2.

Ahora, por la propiedad universal del cociente, si 7 : R — R™/I" denota la proyeccién natural, el
siguiente diagrama

Rn 0, e (0)
| /
R"/T,

da un difeomorfismo ge (o) : R™"/T" — N. Més ain, como I" no depende de la eleccién de zg, si tomamos
x € N distinto de xg, ge(x) : R"/I' — N también es un difeomorfismo. Ahora, si x = gs(xo),

ge(2) ™ (0) = Go(w0) " (z0) = Fa(2) " (9-5(2)) — Fa(0) " (g0(0))
= Go() " (Gr(—5)(2)) = Go(0) ™ (Fr(0) (z0))
=7(—s) — 7r(0) m(—s) —0=m(—s).

De modo que el difeomorfismo ge(xo) : R”/T" — N es independiente salvo traslaciones de la eleccién
del punto xg.

Para concluir la demostracién del lema, queremos probar que R"/I' es difeomorfo a T* x R"~*
para cierto k € N. Si I" = {0}, entonces go(z0) : R™ — N es un difeomorfismo y habriamos terminado.
Supongamos que I' # {0}. Como ge(zp) es un difeomorfismo local, existe un entorno V-C R" de 0 tal
que ’'NV ={0}. Esmés,sit eI, se V\{0} yz € N,

gt-&-s(m) = gsgt<x) = gs(ﬂf) ?é x.
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Figura 4.2: Idea de que T es discreto.

Luego I es un conjunto discreto. Nétese también que I' es cerrado en R™.
Antes de continuar, es necesario probar el siguiente lema:

Lema 4.1.5. Todo subgrupo no trivial, cerrado y discreto T' de R™ es isomorfo a Z* para algin
ke{l,...,n}. Es decir, existen ey, ..., e, € I' linealmente independientes tales que

L= {ney + - +nep | (n1,...,n1) € Z*}.

Demostracion. Sea ey € T', eg # 0. Como I' es discreto, I' N D(0, ||eg]]) (donde D(a,r) denota el disco
cerrado de centro a y radio ) es finito. De estos puntos consideramos aquellos que estdn en L(eg) % y
de estos escogemos el mas cercano, que llamaremos e;.

Si existieran algtin e € I' y algin m € Z tal que e € (mey, (m+1)e1), entonces e —me; € I'N L(eg)

estaria mas cerca de 0 que e;. Por tanto,
I'n L(Co) = e1Z.

Si no hay puntos de I" fuera de L(e;) hemos terminado, I" es isomorfo a Z. En caso contrario, dado
e € I'\L(e1), proyectamos ortogonalmente e sobre L(e;). Esta proyeccién cae exactamente sobre un
intervalo A = [mey, (m + 1)e1) para cierto m € Z. Sea C' el cilindro cerrado de eje A y de radio igual
a la distancia entre A y e. C N T es finito, y de sus puntos, sea es el mas cercano a A que no esté en
A. Entonces, para cualquier otro f € I', la distancia entre f y L(ej) es mayor que la distancia entre
€2y L(el).

En efecto, si existe | € Z tal que la proyeccién ortogonal de f cae sobre [le1, (I 4+ 1)e1), entonces
/= f —lei +me; € Cy la distancia entre f' y L(e1) es menor que la distancia entre es y L(ey), lo
que nos lleva a una contradiccion.

L(e1)
(l+1)es

l61

I

Figura 4.3: Idea de la demostracién del lema.

3Aqui L(z) denota la envoltura lineal de z.
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Ahora, {nie; + naes | (n1,n2) € Z2} forma una red discreta en L(e1, e2). Ademds, si existiera un
e € L(e1,e2) NT que no perteneciese a la red, podriamos tomar m; = [(e, e1)], ma = [(e, e2)] (donde
[e] denota la parte entera). Entonces, e — mje; — maeg estaria mas cerca de L(ej) que es. Por tanto,
esta red es exactamente L(ej,e2) NT.

Procedemos ahora por induccion, supongamos que existen ey, ..., e linealmente independientes
tales que {nie; + --- +ngeg | (n1,...,n) € ZFY = L(ey,...,ex) NT y que existe e € T tal que e ¢
L(ey, ..., er). Andlogamente, la proyeccién ortogonal de e sobre L(ey, ..., ex) cae sobre un hipercubo
A = [mier, (m1 + 1)er) X -+ X [mygek, (mk + 1)eg). Si C denota el conjunto de los puntos cuyas
proyecciones ortogonales caen en A y son mas o igualmente cercanos a A que e, entonces CNI es finito.
Sea ej11 el mas cercano a A de estos puntos, que no esté en A. Para cualquier otro f € I, la distancia
entre f y L(ey,...,ex) es mayor que entre es y L(ey,...,ex), por un razonamiento completamente
analogo al caso bidimensional.

Por tanto, {nie1+---+npp1epr1 | (n1,...,npp1) € ZFF1) forma una red discreta en L(eq, . . ., exq1)
y, de forma andloga al caso anterior, esta red agota los puntos de I' N L(ey, ..., ex11). Finalmente, sea
k el minimo numero natural tal que no existe e € I'\ L(ey, ..., ex). Evidentemente, sabemos que es-
te k existe porque R"™ es un espacio vectorial de dimensién finita. Entonces I' es isomorfo a ZF.

O

Terminamos ahora la demostracion del Lema 4.1.4.
Sea k el nimero de generadores de I' y sea la proyeccién natural

w:R*=RE xR * 5 TkxRF
(z,y) = (exp(z),y),

donde la funcién
exp:RF — TF >~ Sl x ... xSt
(x1,...,2k) — (ezmzl,. 62’”"”’“)

.y 5

denota el recubridor universal de T*. El niicleo de este homomorfismo de grupos @ es precisamente
el subgrupo ZF C R™ generado por los k primeros vectores de la base canénica.. Sean ey, ..., e
los generadores de I' y sea ¢ : R®™ — R” un isomorfismo lineal que mande el i-ésimo vector de
la base candnica a e;. Entonces, la aplicacién ¢ que hace el siguiente diagrama conmutativo es un

difeomorfismo,
R? —  Rn
- . ge (20)
Tk x Rk Sy gy 0L 5
y compuesto con ge(xg) da el difeomorfismo buscado. Il

Volvemos ahora a la demostracién del teorema de Arnold-Liouville. Aplicamos directamente el lema
4.1.4 con N = M, (considerando los campos X; = X% ya definidos, escogiendo un punto = € M, y
construyendo ge(z) como en la demostracién del lema) y tenemos que M, es difeomorfa a T# x R**
para cierto k = 0, ..., n. En particular, si M, es compacta, entonces k = n y M, = T". Hemos probado
entonces la parte 2 del teorema. Ademsds, el difeomorfismo T* x R"~* — M, est4 bien descrito por el
diagrama anterior.

Podemos considerar entonces la parametrizacion v, : R — M, dada por el diagrama
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¢ ge ()

TF x Rk > R/ 225
Sea el vector v € R" tal que ((v) = (1,0,...,0). Tomemos ahora un flujo rectilineo
R — R"
t — vt,
y veamos su comportamiento en el diagrama
teR —— vt € R” < (¢,0,...,0) e R
2 go ()

g14(x) = ¢f! (x) € M.

Tenemos entonces que ¢! (x) = 1 (vt), de modo que podemos tomar una carta (U, w;) con U C M,
abierto relativo, x € U, tal que el siguiente diagrama conmute

R?’L
We lwz

H$
LS SN

R
Por tanto, w(t) = w(eH (x)) = vt, luego w(t) = v. Nétese que al ser arbitraria la eleccién del punto x
en el toro de Liouville M,, la eleccién de las coordenadas w en el toro estd determinada salvo por una
constante. Es decir, podemos elegir el valor wg = w(0). Como el flujo hamiltoniano deja M, invariante,

queda descrito por las ecuaciones
Ft)=a
w(t) = wo + vt.

Esto prueba la parte 3 y por tanto concluye la demostracién del teorema. O

Observacion 4.1.6. Para finalizar la seccién vamos a hacer un pequeno comentario sobre la com-
pletitud de los campos. Recordemos de la definicion 4.1.1 que una de las cosas que exigiamos a un
sistema para que fuera integrable en el sentido de Liouville es que los campos X fueran completos.
Sin embargo, en la demostracién del teorema de Arnold-Liouville hemos usado algo ligeramente mas
débil: solo necesitamos que los campos sean completos en el conjunto de nivel M,. En particular, si
nos encontramos ante un toro de Liouville, es decir, si M, es compacta, entonces todos los campos
son completos en M,.

Una garantia segura de la completitud de los campos es que M fuera compacta. Sin embargo en
la mayoria de los casos con sentido fisico esto no se cumple, pues M suele ser un fibrado tangente,
que claramente no es compacto. Por otra parte, el resultado expuesto en [10] asegura que un campo
hamiltoniano X es completo en toda la variedad si G es propia, esto es, si la imagen inversa de un
compacto por G es un conjunto compacto y si G estd acotada inferiormente. De nuevo, esto no aporta
gran cosa, pues si las F; son propias, entonces F~!(a) es compacto y otra vez estarfamos exigiendo
que todos los conjuntos de nivel fueran toros de Liouville, aunque esta vez al menos no requerimos
que M sea compacta.
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4.2. Variables de accion-angulo

Vamos a ver el resultado que, junto con el teorema de Arnold-Liouville (y de hecho, en gran parte
de la literatura incluido dentro de éste) constituye el nicleo de la teoria de sistemas integrables. En el
caso en que M, sea compacta y, por tanto, un toro de Liouville, vamos a ver que es posible encontrar
un entorno de este toro y unas coordenadas (variables de accién-angulo) en este entorno que nos
permitan integrar el sistema por cuadraturas.

Las variables de accion-angulo fueron introducidas originalmente por Delaunay en 1860 para estu-
diar el movimiento de la Luna y més tarde, a principios del siglo XX, usadas por los fisicos para estudiar
el &tomo de Bohr. Serfa Schwarzschild quien acunara esa terminologia en 1916. La demostracién del
teorema de las variables de accién-angulo se atribuye a Mineur en 1936.

Teorema 4.2.1 (Variables de accién-angulo). Seguimos en las hipdtesis del teorema 4.1.3. En el caso
en que M, sea compacta, existe un entorno U C M de M, difeomorfo a R™ x T™ (un entorno tubular®)
y un sistema de coordenadas de Darbouz (¢, F) (llamadas variables de accién-angulo) en U tales que,
en cada toro de U, las ¢; son coordenadas angulares y las F; son constantes.

Observacién 4.2.2. La consecuencia inmediata de este teorema es que en los entornos tubulares las
ecuaciones de Hamilton quedan resueltas por cuadraturas. En efecto, al ser (¢, F') coordenadas de
Darboux, podemos escribir las ecuaciones de Hamilton en la forma

[ H
¢i = %ﬂv
Fy= %L
Ahora, como las Fj son constantes en los toros, se tiene F; = 0, de modo que %{_ = 0 luego el

hamiltoniano no depende de las coordenadas ¢. Por tanto, las frecuencias v; = ¢; = % sélo dependen
2
de las coordenadas F', luego son constantes en cada toro. Asi, las ecuaciones quedan integradas en la

forma

Fi(t) = F3(0),

¢i(t) = ¢i(0) + v (F(0))t.
Demostracion.
Construccion del entorno tubular

En primer lugar, hay que obtener el entorno tubular U. Como M, es un conjunto compacto de
puntos regulares existe un entorno W de M, con todos sus puntos regulares de manera que M, C
W C W y tal que F|w sea abierta. Por tanto, V = F(W) C R™ es un entorno abierto de a. Ahora,
para cada b € V, existe al menos una componente conexa M, de F~1(b) que interseca a W en algiin
punto. Si M} esta contenida en W entonces es compacta y por tanto es un toro de Liouville. En caso
contrario, existe un punto x, € M, N (W \ W).

Supongamos entonces que existe una sucesién (by) de valores en V' tal que by — a con M, N
(W\ W) # @. Entonces existe una sucesién convergente (xp, ) con cada xp, € My, NW \ W. Ahora, si
llamamos zo = limy, x;, entonces xo € W\ W y por continuidad F(zo) = limy, F(zp, ) = limy, by = a, de
modo que zg € M, C W y llegamos a una contradicciéon. Por tanto existe una bola B C R" centrada
en a tal que el toro de Liouville M C W C W para cada b € B.

Podemos considerar entonces el abierto

U=F'B)= )M,
beB
que es una unién de toros de Liouville. Ahora, andlogamente a la demostracién del teorema de Arnold-
Liouville fijamos « € M, y consideramos la aplicacién

ge(z) : R" — M,

F n
(tlv R 7tn) — @tll o 301{; ($>,

4Nétese que aqui estamos suponiendo que M, no estd en el borde de M, en cuyo caso procederfamos anilogamente
para obtener un entorno difeomorfo a H"™ x T™.
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que estd bien definida por conmutar los flujos, y el difeomorfismo 6% : M, — T" inducido por el
diagrama

Rr ¢, Rn

- . ge(z0)

Tn Sy gy 20

\/

617

Concretamente, #* = (! o (go(z))~!. Igual que antes, la construccién de este difeomorfismo depende
de la eleccién del punto z € M,. Concretamente, como ¢ no depende de la eleccién del punto, el
cambio del difeomorfismo al cambiar de un punto zy € M, a otro z = g;(xg) serd un pardmetro que
solo depende de los dos puntos y del toro M,,

Su00(a) = 07 = 07 = (o (ga(x) " = Go(w0) 1) = Co (n(~1)).
Como F|y tiene derivada sobreyectiva en todos los puntos, es localmente una proyeccién lineal, es
decir, cada punto x € U tiene un entorno abierto D difeomorfo a un producto D x T™ de manera
que F|p es, salvo ese difeomorfismo, la proyeccién sobre la primera componente D x T" — D C B.
Esto significa que podemos elegir x;, € M, diferenciablemente en funcién de b € D. Tenemos asi un
recubrimiento abierto U = |J; D! y para cada i tenemos el difeomorfismo

D — D' xT"

donde la 7 indica que el difeomorfismo 02 = 0, se define usando x,i) € M, para b € D'. Esto tltimo
garantiza que 02 depende diferenciablemente de b y en consecuencia ®’ es diferenciable.

T
o? .
b Proja
(o} n
U > D@ Dl x T
F|-
Fly I proj;
B < > Dz

Vamos a construir globalmente un difeomorfismo ® : U — B x T". Tomamos ahora una particién
diferenciable de la unidad «; : B — [0, 1] subordinada a los D. Definimos

B(x) = (Fm, > a(F @) <x>> .

Esta suma es localmente finita, y en un entorno de z se reduce a los indices j tales que F(x) € Dj;
trabajamos en la intersecciéon de esos D;. Antes hemos visto que si x € D; N D; entonces

0wy — Or(e) = 5ii(F(2))
es un parametro que sélo depende de F'(z). Resulta que

3 a5 (F@)h ) (@) = 3 s (F (@) (@) + D 0y (F())sig(F(z)) = Oy () + s Fl@)
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Estas son coordenadas angulares porque la iltima constante ¢; sélo depende de F(z) y ademds la
aplicacién ® es diferenciable. En realidad, si 9};(1) estaba definido por una eleccién de cierto punto

1"1}«“(1) € Mp(y), ahora lo hemos cambiado por traslacién, para obtener el difeomorfismo global. Hemos
probado entonces que ® : U — B x T" es un difeomorfismo.

Construccion de las variables angulares

Procedamos ahora a hallar las variables de accién-angulo. Sea 7 : U =2 B x T — B la proyeccién
canénica. Entonces m~!(z) es un toro invariante para cada € B. En cada uno de estos toros, consi-
deramos X; = X7 y (F, ) las coordenadas antes obtenidas. Por la construccién de las coordenadas 6,
la relacién entre los campos 8%1- y los X} vendra mediada por ¢, que es un isomorfismo lineal constante
en cada toro de Liouville. Por tanto

a n
% = Z a;p Xy,
Yok=1
donde las a;;, son funciones constantes en cada toro de Liouville.
Como w se anula en el toro, no tiene términos en df; A df; y los términos en dF; A df; serdn

n

N (3F¢’ 3%) N ;ajkw (é?Fi’Xk> - Zaﬂde’f (an> = ;ajkéik = ajj.

k=1
Por tanto, w es de la forma
n n
w= Y aidFAdo;j+ > budFy AdE,
i,j=1 k=1

con by; unas ciertas funciones. Ademds, como w es cerrada, al diferenciar, cada término correspondiente
a df, A dF; A dF}; debe anularse. Este término es exactamente

&zkj 6aki + Gbij

OF, ~ 0F; ' 06

. : aakj Oag; : abij 1
El término oF, — ap, 1o depende de las variables angulares, luego las ao. son constantes al variar

. . <z qs Ob;
los angulos 0. Como las variables 6 son angulares, las b;; deben ser periédicas, pero como las —7*

) 7 ’ 00,
son constantes en las variables angulares, las b;; son constantes.

Si ahora definimos a;; = Y1, a;;dF; y 8 = ZZ].ZI by dF), A dF}), podemos escribir

w:ZajAd9j+B.

j=1

Como las a;; y las b;; son constantes en cada toro invariante podemos ver las a; y 8 como formas en
B, es decir, existe una 1-formas &; y una 2-forma B en B tales que o = 7@, vy 8 = 77*5. De aqui
tenemos
n n
0=dw=> d(o;Adf;)+dB=> w*dd; Adb; + r*df
Jj=1 Jj=1
de donde concluimos que da; =0y dB = 0. Aplicando el lema de Poincaré, existen unas funciones I;
y una l-forma ~ en B tales que &; = dI; y B =d~.
Definimos ahora las variables de accion J; = I; o m = w*I;, que cumplen que dJ; = «;. Tenemos
entonces
n
w=Y_ dJ; Adb; + m*dy.
i=1
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En el sistema de coordenadas (F, ), la matriz asociada a w es de la forma

aJ;
( " ; )
. _0J; )
bij  —3F
aJ;

Como w es regular, el determinante de esta matriz es distinto de cero, luego det ( 3 F;) = 0. Por tanto,

el cambio (F,0) — (J,0) viene dado por un difeomorfismo y (.J,0) es un sistema de coordenadas.
Ahora, si escribimos v = Y " | f;dI;, para algunas funciones f; : B — R, entonces podemos tomar
unas nuevas coordenadas

¢; =0; + fiom.

Noétese que para cada b € B y para cada x € My el valor de f; ow(xz) = f;(b) sélo depende de b, de
modo que las nuevas variables difieren de las anteriores en un valor constante en cada toro de Liouville
luego siguen siendo coordenadas angulares en cada Mp. En estas nuevas coordenadas

dodJindg =Y dJindei+ Y dTiom) Ad(fiom) = dJi Ado; + 7rdy = w.
=1 =1 =1 =1

Por tanto, hemos encontrado unas coordenadas de Darboux (¢, F'), con las F; constantes en cada
toro invariante y con las ¢; coordenadas angulares en estos toros. (Il

Observacién 4.2.3. Nétese que, en particular, hemos probado que en el entorno tubular U podemos
escribir w = dA, con A = Y 7" | J;d¢;. Si tomamos las curvas ~; parametrizadas por las coordenadas
¢; (dando una sola vuelta), podemos hallar

Vi v

i

1
Tr%‘

Esta serd la forma general de las variables de accion en los ejemplos que estudiaremos a continuacion.
También esto sugiere una prueba alternativa para el teorema de las variables de accidon-angulo; de
hecho es asi como se construyen en los textos clasicos, por ejemplo en [2].

de modo que

4.3. Osciladores armodnicos

Para aclarar algunas de las ideas detras de la teoria de sistemas integrables, vamos a considerar
uno de los ejemplos més sencillos pero mas ilustrativos, el oscilador arménico.

Oscilador arménico con un grado de libertad

Empezamos considerando el oscilador armoénico con un grado de libertad. El espacio de fases del
sistema serd el espacio simpléctico estandar 2-dimensional, (R?,€;) con las coordenadas de Darboux
canénicas (g, p). El hamiltoniano vendra dado por la funcién

H(q,p) = 3p* + 312¢%,

con v una constante que representa la frecuencia de oscilacién. Las ecuaciones de Hamilton son entonces
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Estas ecuaciones se pueden integrar facilmente, si tomamos como condicién inicial (¢(0), p(0)) = (a,0),

tenemos
{q(t) = acosvt

p(t) = —vasinvt.

Ahora, recordemos que el hamiltoniano del sistema es una cantidad conservada, por tanto podemos
considerar las variedades Mg de energia constante, que, por el teorema de Arnold-Liouville serdn

topolégicamente circunferencias invariantes bajo el flujo del sistema, ya que el inico punto critico del

hamiltoniano es su minimo (g, p) = (0,0). En efecto, las curvas de energia constante vienen dadas por

la ecuacion
1,22
E=1p+ L7,

V2E ) flujo en las curvas de energia constante toma la forma

que define una elipse de semiejes vV2F y ¥==
{q(t) = @ cos vt

p(t) = —v2Esinvt.

1—’/ >—>-\\\L\\\\Y'
/ R
/ N\
/ NN

05}/ :‘:
/

/ v\
f v
} \
a  oh )
\ |
\ /
\ /
\ /

05% /1
N\

\ /
/

/
1P .
1

Figura 4.4: Espacio de fases del oscilador arménico junto al campo y a las curvas de energfa constante. En este

caso k = m = 1, de modo que las curvas de energia constante son circunferencias de radio v2F.

Ahora, si tomamos unas coordenadas «polares» (E, ¢), donde ¢ es la coordenada angular en cada

una de estas elipses, la dindmica del sistema queda mucho ma&s simplificada:

{E(t) = E(0)
o(t) = ¢(0) — vt.

Sin embargo, serd canénica la transformacion (q,p) — (F,¢)? Para ello, veamos cémo se comporta

la forma €7 = dp A dg con el cambio
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Tenemos entonces

dg = y\/lﬁ cos pdE — @ sin ¢d¢
dp = \/g sin ¢ E + v2F cos ¢do,
y
Q) =dpAdg= —%dE A de.
Por tanto, si definimos la wvariable de accion, J = —%, entonces 1 = dJ Ad¢ y (¢,J) son unas

coordenadas de Darboux.
Para tratar de dar sentido fisico a esta variable J, consideremos el drea Ap de la regién Sg
encerrada por la curva de energia constante Mpg. Por la férmula del area de la elipse

2F E
Ag =7nV2E — =2m— =27
v v

Observemos ahora que como € es la forma de 4rea en R?,

AEz/ le/ dpAdqz/ pdg,
SE SE ME

donde hemos usado el teorema de Stokes y el hecho de que dp A dg = d(pdq). De modo que podemos
redefinir la variable de accién en la forma

1
J=-— [ pdq.
2T Mg

Este sera el aspecto que tengan las variables de accién-dngulo en general para sistemas con un grado
de libertad. Regresando ahora a las coordenadas originales, tenemos

{q(eb, J)=/-% coso

p(o,J) = v/ —2vJ sin ¢.

Oscilador arménico con n grados de libertad

Para estudiar un caso de dimensién superior, podemos considerar el sistema formado por n oscila-
dores arménicos o, equivalentemente, un oscilador arménico con n grados de libertad. El hamiltoniano
del sistema serd

H(qla"'7Qn)p17"'7pn):Hl(qlupl)—i_'”—’_H Qn,pn 22p2+VQl

Este sistema es integrable en el sentido de Liouville. Basta tomar F = (Hy, Ho, ..., Hy,), ya que

OH; OH;  OH; OH;\
{Hi, ) = Z <5pk Oq,  Opy 3%) B

y las componentes de F' son independientes en casi todo punto de R?".
Ahora, dado a = (ay,...,a,) € R", M, = F~(a) vendra dado por

Pl +vigi = 2a
P+ 1505 = 2as

ng + V?ng = 2ap,
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que son las ecuaciones de un toro n-dimensional. Cada una de las ecuaciones p% + qZ-2 = 2a; da, en el

. .. V2a; ,
plano (g;,p;), una elipse C,; de semiejes v/2a; y Val, de modo que M, = Cq1 X -+ X Cy . Nétese
que en este caso los valores criticos son precisamente aquellos a con varias componentes iguales, de
forma. que los puntos criticos formaran toros de dimensién menor.

Consideremos v, ; lazos en cada elipse C, ;. Definimos las variables de accién

1 - 1 a;
Ji(a) = —%/ Zpkd% = —%/ pidg; = —i'
ot Ya,i

@i k=1 ¢

Consideremos ahora las variables angulares ¢; a lo largo de cada C; ,. Podemos tomar entonces las
nuevas coordenadas (¢, J), con

1 Hi(q,p
Ji(q,p) = Ji(F(q,p)) = —/ pidg; = _Hila.p) ),
YF(q,p),i

27 14

y ¢(q,p) las variables angulares en el toro Mp, ). Si la carta (¢, J) es de Darboux, las ecuaciones de
Hamilton pueden integrarse por cuadraturas. Esto se debe a que H = """ | Hy(J, ¢) = —> ", viJ;,
de modo que, por las ecuaciones de Hamilton,

Ji=-%k =0,
¢z‘:g§{i=—%‘

Las ecuaciones de Hamilton quedan entonces integradas en la forma

{Ji(t) = Ji(0)
oi(t) = ¢:(0) — vjt.

Este tipo de flujo en el toro se llama movimiento condicionalmente periddico, ya que, dependiendo de
los valores de las frecuencias v;, las trayectorias seran cerradas y periddicas o seran densas en cada
toro de Liouville. En la siguiente seccién profundizaremos en este tema.

4.4. Movimiento condicionalmente peridédico

Una vez tenemos a nuestra disposicién el teorema de Arnold-Liouville, sabemos que el flujo en
los toros de Liouville sera muy sencillo. En esta seccion vamos a estudiar el flujo en estos toros y
obtendremos un teorema muy importante sobre este tipo de sistemas.

En primer lugar, consideremos un 2-toro de Liouville. Sea (¢1, ¢»2) un punto en el toro y su trayec-
toria bajo el flujo hamiltoniano v(t) = (o1, ¢2) = (1 + vit, P2 + vat). Si v1/vs = m/n es racional,
entonces

V2

Y (2"”> _ (61 + 2mm, 6y + 20m) — (61, ).

Es decir, a cierto tiempo la trayectoria «se cierra». Estas érbitas se dicen periddicas.
Sin embargo, si 12 /1 es irracional, dado un dngulo « y tomando 7' tal que o = ¢1 + T, entonces
podemos tomar T, = T + 2n7 /vy, o = ¢1 + v1(T,,) para cada n € N. Ahora, la aplicacién

g:S! — St
¢ — o+ 271'%,
es una rotaciéon de dngulo un multiplo irracional de 27 en la circunferencia del toro de angulo a.

Entonces, como ya vimos por el teorema de recurrencia de Poincaré (teorema 3.5.1), {¢g"(¢)|n € N}
es denso en S'. Como esto es valido para todo o y se cumple

YT) = (o, g™ (¢2) + v2T),
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tenemos que {7(t)|t € R} es denso en el toro. Este tipo de érbitas se llaman cuasiperiddicas. Una
forma sencilla de visualizar esto es mediante las figuras de Lissajous

L, = {(cost,cosvt)|t € R},

ver figura 4.5.
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Figura 4.5: Figuras de Lissajous para v = 3, 3,1, 3,14, y 3,1416, t € (0,1287) con pasos de 0,01.

Vamos a generalizar ahora estas ideas al caso n-dimensional.

Definicién 4.4.1. Sean T" el toro n-dimensional y ¢ = (¢1,...,¢,) coordenadas angulares. Se en-
tiende por un movimiento condicionalmente periodico en el toro el flujo uniparamétrico dado por

6(t) = 9(0) + vt

con v = (vy,...,vy,) frecuencias constantes en el toro. Las frecuencias v se dicen independientes si,
para cada k € Z"™, (k,v) = 0siy sélosi k = 0.

Definicion 4.4.2. Sea f: T" — R una funcién integrable Riemann,
1. El promedio espacial de f en T™ es el nimero

1
(2m)"

_ 27 27T
i /O [ f@don....do.

2. El promedio temporal de f en T" es la funcion

T
Fo0) = Jim [ o+ vty

definida en los puntos ¢g en los que exista el limite.
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Teorema 4.4.3 (Teorema de los promedios). Si f : T" — R es una funcion integrable Riemann y las
frecuencias v son independientes, el promedio temporal estd bien definido en todo el toro T™ y coincide
en todo punto con el promedio espacial.

Demostracion. En primer lugar, consideramos funciones de la forma ¢k:9) I e Z". Si k = 0, entonces
f=f=f"=1.51k#0, f es una integral a periodos en funciones trigonométricas, luego es igual a
0. Por otra parte

T 4 T ' eilk)T _
/ citkdotut) gy _ ilk.o) / Gkt gy — githdo) €
0 0 ik, v)
Por tanto, el promedio temporal seréd
€i<k7¢0> €i<k7V>T —1

If ~0.
Theci(k,v) T 0

Como los promedios dependen linealmente de f, también coincidirdn para los polinomios trigo-

nomeétricos
F= fe®
|k|<N
Dado € > 0, si f es continua y real por el teorema de Weierstrass podemos aproximarla por un
polinomio trigonométrico P que cumpla |f — P| < %e. Sean P, = P — %5, P=P+ %5 entonces

(271)n /Tn(PQ — Pl)d¢ = (27:_[[_)n€<271'>n = E&.

Dado € > 0, si f es real e integrable Riemann, entonces existen dos funciones continuas f1, fo tales
que i< f< foy an #( fo— fi)de < %5 Tomando ahora P;, P, polinomios trigonométricos tales

que PL< fi< fo< Py an 27T +(Pi — fi)d¢ < %e, para i = 1,2, entonces

P — P =

1
(2m)"

Py Py = (271)71 /Tn(P2 ~ P)dé = ——c(2m)" .

Por dltimo, para cada € > 0 existen dos polinomios trigonométricos P;, P, tales que P} < f < Py
y Po» — P; < e. Ahora, como f < Ps,

/f dt</P2

2 [ o=l < |1 [ paownar— 1| < |3 [ Pustona - nf + 1 1)

luego

Pero, como P; < f < P,, por la monotonia de la integral Py < f < Py, luego |Py — f| < |Po — Pi| < e.
Ademsds, como P, es un polinomio trigonométrico existe un 7Ty tal que, si T > Ty

1 (T
‘T/ Py(o(t))dt — P3| < e.
0
Finalmente, obtenemos lo que queriamos probar
‘ / f(o dt—f’ ‘ Py(p(t))dt — Py| + | Py — f| < e +¢ = 2¢,

luego f*(¢0) = limysoo & fy f(6(t))dt = J. O
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Corolario 4.4.4. Si las frecuencias son independientes, entonces, para todo ¢g € T,

{o(t) = ¢o + vi|t € R}

es denso en el toro T™.

Demostracion. En caso contrario, podemos tomar un abierto D del toro que no tiene ningin punto de
la trayectoria ¢(t). Construimos la funcién

0 sip& D
f(9) = { L g eD.
Claramente, f = 1, pero f*(¢o) = 0, lo que contradice el teorema de los promedios. O

Corolario 4.4.5. Sea D C T" un conjunto medible Jordan. Sea Ap = {t € R|¢(t) € D} (que también

es medible Jordan) y sea Tp(T') = fOT XAp (t)dt, donde x4 denota la funcidn caracteristica del conjunto
A. Entonces |

i 2I) _ Vol(D)

T—oo T (27T)n

Demostracién. Nétese que fOT xp(6(t))dt = fOT Xap (t)dt =1p(t) y xp = (27) " Vol(D). Aplicando el
teorema de los promedios

1 /7 p(T)
Yp = lim — t))dt = 1 .
XD TfioT/O xp(@()dt = lim =
Por tanto, %()[i) =xp = limp_, T’%(T), como queriamos probar. O

4.5. Sistemas con un grado de libertad

En esta seccién damos algunas generalidades sobre los sistemas hamiltonianos con un grado de
libertad que, como ya hemos visto, son todos integrables en el sentido de Liouville. Uno de los ejemplos
mas caracteristicos es el péndulo simple, que estudiamos a continuacién.

El péndulo simple

Consideramos un péndulo de masa m = 1 cuya «cuerda» es una barra rigida de masa despreciable
y longitud 1. El espacio de configuracién del péndulo es entonces la circunferencia unidad S! y su
espacio de fases serd el fibrado tangente de S', que no es otra cosa que un cilindro. Tomando como
coordenada generalizada el dngulo ¢ de desviacién del péndulo respecto de la vertical, el hamiltoniano
viene dado por

1
H(¢7p) = §p2 — g Ccos ¢7

donde g es la aceleracién gravitatoria y hemos tomado el centro como origen de energia potencial. Como
podemos ver en la figura 4.6 las trayectorias son cerradas, luego cada curva de energia constante es
compacta. Para estudiar los puntos criticos, nétese que dH es distinta de 0 en todo punto exceptuando
los casos (¢ =0,p=0) y (¢ = m,p=0), que corresponden a puntos de equilibrio (el primero, estable,
el segundo, inestable) donde la trayectoria es sélo un punto. La curva que aparece punteada en la
figura, de ecuacién

1
g=H(¢,p) = 5202 — gcos ¢,
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corresponde al punto de equilibrio y a dos trayectorias que tienden asintéticamente al punto de equi-
librio inestable. Este conjunto no es un toro de Liouville ya que contiene al punto critico (m,0). Estas
trayectorias son mateméaticamente factibles aunque su realizacion practica parezca una tarea imposi-
ble. Las curvas que quedan dentro de la curva punteada corresponden a movimientos de oscilaciéon en
torno al punto de equilibrio estable, mientras que las que quedan fuera corresponden a movimientos
de rotacién del péndulo alrededor de su centro.

Figura 4.6: Espacio de fases del péndulo junto al campo hamiltoniano y las curvas de nivel. Nétese que el lado
derecho (¢ = 7) estd identificado con el lado izquierdo (¢ = —7), ya que se trata de un cilindro.

Puntos criticos de los sistemas con un grado de libertad

Los dos tipos de punto critico que presenta el péndulo simple se conocen como centros, para el
(0,0) y sillas, para el (m,0). Podemos probar que, de hecho esos son los tinicos tipos de punto critico
que puede presentar un sistema hamiltoniano en R?. En efecto, supongamos que (0, 0) es un punto de
equilibrio de un sistema hamiltoniano. Podemos escribir las ecuaciones de Hamilton en la forma

(-0 (#)

de modo que su versién linealizada en torno al (0,0) serd

< q ) < 0 -1 > 822 {(328 q q q

= 9 pogq ( >——JB< )—-A( )
; ?H  9°H 1 :
D 1 0 505 Opop P P P

(2,p)=(0,0)

De la simetria de la matriz de segundas derivadas B y de las propiedades de la matriz J;, tenemos
que A ha de cumplir la condicion

AT + 1A =0.

Las matrices que cumplen esta condicién forman el dlgebra de Lie sp(2,R) del grupo simpléctico
Sp(2,R).
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Proposicién 4.5.1. Si « es un autovalor de una matriz A € sp(2,R) con multiplicidad algebraica
k, entonces —a es también un autovalor de A con la misma multiplicidad. Si o = 0 entonces su
multiplicidad es par.

Demostracion. Los autovalores son los ceros del polinomio caracteristico P(a) = det(al — A). Por
tanto, basta probar que det(al — A) = det(al + A). Esto se ve de la siguiente manera,

P(a) = det(al — A) = det(—aJ? — J,B) = det J; det(—aJ; — B)
= det(—aJ; — B)! = det(aJ; — B) = det(al — J;'B)
= det(al + J1B) = det(ad + A).

O

Por tanto, los autovalores de A son imaginarios, opuestos o ambos cero, luego el punto critico (0,0)
solo puede ser un centro (en el caso de autovalores imaginarios) o un punto de silla (en el caso de
autovalores reales opuestos). Como consecuencia de esto tenemos que el sistema hamiltoniano no puede
tener puntos asintdticamente estables, lo que tal vez era de esperar a la vista de la conservacion de la
energia y del teorema de Liouville: los puntos asintéticamente estables funcionarian como «fuentes» o
«sumideros» del area de Liouville.

4.6. Mas sistemas integrables

Cuando estudiamos sistemas con varios grados de libertad, la integrabilidad requiere de la exis-
tencia de cantidades conservadas adicionales. Como ya vimos en el apartado de simetrias y leyes de
conservacion, una forma 1util de encontrar cantidades conservadas es observar las simetrias del siste-
ma, siguiendo el mecanismo de Noether. En esta seccion veremos dos ejemplos donde podemos ver
directamente esta relacién entre las simetrias y la integrabilidad del sistema.

El péndulo esférico

Un péndulo esférico consiste en una particula (aqui supondremos de masa m = 1) enganchada por
una barra rigida de masa despreciable y de longitud 1 a un punto del espacio y bajo la accién de la
gravedad. Es decir, es como un péndulo simple, solo que no estd restringido a oscilar en un solo plano,
sino que puede moverse libremente, ver figura 4.7.

o~ R
=

Figura 4.7: Péndulo esférico
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Podemos considerar el sistema inmerso en R3, de modo que el espacio de fases en principio serd
el espacio simpléctico estandar 6-dimensional (R® 3). Ahora, la ligadura del péndulo restringe el
movimiento espacial a una esfera de radio 1, y las velocidades seran siempre tangentes a esta esfera.
De este modo, el espacio de fases serd

M = {(q.p) € R®: [|g|| = 1, (g, p) = 0},

que claramente es difeomorfo al fibrado tangente de la esfera, TS?. La forma simpléctica en M serd
simplemente la restriccién de €23 a M. El hamiltoniano serd la restriccién a M de la funcién

H:R —R
(q’p) — ﬁ”p”Q + mggs,

donde g3 es la componente vertical del vector ¢ = (q1, g2, q3)-

Observemos ahora que el sistema es invariante bajo las rotaciones en torno a la vertical. En efecto,
si R € SO(3) es una rotacién en torno a la vertical, como la tercera componente no varia respecto de
las rotaciones en torno a la vertical y las rotaciones preservan la norma,

H(R(q), R(p)) = 5= [|R(p)|]* + mgqs = 5= ||p||* + mggs = H(q, p).

Por tanto, la tercera componente del momento angular L3 = ¢1p2 — ¢2p1 es una cantidad conservada
del sistema (M, H). Como dim(M) = 4 y hemos encontrado una cantidad conservada del sistema a
parte del propio hamiltoniano, no es dificil comprobar que H y L3 son independientes para casi todo
punto, luego el sistema (M, H) serd integrable en el sentido de Liouville.

El potencial central

Consideremos el caso genérico de una particula moviéndose en el espacio sujeta a una fuerza central,
es decir, dirigida siempre hacia el origen y cuyo valor dependa solo de la distancia de la particula a este.
Un ejemplo tipico serfa el de una particula moviéndose en un potencial coulombiano V(r) = —k/r
(por ejemplo, la Tierra alrededor del Sol). El espacio de fases del sistema es el espacio simpléctico
estdandar 6-dimensional (R%, 3) y el hamiltoniano viene dado por la funcién

H(q,p) = 55 lpll* + V(llall)-

Claramente, el sistema es invariante bajo rotaciones ya que, si R € SO(3) es una rotacién, entonces,
como las rotaciones preservan la norma

H(R(q), R(p)) = 2z [|RM)I* + V(IR@I]) = 55 lplI* + V(llal)) = H(g,p).

Como consecuencia, se conserva el momento angular L = ¢ x p. En particular, se conservaran L? =
(L,L) y L3 = qip2 — q2p1. Ahora, si calculamos el corchete de Poisson

3 3
{1, La} = (L}, Ls} =) 2Li{Li L3},
i=1 =1

por la regla de Leibniz. Como {Ls, L3} = 0, tenemos
{L? L3} = 2Ly {Ly,Ls} + 2Ly {Lo, L3}.

Basta entonces hallar

{L1, L3} = {q2p3 — q3p2, (12 — @2p1}
que, usando la linealidad del corchete de Poisson y la identidad de Jacobi y teniendo en cuenta que
{@i,4;} = {ps,p;} = 0 podemos desarrollar hasta llegar a

{L1, Ls} = —psq1 {q2, p2} — @3p1 {p2, @2} = +p3q1 — @3p1 = —Lo.
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Un célculo andlogo muestra que {Lo, L3} = L1, de modo que
{L? L3} = —2L1Ly + 2L,L; = 0.

Por tanto, H, L? y L3 son 3 funciones en involucién y ademds es posible comprobar que son
independientes en casi todo punto de R% de modo que el sistema (M, H) es integrable en el sentido
de Liouville.

El hecho de que el momento angular L sea perpendicular a ¢ y a p y se conserve permite restringir
el movimiento en el espacio fisico al plano perpendicular a L. Teniendo en cuenta los valores maximo
y minimo de la energia potencial V' se puede mostrar que el movimiento estard comprendido en una
corona circular (ver figura 4.8). En general la 6rbita de un punto por el flujo hamiltoniano llena por
completo la susodicha corona, pero el teorema de Bertrand afirma que en dos casos especiales todos
los movimientos acotados se dan en curvas (1-variedades) cerradas. Estos son aquellos en los que V' (r)
es proporcional a 1/r (potencial coulombiano) o a r? (oscilador arménico isétropo). Cabe preguntarse
entonces si esto se debe a la existencia de una integral primera adicional (una «simetria oculta»),
independiente de las ya obtenidas, que restrinja el movimiento atin més, a alguna subvariedad de
los toros de Liouville; los sistemas que cumplen esto se llaman superintegrables. Efectivamente, tanto
el potencial coulombiano como el oscilador arménico isétropo son superintegrables. En el caso del
potencial coulombiano V(r) = —k/r la cantidad conservada adicional es el vector de Laplace-Runge-
Lenz, definido por

A:pr—m—kq.
r

En el caso del oscilador arménico isétropo V (r) = kr? existe una matriz 2 x 2 simétrica conservada,
el tensor de Fradkin, de componentes

1
Ajj = %(pipj + kqiqj),

con i,j = 1,2. La traza de la matriz es la energfa 5—(||p||> + kr?) y la componente de fuera de la
diagonal F' = A5 = %(ppo + kq1g2) es precisamente la cantidad conservada adicional, independiente
de la energia y el momento angular.

Fue precisamente la observacién de una aparente excepcion a esta ley, la precesion del perihelio
de Mercurio, la que supuso uno de los «fallos» de la mecanica clasica a finales del siglo XIX. Si el
perihelio de Mercurio precedia de tal forma llenaba toda la corona en la que su érbita esta contenida
no podia estar sometido al potencial V' (r) = —k/r, tal y como predecia la ley de gravitacién universal;
de estarlo, formaria un sistema superintegrable y la 6rbita deberia ser una curva cerrada. Este enigma
no seria resuelto hasta la formulacién de la teoria de la Relatividad General. El caso de Mercurio ya
no podia ser explicado por la gravedad newtoniana y era necesario considerar correciones relativistas

para entender su movimiento.

Figura 4.8: Movimiento en la corona circular (Fuente: [8]).
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