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ABSTRACT

Consideramos la topologia usual y la topologia de Bohr en el grupo aditivo de
los racionales, y estudiamos los correspondientes grupos de funciones continuas
en el circulo unidad del plano complejo, dotados de la topologia compacto—
abierta. Hemos obtenido la reflexividad en sentido Pontryagin de los grupos
mencionados, asi como algunas propiedades topoldgicas.
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Introduccién

Dentro del algebra topolégica, término acufiado por Arkhangelskii, destaca como un
gran capitulo el estudio de los espacios de funciones reales continuas definidas en un
espacio topologico X. En efecto, las distintas estructuras algebraicas en los espacios
C(X) inducidas por las correspondientes de R, en conjuncién con diversas topologias,
han dado lugar a un elenco de potentes resultados matemédticos. Baste mencionar el
teorema de Stone—Weierstrass.

Si se considera C'(X) como espacio vectorial y se le dota de la topologia de la con-
vergencia puntual é de la topologia compacto—abierta se obtiene un espacio vectorial
topoldgico localmente convexo, y como tal cabe estudiar la reflexividad. Ciertamente
si X es compacto se afiade un plus importante de estructura: C'(X) con la topologia
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de la convergencia uniforme en los compactos es entonces un espacio de Banach. Ob-
servemos que recientemente Herndndez y Uspenskij [9] han analizado la reflexividad
en sentido Pontryagin de los grupos de la forma C(X), dotados de la topologia de la
convergencia puntual.

La importancia de los espacios C(X), asi como la del grupo topolégico multiplica-
tivo de los complejos de médulo 1, T, nos lleva a plantearnos el estudio de los grupos
de la forma C'(X, T), donde X es un espacio topolégico, y la operacién del grupo estd
dada por la multiplicacién puntual de funciones continuas, es decir la inducida por la
operacion de T. Primordialmente consideraremos la topologia compacto—abierta por
su especial relevancia en la teoria de dualidad de grupos topoldgicos. De ahora en
adelante designamos por C(X,T) el grupo C(X,T) dotado de la topologia compacto—
abierta, 7.o.

En la tesis de Auflenhofer se estudia la reflexividad de C(X,T) en el sentido de
Pontryagin. Allf se obtiene que si X es un k-espacio hemicompacto, C(X, T) es refle-
xivo [2, Th 14.9]. Este es un resultado profundo, pues aunque se conocia un resultado
andlogo para C(X), las técnicas de trabajo en espacios vectoriales topoldgicos no son
trasladables sin méas a grupos topoldgicos. Considérese, por ejemplo, el papel pre-
ponderante que juegan los conjuntos convexos en todo el Andlisis Funcional, y que
el concepto de convexidad no es asequible en grupos topolégicos. El camino seguido
para la obtencion del resultado mencionado es estudiar en primer lugar la reflexividad
de C(K,T) para un espacio compacto K. Después se da un teorema de estructura
de C(X,T), donde X es un k-espacio completamente regular; esencialmente, se des-
cribe C(X,T) como limite del sistema inverso formado por la familia de espacios
C(K,T) cuando K recorre los compactos de X. La reflexividad de C(X, T) se obtiene
apoyéandose en la reflexividad de los correspondientes grupos de funciones C(K,T), y
el teorema de estructura citado.

Surgen las preguntas naturales:

1) ;Hay otros espacios X para los que C(X,T) sea reflexivo?. Caracterizar la clase
de los mismos.

2) Obtener teoremas de la forma: C(X,T) es reflexivo si y solo si C(X) es reflexivo
en sentido Pontryagin, i.e. considerado como grupo topoldgico.

3) Si G es un grupo topoldgico y G una cubierta universal de G dar condiciones
en X que nos permitan afirmar la equivalencia entre la reflexividad de C(X, G)
y de C(X, G).

Este trabajo constituye un pequeno paso en la direccién de estos objetivos, ya que he-
mos estudiado algunos ejemplos desde este punto de vista. Tomando como espacio X
el grupo de los nimeros racionales con su topologia usual y con la topologia de Bohr
asociada a ésta, hemos probado que son reflexivos en sentido Pontryagin los corres-
pondientes grupos C(Q, T) y C(Qs, T); que el primero constituye la compleccién del
segundo, asi como algunas otras propiedades topoldgicas de ambos. Hemos procurado
dar demostraciones directas siempre que nos ha sido posible.
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1. El grupo topolégico C(Q, T)

Notacion Como es habitual, los simbolos R,Q y T designan los conjuntos de los
numeros reales, racionales o complejos de médulo 1 respectivamente, y también de-
signan —se entendera por el contexto— los correspondientes espacios topoldgicos, do-
tados de la topologia euclidea, o inducida por ésta. Si K C X es compactoy V' C T un
abierto, se designard —siguiendo a Arens— por (K, V) := {f € C(X,T) : f(K) C V}.
Los conjuntos (K,V), cuando K recorre los compactos de X y V los abiertos de T
constituyen una subbase de la topologia compacto—abierta de C'(X,T). Usaremos la
notacién (K, V) x solamente si fuera necesario distinguir el espacio X, dominio de las
funciones.

Comenzamos estudiando algunas propiedades topoldgicas de C(Q,T). La ope-
racién en C(Q,T) es multiplicacién puntual, i.e. (f,g) — fg : ¢ — f(q)g(q) para
q € Q; el elemento neutro es la funcién constantemente 1, que llamaremos f;. Se
demuestra facilmente que los conjuntos de la forma (K,V;,), donde K C Q es un

compacto cualquiera y V;, = {€2™ : [t| < 1}, forman una base de entornos de f;.

Teorema 1.1 C(Q,T) no verifica el I-axioma de numerabilidad.

Demostracion. Probaremos que f; no posee una base numerable de entornos. Ob-
servemos primero que si (K1,V,,) C (K2, Vy,), entonces V,,, C V,,, vy Ko C K;. El
primer contenido es trivial. Supongamos que existe o € Ko \ K;. Como K es
cerrado, ¢ := d(xg, K1) > 0, donde d designa la distancia asociada al valor absoluto.
Sean y1,y2 € R\ Q tales que y1 < 29 < y2 y d(xo,y;) < %, para i =1,2.

Definimos g : Q — T mediante

_J 1 siz <y ox >y
g(z){ 20¢ Vi, sty <a<uys

Hemos construido una funcién continua que se hace 1 en K; pero tal que g(xg) ¢ Va,,
y esto contradice nuestra hipotesis, luego Ko C Kj.

Supongamos ahora que existe B = {(K,,,V,) : n,m € N}, base numerable de en-
tornos de f; € C(Q, T). Vamos a obtener una contradiccién probando que en ese caso
Q serfa hemicompacto. En efecto, dado un compacto K C Q, consideramos el entorno
de f1 dado por (K,V,). Deben existir ng,mg € N tales que (K, Va,) C (K, V),
y por el parrafo anterior, K C K,,,. Tenemos por tanto una familia numerable de

compactos, que es cofinal en la familia de todos los compactos de Q, respecto de la
o0

relacién de “contenido” . Ademds Q = U K., ya que el mismo razonamiento se

m=1
aplica a los compactos unipuntuales.

Como cualquier espacio metrizable hemicompacto ha de ser localmente compacto
([12, XIII.3.14]), Q no puede ser hemicompacto. Esta contradicién prueba que C(Q, T)
no es I-axioma. O
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Corolario 1.2 C(Q,T) no es metrizable.
Proposicién 1.3 Los subconjuntos compactos de C(Q,T) son metrizables.

Demostracion. Basta tener en cuenta que el espacio C(Q,T) admite una topologia
metrizable, menos fina que la compacto-abierta. En efecto, designemos por C, (X, T)
al conjunto C'(X,T) dotado de la topologia de la convergencia puntual 7,. Como
Cp(Q, T) es subespacio topoldgico del espacio producto T?, que es metrizable, se ob-
tiene facilmente la afirmacion. 0

Cuestion. (Es C(Q,T) un espacio de Fréchet—Urysohn?. Obsérvese que en la pro-
posicién anterior se puede sustituir los subconjuntos compactos de C(Q,T) por los
subconjuntos relativamente numerablemente compactos. Sin embargo, no sabemos
si la clausura de un subconjunto cualquiera puede determinarse por convergencia de
sucesiones.

Definimos la aplicacion restricciéon

r:C(R,T) — C(QT)
= fo

Claramente r es un homomorfismo continuo. Por ser Q denso en R, r es inyectiva.
Sin embargo, r no es sobreyectiva:
En efecto, la aplicacién f : QQ — T definida por

1 s z|< V2
f(x)_{ 1 si|z|>V2

es una aplicacion continua de Q en T que no se puede extender continuamente a R.
La imagen de r contiene a los homomorfismos continuos y en general a las funciones
uniformemente continuas.

Proposicién 1.4 La aplicacion r : C(R,T) — C(Q,T) no es encaje topoldgico, es
decir, r no es abierta en la imagen.

Demostracion. ~ Vamos a probar que el entorno del neutro de C(R,T) dado por
(K, Vi), donde K = [—1,1], se transforma mediante r en un conjunto que no es
entorno de f; en r(C(R,T)).

Sea F' un subconjunto compacto arbitrario de Q. Se verifica que (K N Q) \ F # 0;
de lo contrario, K NQ C F y, como K NQ es cerrado en Q, K NQ serfa un compacto
de Q. Esto nos lleva a un absurdo, ya que K NQ seria también compacto en R, y por
tanto cerrado.

Veamos ahora que (F,V,) Nr(C(R,T)) € r((K,V,,)). A tal efecto describimos la
siguiente funcién f: R — T:
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Il
o

(i) Si L < %, tomamos ty € R tal que = <ty < %, y definimos f(z) :

m

para todo x de R. Se cumple que r(f) € (F,V,,), pero f ¢ (K, V,,).

(ii) Supongamos ahora % < % Teniendo en cuenta lo demostrado en el parrafo
anterior, (K N Q) \ F # 0 para el compacto F C Q. Fijamos g € (K NQ) \ F
y elegimos ¢ tal que 0 < & < d(xo, F'). Obviamente, (zo — 5,20+ 5) N F = 0.
Definimos una funcién continua f : R — R de la siguiente manera:

0 siz<mwp—§
2 .
fa) = %(IE*$O+%) sizg— 5 <x<m
;—j(m—xo—%) sizg <az <0+ 5
sizg+ 5 <w

Sea f = e2™if € C(R,T). Se tiene que f ¢ (K,V,,) vy sin embargo r(f) € (F, V).

Como los conjuntos de la forma (F,V,,), con F C Q compacto, y n € N constituyen
una base de entornos de f; en C(Q, T), tenemos que r no es abierta en la imagen.
O

Damos a continuacién un lema que nos permitird obtener que la imagen de C(R, T)
por la aplicacién restriccién es densa en C(Q, T).

Lemma 1.1 Sea K un subconjunto compacto de Q, y f : K — T una aplicacion
continua. Existe f: R — T continua tal que f(h) = f(h) para todo h € K.

Demostracion. Por ser K numerable, la funciéon f no puede ser suprayectiva. Sea
pe T\ f(K),yp:T\{p} — (0,1) un homeomorfismo. Si consideramos K como
subconjunto de R, la funcién pf se extiende por el teorema de Tietze a todo R. Si
g : R — (0,1) designa una extensién continua de pf, claramente puede definirse f
como p~1g compuesta con la inclusién de T\ {p} en T. O

Proposicion 1.5 Las funciones continuas de Q en T que admiten una extension
continua a R constituyen un subgrupo denso de C(Q,T).

Demostracion. Sea K un compacto de Q, V un abierto de T y (K, V) un abierto
subbdsico de C(Q, T). La prueba deriva del siguiente hecho: Para f € (K, V) podemos
determinar h € (K,V)r C C(R,T) tal que r(h) = hjg € 7(C(R,T)) N (K,V). En
efecto, para f|x, por el lema anterior, existe una aplicacién continua h € C(R,T) tal
que by = fix.

Consideremos ahora un abierto bésico no vacio, U := (K1, V1) N -+ N (K, Vp).
Para cualquier f € U, tomando K := K; U---U K, nos fijamos en f|, y razonando
como en el parrafo anterior, llegamos a que U Nr(C(R, T)) # 0. O
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Observacion 1.6 Si en vez de considerar todas las aplicaciones continuas en la Pro-
posicién 1.4 nos referimos tnicamente a los homomorfismos continuos, CHom(X, T),
se obtiene el resultado sorprendente de que r : CHom(R, T) — CHom(Q,T) es iso-
morfismo topolégico. La suprayectividad de r se sigue de que todo homomorfismo
continuo de @Q en T es uniformemente continuo. El hecho de que r es abierta puede
verse en [2] y [5], donde se obtiene la validez de la afirmacién en un contexto mas
general.

Proposicién 1.7 El grupo C(Q,T) contiene un subgrupo cerrado topoldgicamente
isomorfo a R dotado de la topologia usual. En particular, C(Q,T) contiene subgrupos
uniparameétricos.

Demostracion.  En [10, 23.27] puede verse que CHom(R,T) es topoldgicamente
isomorfo a R con la topologia usual. Por tanto, teniendo en cuenta la Observacién
1.6, R, =2 CHom(Q, T) constituye un subgrupo uniparamétrico de C(Q, T). Por tra-
tarse de un subgrupo localmente compacto, CHom(Q, T) es cerrado en CHom(Q, T).
O

Cuestién (Es r(CHom(R, T)) un subgrupo determinado de C(Q, T')?. Dicho de otro
modo, jes la aplicacién dual de r un isomorfismo topolégico?.

2. Otros ejemplos

Las Proposiciones 2.1 y 2.2 permiten sustituir Q por un espacio completamente regular
y T1 (i.e. de Tychonoff) en algunos de los resultados obtenidos en la seccién anterior.

Proposicion 2.1 Si un espacio topoldgico X es completamente regular, X tiene la
topologia débil correspondiente a sus funciones continuas C(X,T).

Demostracion. Recordemos que X tiene la topologia débil correspondiente a sus fun-
ciones continuas C(X,I), donde I = [0,1]. Basta por tanto componer cada funcién
de X en I con la funcién p : I — T definida por p(t) = exp{int}. O

Proposicion 2.2 Sea X un espacio completamente reqular y Ty, K C X compacto
y f: K — T continua, no suprayectiva. La aplicacion f se extiende a una aplicacién
continua f: X — T.

La demostracién se puede hacer de forma anéloga a la del Lema 1.1, identificando
previamente el compacto K con su imagen en la compactacién de Stone-Cech de X,
para poder usar el teorema de Tietze. Obsérvese que no imponemos ninguna condicién
de conexion en el espacio X.

Proposicién 2.3 Sea X un espacio completamente regular y Ty. Entonces C(X,T)
es I-numerable si y solo si X es hemicompacto.
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La afirmacion directa se prueba siguiendo el argumento del Teorema 1.1 y apoyandose
en la Proposicién 2.2 para construir la funcién g alli mencionada. La reciproca era ya
conocida, [1, Teorema 7].

El siguiente corolario es consecuencia de que R es hemicompacto y de que todo
grupo topolégico I-numerable es metrizable:

Corolario 2.4 C(R,T) es metrizable.

Observacion 2.5 Teniendo en cuenta que un grupo topoldgico que contiene un sub-
grupo metrizable denso, es necesariamente metrizable, obtenemos otra prueba de que
r: C(R,T) — C(Q,T) no es abierta en la imagen. En efecto, siendo r un homo-
morfismo inyectivo, r(C(R,T)) es un subgrupo de C(Q, T) algebraicamente isomorfo
a C(R, T). Por otra parte r es continua, pero no puede ser un encaje topoldgico, pues
en ese caso 7(C(R, T)) serfa subgrupo topoldgico de C(Q, T) metrizable y denso (por
2.4 y 1.5 respectivamente), y llegarfamos a una contradiccién con la Proposicién 1.2.
Luego r no es abierta en la imagen.

Proposicién 2.6 Si X es un espacio metrizable que no es localmente compacto, en-
tonces C(X, T) no es I-numerable y por tanto no es metrizable.

Demostracion. En efecto, si C(X,T) fuera I-numerable, por la proposicién anterior
X seria hemicompacto, pero un espacio metrizable hemicompacto es necesariamente
localmente compacto. O

Proposicién 2.7 Sea X un espacio metrizable localmente compacto. El grupo C(X,T)
es metrizable si y solo st X es o-compacto.

Para su demostracién basta tener en cuenta que un espacio localmente compacto es
hemicompacto si y solo si es o-compacto, y aplicar la Proposicion 2.3.

Proposicién 2.8 El grupo C(R\ Q,T) tiene las siguientes propiedades:
a) No es metrizable.
b) La aplicacion restriccion r: C(R,T) — C(R\ Q,T) no es abierta.
¢) Contiene densamente al conjunto r(C(R,T)).

Demostracion. La demostracién de a) se sigue de la Proposicién 2.6.

Para demostrar b) no se puede argumentar como en la Proposicién 1.5, ya que los
compactos de R\ @ no son en general numerables; esto se deduce facilmente del hecho
de que R\ Q es homeomorfo a NN. En [2, Corolario 13.6, p.64] se prueba que una
aplicacion continua de un espacio compacto totalmente inconexo en T puede elevarse
a aplicacién continua en R, lo que podremos usar para nuestros fines.
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Sea ahora un abierto bésico no vacio, U := (K1, V1)N---N(K,,V,,) C C(R\Q,T), y
sea f € U. Consideremos K := K U---UK,. Como K C R\Q es totalmente inconexo
y compacto, por el resultado mencionado en el parrafo anterior, existe f K - R
continua tal que e27f = fix- Por otra parte K es un compacto de R, luego cerrado, y
por el teorema de Tietze existe § € C(R,R) tal que g = f. Para g := >0 ¢ C(R,T)
se tiene que 7(g)(K) = g(K) = e*™9(K) = 2>/ (K) = f(K). Por tanto, r(g) € U, lo
que prueba que r(C(R,T)) es denso en C(R\ Q, T).

Por ultimo, las consideraciones hechas en la Observacién 2.5 prueban que r no es
abierta en la imagen. O

3. La topologia de Bohr en Q

Vamos a considerar ahora una nueva topologia en Q, que de hecho puede definirse
en cualquier grupo topoldgico abeliano G. Como es sabido los homomorfismos de G
en T se denominan caracteres, y el grupo formado por los caracteres continuos de G
dotado de la topologia compacto—abierta se denomina grupo dual de G, y se denota
por G*. En la Observacién 1.6 mencionamos que Q" es topolégicamente isomorfo a
R”, que a su vez puede identificarse a R dotado de la topologia usual. En particular,
podemos pensar que cada nimero real r da lugar a un caracter continuo &. : Q — T
definido por &,(t) = e?™" v todos los caracteres continuos de Q vienen dados de esa
forma.

La topologia de Bohr de QQ es precisamente la topologia débil inducida por la
familia {¢,. : » € R}. Designaremos por Q, a Q dotado de su topologia de Bohr,
7. Observemos que el simbolo Q hasta ahora ha sido usado en dos sentidos, como
conjunto soporte y como espacio topoldgico. En adelante designaremos por Q, a Q
dotado de la topologia usual, cuando nos parezca que es oportuna la distincién.

Se demuestra directamente que Qp es grupo topoldgico, y es precompacto ya que
puede encajarse topolégicamente en el grupo compacto TF. Como Q dotado de su
topologia usual 7 no es precompacto, podemos afirmar que 7, < T estrictamente.
Estudiamos a continuacion algunas propiedades de Qp, cuya demostracién se obtiene
teniendo en cuenta que Q es numerable, y Q, completamente regular y T5.

Proposicién 3.1 El grupo topoldgico Qp es paracompacto (luego normal), y o-compacto.
No es espacio de Baire.

Proposicion 3.2 Un subconjunto de Q es compacto en la topologia de Bohr si y solo
si es compacto en la topologia usual. En consecuencia, el grupo Qp no es compacto,

ni hemicompacto.

Demostracion.  La primera afirmacion es cierta para todo grupo nuclear [4]. Este
es un resultado profundo que generaliza un teorema de Glicksberg —de idéntico
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contenido— para grupos localmente compactos abelianos. Por otra parte Q es un
grupo nuclear, (ya que es subgrupo de un grupo localmente compacto, [3]) y esto
finaliza la prueba. O

Advertimos al lector que la definicién de grupo nuclear es sumamente complicada,
y que cualquier resultado obtenido para la clase de los grupos nucleares es de una
gran fuerza y estabilidad. En [3] se introducen y estudian dichos grupos.

Corolario 3.3 El grupo Qp no es k-espacio. Por tanto no es metrizable, ni local-
mente compacto.

Demostracion. Basta tener en cuenta que Q,, es k-espacio, y que solo puede haber una

topologia de k-espacio entre todas las que admiten la misma familia de compactos.
O

Por la definicién de la topologia de Bohr, se comprueba directamente que los
grupos Q v Q, admiten los mismos caracteres continuos. Sin embargo C(Qy,T) #
C(Q,T) ya que las funciones continuas de Q y @, en T determinan las topologias
T y 7 respectivamente, (Proposicién 2.1). En cualquier caso, observando que los
entornos de cero en 7, no son acotados en Q (en el sentido tradicional ), la funcién f :
Q — T definida por f(q) = exp{mixc(q)}, donde x¢ denota la funcién caracteristica
del conjunto C' = [—v/2,v/2] N Q, es un ejemplo de funcién continua respecto de la
topologia usual y no continua respecto de la topologia de Bohr.

Proposicién 3.4 C(Qp, T) es un subgrupo topoldgico de C(Q, T).

Demostracion. Toda funcién continua de @Q, en T es también continua considerada
de Q en T ya que 7, < 7. Como los compactos en 7, y en 7 coinciden, se tiene que
C(Qp, T) C C(Q, T) es subgrupo topoldgico. O

Proposicién 3.5 El grupo topoldgico C(Q,T) es completo y es la compleccion de
C(Qp, T).

Por ser Q un k-espacio, y T métrico completo, C(Q, T) es completo [12, XI11.2.33
b)]. Por otra parte la compleccién de C(Qp, T) viene dada por todas aquellas funciones

de Q en T que restringidas a los compactos de 7, sean continuas. Dichas funciones
son exactamente las de C(Q, T), teniendo en cuenta la Proposicién 3.2.

Corolario 3.6 FEl grupo topoldgico C(Qp, T) no es metrizable.
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4. Reflexividad

Un grupo topoldgico abeliano G se dice que es reflezivo (o reflexivo en sentido de
Pontryagin) si la aplicacién canénica de G en su bidual G, que llamaremos a,
es isomorfismo topolégico. El famoso teorema de dualidad de Pontryagin afirma
que los grupos localmente compactos abelianos son reflexivos. En [13] se estudia la
reflexividad de algunos grupos topoldgicos libres abelianos sobre espacios de Tychonoff
X. Dichos grupos —damos mas abajo su definicion— estdn muy relacionados con los
espacios de funciones C(X, T), y de hecho aplicando los resultados de [13], que también
han sido objeto de estudio en [2] y en [§] independientemente, obtendremos facilmente
que C(Q,T) y C(R\ Q, T) son reflexivos.

Los grupos topolégicos libres abelianos, definidos por Markov en 1945, han sido
muy estudiados en la escuela rusa de topologia general de los tltimos tiempos, liderada
por Arhangelskii. Como su nombre indica, recuerdan —de hecho generalizan— a la
clase notable dentro del Algebra de los grupos libres abelianos.

Dado un espacio de Tychonoff X, el grupo topoldgico libre abeliano sobre X es una
terna (A(X),o,7) tal que (A(X),0) es el grupo abeliano libre (algebraico) sobre el
conjunto X, y 7 es una topologfa de grupo de Hausdorff en A(X), tal que:

e 0: X — A(X) es un encaje topoldgico con imagen cerrada.

e Para todo grupo topoldgico abeliano G y toda aplicacién continua ¢ : X — G
existe un inico homomorfismo continuo ® : A(X) — G tal que ®o = ¢.

La prueba de la existencia del grupo topolégico libre abeliano sobre un espacio de
Tychonoff X puede verse en [10, 8.8], 0 [2, 12.1]. De la definicién se deduce la unicidad
(a menos de isomorfismos). Es prictica habitual llamar simplemente A(X) al grupo
topoldgico libre abeliano sobre X, y se sobreentienden los otros dos elementos de la
terna.

Un grupo topoldgico libre abeliano se puede considerar como subgrupo cerrado
de un espacio localmente convexo. En efecto, Markov también definié el espacio lo-
calmente convexo libre sobre un espacio de Tychonoff X, L(X) (de modo categérico,
similar a como se define el grupo topolégico libre abeliano A(X)). La aplicacién iden-
tidad en X, 1x, da lugar a un homomorfismo continuo de A(X) en L(X), que —como
probé Tkachenko— es ademds un encaje topoldgico, con imagen cerrada. En nuestro
trabajo solo nos interesa destacar que algunas propiedades de A(X) pueden derivarse
de su condiciéon de subgrupo de un espacio localmente convexo, como expresamos a
continuacion.

Proposicion 4.1 El grupo topoldgico libre abeliano sobre un espacio de Tychonoff
X, A(X), es localmente cuasi-convexo. Por tanto la aplicacion candnica o : A(X) —
A(X)™M es un monomorfismo y es abierta en su imagen.

Demostracion.  Remitimos al lector a [3, 14.3], donde ademds podra encontrar la
definicién precisa y propiedades de los grupos localmente cuasi-convexos. O
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Estudiamos ahora la relacién que existe entre los grupos C(X,T) y A(X)". Es
claro que para un cardcter continuo ¢ : A(X) — T, la composicién po define un ele-
mento de C(X,T). Reciprocamente, toda funcién continua f : X — T se “extiende*
a un homomorfismo continuo F' : A(X) — T, tal que Fo = f. Por la unicidad de
F se obtiene que la correspondencia ¢ — o es una biyeccién de A(X)" — C(X,T),
que vamos a llamar R, y facilmente se demuestra que es un isomorfismo continuo.
Un argumento delicado (véase [2, 15.1]) (que en particular requiere conocer que los
compactos de A(X) tienen conjunto soporte acotado en X, usar la compactacién
de Stone-Cech de X y un teorema de Arhangelskii) prueba que si el espacio X es
Nachbin—Shirota, entonces R es abierta, y por tanto isomorfismo topoldgico. Recor-
demos que un espacio completamente regular X es Nachbin—Shirota, o p-espacio si
cumple la siguiente condicién: Un subconjunto cerrado S C X es compacto si y solo
st toda funcion real continua definida en X, es acotada en S. Observemos que el
“s6lo si” es lo que establece una condicién, puesto que si S es compacto, f(S) C R es
acotado para toda funcién f € C(X,R). Para futuras citas, sintetizamos lo expuesto
en la siguiente proposicion.

Proposicién 4.2 Si X es un espacio de Nachbin—Shirota, la aplicacién R : A(X) —
C(X,T) definida por ¢ — o, para ¢ € A(X), es isomorfismo topoldgico. En con-
secuencia, la aplicacion dual R" : C(X,T)" — A(X)™ es también isomorfismo to-
poldgico.

Proposicién 4.3 Si X es un espacio de Tychonoff cualquiera, R : C(X, T)" —
A(X)™M es homomorfismo continuo e inyectivo. Ademds R" transforma isomdr-
ficamente el subgrupo H engendrado por las evaluaciones puntuales 6, : C(X,T) — T,
conz € X, en el subgrupo a(A(X)).

Demostracion. La primera afirmacion se sigue del hecho de que R es en particular
continuo y suprayectivo.

Sea & un elemento de H. Por la definicion de homomorfismo dual, R"(£) : x +—
§(R(x)) = &(xo).

En particular £ es producto de evaluaciones; supongamos que para f € C(X,T)
se tiene £(f) = I f(z;)™ con i € {1,...7}, ; € X y n; € Z. Entonces: {(xo) =
xo(x;)" = aax)(Xn;o(x;)) y reciprocamente, todo elemento de la imagen a(A(X))
describe un elemento de H. g

Corolario 4.4 Si A(X) es reflexivo, los caracteres de C(X,T) solo pueden ser pro-
ductos finitos de evaluaciones puntuales.

Demostracidn.  En efecto, R : C(X,T)" — A(X)™ = a(A(X)) es homomorfismo
inyectivo. O
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Proposicién 4.5 Si un espacio X es Nachbin-Shirota y los caracteres de C(X,T)
son productos finitos de evaluaciones puntuales, entonces A(X)" = a(A(X)). Si
ademds X es k-espacio, A(X) es reflexivo.

Demostracion. Las Proposiciones 4.2 y 4.3 dan lugar a la primera afirmacion, que
a su vez prueba la suprayectividad de a. La Proposicién 4.1 prueba que « es abierta
e inyectiva. Por ultimo, si X es k-espacio, se obtiene —directamente de la definicién
de grupo topoldgico libre abeliano— que A(X) es k-grupo en el sentido de Noble, y
en consecuencia « es continua, [11]. Luego A(X) es reflexivo.

O

Proposicién 4.6 Si un espacio de Tychonoff X no contiene subconjuntos conezxos
compactos distintos de los unipuntuales, los caracteres de C(X,T) son productos de
evaluaciones puntuales.

Demostracion. Esto es [2, 14.7]. O

Teorema 4.7 Los grupos C(Q,T) y C(R\ Q,T) son reflezivos.

Demostracion. Los espacios Q y R\ Q son Nachbin—Shirota por ser paracompactos
[2, 1.13], y por la Proposicién 4.2, C(Q, T) y C(R\@Q, T) son topolégicamente isomorfos
a A(Q@)" y A(R\ Q)" respectivamente.

Por otra parte, Q y R\ Q son totalmente inconexos y k-espacios. Aplicando las
Proposiciones 4.6, 4.5 y 4.3, se obtiene que A(Q) y A(R\ Q) son reflexivos. Asimismo
son reflexivos sus duales A(Q)" y AR\ Q)".

O

Teorema 4.8 FEl grupo C(Qyp,T) es reflexivo.

Demostracion. El espacio Q, es paracompacto (Proposicién 3.1), y por el mismo ar-
gumento del teorema anterior, es Nachbin—Shirota y tenemos el isomorfismo A(Qj)" &
C(Qp, T). Ademads, Qp -siendo numerable y completamente regular- es totalmente in-
conexo. Mediante las Proposiciones 4.6, 4.3 y 4.2, obtenemos que el homomorfismo
R" : C(Qp, T)YN — A(Qp)™ =2 a(A(Qp)) es 1-1 continuo y sobre.

Vamos a probar ahora que la aplicacién canénica de C(Qp, T) en C(Qp, T) es
continua, y para ello veremos que los compactos del dual de C(Qp, T) son equiconti-
nuos. Si K C C(Qp, T)" es compacto, también lo es su imagen R™(K) en a(A(Qp)).
Identificamos este tltimo con un compacto de A(Qy), digamos L. Sabemos que en ge-
neral los compactos de A(X) tienen soporte funcionalmente acotado en X. Luego por
ser Qp Nachbin—Shirota, sop L C Qp es compacto. Se comprueba directamente que es
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equicontinuo en C(Qp, T), al considerar Q sumergido en el dual de C(Qy, T). Bajo este
punto de vista K es un subconjunto de sop L, y por tanto también es equicontinuo.
O

Observacién 4.9 Los grupos G; = C(Q,T) y Gz = C(Qp, T) admiten los mismos
caracteres continuos por la Proposicién 3.5. Pero G} no es topolégicamente isomorfo

a G4 ya que G y G3 son reflexivos en sentido Pontryagin, y Gy es un subgrupo propio
de GQ.

Referencias

[1] R.F. Arens: A topology for spaces of transformations. Annals of Math. 47 (1946), no.3,
47-95.

[2] L. Aussenhofer: Contributions to the duality theory of abelian topological groups and to
the theory of nuclear groups. Dissertationes Math. CCCLXXXIV, Warszawa, 1999.

[3] W. Banaszczyk: Additive subgroups of topological vector spaces. Lecture Notes Math.
1466, Springer-Verlag, Berlin 1991.

[4] W. Banaszczyk, E. Martin—Peinador: The Glicksberg theorem on weakly compact sets
for nuclear groups. Ann. New York Acad. Sciences 788 (1996), 34-39.

[6] M.J. Chasco: Pontryagin duality for metrizable groups. Arch. Math. 70 (1998), 22-28.

[6] E. Cillero: Caracteres del grupo aditivo de los racionales. Rev. Real Acad. Ciencias de
Zaragoza 58 (2003), 115-128.

[7] R. Engelking: General topology. Heldermann Verlag, Berlin 1989.

[8] S. Hernéndez, J. Galindo: Pontryagin-van Kampen reflexivity for free abelian topological
groups. Forum Math. 11 (1999), 399-415.

[9] S. Hernéndez, V. Uspenskij: Pontryagin duality for spaces of continuous functions. J.
Math. Anal. Appl. 242 (2000), no.2, 135-144.

[10] E. Hewitt, K.A. Ross: Abstract harmonic analysis I. Grund. Math. Wissens. 115, Spin-
ger, 1963.

[11] N. Noble: k-Groups and duality. Transactions AMS 151 (1970), 551-561.

[12] J. Margalef-Roig, E. Outerelo, J.L. Pinilla: Topologia, V. Ed. Alhambra S.A., Madrid
1982.

[13] V.G. Pestov: Free abelian topological groups and the Pontryagin—van Kampen duality.
Bull. Austral. Math. Soc. 52 (1995), 297-311.

[14] M. Tkachenko: On completeness of free abelian topological groups. Soviet Math. Dokl.
27 (1983), 341-345.

[15] S. Warner: The topology of compact convergence on continuous function spaces. Duke
Math J. 25 (1958), 265-282.

89



