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ABSTRACT

In this work, the Black—Scholes-Merton (BSM) theory to assign prices to
options on shares is presented. A first generalization of this model consists
of allowing that the drift (i), the volatility (o) and the interest rate (r) can
be variables. In other words, we pass from the diffusion model dS; = uS:dt +
o S:dW; with initial condition So, and u, o, and r constants to the diffusion model
dé&iy = bi(t7 ity oy Ene)dt + Z§:1 o (t, &ty - ,fm)thj with initial conditions
n (i = 1,2,...,n) and interest rate r(t,z). The class of semimartingales and
the stochastic integral of predictable and locally bounded processes with respect
to semimartingales allow a very general modelization of the financial markets.

En este trabajo se expone la teorfa de Black—Scholes—Merton (BSM) para
asignar precio a las opciones sobre acciones. Una primera generalizacién de este
modelo consiste en permitir que la deriva, u, la volatilidad, o, y el tipo de interés,
r puedan ser variables, es decir, se pasa del modelo con difusién dS: = uS:dt +
0StdW; con condicién inicial So, y u, 0 constantes y tipo de interes r constante
al modelo con difusién déiy = b*(t, &1es - -+, Ene)dt + 30_ 035 (t, €1ty - -+ Ene) AW
con condicién inicial n; (i = 1,2,...,n) y tipo de interés r(t,x). La clase de las
semimartingalas y la integral estocdstica de procesos previsibles y localmente
acotados respecto a semimartingalas permiten una modelizacién muy general
de los mercados financieros.

*Este trabajo ha sido financiado por el Ministerio de Ciencia y Tecnologia mediante los proyectos
BFM2003-00825 y BFM2001-2179.
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1. Introduccién

L. Bachelier en 1900 fue el primero en describir el precio de las acciones financieras
mediante el movimiento Browniano [1]. Suponiendo que el precio de las acciones es
una expresién lineal del movimiento Browniano con deriva, llegd a asignar precio a
algunas opciones cotizadas en Francia en aquella época y establecié comparaciones
con el mercado real.

El modelo que desarrollé tiene un activo sin riesgo B = (By)i<T, que cumple
B; =1, y un activo con riesgo (una accién de precio Si) que cumple S; = Sy + pt +
oWy, t < T, donde (W;);>0 es un movimiento Browniano estdndar en un espacio
de probabilidad (2, F,P)y T es la fecha de vencimiento de la opcién y p y o son
constante reales que representan la deriva y la volatilidad, respectivamente.

Naturalmente S; puede ser negativo lo que no refleja bien la vida real. Sin embargo,
el modelo no admite arbitrajes y es completo (se pueden replicar las opciones).

Aparte de los resultados financieros, Bachelier desarrollé un importante estudio
matematico del movimiento Browniano y todo ello cinco anos antes de la publicacién
del famoso trabajo de Einstein [7]. En 1944, It6 se inspiré en este trabajo de Bachelier
para introducir su calculo estocastico y el movimiento Browniano geométrico S; =
Soexp[(u — 0?/2)t + cW,] [11]. Este movimiento Browniano geométrico se revels
muy importante para modelizar los mercados financieros, asignando concretamente
Sy como precio de la acciéon. P. A. Samuelson desarrolld, desde 1965, el estudio del
movimiento Browniano geométrico en conexién con la economia [22, 19] y recibié el
premio Nobel de Economia en 1970 por estas aportaciones. En 1973, F. Black (1938-
1995) y M. Scholes [2] e, independientemente, R. Merton [17] utilizaron el movimiento
Browniano geométrico para asignar precio a las opciones.

El movimiento Browniano geométrico es la solucién unica de dS; = uS:dt +
0S;dWy, con condicién inicial Sy. Para probarlo basta aplicar la férmula de Ito6.
El movimiento Browniano geométrico subyace en todo el modelo de Black, Scholes
y Merton (BSM) y en su famosa férmula para el precio de las opciones. En este
modelo hay un activo sin riesgo (cuenta bancaria) B = (B;)>0 regido por la ecuacién
dB, = rBydt, y un activo con riesgo S = (S;)i>0 regido por la ecuacién diferen-
cial estocdstica del movimiento Browniano geométrico dS; = uSidt + oS;dW;. Asi
By = Bpe™ y como ya hemos mencionado S; = Spexp[(u — 02 /2)t + cW,]. El precio
de una opcién europea tipo call, f(St) = (St — K)1+ = maz (St — K, 0) viene dado
(en este modelo) por la férmula

log(So/K) + T(r + 0%/2) - log(So/K) + T(r — a%/2)
oVT } e TN[ ovT ’

Vo = SoN
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donde ¢(z) = (1/v2r)e ="/2, N(z) = [ ¢(y)dy. En particular, para Sy = K y
r=20
T T
¥ = 5o (V75T - - 75T
2 2
y Vo ~ Ko+/T/2m para T pequenio. Podemos comparar con lo que obtuvo Bachelier
en su modelo de mercado financiero. El precio de una opcién europea tipo call,

f(St) = (St — K)4 viene dado (en este modelo de Bachelier) por la férmula

B So— K So— K
Vo = (So— K)N| = | +ovTo( — ).
En particular, para So = K, Vp = o/T/2m7.
Seguimos con el modelo de Bachelier. Sea & = (3, %) una estrategia autofinanciada
de valor inicial X§ = V, que replica a f(St) = (S7 — K)4, es decir, X% = f(St).
Entonces se prueba que

sl

B = —KN[US\;%} b oVT =i w(f&%).

Regresamos ahora al modelo BSM. Ponemos la notacién

~ log(So/K)+T(r+0?/2)
L= ST

Se prueba que (como en el caso call) el precio de una opcién europea tipo put f(St) =
(K — St)4 viene dado por la férmula Py = —SoN[-y4] + Ke "I N[—y_] y ademés
(poniendo Vo = Cp) se tiene Py = Cy — Sp + Ke™ ™! (paridad call-put). Este modelo
es completo y por tanto dado f(St) = (S7 — K)4, (opcién europea tipo call), existe
una estrategia admisible 7@ = (3,7) tal que X§ = Cy y X% = f(St). Se prueba que

. log(S:/K) + (T —t)(r + 0%/2)
%:N[ oVl —1t }
y
~ K _. log(S:/K) + (T —t)(r — a%/2)
o K o g[S+ =)

(compérese con lo obtenido en el modelo de Bachelier).
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Las cantidades Vj (precio de la opcién europea tipo call en el modelo de BSM) y V;
(precio de la opcién europea tipo call en el modelo de Bachelier), provienen de férmulas
estocasticas generales, en las que se ha particularizado la opcién general y se ha
puesto para tiempo ¢t = 0. Por ejemplo, en el modelo BSM, la férmula general es V; =
E*(e "(T=Yh|F;), donde dP* = krdP, kr = exp[—pWr—(1/2)Tp?], p = (u—7)/o y h
es una opcién europea de cuadrado integrable respecto a P*. Esta férmula representa
el precio de h en el tiempo ¢t. Naturalmente para obtener Vj se particulariza h a
f(St) = (St — K)4 y se pone finalmente ¢t = 0. Las aportaciones de BSM suponen
un hito en el desarrollo de la matematica financiera por procedimientos estocasticos y
las férmulas obtenidas se utilizan en el dia a dia de los mercados financieros (Scholes
y Merton obtuvieron el premio Nobel de economia en 1997 [20]). A pesar de la
popularidad de estas férmulas, presentan pequenias imperfecciones (en su aplicacién)
a la hora de calcular la volatilidad o. En la practica se utilizan dos métodos para el
célculo de o

1. Método histérico: a partir de los valores de la accién observados en el pasado, se
estima o por procedimientos estadisticos; por ejemplo, mediante las varianzas
empiricas [3].

2. Método implicito: nos fijamos en el call y put europeos. Ocurre que el precio
de la opcién es una funcién estrictamente creciente de o. Si nos vamos a un
mercado organizado donde cotice esa opcién, podemos igualar la férmula del
precio de la opcién a un ntimero C/(T,K) (precio real) y despejar o. Aqui
afloran los defectos: a) o varfa con T, para K fijo; b) o varfa con K, para T
fijo (efecto sonrisa).

Ademaés se constatan importantes diferencias entre la volatilidad histérica y la
volatilidad implicita. Para subsanar 2), a), Merton propuso considerar p y o [17]
como funciones del tiempo p(t) y o(t). Para el efecto sonrisa 2), b), B. Dupire
propuso el modelo dS; = Si(p(t)dt + (S, t)dWs) [5, 6].

Una clase de procesos suficientemente amplia (para incluir los modelos de merca-
dos financieros més estudiados), pero manejable analiticamente, para modelizar los
mercados financieros es la clase de las semimartingalas [13, 18, 23, 12]. Recordamos
que un proceso adaptado X es semimartingala si admite una descomposiciéon de la
forma X; = Xg + My + Ay, donde M es una martingala local 0 en 0 y A un proceso
de variacién finita 0 en 0.

Lo més importante que cabe decir de esta clase de procesos (las semimartingalas)
es que:

1. Es estable por cambio de probabilidad equivalente, es decir, si () es probabilidad
equivalente a P, entonces X es semimartingala respecto a @ si y sélo si X es
semimartingala respecto a P.

284



J. Margalef-Roig y S. Miret—Artés Precio de las Opciones

2. 51 X = X9+ M + A es una semimartingala y H es un proceso previsible
localmente acotado, existe una integral bien definida respecto a X; H.X =
HoXo+ HM + H.A. Ademss, la integral H.X es de nuevo semimartingala.

3. Existe una férmula de cambio de variable. Sea X un proceso con valores en R"
tal que las n componentes X* son semimartingalas y sea F' una funcién de clase
2 definida en R™. Entonces el proceso F' o X es una semimartingala y

FoX, = FoXo+)_ D'Fo X, dX!
(0.1]
1 L o
+ EZ;/O D'D’Fo X, d< X' XI¢ >,

+ Z (FoXS—FoXS,—ZDiFOXszXé)-

0<s<t i

La primera consecuencia es que para toda martingala local M se tiene que
M? — [M,M]; = 2f0t M, _dM, es una martingala local 0 en 0. La segunda
consecuencia es: sean X,Y semimartingalas. Entonces XY es semimartingala

y

XY= | XedVe+ [ YedX,+[X,Y],
(0,t] (0,t]

que se escribe también
d(XY): = X dY; + Y dX: + d[X,Y];

y si X es un proceso de variacion finita, d(XY); = X;_dY; + VidX;.

4. La integral estocastica respecto a semimartingalas describe adecuadamente el
crecimiento del capital en estrategias de gestién.

5. Se tiene la invariancia de la integral estocdstica: (una consecuencia del teorema
de Girsanov general). Sea H un proceso previsible localmente acotado y sea
X una semimartingala (no hace falta precisar si respecto a P o respecto a @,
donde @ es equivalente a P, ver 1)). Entonces las integrales estocdsticas Hp. X
y Hg.X, tomadas respecto a P y (@, son iguales.

6. Se tienen las propiedades:

a) La aplicacion H — H.X es lineal en H.
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b) Si X es martingala local, H.X es también martingala local.

¢) Si X es de variacién finita, entonces H.X coincide con la integral Stieltjes.
d) ( ) HAX, donde AXt = t — th.
e) Hl(HQX) = (HlHQ)X

En la seccién 2 se desarrolla la teoria BSM y algunas generalizaciones (permitiendo
que u, o y r sean variables) [23, 15, 14, 10, 9, 26].

En la seccién 3 se modeliza el mercado financiero en el contexto de la clase de las
semimartingalas [18, 23, 12, 10, 4].

2. Modelo Black—Scholes—Merton (BSM) para los mercados financieros a
tiempo continuo

El modelo propuesto por BSM para describir la evolucién de las cotizaciones es un
modelo a tiempo continuo con un activo con riesgo, es decir una acciéon de precios
S; en el instante ¢, y un activo sin riesgo de precio S? en el instante ¢ tal que dicho
precio estd regido por la ecuacién diferencial ordinaria

sy

0
:]_
dt =rS) 5 =1,

donde r es una constante positiva (el tipo de interés instantdneo). Por consiguente,
Sy =et t>0.

Sean (£, F, P) un espacio de probabilidad (completo), (F;)o<¢<7 una filtracién de
este espacio continua por la derecha (es decir F; = (1,5, Fs, t > 0) tal que cada F;
tiene los eventos P-nulos de F, W = (Wy, F¢)o<t<r un proceso de Wiener respecto a
Py u, o,y xo # 0 constantes reales.

Suponemos que la evolucién de la cotizacién, Si, de la accién esta regida por la
ecuacién diferencial estocastica

dgt = Métdt + Uftthafo = x070 <t< T.

Sabemos que Sy = Spexp[(u — 02/2)t + oWy, 0 <t < T, (que es la solucién tinica
de la ecuacién diferencial estocdstica anterior), y si u = 0, entonces Sy, 0 <t < T, es
una martingala respecto a (F;)o<i<7y respecto a P.

El modelo se estudia en el intervalo [0,77], donde T es la fecha de vencimiento de
la opcién que se va a estudiar. Tomando logaritmos en la férmula anterior se obtiene

2
log S; = log So + (1 — %)t—i—aWt = b(t) + oW, 0 <t < T,

v 1 s 1
FlogSt (y) = \/2—7#6 202t ;dua o >0,
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lo que indica que log S; es normal b(t),to?.
Por tiltimo, observamos que e~ "t y Sy son procesos de Ito respecto a W y aplicando
la férmula de integracién por partes (estocdstica) se tiene que

dgt == S't(,u - T‘)dt + Ugtth

con condicién inicial Sy, donde S; = e "tS,, (5’0 =50).

2.1. Estrategias autofinanciadas. Teorema de Girsanov

Tomamos (Q,F,P), (Fi)o<i<r, W = (Wi, Fi)o<i<T , cCOMo antes y agregamos la
condicion F; = FV,0<t < T, donde F}V =o(W,:5<t).

Definicién 2.1.1 Una estrategia, ¢ = (H?, H;)o<t<T , € un proceso estocastico me-
dible con valores en R? y adaptado a (Fi)o<i<r tal que H? y H; dan, en el instante
t, las cantidades de activo sin riesgo y activo con riesgo respectivamente que hay en
la cartera. Asi el valor de la cartera, en el instante ¢, y siguiendo la estrategia ¢ es:
Vi(¢) = HYSP + HyS,.

Definicién 2.1.2 La estrategia ¢ = (HY, H;)o<t<7 €s una estrategia autofinanciada
si: 1) fOT \Hto\dt—l—foT H2dt < 0o, P-cs., 2) Vi(¢) = %(é)—l—f(f(ngem—FHuuSu)du%-
fot H,05,dW,, P-cs.,0 <t <T, (obsérvese que t — S; es continua, P-c.s.).

Como V;(¢) es un proceso de It6 respecto a W, la ecuacién de 2) se puede escribir
ast: dVy(¢) = (HPre™ + HypuSy)dt + Hyo S dWy, con condicién inicial Vo ().
Recordamos que si &, 0 <t < T, tiene diferencial estocastica

dft = atdt + btth,

con condicién inicial & , y f(t,w), 0 <t < T, w € Q, es una funcién no anticipativa
respecto a Fy, 0 <t < T, (es decir, f es medible y adaptada a (F;)o<t<7 ), entonces
se define la integral estocéstica fot f(s,w)d¢s, mediante la férmula fot f(s,w)des =
fot f(s,w)a(s,w)ds + f(f f(s,w)b(s,w)dW;, 0 <t < T, siempre que las dos integrales
del segundo miembro existan. Por tanto, la ecuacién de 2) se puede poner: V;(¢) —
Vo(¢) = [3 HOre™du + [} H,dS, y en notacién diferencial dV;(¢) = HPdS? + H,dS,
que recuerda la caracterizaciéon de estrategia autofinanciada en el caso discreto.
Naturalmente, a partir de la diferencial dS’t, tenemos la férmula

t t t
/ H,dS, = / H,S, (1 — r)dqu/ H,0S8,dW,,0<t<T.
0 0 0

Proposicién 2.1.3 Sea ¢ = (Hy, H)o<i<7 una estrategia tal que se cumple: 1) de la
definicién anterior (2.1.2). Ponemos V;(¢) = e~ "'V;(¢). Entonces: ¢ es una estrategia
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autofinanciada (es decir se cumple 2) de (2.1.2)) si y s6lo si V;(¢) = Vo(¢)+f0t H,dS,,
P-cs.,0<t<T.

Demostracion: Si ¢ es autofinanciada, basta aplicar la férmula de integracion es-
tocdstica por partes a los procesos e " Vi(¢). Para el reciproco, se aplica dicha
férmula a Vi(¢), e"t. O

En la seccién 3, se generaliza la teoria y se intenta seguir las pautas expuestas
aqui, pero no se llega a buen puerto y se precisa una reformulaciéon profunda.

Los teoremas fundamentales de la teoria discreta se han obtenido realizando un
cambio de probabilidad que convierte los precios actualizados en martingalas. FEn
tiempo continuo, el teorema de Girsanov suministra el cambio de probabilidad con-
veniente, en el sentido que convierte los precios actualizados en martingalas.

Es importante observar (serd utilizado mds adelante) que si P y ) son proba-
bilidades equivalentes sobre un espacio medible (Q,F), (Q << Py P << Q), y &a,

n=1,2,..., es una sucesién de variables aleatorias convergente en probabilidad a la
variable aleatoria &, respecto a P, (es decir, para todo € > 0, P{|¢, — &| > ¢} — 0,
n — o0), entonces &,, n = 1,2,..., converge en probabilidad a &, respecto a @, (es

decir, para todo € > 0, Q{|{, — &] > €} — 0, n — 00).

Demostracion: Ponemos AS, = {|§, — &] > €}. Como Q << P, por el teorema de
Radon—Nikodym, existe n > 0 tal que Q(A) = fA ndP, A € F. Sea € > 0. Quere-
mos probar que [,. ndP — 0, n — oo y sabemos (por hipétesis) que P(AS) — 0,
n — oo. Sines siﬁlple, es claro que se produce dicha convergencia. Caso general:

es consecuencia del teorema de la continuidad absoluta de la integral de Lebesgue.
O

Teorema 2.1.4 (Variante del teorema de Girsanov [8]) Sean (Q, F, P), (Ft)o<t<T ,
W = (Wi, Fi)o<t<T como al principio de 2.1. Sea (6, F;)o<t<T un proceso estocdstico
medible y adaptado tal que fOT 62ds < oo, P-c.s. , y tal que el proceso estocastico
ky = exp|— fot 0sdWs — (1/2) fot 62ds], 0 < t < T, es una martingala respecto a
(Fi)o<t<Ty respecto a P, (una condicién suficiente para que k; sea martingala es que
Elexp(3 fOT 0?dt)] < 0o). Entonces E(kr) =1y W) = W; + fot fsds es un proceso de
Wiener respecto a (Fy)o<t<Ty respecto a P*, donde P*(A) = fA krdP, A € F.

A veces pondremos P*T en vez de P*. Es claro que P* y P son equivalentes.

Proposicién 2.1.5 (Invariancia de la integral estocdstica) Nos situamos en las
hipétesis de 2.1.4. Sea (Hy, Fi)o<i<T un proceso estocdstico tal que fOT Hfds <
o0, P-c.s. Tomamos el proceso estocastico X; = fg H,dW, + fot H,0.ds, (la in-
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tegral fot H,dW estd bien definida en el marco de (Q,F,P), (Fio<i<r, W =
(W, Fi)o<i<r ). Como P* y P son equivalentes se tiene que fOT H?ds < oo, P*-c.s. y
por tanto se tiene la integral Y; = fot HydW} en el marco de (2, F, P*), (Fi)o<i<Ty

S
(W, Fr)o<t<r. Entonces X; =Y;, 0 <t < T, (en este sentido decimos que la inte-
gral estocdstica es invariante por el cambio de probabilidad de Girsanov). Se prueba

mediante la observacion que precede a 2.1.4.

Observacion 2.1.6 FEl precio del activo con riesgo, S, estd definido en el escenario
“Q,F,P), (Fr)o<i<r , W = (Wi, Fi)o<i<r 7, concretamente es la solucién tnica de

d&§y = p&edt + o€ dWy, §o = So- (2.1)
Realizamos el cambio de Girsanov (2.1.4.) para 0; = (u —r)/o(= p). Entonces el
nuevo escenario es “(Q, F, P*), donde P*(A) = [, kpdP, A€ F, kp = exp(—pWrp —
(1/2)Tp%), (Fi)o<t<r , W* = (W}, Ft)o<t<T, Wi = Wi + pt 7. Ocurre que S, (que
es solucién de (2.1) ) es también solucién de

dft = Tftdt + Oftth*, fo = So. (2.2)

En este sentido decimos que el precio del activo con riesgo es invariante por el cambio
de Girsanov. También diremos que el cambio lleva de (2.1) a (2.2).

Proposicién 2.1.7 (Invariancia de la estrategia autofinanciada respecto al cambio
de Girsanov) Sea ¢ = (Hy, H¢)o<t<7 una estrategia autofinanciada (2.1.2.), es decir
se cumple que: 1) fOT |H|dt + fOT H2dt < 0o, P-cs., 2) V(o) = V(o) + fOt(nge’““ +
HypS,)du + [} H,0S,dW,, P-cs.,0<t<T.

Realizamos el cambio de Girsanov para 6, = (u — r)/o(= p), (es claro que
Fi=F",0<t<T)y, como sabemos, obtenemos el escenario (II) “(Q,F, P*),
dP* = kpdP, (Fi)o<i<r , Wi = Wi+ pt y d§y = r&dt + o0& dW[, & = Sp“. Entonces
se tiene que:

a) fOT |HP|dt + fOT H2dt < oo, P*-c.s.
b) Vi(¢) = Vo(8) + [y (HOre™ + HyrS,)du + [} H,o8,dW;, P*cs, 0<t<T.

Demostracion. a) es consecuencia de que Py P* son equivalentes. Veamos b):
Por 2.1.5. , [o SyHdW, + [y SsHypds =[5 SHdW?, de donde [ SyHyodW, +
fot SHpuds = fot SyHyrds + fot SsHsodW, ecuacién que junto a 2) (de la hipétesis)
nos da b). O

En definitiva, lo que hemos probado es que si ¢ es estrategia autofinanciada
respecto al escenario (I) “(2, F, P), (Ft)o<t<r , W = (Wi, Fr)o<i<r , d&¢ = p&edt +
o&dWy, & = Sp “, entonces ¢ es estrategia autofinanciada respecto al escenario (II).
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Andlogamente se prueba el reciproco, es decir: estrategia autofinanciada en (II),
implica estrategia autofinanciada en (I).

Proposicién 2.1.8 (El precio actualizado S, es una martingala respecto a (F;) y
P*) Sean (0, F,P), (Fi)o<i<r, W = (W, Fi)o<i<r como al principio de 2.1 y sea
la ecuacién diferencial estocdstica (2.1) , (todo lo cual constituye lo que llamamos
escenario (I)).

Realizamos el cambio de Girsanov para 6; = (u — r)/o(= p) y obtenemos el
escenario (II) como en 2.1.7. Sabemos que el precio, S, es igual a Sy exp[(r—o?/2)t+
oW{], que a su vez es solucién de (2.2), o bien

t t
Sy = So + / rSeds + / A
0 0

0<t¢<T. Entonces S; y e " son procesos de Itd respecto a (2, F, P*), (Fi)o<i<T ,
W* vy, (aplicando la férmula de integracién por partes estocéstica, en el contexto
(Q,F, P*), (Fo)o<ter » W* ), Sy = So+ [y (—rSse™ + Sgre™"*)ds + [ 0Sse™TdW; =
So+ [y 08, dW?, Pr-cs., 0 <t < T,y S, = Spexp|—(02/2)t+oW;]y S, 0 <t < T,
es una martingala respecto a (Fy)o<i<r y respecto a P*.

Este era uno de los objetivos: conseguir que el precio actualizado fuera martingala
respecto a una probabilidad equivalente a P.

2.2. Precio de las opciones

Sean (Q, F,P), (Fi)o<i<r, W = (Wi, Fi)o<i<ry la ecuacién diferencial estocdstica
(2.1) con condicién inicial § = Sy, y 0 < ¢ < T, como en 2.1.8, escenario (I).

Una opcién europea es una variable aleatoria, h, Fr-medible y positiva (> 0)
(h:Q — [0,00)). Lo més frecuente serd que h = (Sp — K); = max(St — K,0), en
cuyo caso la opcién se llama call o bien h = (K — S7)4, en cuyo caso la opcién se
llama put. Definamos el valor de la opcién en cada instante .

Definicién 2.2.1 Una estrategia ¢ = (HY, H)o<t<7 es admisible si es autofinan-
ciada (2.1.2) y Vi(¢) = HY + H;S; es (para cada t) positivo y de cuadrado integrable
respecto a P*, donde dP* = kydP, ky = exp[—pWr — (1/2)Tp?] con p = (u —r)/o
(2.1.4).

Definicién 2.2.2 Sea h una opcién europea. Se dice que h es simulable si existe
¢ = (HY, Hi)o<t<T estrategia admisible tal que Vi (¢) = h, (se dice también que ¢

simula a h).

Es claro que si la opcién europea h es simulable, entonces h es cuadrado integrable
respecto a P*, es decir E*(h?) < oo. Si tenemos una opcién europea, h, que es call,
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es decir h = (Sp — K) 4, entonces E*(h?) < oo ya que E*(S%) < co y h? < S7.

Teorema 2.2.3 Sea h una opcién europea de cuadrado integrable respecto a P*.
Entonces h es simulable (existe ¢ admisible tal que Vp(¢) = h) y el valor al ins-
tante ¢, de toda cartera simulante ¢ es V;(¢) = E*[e""(T= | F;] donde dP* = krdP,
kr = exp[—pWr — (1/2)Tp*|, p = (n — 1) /0.

Demostracion abreviada. Sea ¢ = (HY, Hy)o<i<7 estrategia admisible tal que Vy(¢) =
h. Por 2.1.3, Vi(¢) = Vo(¢) + [1 HudS,, P-c.s., 0 <t <T. Por 2.1.5, [5 H,S,dW, +
[3 HySepds = [y HSdW7, donde Wy = Wy+pt. Asi Vi(¢) = Vo(o)+ [y o H,SsdW?.
En el contexto “ (2, F, P*), (Fi)o<i<t , (W) “ se tiene que E*[(fOT 0H S, dWr)?| =
E* [fOT 02H252ds] < 00, ya que V;(¢) es cuadrado integrable respecto a P*. Por tanto,
‘7t(¢), 0 <t < T, es martingala respecto a (F;)o<i<7y respecto a P*. De esta forma,
Vi(¢) = E*[Vr(9)|F] vy Vi(¢) = E*[e™ """ h|Fy].

Probemos, ahora, la existencia de ¢ (estrategia admisible con Vr(¢) = h). Se
define el proceso M; = E*[e""Th|F;], 0 <t < T. Entonces M;, 0 <t < T, es una
martingala respecto a (F3)o<t<7 y respecto a P*, de cuadrado integrable respecto a P*
(es de cuadrado integrable respecto a P* por la desigualdad de Doob: ” Si (& )o<i<T
es martingala respecto a (F;)o<i<7y respecto a P, entonces E[supy.,.p|&]?] <
4E[|é7]?]7). Por un teorema de representacién de martingalas (ver 2.7), existe un
proceso (as, Fs)o<s<r con E* [fOT aZds] < oo y tal que My = My + fg as,dW}, P*-c.s.,
0<t<T.

Tomamos H; = at/aé't, H) = M; — H,S, y ¢ = (H?, Hy)o<i<T . Entonces ¢
es estrategia autofinanciada y Vip(¢) = h'y f/t((b) es positivo y cuadrado integrable
respecto a P*. O

El resultado sobre la representacién de martingalas ha sido esencial para la exis-
tencia de la estrategia ¢. Vemos, pues, que hay estrategias ¢ que simulan a h pero el
valor de la cartera Vi(¢) es independiente de la simulante ¢. Es natural, por tanto,
definir el valor de la opcién europea h, en el tiempo ¢, por la expresién

E*[€7TT+Tth|ft].

Observamos que el call europeo, h, cumple que E*(h?) < co y por tanto se le puede
aplicar el teorema 2.2.3.

Observacién 2.2.4 Supongamos que h, en 2.2.3, es de la forma h = f(St) donde f
es una funcién de R en R (suficientemente regular). Entonces

Vi = E'le " T0 £ (S7)| ] = F(t,S),

P-cs.,0<t<T, donde
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F(t,z) =E" [-B_T(T_t)f(:cer(T_t).e"(W?—Wt*)—(ffz/Q)(T—t))]7

0 <t < T,z eR. Para probarlo basta tener en cuenta:

1) S; = Spexp|(r — (62/2)t) + oW}].

2) Sy es Fi-medible y, respecto a P*, W5 — W/ es independiente de F;.

3) Sean (2, F1, P) espacio de probabilidad, B una sub-o-algebra de Fi, £ una
variable aleatoria en (2, F1, P), B-medible y con valores en el espacio medible (F, ),
1 una variable aleatoria en (2, Fi, P), con valores en el espacio medible (F,F) e
independiente de B y ¢ una funcién de Borel y positiva (o acotada) definida en
(Ex F,€®F). Entonces p(z) = E[¢(x,n)], x € E, es de Borel en (E,E) y v(&) =
E[¢(§ﬂ7)|3]7 P-cs.

Ademsds, teniendo en cuenta que, respecto a P*, W+ — W} es Gaussiano, 0, T —t,
se tiene que F(t,2) = e "0 [* f(zelr= (2T~ t)egy‘/—)\/—e v /24y,

Caso particular: f(x) = (x — K)4, (y por tanto h = f(St) = (St — K)4, call).
Entonces, teniendo en cuenta que (W7 — W)/+/T —t es Gaussiano 0, 1 respecto
a P*, se tiene que F(t,x) = xN|[dy(t,x)] — Ke T~ N[dy(t,z)], donde dy(t,z) =
log(z/K) + (r+a?/2)(T —t)]/ovVT —t, 2 > 0,t < T, do(t,x) = d1(t,x) —o/T — 1t
y N(d) = (1/v/2n) ffoo e*yQ/Qdy. Naturalmente, en este caso particular, se tiene
también que V; = F(t,S;), P-cs., 0 <t <T.

Caso particular: f(z) = (K — z)4, (y por tanto h = f(Sr) = (K — St)4, put).
Entonces F(t,z) = —aN[—~di(t,z)] + Ke "D N[~dy(t,2)] y Vi = F(t,S;), P-cs.,
0<t<T.

Poniendo t = 0 en el caso particular de call europeo se tiene la férmula

log(So/K) + rT—o?T/2
oVT

log(So/K) + rT + O'QT/2:|_
oVT

que permite calcular el precio de la opcion.

Vo=F(0, So) ZSON[ Ke_"TN[

Después de dar precio a las opciones (2.2.3), veamos su cobertura. En la demos-
tracién de 2.2.3 se establece la existencia de una estrategia simulante (o cobertura)
de la opcién europea h de cuadrado integrable respecto a P*. La construccién se hace
mediante un teorema de representacién de martingalas. Veamos una construccién
explicita de la cobertura de h.

Sea h como en 2.2.3 y supongamos que h = f(St), f > 0. Entonces (2.2.4)
para cualquier ¢ simulante de h se tiene ‘;}(qﬁ) = e "F(t,S;), Pcs.,0<t<T.

x

Supongamos que [ es suficientemente regular para que F(t,z) sea de clase oo en
[0,7] x R. Se pone F(t,z) = e "' F(t,ze™), 0 < t <R ze R Entonces se
obtienen las férmulas Vi(¢) = F(t,S,), Vi(¢) = F(0,S0) + f S,)0 S, dW?,
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Vi(o) = Vo(o) + fg oS H,dW?, lo que sugiere la siguiente construccién:

2.2.5 Sea h como en 2.2.3 y supongamos que h = f(Sr), f > 0, (f suficientemente
regular). Entonces

H, = F,(t,S;) = F,(t,5,), H® = F(t,S;) — H.S,

0 <t < T, es una estrategia admisible que simula a h. En particular, para f(z) =
(z — K)4, se obtiene
Ht = N[dl (t, St)}, Hto = BirtF(t, St) — N[dl (t, St)]gt

estrategia que simula a h = f(St) = (St — K)4, call. Para el caso f(z) = (K —x)4
se obtiene

H, = F,(t,S;) = —N[—dy(t, Sy)], H® = e " F(t,S;) + N[—dy(t, S¢)]S;

estrategia que simula a h = f(St) = (K — St)4, put.
Parat =0:
1) HO = N[dl(O, So)]7 Hg = F(O, S()) - N[dl(O, S())]So, caso call.
2) Hy = —N[—d1(0,Sp)], H} = F(0,S0) + N[—d;(0, S)]So, caso put.

2.3. Opciones americanas en el modelo BSM

Definicién 2.3.1 Sean (Q,F, P), (Fi)o<i<r , W = (Wi, Ft)o<t<T como al principio
de 2.1 y la ecuacién diferencial estocéstica (2.1), con condicién inicial £ = Sp, 0 <
t <T, (escenario (I), 2.1.7).

a) Una estrategia de gestién con consumo es un proceso estocdstico medible y adap-
tado a (Fi)o<t<t , ¢ = (HY, Hy)o<t<T , con valores en R? tal que:

1) [ [HO|dt + [ HPdt < oo, P-css.

2) HYSY+H,S; = HYS9+HoSo+ [y HOre dut [} HypSydu+ [y Hy,oS,dW,—Cy,
P-cs.,, 0 <t < T, donde (Cy)o<t<T €s un proceso estocastico medible, creciente,
continuo, adaptado a (F)o<t<ry nulo en ¢t = 0.

b) Una opcién americana es un proceso estocédstico medible, adaptado a (F;)o<¢< con
valores positivos, (h¢)o<i<7. Nos limitamos al caso hy = 9(S;), donde ¥ : R4 — R4
es una funcién continua tal que (z) < A+ Bz, © € R4, A, B constantes positivas.
Si¢(z) = (x — K)4, se dice que la opcién americana, 1(S;), es un call americano. Si
Y(x) = (K — x)4, se dice que la opcién americana, ¥(S;) es un put americano.

c¢) Se dice que una estrategia de gestién con consumo ¢ = (Hp, Hi)o<i<r, C =
(Ct)o<i<T, cubre a la opcién americana hy = (S;), 0 <t <T', si se tiene: para todo
t, 0 <t< T, HtOS? + HtSt > 1!)(5,5) = ]’Lt, P-c.s.

Se designa por ®¥ el conjunto de todas las estrategias de gestién con consumo,
¢, C, que cubren a la opcién americana hy = ¥(S;), 0 <t <T'.
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Observacién 2.3.2 Partimos del escenario (I), (2.3.1). Realizamos el cambio de
Girsanov, con 8, = (u—r)/o, (2.1.4), y nos queda el escenario (II), (2.1.7). Sea ¢, C,
una estrategia de gestién con consumo respecto al escenario (I). Entonces ¢,C, es
también estrategia de gestién con consumo respecto del escenario (II) y viceversa.
(Basta aplicar la férmula de la invariancia de la integral estocdstica (2.1.5) al proceso
estocdstico Hy,0S,, 0 <u <T).

Observacién 2.3.3 La férmula de 2.3.1, a) , 2), se puede escribir también

t t
Vi() = Vo(9) +/ nge’““du+/ H,dS, — C,
0 0
P-cs.,0<t<T(2.1.2).

Teorema 2.3.4 Sea h; = ¥(S;), 0 < ¢t < T, una opcién americana. En primer
lugar, observamos que v; = exp[—oW; — ¢%t/2], 0 < t < T, es una martingala
respecto a (Fi)o<i<ry respecto a P* y por tanto E*(y,) = 1 y E¥[exp(—oW})] =
o t/2 < e’T/2. Observamos también que E*(y,) = 1, donde 7 es un tiempo de
parada acotado. Andlogamente 4; = exp[cW;* — 0%t/2], 0 < t < T, es martingala
respecto a (Fy)o<i<ry respecto a P* y por tanto E*(3,) = 1y E*(%;) = 1, siendo 7
un tiempo de parada acotado. Ponemos la notacién: T, = { los tiempos de Markov
respecto a (F;)o<t<7 con valores en [t, T} y la notacién 3 (1) = exp[(r—o?/2)(t—t)+
o(Wi—=W)], 7 € Tir. De esta forma, se tiene la acotacién exp[—r(7—1t)]y(x7: (7)) <
e A+eT BrerTeo’T exp[oW} — o027 /2] exp[—oW; —c%t/2], x > 0, y por consiguente
E*[exp(—r(T — 1) (z9:(7))] < e"TA + e"T BrerTe2o° T
Sea u : [0,7] x Ry — R la funcién definida por

u(t.a) = sup E*fexp(—r(r — 0)p(wexp((r — 0/2)(r 1) + (W — W7)
T, T

donde P*, W* proceden del cambio de Girsanov para 6; = (u—r)/c. Entonces existe
[¢ = (HY, H)o<t<1,C = (Ct)o<i<r] estrategia de gestién con consumo que cubre a
la opcién americana hy = 1(S;), 0 <t < T, (es decir (¢,C) es un elemento de ®¥),
tal que V;(¢) = H?S? + HS; = u(t,S;), 0 <t < T. Ademés para todo elemento
(¢,C) de ®¥ se tiene que V;(4) > u(t,S;), 0 <t < T, (naturalmente u(t, Sy) > 1(S;),
0<t<TyuT, z)=1(x)).

Después de este teorema es légico asignar como precio de la opciéon americana
hy = 9¥(Sy), 0 <u < T, en el instante ¢, la cantidad u(t, St).

En la demostracion de 2.2.3 se ha probado que si ¢ es una estrategia admisible,
entonces V;(¢), 0 < t < T, es martingala respecto a (Ft)o<t<Ty respecto a P*. Lo
que ocurre aqui es que el valor actualizado de cualquier estrategia de gestién con
consumo es una supemartingala respecto a (Fi)o<i<7 y respecto a P*.
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Proposicién 2.3.5 En el teorema anterior, (2.3.4), ponemos ¢ de la forma (z) =
(r — K)4, (opcién americana tipo call). Tomamos ¢(St) y nos vamos a 2.2.3 y
2.2.4 y al caso particular call. De esta forma obtenemos F(t,z) = xN[di(t,z)] —
Ke " T Ndy(t,z)]y F(t,S;) es el precio de la opcién europea 1(St) en el tiempo
t,0 <t <T,ypor tanto F(t,S;) = E*[e"T=4)(S7)|F;]. Entonces se tiene que
u(t,x) = F(t,x), (después de aplicar 2.3.4 a la opcién americana 1(S;), 0 <t <T),
de donde u(t,S;) = F(t,S;), 0 <t < T. Por consiguente, el precio de la opcién
europea (del call europeo) ¥ (St) = (St — K)4+ en el tiempo t, F(¢,S;), es igual a
u(t, St) que es el precio de la opcién americana ¢ (Sz) = (S — K)4, 0 < ¢ < T (call
americano) en el instante ¢.

Demostracion abreviada. Caso t=0. Sea 7€ Yo 7. Entonces E*[(Sr—e"TK) | F,] >
E*[(Sy — e "TK)|F] =58, —e"TK > S, —e ""K, donde F, = {A € F : para todo
t>0,An{r <t} € F}. Se ha aplicado que S;, 0 <t <T, es martingala respecto a
(Fi)o<t<Ty respecto a P*. Por consiguente, E*[(Sy—e "7 K) ] > E*[(S,—e ""K),].
Por otro lado, u(0,S0) = sup,cy, , E*[e7" (Soexp((r — 0?/2)7 + oW}) — K) 4] =
E*[(Sr —e"TK) ]y F(0,S0) = E*[e™"T(St — K)4|Fo] vy u(0,S0) = F(0,S0) y de la
misma forma u(0,z) = F(0, ).

Caso t > 0. Sea 7 € T 7. Procedemos de forma analoga:

(4 2T (@ exp((r—02/2)(T—t) +0(Wi — W)~ K) 4 |F7] = wexp(o®t/2
—oW;) exp(—o?1/2 4+ oW}) — K exp(—r(T — t))(= B).

Asi A> By yu(t,z) = F(t,z) = E¥[e 7" T (zexp((r — 02 /2)(T — t) + o(Wi —
W) — K)+. O

La proposicién 2.3.5 no se puede reproducir para opciones americanas tipo put
(¢(x) = (K — z)4+). En este caso no podemos afirmar que el precio del put europeo
Y(St) = (K — S7)4, en el instante ¢, sea igual al precio de la opcién americana
Y(Sy) = (K —Su)+,0<u<T, (put amerlcano), en el tiempo t. Luego, en definitiva,
el call europeo, el put europeo y el call americano tienen resolucién explicita. Queda
por resolver el put americano.

2.4. Precio de las opciones y ecuaciones en derivadas parciales

Sean (9, F, P) espacio de probabilidad, (F;);>¢ filtracién de este espacio, y el proceso
de Wiener W = (W, F;)i>0 respecto a (Fi)i>0 y respecto a P, a(t,y), b(t,y), t >
0, y € R funciones continuas y n una variable aleatoria en (92, F, P), Fo-medible.
Supongamos que se cumplen las condiciones para la existencia de solucion fuerte.
Entonces para todo T' > 0, existe £ = (& )o<i<T proceso estocdstico en (2, F, P),
real, medible, adaptado a (F;)o<i<ry continuo tal que £ es solucién fuerte tnica de

dé-t = G/(t7 gt)dt + b(t, ft)th (23)
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con condicién inicial 1. Ademds E[supg<,<r [€5]2] < oo. Sea r(t,z) una funcién
continua, acotada y positiva (que representa el tipo de interés sin riesgo). Queremos

calcular (v, =)E[e= !¢ 7(€)ds £(¢1)| 7], f : R — R funcién medible y acotada, (en
esta situacién general, representa el precio de la opcién f (&) en el tiempo t). Entonces

se prueba que v, = G(t,&), donde G(t,z) = E[e™ "¢ "ws e f(eh)] y 7, 5 < t,
z € R, es el flujo de (2.3), es decir,

t t
g7 =o+ [ awedus [ bug)aw,

s<t,xeR.
Se considera el operador A definido por
b(t, z)?
Aw)(t,) = 2 . ) v (t, ) + alt, 2t 2),

operador de la difusién &. Entonces se prueba (bajo ciertas hipétesis de regularidad)
que G(t,x) es solucién tnica de

{ u(T,z) = f(z),z € R
w(t, ) + A(uw)(t, ) — (ru)(t,x) =0, 0<¢t<T, z€R.

Partimos, ahora, del escenario (I), (2.1.7), aplicamos el cambio de Girsanov, para
0; = (u—r)/o, r constante (el tipo de interés), y obtenemos el escenario (II), (2.1.7).
Aplicamos a este segundo escenario lo obtenido en la situacién general precedente
y tenemos: E*[e~"(T=Y) f(Sr)|F;] = G(t,S;), donde G(t,x) = E*[e~"T—1) f(SL)],
para toda f : R — R medible y acotada, y S;"*, s < t, * € R, es el flujo de
d&y = r&dt + & dW, &9 = So. En este caso, el operador de difusién es
o2
A(u)(t,x) = 73:21%@(15,:5) + raug (i, x)

y G(t, ) es solucién de

u(T,z) = f(z), € R

ur(t,x) + A(u)(t,z) —ru(t,z) =0, 0<t<T, zeR.
Ademés el flujo cumple las formulas: S5 = 25,571 = e (t=) o (Wi =W) g =0®(t=3)/2
s<t, Sk =1SrS;t = 2e(r=0*/DT+oWi o=(r=0®/2)t=0cW; ¢ 161 tanto

)

G(t, x) _ E*[e—r(T—t)f(xer(T—t)ea(W;_Wt*)6_02(T—t)/2)] _ F(t7 1‘)

y F(t,S;) = EX[e T f(Sp) |F;], (2.2.4). Luego, en definitiva, F(t,x) es solucién
de (bajo ciertas hipdtesis de regularidad)

u(T,z) = f(z), z € R ot
w+A(w)—ru=0, 0<t<T, z€R. (2.4)
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y F(t,S;) es el precio, en el tiempo ¢, de la opcién europea f(St).

De la informacién de 2.2.4, vemos que para obtener F'(¢,z) hay que calcular una
esperanza. Con lo que se ha obtenido aqui, cabe esperar que se pueda evitar el cilculo
de la esperanza resolviendo una ecuacion en derivadas parciales. Bien es cierto que
en el caso call o put europeos, el calculo de la esperanza se ha podido realizar y se
han obtenido expresiones explicitas para F(t,z), (2.2.4 casos particulares).

Una solucién de (2.4), con suficiente regularidad, puede ser F(t,z). Veamos un
teorema con mas precisién. Lo haremos en el caso n-dimensional.

Sean (2, F, P) espacio de probabilidad, (F;)o<¢<r filtracién de este espacioy W =
(W, ..., WP)o<t<r un proceso de Wiener p-dimensional respecto a (Fi)o<t<Ty
respecto a P. Sean b : RT x R® — R", b(s,z) = (b'(s,2),...,b"(s,2)), s > 0,
z € R", o(s,x) = (04j(s,x)) matriz n x p, 0;; : R* x R* - R, s >0, z € R", tales

que b, 0;; son medibles. Sea n = (m,...,n,) variable aleatoria n-dimensional, en
(Q,F, P), Fo-medible. Supongamos que se cumplen las condiciones para la existencia
y unicidad. Entonces existe & = (§1¢, - - -, &nt)o<t<7 solucién tnica de

P
déi = b"(t, &1ty - ooy Eng)dt + Z oii(t, &1ty oo Ene) AW, conce.iom, (2.5)

j=1

i=1,...,n. Ademds E[supy,<p 1€s]?] < 400, |&]2 = €2, + -+ + €2,
Se define el operador A, sobre funciones f(¢,7) : R x R® — R de clase C%2, de
la siguiente forma:

n

ADE) = 5 3 045(60) fen, (02) + 3V (12 e, (1,),

4,j=1 Jj=1

donde a(t,z) = o(t,x)o*(t,z). Sean f : R® — R continua y r : RT x R® — R
continua y acotada. ‘
Entonces se prueba que E[efjtT r(s:8)ds f(¢n)|Fy] = F(t,&), donde F(t,z) =

E[e_ ‘if’T T(Sé?z)dsf(g%w)]? ft = (é-lta .o 7§nt) y £§7w = (5??7 e 7572’,?)7 T € Rn7 t S S, €8
el flujo de (2.5).

Teorema 2.4.1 Sea u(t,z) : [0,7] x R® — R de clase C'? tal que u,, (t,z),...,
Uy, (t,2) estdn acotadas. Supongamos que

uw(T,z) = f(z), z € R"
{ (us + A(u) — ru)(t,2) =0, 0<t<T, zeR" (2:6)

Entonces u(t,z) = F(t,z), 0 <¢t<T,z € R".

Idea de la demostracion. Para t = 0. Basta tener en cuenta que

t
M, = exp ( / r(s,ﬁg’w)ds) u(t, %)
0
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es una martingala. Entonces E(Mo) = E(Mr) y w(0,z) = F(0,x). Para t > 0. Basta
t,x
t

tener en cuenta que M; = exp[— ft 5” dslu(t, &), t <t < T, es martingala.
Entonces E(M7) = E(Mr) y por tanto u(t x) = F(t, ). O

Observacién Si se introduce la hipdtesis () Existe C' > 0 tal que para todo (t,x) €

[0,T] x R" y todo (y1,...,yn) € R", se tiene que 3, ; ai;(t,x)y;y; > CXl,y?),
ademds de hipétesis de regularidad sobre b y o, entonces (2.6) tiene solucién.

Partimos ahora del escenario (I), (2.1.7), aplicamos el cambio de Girsanov, para
0 = (uw—r)/o, r constante (el tipo de interés), y obtenemos el escenario (II), (2.1.7).
Aplicamos 2.4.1 a este segundo escenario y tenemos: el operador A se convierte
en el operador A(g)(t,7) = 022%g..(t,2)/2 + 129,(t,7), g : R x R — R de clase
CY2, que en este caso designaremos por A’. Ademds para f : R — R continua
y r (el tipo de interés), se tiene E*[e="(T=Y) f(S7)|F] = F(t,S;), donde F(t,z) =
E*[e " (T=0£(S55)] = E*[e T8 f(xSpS;Y)], S&' = xSpS;t, (F(t,z) es la misma
que la F(t,z) de 2.2.4). Por tltimo, si u(t,z) : [0,7] x R — R es de clase 12,
ug(t,z) es acotada en [0, 7] x Ry

u(T,z) = f(r),r € R
{ (us + AP*(w) — ru)(t,2) =0, 0<t<T, zcR (2.7)

entonces u(t,x) = F(t,x).
Luego, en resumen, el precio de la opcién europea f(St) en el tiempo ¢, E*
f(S7)|F] es igual a F(t,S;), donde

[efr(Tft)

F(t,r) = E* [e—T(T—t)f(xeT(T—t)ea(qu—W:)—U2(T—t)/z)}

y siu(t, z) es CY2 con u, acotada cumple (2.7), entonces u(t,r) = F(t,z),0 <t < T,
z € R.

En los casos particulares f(z) = (x—K)4, (y f(z) = (K—2x)4), la funcién F (¢, x)
tiene una expresién explicita (2.2.4) y se prueba directamente que F(t,x) satisface
(2.7).

El operador A% no verifica la condicién (a), (2.4.1), lo que dificulta obtener F(t, z)
como solucién de (2.7), cuando f no es call europeo ni put europeo, pues en estos casos
F(t,z) tiene una expresion explicita que es directamente solucién de (2.7).

Seguimos en los escenarios (I) y (II). Tomamos logaritmo del precio, X; = log S;.
Entonces X; es solucion de

dX; = (r —0%/2)dt + cdW;

con Xy = log Sy y el generador infinitesimal de la difusién X; es

AR ) (1) = Lot (t,) + ( — 0/2)us(t, ).
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Este operador si que cumple la condicién («), (2.4.1). Ponemos
1,0 0
o? +(r—a2/2)%—r().

Abs—log i
Se tiene el siguiente resultado: si v(t, z) es solucién (regular) de

27 922

{ v, + Ab71g(y) = 0, (t,z) € [0,T] x R (2.8)

o(T,x) = f(e*), z€R ,

entonces F'(t,x) = v(t,log(z)), para toda f continua .

Vamos a localizar este problema de ecuaciones en derivadas parciales. Nos si-
tuamos en el teorema 2.4.1. Suponemos que n = p = 1 y que b, o, 7 no depen-
den de t. A partir del operador A de 2.4.1 se construye el operador A(g)(t,z) =
A(g)(t, ) —r(2)g(t, ), A(g)(t, 2) = (1/2)0*(2)gsa(t, 2) +b(x)gs(t, ). Entonces (2.6)
de 2.4.1 se convierte en

{ U(T,SC)~: f(z),z € R (2.9)
(we +A(u))(t,z) =0, 0<t<T, z€R, '

donde f : R — R es continua y r : R — R es continua y acotada. Ademads,
E[exp(— ft Vf(X7)|F] = F(t,X;), donde F(t,z) = E[exp(— ft (X5")ds)
f(er,l ), 81endo Xt, X5 t < s, la difusién y el flujo, respectivamente, de

dXt = b(Xt)dt + J(Xt)th, XO =1.

Por tltimo, si u(t,z) : [0,7] x R — R es C1? y u, estd acotada y u satisface (2.9),
entonces u(t,z) = F(t,z),0<t<T,z €R.

Nos planteamos (2.9), no en todo R, sino en el intervalo (¢, d), imponiendo con-
diciones de Dirichlet:

up + A(u) = 0, (t,2) € [0,T] x (c,d)
u(t,c) =u(t,d)=0,0<t<T (2.10)
u(T,z) = f(z), z € (¢,d)

Teorema 2.4.2 Sea u una funcién de clase C12 en (¢, ) con u, acotada y solucién
de (2.10). Entonces para todo (¢,z) € [0,T] x (¢, d),

— I T r(XP%)ds ,T
u(t,z) = E[1{Vse[t,T],X;'i’“€(c,d)}e e T f(XtT )]

donde X% s >t es el flujo de dX; = b(Xy)dt + o(X¢)dW; y f: R — R continua y
r : R — R continua y acotada.

Esta situacién general la aplicamos a los escenarios (I) y (II) (2.1.7) tomando lo-
garitmos. Concretamente la aplicamos a “(Q, F, P*), (Fi)o<i<r , W* = (W )o<i<r”

y
dX; = (r —0%/2)dt + cdW; (2.11)
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con Xg = logSy v f(z) = f(e%), donde f : R — R es continua y 7 constante (el
tipo de interés)”. Entonces el operador infinitesimal de la difusién X;, 0 <t < T, de
(2.11) es (1/2)02gps(t, ) + (r — 02 /2) g, (t, x), que agregdndole —rg(t,x) se convierte
en el operador A"~18(g)(t,z). Ademas E*[e"(T=1) f(X7)|F] = F(t,X;), donde
F(t,z) = E*[e"(T=8 f(X2")], siendo X1®, t < s, el flujo de (2.11), (de la misma
forma que X; = log Sy, se tiene también que log S&% = X51°82). Ademads si u(t, z) :
[0,7] x R — R es CY? y u, estd acotado y cumple las ecuaciones

u(T,z) = f(z),z € R (2.12)
ug + Ablg(y) =0, 0<t<T, z€R, '

entonces u(t,xz) = F(t,z),0<t<T,z €R.
Por tltimo, si u(t,z) es CY2 y u,(t,x) estd acotada y u satisface las ecuaciones

wy + A¥08(y) = 0, (t,2) € [0,T] x (¢, d)
u(t,c) = u(t,d) =0,0<t<T (2.13)

w(T,x) = f(x),z € (¢, d)
Entonces para todo (t,z) € [0,T] x (c,d), u(t, ) = E*[Liyscipr) xtoe(e,a) e "(T=1)
F(X57)] siendo X* el flujo de (2.11).
Lo que interesa, en definitiva, es resolver (2.12) (o (2.8)) ya que entonces

u(t,logz) = E*[e”" T f(S7")]

y E*[e " TV f(Sp)|F:] = F(t,X;) = u(t,log S;), que es el precio, en ¢, de la opcién
europea f(ST).

Para hallar una solucién (aproximada) de (2.12), primero se localiza y a conti-
nuacién se discretiza el problema local en tiempo y en espacio [21]. Una localizacién
de (2.12), con condiciones de contorno de Dirichlet, es el problema (2.13), (ponemos
(¢,d) = (=1,1), I > 0). La primera cuestién es acotar el error al sustituir u(¢,z),
solucién de (2.12), por u!(t,z), solucién de (2.13). Se prueba que

_ =T —=)? = T4l

lu(t, z) —ul(t, )| < M|e 22r +e o7

donde M es cota de f y r’ = r—0?/2. De esta acotacién se deduce que para t, z fijas,

limi_sou'(t, ) = u(t, ). Esta convergencia es, incluso, uniforme en ¢, z, siempre que

x permanezca en una parte compacta de R. El paso siguente es discretizar (2.13).
Por esta via queda resuelta la opcién europea del tipo f(St).

2.5. Opciones americanas y ecuaciones en derivadas parciales

Nos situamos en las hipdtesis generales de 2.4.1, (con f suficientemente regular).
Queremos calcular
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O(t,w) = sup E[e” !/ r(XaNds pxhay]

TEY T

(hemos cambiado & por X;). Observamos, en primer lugar, que ®(¢t,z) > f(x)
y (tomando ¢t = T) ®(T,z) = f(z). Se prueba que exp|[— fot r(s, X5)ds|®(t, Xy),
0 <t < T, es supermartingala respecto a (Fi)o<i<ry respecto a P, que mayora
a f(X¢), 0 <t <T,yeslaméds pequeia supermartingala respecto a (Fi)o<i<Ty
respecto a P, que mayora a f(X;),0 <t <T.

Teorema 2.5.1 Sea u(t, z), (t,x) € [0,7] x R™, una solucién (regular) de

us+Alu) —ru <0, u>f, en [0,T] x R™
(us + A(u) —ru)(f —u) =0, en [0,T] x R™ (2.14)
u(T,z) = f(z), en R™ .

Entonces u(t, ) = ®(t, ).

Nos situamos, ahora, en los escenarios (I), (II), (2.1.7). De 2.3.4 , se tiene que
u(t,z) = suprer, . E*[e "("=1(SLT)] v u(t, S;) es el precio de la opcién americana
¥(Su), 0 < u < T, en el instante ¢, donde SH* ¢ < s, es el flujo de d&; = r&dt +
o&dWi, & = So. Entonces por 2.5.1, si v(t,z), (t,2) € [0,T] x R, es solucién
(regular) de

ur+ A(u) —ru <0, u>1, en [0,T] xR
(ug + A(uw) —ru) (¢ —u) =0, en [0,T] xR (2.15)
U(Tax) = l/f(w), en R s

donde A(u)(t,x) = (1/2)0%2%ups(t, 2) + rou,(t, ), entonces v(t,x) = u(t,z) =
SUPrer, 1 E*[e " ("=1))(SLT)] y, como se ha dicho antes, u(t, S;) es el precio de la
opcién americana (S,), 0 <u < T.
El call americano se ha resuelto en 2.3.5. Veamos, ahora, el put americano.
Tomamos logaritmo de Sy y obtenemos que X; = log S; es la difusiéon de dX; =
(r — o%/2)dt + cdW;, Xy = log Sy, v el generador infinitesimal de la difusién X; es
AbsTI08 (1) = (1/2)02uge + (1 — 02 /2)u,, que restandole ru queda el operador Abs—1og,

Teorema 2.5.2 El problema

vy + APTI08(1) <0, en [0,T] x R

v(t,x) > (K =€)+ (= ¢(x)), en [0,T] xR

(v(t, ) — ¢(x)) (ve(t, x) + A¥718y((t, 7)) = 0, en [0,T] x R
o(T,x) = ¢(z), en R

(2.16)

admite una solucién unica v(t, z) continua y acotada. Ademds, v(t,logx) = u(t,z) =
sup, e, , E e f(SET)], donde f(x) = (K —x)y y b (el flujo) es igual a
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zer (7=t o WI=W)e=0*(=1)/2  (sabemos que u(t,S;) es el precio, en el instante ¢,
del put americano f(S,) = (K — Sy)+, 0 <u <T), [14].

El problema (2.16) se localiza con condiciones de contorno tipo Dirichlet

{ (2.16), (poniendo (—1,1) en vez de R) (2.17)

v (t,—1) = v, (t,1) =0, t € [0,T)

Se estima el error, al pasar de (2.16) a (2.17) [14] y se discretiza (2.17) en tiempo y
en espacio.

2.6. Cuando el activo no es BSM

Sean (€2, F, P) espacio de probabilidad, (F;)o<¢<r filtracién de este espacio y W =
(Wi)o<i<t proceso de Wiener respecto a la filtracién y respecto a P. Sean b,0 :
R — R medibles (no dependientes del tiempo) y n variable aleatoria Fy-medible.
Supongamos que se cumplen las condiciones para la existencia y unicidad. Entonces
existe una tnica difusién (X;)o<i<7 de

dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)th, X() =0 (218)

(esta difusidn es el precio del activo no necesariamente BSM). Ademés

E[ sup |Xt\2} < 00.
0<t<T
Sean f : R — R continua y positivay r : R — R continua, acotada y positiva (tipo
de interés del activo sin riesgo). Entonces, (por 2.4.1), E[e_'[tT r(X)ds £(Xp) | Fy] =
F(t,X;) donde F(t,z) = E[e~' "(XiMds p(xL™)] v Xbo ¢ < s es el flujo de (2.18).
Ademds si u(t,z) : [0,T] x R — R es C12 y u, estd acotada y u cumple la ecuacién

U(T> x) = f(:c),x €R (2 19)

(ue + A(u))(t,z) =0,0<t< T,z €R '
donde A(u)(t, ) = (1/2)02(2)uge (t, ) + b(x)uy(t, ©) — r(z)u(t, z), entonces u(t, z) =
F(t,z), 0 <t < T,z € R. Para resolver (2.19), (en primer lugar), localizamos con
condiciones de contorno tipo Dirichlet y nos queda

{ (2.19), poniendo (—I,1) en vez de R (2.20)

u(t, =) =u(t,l)=0,0<t<T

Sabemos, de 2.4.2, que si u es C1? con u, acotada y u es solucién de (2.20), enton-
ces para todo (t,2) € [0,T] x (=1,1), u(t,x) = E[ljy,e 1 xtre(—10)} e/ r(Xeyds

F(XED)], donde X57, ¢ < s, es el flujo de (2.18).
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En vez de resolver (2.19), se resuelve (2.20). Se estima el error |u — u!| de forma
andloga al final de 2.4, (u es solucién de (2.19) y u! es solucién de (2.20)). Para
resolver (2.20), se discretiza en tiempo y en espacio: se toma el paso, en el espacio,
h =2l/(N +1) ylos puntos z; = =l +ih, 0 < i < N + 1. Para cada t € [0,T] sea
up(t) = (u[z}(t))lgiSN un vector de RV, (ponemos también la condicién de Dirichlet
u (t) = u, T'(t) = 0). Observamos que u} (t) representa una cota levantada en el
punto (¢, z;).

_ Cambiamos el operador A por el operador Aj, sobre RN definido como sigue:
A (0)]s = (1/2)0 ()2 (/D) [(1/B) (0 —0f) — (1/h) (0" — v'=)] + blas) (1/2) (07 —
vy — r(x;)v’. La f de (2.20) se discretiza tomando f, = (f(xi))1<i<n, es decir,
fi= flx) y f2 = f¥*' = 0. Entonces se sustituye el problema (2.20) por el
problema

p -
{ u;t(t) + Ap(un(t) =0,0<t<T (2.21)

El problema (2.21) se discretiza respecto del tiempo: sea 6 € [0,1] y k un paso del
tiempo tal que T' = kM. Se aproxima uy(t), (solucién de (2.21)), en el instante nk,
0 <n < M, (es decir, up(nk)), por uj, , € RY, 0 <n < M, solucién de

U%k = fn
(n decreciente) ) ) (2.22)
(/R (upst —upt ) + 0Apup  + (1= 0)Apup il =0,0<n < M —1

La solucién de (2.22), up s 0 < n < M, la designamos por up . Dicha solucién
la visualizamos como cotas levantadas en los puntos de la reticula (nk,—I + ih),
0<n<M,1<i<N. Por tltimo, se designa por uz(t, x) a la funcién

M N on
Y1 2im1 (Uh k)il ((n—1)k k] X (2i— (h/2) 2+ (h)2)] 593
Eizl(uh,k)i 0x (x;—(h/2),zi+(h/2)]

y se prueba que uf converge (cuando h, k tienden a 0) a una solucién de (2.20) [21].

2.7. Representacion de martingalas

Para probar 2.2.3 ha sido esencial utilizar un teorema sobre representacién de mar-
tingalas.

Sean (€, F, P) espacio de probabilidad (completo) y (F;)i>0 una filtracién de este
espacio continua por la derecha (F; = Ng=t Fs, t > 0) tal que cada F; tiene los eventos
P-nulos de F. A la familia de martingalas cuadrado integrable respecto a (Fy)o<i<7 ¥y
respecto a P la designaremos por M.

Si (x4, Fi)o<t<r €s un elemento de My, existe un tdnico (salvo equivalencia es-
tocdstica) proceso estocdstico creciente y previsible, ()¢, 0 <t < T, tal que V¢,0 <
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t <T,x} =my+(x)s, P-cs., (my, Fi)o<t<r €s una martingala respecto a (Fy)o<t<r ¥
P. Ademés si t > s, se tiene que E[(z; — z5)?| 5] = E[(z); — (z)|Fs], P-c.s.

Ejemplos: (1) Si W= (W, Fi)o<i<T es un proceso de Wiener respecto a (F;)o<i<r
y respecto a P, entonces W es un elemento de My y W2 —t, 0 <t < T, es una
martingala respecto a (Fio<i<ry Py (W), = ¢t, (P-cs.), 0 <t < T. (2) Si
a(t,w) es un elemento de Ep, (es decir a(t,w) es medible y adaptado a (F)o<i<7y
El OTaZ(t, w)dt] < 00), W = (Wt,ft)o<t<T es un proceso de Wiener y (x4, Fi)o<i<T
es la martingala continua z; = fo a(s,w)dW,, 0 <t < T, entonces (z, Ft)o<t<T €S
un elemento de Mt y (z); = fo (s,w)ds.

Sean z,y € My. Entonces existe un tnico (salvo equivalencia estocdstica) proceso
estocdstico (x,y)y, 0 < t < T, que es la diferencia entre dos procesos estocdsticos
crecientes y previsibles, tal que para todot, 0 <t < T,

Ty = My + (T, y)t, P — c.s.,
donde (my, Fi)o<i<r €s una martingala respecto a P. Ademds para todo t > s,

E[(It - -Ts)(yt - y9)|F€] = E[<x7y>t - <‘Ta y>s|-F€]a P —cs.

Para probarlo basta aplicar el resultado anterior a © —y y « + y y tomar (z,y); =
(/H(z +y)e — (z =y y me = 2oy — (2,9)¢.

Nota: En general (x + y); # (x); + (y)¢. Cuando (z,y); =0,0<¢ <
(x+y)e = () + (Y)t, P-cs., 0 <t <T. Ademds (z,y)y = 0,0 <t <
que (x4, Fi)o<i<T €S martingala.

T, entonces
equivale a

,ﬂ |

Ejemplo Sean W = (Wt7_7:t)0<t<T un proceso de Wiener y a(t,w),b(t,w) € Er y
Ty = fo s,w)dWs, yp = fo s,w)dWs. Entonces (¢, Fi)o<t<t, (Yt, Ft)o<t<T Son
martingalas continuas que pertenecen a Mr y (x + y): = fot a(s,w)b(s,w)ds, 0 <t <
T . En particular, si b(s,w) = 1, entonces y; = Wi y (z,y): = (x, W); = fot a(s,w)ds,
Pcs,0<t<T.

Veamos la generalizacion de la ultima féormula. Sea W un proceso de Wiener y
x € Mp. Entonces existe un proceso estocéstico (a(t,w), Fi)o<i<r perteneciente a

Er tal que paratodo t, 0 <t < T, <th—f0 a(s,w)ds, P-c.s.

Teorema 2.7.1 (teorema fundamental) Sean W = (Wy, F)o<i<7 un proceso de
Wiener y (¢, Ft)o<t<r un elemento de Myp. Entonces z; = fot (s,w)dWs + z;, P-
, 0 <t < T, donde a(t,w) es un elemento de Er y {(x, W), fo s,w)ds y

(zt7 ft)0<t<T es un elemento de Mp. Ademads si ponemos y; = fo s,w)dWy, se tiene
que y = (y;) es un elemento de M7 y (z,4): =0, 0 <t < T.

Para probarlo se toma a(s,w) como en el resultado anterior y z; = x; — y;. Se
prueba que (z,y); = fot a®(s,w)ds, de donde (z,y); = (x,9); — (y); = 0.
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Ejemplo Nos situamos en las hipétesis del teorema anterior. Supongamos que
E(z?) = Ef(;5 a®(s,w)ds, donde a(s,w) es la dada en el teorema anterior. Entonces
zt =0, P-c.s.,, 0 <t <T, siendo z la dada por el teorema anterior.

Teorema 2.7.2 Sea W = (W, F;)o<t<r un proceso de Wiener respecto a (Fy)o<i<r
y respecto a P tal que F; = F/V, 0 <t < T, donde F}V = o(W, : s < t), y sea
(x¢, Fi)o<i<r una martingala cuadrado integrable (es decir, es una martingala con-
tinua por la derecha y sup,<; E(27) < c0). Entonces existe un proceso estocéstico
(a(s,w), Fs)o<s<T, con EfOT a?(s,w)ds < oo, y tal que para todo t, 0 < t < T,
Ty = xo + fg a(s,w)dWs, P-c.s.

Nota. Si W es un proceso de Wiener y a(t,w) es un elemento de Ep, entonces

fo s,w)dWs, 0 <t < T, es un elemento de Mp. Este teorema es un reciproco de
este resultado.

Idea de la demostracion. Por el resultado previo a 2.7.1, existe a(t,w) de Er tal que
(x, W)y = fo s,w)ds, P-c.s. Ponemos &; = z; — xo. Entonces (%, Fi)o<i<r €s de
nuevo una martingala cuadrado integrable y (z, W), = f(f a(s,w)ds, P-c.s. Asi, por
2.7.1, 7y = fo s,w)dWs + 2, P-c.s., 0 <t < T, donde (z;, F;)o<t<T €S una martin-
gala cuadrado integrable. Ademds (z Yy =0,0<t<T, siendo y; = fo a(s,w)dWs,
lo que implica que (z:y:, Ft)o<t<T €s martingala y por tanto E(ziy:) =0,0<t<T.
A partir de aqui se prueba que z; = 0, P-c.s., 0 <t <T. Este teorema es el que se
ha utilizado en 2.2.3 (precio de la opcién europea). O

2.8. Las griegas

Nos situamos en 2.2.4, (h = f(S;)). (1) Se prueba que si f es creciente (decreciente),
entonce F(t,x) es creciente (decreciente) en x, (2) Se prueba que si f es convexa,
entonces F(t,x) crece con o.

Seguimos en 2.2.4, pero en los subcasos call y put. Entonces F(t,x) crece estric-
tamente con o.

Nos fijamos en el call europeo (2.2.4). Entonces

1. F.(t,z) = N[log(x/K)-ﬁ-(r—gQ/Q)(T—t)

o VT—T ] y se llama delta del call europeo.

2. Fpp(t,x) = \/ﬂ U\/let p e=4/2 y se llama gamma del call europeo.

3. Fi(t,x) se llama theta del call europeo.

4. F,(t,x) se llama vega del call europeo.
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Nos fijamos en el put europeo (2.2.4). Entonces: a) F.(t,x) = —N(—dy) y se
llama delta del put europeo, etc.

En general, si el valor en ¢ de una cartera se puede escribir de la forma (¢, S),
(1 (t, x) suficientemente regular), entonces a 1, (¢, x) se le llama é de la cartera, etc.

Por dltimo, j cémo se calcula la o (volatilidad)?. Nos situamos de nuevo en el call
europeo (0 put europeo) (2.2.4). Tenemos la férmula

log(So/K) + (r 4+ 02/2)T IOg(So/K>—|—(T—O'2/2>T:|
oVT oVT

que da el precio del call europeo. Si nos vamos a un mercado organizado donde cotice
esa opcién, podemos igualar la férmula anterior a un nimero, C (T, K), y despejar o.
Aqui afloran ciertas imperfecciones: (1) o varia con T', para K fijo; (2) o varia con
K, para T fijo; la funcién K — o da una curva (la gréfica) céncava respecto al eje
vertical positivo (efecto sonrisa).

F(0,S0) = SON[ ] - Ke_"TN[

3. Modelo general para los mercados financieros a tiempo continuo

Se contempla una fecha de vencimieno T' para las opciones. Partimos de un espacio
de probabilidad (2, F, P)y una filtracién (F;)o<<7r tal que: 1) Fy contiene todos los
cero-conjuntos de P, 2) F; = Ngs¢Fs, 0 <t < T. Supondremos que Fy estd generado
por € y todos los cero-conjuntos de P y que Fr = F.

3.1. Los precios

Suponemos que en el mercado hay K + 1 activos S°, S',..., S% y que los precios de
estos activos son, respectivamente, los procesos estocasticos S, S}, ..., SK 0 <t <
T . Suponemos que los procesos estocdsticos anteriores (los precios) estdn adaptados
a la filtracién (Fi)o<i<r, son continuos por la derecha con limite por la izquierda
(CDLI) y son estrictamente positivos. Suponemos que S?, 0 <t < T, tiene variacién
finita, es continuo y S = 1. Definimos los procesos oy = log(S?), 0 < ¢t < T,y
B=1/S2,0<t<T.

Es conveniente definir el proceso estocitico vectorial Z = (Z1,..., Z%) (precio
descontado), donde Z}' = 3,57, 0<t<T,n=1,...,K.

Sea P el conjunto de probabilidades @ en (2, F) tal que Z es una martingala
vectorial respecto a Q y Q es equivalente a P, (3;S? =1, 0 <t <T). Supondremos

que P # ¢.

3.2. Algunos resultados de la integracion estocastica

Una supermartingala es un proceso adaptado y CDLI, X3, 0 < ¢ < T, tal que X; es
integrable y E(X;|Fs) < X, para 0 < s <t < T. El proceso X;, 0 <t < T, se dice
que es una martingala si Xy, 0 <t < T,y —X;, 0 <t < T, son supermartingalas.
(Se deduce, en este caso, que las martingalas son uniformemente integrables).

306



J. Margalef-Roig y S. Miret—Artés Precio de las Opciones

Un proceso M (t), 0 <t < T, adaptado y CDLI se dice que es una martingala local
si existe una sucesién creciente de tiempos de parada T, tal que P(T,, = T) — 1,
n— oo,y M(t NT,), 0 <t < T, es martingala para todo n. Es claro que toda
martingala es martingala local. Ademads:

1. Un proceso positivo X;, 0 <t < T, es martingala si y sélosi Xy, 0 <t < T, es
supermartingala y EXp = Xj.

2. Toda martingala local positiva (> 0) es una supermartingala.

3. Una martingala local positiva M;, 0 < ¢ < T, es una martingala si y sélo si
EMr = M.

Un proceso A;, 0 < ¢t < T, se dice que es VF (variacién finita) si es adaptado
CDLI y las trayectorias son de variacién finita, (Ag— = 0, por convenio).

Definicién 3.2.1 Un proceso X;, 0 < ¢ < T, es una semimartingala si admite una
descomposicién X; = Xg + M; + Ay, donde M, 0 < ¢t < T', es una martingala local 0
en0y A;, 0<t<T,esun proceso VF 0 en 0, (esta descomposicién no es tnica en
general), (por tanto X es adaptado y CDLI).

Definiciéon 3.2.2 Un proceso H;, 0 < t < T, es previsible simple si existen
0=t <ti1 < - <t, =T y variables aleatorias acotadas &y,&1,...,&,—1 tal
que & es Fp-medible, & es Fi -medible, ..., £,-1 es Fy, ,-medible y Hy = &; si
t; <t <tiy1,t=0,1,...,n—1y Hy constante. Por tanto Hy, 0 <t < T, es acotado,
adaptado continuo por la izquierda (CI) y constante a trozos. La o-dlgebra previsible
en ) x [0,7] es (por definicién) la generada por los procesos previsibles simples. Un
proceso H;, 0 <t < T, se dice que es previsible si es medible con la o-algebra previ-
sible. Todo proceso previsible estd adaptado y es CI.

Definicién 3.2.3 Un proceso estocastico H;, 0 < t < T, es localmente acotado
si existen constantes C1,C5, ... y tiempos de parada T7,T5, ... crecientes tales que
PT,=T)—1,n—ooy|H| <Cppara0<t<T,,n=12,....

Se prueba que un proceso adaptado, que es continuo por la izquierda y con limite
por la derecha (CILD), es previsible y localmente acotado.

Sea X una semimartingala y H un proceso previsible simple (3.2.2.). Se define la
integral estocéastica Z; = fg HdX de la siguiente forma:

Zy = HoXo+&o(Xe, — Xoo) + 61 (X, — X))+ + &0 (X, — Xoy ) +65( X — Xy))

si tj <t< tj+1.
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Caso general: Sea X una semimartingala y H un proceso previsible y localmente
acotado. Se puede proceder pasando (convenientemente) al limite la situacién de
proceso previsible simple, o de forma mas sintética con el siguiente desarrollo: Sea
entonces X = Xog+ M + A, como en 3.2.1. Se define en primer lugar la integral
estocastica fot HdM recurriendo al siguiente teorema fundamental [18]: Sea M una
martingala local y H un proceso previsible y localmente acotado. Entonces existe una
martingala local H.M , (fot HdM, 0 < t), dnica tal que para toda martingala acotada
N se tiene que [H.M,N] = H.[M,N], donde H.[M,N]| es una integral de Stieltjes
ordinaria (M, Nles VF). Ademds (H.M)o = HyMy, (H.M)¢ = HM® y A(H.M), =
H,AM,. Si M es martingala local VF y de variacion localmente integrable, entonces
H.M es integral Stieltjes (se calcula como integral Stieltjes sobre las trayectorias),
(recordamos: un proceso A se dice que es un proceso de variacion localmente integrable
si es VF (adaptado) y existen tiempos de parada T, T oo tales que E[f(O)T”] |[dAs|] <
00, para todo n). El corchete se define sobre semimartingalas de la siguente forma:
(X, X]; =< X, X >, + > ., AX? y [X,Y] por polarizacién. Se tiene la definicién
equivalente:

(X, Y], = XoYo + limy, Z(X( 1) = X(E) (Y (#) = Y (&),

7

donde ¢ = it/2", n = 1,2,..., 4 = 0,1,...,2", X,Y son semimartingalas y la
convergencia es en probabilidad. Efectivamente (para dar sentido a la integral de
Stieltjes H.[M, N]) se prueba que [X,Y] es VF y ademds [X,Y]; = > ., AX AY, si
X esVF oY es VF. B

Una vez definida H.M, se define HX = HyXo+ H.M + H.A, donde H.A es
la integral Stieltjes, ((H.A)o = HpAp). Se prueba ademds que H.X no depende
de la descomposicién de X = Xo+ M + A, H.X es semimartingala y H;AX; =
AHX);, 0<t<Ty HX¢=(H.X)ysiT estiempo de parada, H.XT = (H.X)T.
Naturalmente ponemos la notacion H.X = [ HdX, ((H.X)o = HoXo).

Si X e Y son semimartingalas, entonces X_ e Y_ son (CILD) y adaptados y
por tanto son previsibles y localmente acotados. Se prueba, aplicando la férmula de
cambio de variable, que

t t
[X,Y]: = X,Y; —/ X, dYs —/ Y, dXs, (3.1)
0 0

0 <t <T.Si X es una martingala, no ocurre en general que f HdX sea una martin-
gala. De hecho si X es un proceso de Wiener W, entonces la integral que acabamos
de definir [ HdX coincide con la integral estocdstica [ HdW del célculo de Ito. Ya
sabemos que si el integrando no es adecuado la integral de It6 [ HdW no es en general
martingala. Lo que si tenemos, del teorema fundamental, es que si X es martingala
local y H es previsible y localmente acotado, entonces H.X es martingala local.
Observacion importante. Los conceptos “proceso previsible”, “localmente aco-
tado” son invariantes respecto a probabilidades equivalentes. El concepto de semi-
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martingala es también invariante respecto a probabilidades equivalentes [18] y el cor-
chete de semimartingala también. La misma integral estocastica f HdXes también
invariante respecto a probabilidades equivalentes.

De la ecuacién (3.1), teniendo en cuenta que [X, Y] es VF, es claro que el producto
de semimartingalas es una semimartingala, (en definitiva aplicando la férmula de
cambio de variable) [18]. La integral estocdstica con integrando un proceso previsible y
localmente acotado e integrador una semimartingala es la adecuada para la descripcién
del modelo econémico que estudiamos.

3.3. Las estrategias

Ya hemos dicho, en 3.1, que S° es VF y por tanto S° es una semimartingala. Por otra

parte Z™, n = 1,2,..., K es una martingala respecto a cualquier Q € P, de donde
8" = S9Z" es una semimartingala respecto a P (por tanto respecto a cualquier
Q € P). Asi(S°,81,...,5%) es una semimartingala vectorial respecto a cualquier Q

equivalente a P.
Definicién 3.3.1 Una estrategia de gestién es un proceso K +1 dimensional ¢ = {¢y,

0<t<T} tal que ¢7, 0 <t < T, es previsible y localmente acotado, 0 <n < K. A
cada estrategia de gestion ¢ se le asocian los procesos

K
Vi(¢) = ¢:Si = > _ o} Sy
n=0

0 < ¢ < T (proceso valor de la cartera)

K t
(& = 7dS™
(0)=3 / prdsT

0<t<T, (proceso ganancias).
Definicién 3.3.2 Una estrategia de gestién ¢ es autofinanciada si

Vi(#) = Vo(9) + Gi(9)

0 <t <T. (Por consiguiente V(¢) es adaptada y CDLI para cualquier ¢ autofinan-
ciada).

Definicién 3.3.3 Sea ¢ una estrategia de gestién. Ponemos

K t
Gi0) =Y [ oraz

n=1
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0<t<T,

Vi (0) = BiVild) = o) + 6y 2 + - + 6 2
B =1/S? (se llama ganancia descontada y valor descontado respectivamente).

Proposicién 3.3.4 Sea ¢ una estrategia de gestion. Entonces ¢ es autofinanciada si
y s6lo si Vi*(¢) = Vi (0)+ G5 (¢), 0 <t <T. Ademds Vi(¢) > 0siy sélosi Vi*(¢) > 0,
0<t<T.

Demostracion. Supongamos que ¢ es autofinanciada. Entonces V(¢) = Vi (o) +G(9),
de donde AV;(¢) = AGi(¢) = ¢:AS; (por las propiedades de la integral estocdstica)
y V_(¢) = ¢S_. Puesto que §; es un proceso continuo y VF, se tiene que [3, V()] =
Vo(9) y por tanto V*(9) — Vo(9) = [ BdV(6) + [ 6S_dB = [ BdG(e) + [ 6S_dB =
[ B¢dS+ [ ¢S_df = ¢. ([ BdS+ [ S_dB). Andlogamente BS—Sy = [ BdS+ [ S_dp,
de donde V*(¢) — Vo(¢) = G*(¢) = ¢.Z.

En esta implicacién se ha utilizado la propiedad: “Si f y g son previsibles y
localmente acotadas y X es una semimartingala, entonces g.(f.X) = (¢f).X".

Para la implicacién inversa se tiene que AV,*(¢) = AG;(¢) = Zle YTAVALR
Vi (¢) = ¢:Z;_ + ¢¥ y se razona de forma analoga. d

Corolario Sea ¢ una estrategia autofinanciada tal que V(¢) > 0 (lo que en la teoria
finita se llama estrategia admisible). Entonces V*(¢) > 0y V*(¢) es una martingala
local respecto a cualquier @ € P (y por tanto supermartingala respecto a cualquier

Q< P).
Es consecuencia de que ¢™.Z" es martingala local para cualquier @) € P.

Proposicién 3.3.5 Sean ¢',...,¢" procesos previsibles y localmente acotados y v
un nimero positivo. Entonces existe ¢° proceso previsible y localmente acotado tinico
tal que ¢ = (¢%, ¢, ..., ¢%) es una estrategia autofinanciada y Vi (¢) = v.

En efecto, basta tomar ¢9 = v + Zfl{:l fot GrdzY — Zi{:l OPZr, 0<t<T.

Conclusion. Si ¢ es una estrategia autofinanciada tal que V(¢) > 0y Vp(¢) =
0, entonces V*(¢) > 0y V*(¢) es supermartingala respecto a cualquier Q € Py
por tanto V;*(¢) = 0, 0 < t < T. Ocurre que se puede construir una estrategia
autofinanciada, ¢, tal que V(¢) > 0, Vo(¢) = 1 y Vr(¢) = 0 (estrategia suicida).
Se va complicando seguir las pautas (el paralelismo) del caso finito. En efecto, si
¢ (estrategia autofinanciada con V(¢) > 0) simula h, es decir Vr(¢) = h, entonces
@ + Gsuicida Simula (también) h, es decir, V(P + dsuicida) = b, y sin embargo Vo (¢ +
Osuicida) = Vo(¢) + 1. Esto exige ciertos replanteamientos.
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3.4. Nueva formulacién

Fijamos un P* € P. Sea L£(Z) el conjunto de todos los procesos previsibles H =
(H', ..., HE) tal que el proceso creciente (L7 =)(f0t(HS")2d[Z”7 ZM )Y 0<t<T,
es localmente integrable respecto a P*, n = 1,..., K, es decir existe una sucesién
de tiempos de parada Ti,T5,..., creciente, tal que P*(T,, = T) — 1, m — oo, y
L"(t ANTy,), 0 <t <T, es integrable respecto a P* para todo m.

Se prueba que £(Z) contiene todos los procesos H = (H',..., H¥X) previsibles y
localmente acotados.

En [18] se construye la integral H".Z", n = 1,..., K, ([ H"dZ"™), H € L(Z),
que es de nuevo una martingala local respecto a P*. Se mantiene la propiedad
A(H™.Z™)y = HIAZP, (H™.Z"™)o = Hy Z§ y la propiedad [H".Z™, N| = H™.[Z", N],
para toda martingala local N respecto a P* y esta relacién, escrita para martingalas
acotadas, da la unicidad de la integral.

Reformulamos la definicién de estrategia de gestién (3.3.1) (seguimos con la no-
tacion [j HrdZ! = H™.Z" — HY Z3):

Definicién 3.4.1 Una estrategia de gestién es todo proceso previsible (por tanto,
adaptado) ¢ = (¢°, ¢!, ..., ¢%) tal que (H =)(¢*,...,¢%) € L(Z). Ponemos V*(¢) =
B9S y G* (@) = Yy Jo 92427, 0<t <T.

Una estrategia de gestién ¢ = (¢, ¢!, ..., #*) se dice que es admisible si V*(¢) >
0, V*(¢) = V5 (¢) + G*(¢) y V*(¢) es martingala respecto a P*, (lo que equivale a
que G*(¢) es martingala respecto a P* que a su vez equivale a E*(V/(¢)) = Vi (¢)).

Una opcién europea es una variable aleatoria positiva (como F = Fr, es Fr-
medible). Si h es una opcidén europea, se dice que es alcanzable (o simulable) si existe
¢ estrategia de gestién admisible tal que Vji(¢) = Brh. A V(¢) se le llamard precio
de h en 0, cuando se haya probado que no depende de ¢ y que existe algun ¢ que
simula a h.

Proposicion 3.4.2 Si h es una opcién europea y ¢ es una estrategia de gestion ad-
misible tal que V/(¢) = fBrh, (¢ simula a h), entonces V5 (¢) = E*(Grh) (se llamara
precio de la opcién europea h en 0, cuando se haya probado la existencia de algin ¢
que simule a h).

Demostracion. Por 3.4.1, V*(¢) es martingala respecto a P*, positiva. Asi por 3.2,
E*Vz(9) = Vi (9). O

Definicién 3.4.3 Sea h una opcién europea. (a) Se dice que h es integrable si
E*(Brh) < oo. (b) Se dice que h es acotada si Srh es acotada.

Teorema 3.4.4 Sea h una opcién europea integrable y V;*, 0 <¢ <T', una modifi-
cacién CDLI de E*(Brh|F;), 0 <t < T'. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(a) h es simulable (es decir, existe ¢ estrategia de gestién admisible tal que
Vi () = Brh).

(b) Existe H € L(Z) tal que [[HdZ + Vi = V*. Ademds, si se cumple (b), se
tiene que V*(¢) = V* para toda estrategia de gestién admisible ¢ que simula a h,

(V7 (¢) = Brh).

Demostracién. Supongamos que se cumple (a). Entonces H = (¢!,...,¢%) € L(Z) y
G*(¢) = [HAZ y V*(¢) = V() +G*(¢), V*(¢) > 0y V*(¢) es martingala respecto
a P*. Asf Vi" = E*(Brh|Fy) = EX(V7(9)|Fr) = Vi (o) y V" = V5 (9) + Gi(¢) =
Vo + [y HdZ, 0<t<T.

Supongamos que se cumple (b). Se toman ¢' = H!,... ¢¥ = HX y ¢° como
en 3.3.5 (¢° = Vg + H.Z — Zle #"Z"). Entonces ¢ = (¢°, ¢, ..., %) es es-
trategia de gestién admisibe que simula a h, ya que V*(¢) = V5 + H.Z = V*.

O

Luego el problema queda reducido a un problema de representacién de martinga-
las ((b) de 3.4.4).

Definicién 3.4.5 Se dice que el mercado es completo si toda opcién europea inte-
grable h es simulable (existe ¢ estrategia de gestién admisible tal que Vii(¢) = Brh).

Teorema 3.4.6 El mercado es completo si y sélo si toda martingala M respecto a
P* se puede representar de la forma M = My + [ HdZ, para algin H € L(Z).

Demostracion. Es consecuencia directa de 3.4.4, teniendo en cuenta que toda mar-
tingala es diferencia de dos martingalas positivas. O

Teorema 3.4.7 Si P, (3.1), tiene un solo elemento, entonces el mercado es completo.

La prueba de este teorema requiere la teoria general de representacién de martin-
galas [12].
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