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RESUMEN. En este trabajo se estudia el grupo simpléctico real de los endomorfismos
lineales que preservan una forma bilineal antisimétrica no degenerada. Un acercamiento
algebraico basico muestra que coincide con su subgrupo especial y permite obtener gene-
radores, las transvecciones simplécticas. Desde un punto de vista geométrico, se ve que el
grupo simpléctico es un grupo de Lie y se estudia su algebra de Lie asociada. Su subgrupo
ortogonal es un subgrupo de Lie compacto isomorfo al grupo unitario y, ademas, es un
retracto de deformacién del grupo simpléctico. Para concluir todo esto se desarrollan
herramientas analiticas como la aplicacién exponencial, el logaritmo y las potencias de
reales de matrices simétricas definidas positivas.
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shows that its special group is the whole group and provides generators known as sym-
plectic transvections. From the geometric viewpoint we see that the symplectic group is
a Lie group to which a Lie algebra can be associated. Its orthogonal subgroup is a com-
pact Lie subgroup isomorphic to the unitary group and, furthermore, it is a deformation
retract of the symplectic group. Analytical tools such as the exponential mapping, the
logarithm and real powers of definite positive symmetric matrices are developed in the
process.
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INTRODUCCION

Este trabajo estudia el grupo simpléctico real Sps, formado por los llamados simplec-
tomorfismos, aquellos endomorfismos lineales de un espacio vectorial que conservan una
forma bilineal antisimétrica no degenerada. El texto se estructura en doce secciones en
las que se pueden distinguir a grandes rasgos cuatro bloques fundamentales.

Las tres primeras secciones corresponden a una introducciéon del grupo simpléctico
Spon(K) sobre un cuerpo arbitrario K de caracteristica 0. En la seccién 1 se repasan
los conceptos basicos de formas bilineales antisimétricas. Ahi el resultado principal es su
clasificacion: estan determinadas por su rango, que siempre es par. Ademas se determi-
nan bases simplécticas respecto de las cuales sus ecuaciones son sencillas. Una vez visto
esto, en la seccién 2 se define el grupo simpléctico y se demuestra que coincide con su
subgrupo especial mediante el desarrollo de una herramienta para calcular determinantes,
el Pfaffiano. Finalmente, en la seccion 3 se presentan unos simplectomorfismos sencillos
denominados transvecciones que generan todo el grupo simpléctico y permiten calcular
facilmente su centro.

Las tres secciones siguientes se dedican a comprender la estructura de grupo de Lie
del grupo simpléctico real: esto quiere decir que Sps, = Spo,(R) es simultdneamente
una variedad diferenciable y un grupo cuyas operaciones son diferenciables. La seccion 4
estda dedicada a demostrar que Sps, es, en efecto, un grupo de Lie conexo. También se
proporcionan ecuaciones para los espacios tangentes. El espacio tangente a la identidad,
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que denotamos sp,,, = §p,,,(R), se conoce como el dlgebra de Lie simpléctica y es el objeto
central de estudio de la secciéon 6. Este espacio, junto a la aplicacién exponencial que
se presenta previamente en la secciéon 5, nos permite obtener parametrizaciones locales
de Sps, y todos sus subgrupos uniparamétricos. Las demostraciones presentes en estas
secciones ilustran la teoria general de Grupos de Lie que solamente comentaremos por
considerar que se encuentra fuera del alcance de este trabajo.

Posteriormente nos centramos en un subgrupo distinguido de Sps,: el grupo ortogonal
simpléctico Ry, = Ra,(R) formado por los simplectomorfismos que son a su vez rotaciones.
En la seccién 7 se determina que Rs, es un subgrupo de Lie compacto de Spsy, v en la
seccion 8 se estudia su algebra de Lie correspondiente. Por su parte, la seccién 9 recoje
un hecho en primera apariencia llamativo como es que Rs, es isomorfo al grupo unitario

complejo U,, = U, (C).

Por 1ltimo, se finaliza el trabajo con un resultado topoldgico: El subgrupo ortogonal
Ry, es un retracto de deformacion diferenciable de Sps,. Las secciones 10 y 11 introducen
respectivamente el logaritmo y las potencias reales de matrices que necesitamos para defi-
nir tal retracto, mientras que la seccién 12 desvela el motivo topolégico para la existencia
de esta retraccion.

1. FORMAS BILINEALES ANTISIMETRICAS

En esta seccién se revisan concisamente los conceptos y resultados basicos sobre formas
bilineales que necesitaremos mas adelante, en particular, su expresién en modo matricial,
que en la secciéon 2 permitird entender el grupo simpléctico como grupo de matrices. Al
ser materia tratada en el Grado de Matematicas, so6lo detallamos el caso especial de las
formas antisimétricas, que son las que nos interesan aqui. Asi establecemos la existencia
de bases simplécticas y las formas candnicas asociadas. La referencia seguida es [4].

En todo lo que sigue, hasta que se advierta otra cosa, consideramos un cuerpo K de
caracteristica 0. Los conceptos basicos son:

Definiciones 1.1. Una forma bilineal de un espacio vectorial de dimension finita E sobre
K es un aplicacién w : F X E — K que es lineal separadamente en cada variable. Se le
asocian dos polaridades: wy : E — L(E,K) : u+— w(u,") ywy : E = L(E,K) 1 v —
w(+,v). La forma w se llama regular o no degenerada si estas polaridades son isomorfismos.

Definiciones 1.2. Una forma bilineal w se denomina simétrica cuando w(u,v) = w(v, u)
para cualesquiera u,v € F, o equivalentemente, si sus polaridades son iguales. Analoga-
mente, una forma bilineal w se denomina antisimétrica cuando w(u,v) = —w(v,u) para
cualesquiera u,v € F, o equivalentemente, si sus polaridades son opuestas.

Definiciones 1.3. Dada una forma bilineal simétrica o antisimétrica los vectores u,v € E
se dicen conjugados cuando w(u,v) = 0. Un vector no nulo u € E cumpliendo w(u, u) =0
se dice isétropo. El conjugado de un subespacio vectorial V C E, es el conjunto V+ C E
formado por los vectores de £ conjugados de todos los vectores de V. Se obtiene que V+
es un subespacio vectorial de E de codimensién menor o igual que la de V', cumpliéndose
la igualdad si la forma es no degenerada.



4 MIGUEL A. BERBEL

(1.4) Matriz de una forma bilineal. De manera habitual una forma bilineal es
manipulada empleando su expresién matricial. Sea B = {uq,...,u,} una base de FE, las
coordenadas respecto de B de dos vectores u,v € E se denotan x = (z1,...,x,) € y =
(Y1, ..., Yn). Existe una unica matriz M, (B) = (w(u;, u;));; tal que para cualesquiera u, v €
E se tiene que w(u,v) = xMy'. Tal matriz se conoce como matriz de w respecto de la base
B y la igualdad anterior se llama ecuacion de w. Ademés, si B* es una base de L(E, K)
dual de B, las matrices de las polaridades son M, (B, B*) = M'y M, (B, B*) = M.

Sea B’ otra base de E'y C' = C(B’, B) la matriz de cambio de base de B’ a B, el cambio
de coordenadas proporciona

w(u,v) = zMy' = (Z’CHYM(Cy") = 2/ (C*MC)y",

y de la unicidad de la matriz de una forma se concluye que M, (B') = C*MC. Es decir,

las matrices de la forma en ambas bases son congruentes: existe una matriz reqular C'
cumpliendo que M’ = C*MC. O

Un concepto razonable de equivalencia de formas bilineales es considerar que dos for-
mas son equivalentes cuando respecto de bases adecuadas poseen las mismas ecuaciones.
A la vista de este resultado, la clasificacién de formas bilineales se reduce a la clasifica-
ciéon de matrices por congruencia. En los cursos de algebra lineal impartidos en el grado
de matematicas se suele abordar la clasificacién de las formas bilineales simétricas. Sin
embargo, la clasificacion de formas bilineales antisimétricas en un cuerpo arbitrario K,
caso de interés en este trabajo, suele quedar relegada por falta de tiempo. Por ello, se
procedera a detallar dicha clasificacion.

(1.5) Clasificacién de formas bilineales antisimétricas. Se consideraw : E x E —
K una forma bilineal antisimétrica de rango r=rg(w), r <n=dim(FE). Para iniciar la
clasificacion observamos que cualquier vector no nulo u € E sera isétropo pues al ser la
forma antisimétrica: w(u,u) = —w(u,u). En consecuencia, si n = 1 la tnica forma bilineal
antisimétrica es nula.

Para n > 2 y w no nula se pueden escoger dos vectores u,v tales que w(u,v) # 0
fijandonos en cualquier elemento no nulo w(u;, u;) # 0 de su matriz en una base arbitraria.
Una vez obtenidos estos vectores vemos que V' = L[u, v] es un plano, en efecto, si v = Au,
w(u,v) = w(u, Au) = Aw(u,u) = 0 lo que contradice la eleccién de u y v. A continuacién,
probamos que el espacio conjugado V* tiene codimensién 2. Para ello vamos a comprobar
que las ecuaciones de V+ son w(u,-) = w(v,-) = 0 y que son independientes. Cualquier
vector w € V* cumple las ecuaciones por ser conjugado de u y v, reciprocamente, si w
cumple las ecuaciones serd conjugado de Au + pv € V' arbitrario

wAu + p, w) = Aw(u, w) + pw(v,w) =X-04+p-0=0.

Las ecuaciones dadas son independientes ya que definen hiperplanos diferentes: Como
w(v,u) # 0, v no cumple la primera ecuacién ni u cumple la segunda ecuacién de modo
que no son triviales. Por otra parte, w(u,u) = 0y w(v,v) = 0, de modo que u pertenece
al primer hiperplano pero no al segundo, v pertenece al segundo hiperplano pero no al
primero y necesariamente los hiperplanos han de ser diferentes. Finalmente, se cumple
que £ = VOV, es decir, el espacio total es suma ortogonal de V' y su conjugado V.
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Como las dimensiones de V' y V+ son 2 y n — 2 respetivamente, basta comprobar que

VNVLt={0}.Sidu+puveVt

0 =w(u, \u+ pv) = Aw(u, u) + pw(u, v) = pw(u,v),
0 =w(v, \u+ puv) = Aw(v,u) + pw(v,v) = Aw(v, u),

y, al ser w(v,u) # 0, la primera ecuacién implica que A = 0 y la segunda que p=0. O

Tras las observaciones de 1.5, nos encontramos en situacién de ver que existen deter-
minadas bases en las que la matriz de la forma antisimétrica es especialmente sencilla lo
que permitird obtener una clasificacién de forma casi inmediata.

Proposicién 1.6. Eriste una base B = {uq,...,us, U1, ..., Vs, W1, ..., w;} de V tal que
w(ug,vj) = 0i5, w(u,u;) = 0, w(v,v;) = 0 para 4,7 = 1,...,8 y w(-,w) = 0 para
k =1,..,t. Asi, como w es antisimétrica, w(v;,u;) = —0;; y su matriz en dicha base
es

0 |I,1]0

“.IoJo |,

0 010

donde I es la matriz identidad de dimension s y los ceros denotan matrices de ceros de
la dimension correspondiente.

Demostracion. La prueba es constructiva. Se considera V' = L[u,v] como en las ob-
servaciones anteriores de tal manera que se puede definir u; = ﬁu y vy = v. Asi
Vi := L[uy,v1] =V y se cumple que:
1 1
w(uy,vy) = w(mu, v) = sayw(u,v) =1

Ademss, como E = VD V+, para cualquier vector v € V+ con el que ampliemos la base
{ui,v1} de V a una base de F se tendrd que w(uy,v') = w(vy,v") = 0. Se repite pues el
proceso anterior para la restriccién de w a V+ terminando el proceso cuando se obtenga
una base de E o la restriccion de w sea nula.

En el primer caso, £ = V1D --- QV; y los vectores {uy,- - ,us,v1, -+ ,vs} obtenidos
forman una base tal que w(u;,v;) = §;j, w(u;, uj) =0, w(v;, v;) = 0.

En el segundo caso, E = V1D --- OV, W y cualquier base {wy, -+ ,w;} del subespa-
cio W completa la base {uy, -+ ,us, vy, v} de ViD --- @ Vy a una base de E tal que
w(+,wy) = 0. En efecto, cualquier vector de a € E puede descomponerse como a = aj + as
cona; € VIO - DViyay € W pero w(ar,w) = 0 por ser E suma directa de conjugados
y w(az, w) =0 ya que w restringida a W es nula. O

Corolario 1.7. a) El rango de una forma bilineal antisimétrica siempre es par. En
particular, una forma bilineal antisimétrica en un espacio de dimension impar siem-
pre es degenerada.

b) El rango clasifica las formas bilineales antisimétricas.

Demostracion.
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a) El rango de una forma bilineal coincide con el rango de su matriz en una base
cualquiera. Escogiendo la base de la proposicién anterior, su rango serd r = 2s que
es par.

b) La proposicién anterior indica que dos formas bilineales antisimétricas del mismo
rango tienen la misma expresion en distintas bases y, por tanto, son equivalentes.

O

El corolario permite finalizar rapidamente la clasificacién de las formas bilineales an-
tisimétricas: se clasifican por su rango y este es par. Si ahora nos restringimos a formas
no degeneradas definimos como base simpléctica aquella que cumple las condiciones de la
proposicion 1.6.

Definicién 1.8. Sea E un espacio vectorial de dimensién par 2n y w una forma bilineal
antisimétrica no degenerada se dice que B = {uy, ..., up, v1, ..., v, } €s una base simpléctica
de E si w(u;,v;) = 65, w(u;, uj) =0, w(v;,v;) =0 parai,j=1,...,n.

En la bibliografia hay textos que se refieren a {uy, vy, ..., u,, v, } como base simpléctica,
aunque en este trabajo solamente se empleara dicha ordenacién en el lema 3.7 y la propo-
sicion 3.8. En cualquier caso, es conveniente introducir el concepto de plano hiperbélico.

Definicién 1.9. Sean u,v € E tales que w(u,v) = 1 se dice que el plano H = Llu, ]
generado por ambos es un plano hiperbolico.
Asi, en una base simpléctica cada par wu;,v; genera un plano hiperbdlico y el espacio

vectorial total es la suma ortogonal de planos hiperbélicos.

Para acabar esta seccién se incluyen dos propiedades de las matrices antisimétricas
regulares que se utilizaran en la secciéon 2 para demostrar que las transformaciones del
grupo simpléctico preservan la orientacion.

Proposicién 1.10. Sea A = (a;;) una matriz antisimétrica reqular sobre K de orden 2n.
1. A es congruente con la matriz
0 |1,
(S 1n)Y.
2. det(A) es un cuadrado en K.

Demostracion.

1. Se considera la forma cuya matriz es A. Por la proposiciéon 1.6, existe una base
simpléctica en la que la matriz de dicha forma es J. En consecuencia, A y J son
congruentes, es decir, existe una matriz regular C tal que J = C*AC.

2. De la igualdad anterior, det(J) = det(C*)det(A)det(C) = det(A) det(C)?. Como
C' es regular, det(C') # 0. Ademés det(.J) = 1, de modo que

det(A) = (@)2,

que es un cuadrado en K.
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2. EL GRUPO SIMPLECTICO

En esta seccion se define el objeto central de nuestro estudio: el grupo simpléctico
Span(K) consistente en los isomorfismos simplécticos de una forma bilineal antisimétrica
regular w en un espacio vectorial £ de dimension 2n sobre K. Posteriormente, se estudiara
cudl es su representacion como un grupo de matrices. Por ultimo, se construye el Pfaffiano
y se utiliza para demostrar que un isomorfismo simpléctico conserva la orientacion. La
referencia utilizada es el libro clasico [1].

Comenzamos definiendo el concepto de simplectomorfismo que es andlogo al de iso-
metria cambiando el rol del producto escalar por la forma antisimétrica no degenerada.

Definicién 2.1. Sea E un espacio vectorial de dimensién 2n y w una forma bilineal
antisimétrica no degenerada, un isomorfismo lineal h : E — E se dice que es un simplec-
tomorfismo o isomorfismo simpléctico si para cualesquiera u,v € E

w(h(u), h(v)) = w(u,v).

(2.2) Grupo simpléctico. Se constata facilmente que el conjunto de todos los simplecto-
morfismos forma un grupo con la composiciéon. Efectivamente, la identidad es trivialmente
un isomorfismo simpléctico. Por otra parte, dado un simplectomorfismo &, su inverso h~!
también lo es, pues para u,v € E existen u’,v" € FE tales que u = h(u'), v = h(¢v') y, en
consecuencia,

w(h™ (w),h™ (v)) = w(h™ (h(u)), k7 (A(V))) = w(W/,v') = w(h(u), h(v))) = w(u, v).

Ademas, la composicién h = g o f de dos simplectomorfismos también es un simplecto-
morfismo:

w(h(u), h(v)) = w(g(f(u)), g(f(v))) = w(f(u), f(v)) = w(u, v).

Este grupo se denomina grupo simpléctico de dimensién 2n sobre K y se denota
Spon(K). Veremos a continuacién que Spy, (K) admite una representacién como grupo de
matrices asociando a cada simplectomorfismo su matriz en una base simpléctica B de w,
representacion que denotamos asi:

P Spon(K) = GLoy(K) = h— My(B).

Claramente p es un homomorfismo de grupos pues la matriz de la composicién de dos
isomorfismos es el producto de sus matrices. Ademdas, como en una misma base dos iso-
morfismos distintos tienen distinta matriz, p es inyectivo y por tanto es un isomorfismo
sobre su imagen.

Veamos ahora qué condiciones determinan cuales son las matrices pertenecientes a la
imagen de p. Si M es la matriz de un simplectomorfismo A en la base simpléctica B y u, v
son dos vectores en F con coordenadas x = (x1,...,2,) € y = (y1,...,Yn), Puesto que la
matriz de w en B es J (notacién de 1.10), la condicién w(h(u), h(v)) = w(u, v) se reescribe
como

(xM")J(My") = Ty,
para cualesquiera x,y € K?". Esto es equivalente a la igualdad matricial M*JM = J. Asi,
una forma alternativa de definir el grupo Spy,(K) es mediante las matrices M € K?2"*?"
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que cumplen dicha igualdad:
Spon(K) =im(p) = {M € K*"*": M'JM = J}.
OJ

Una propiedad que satisface el grupo simpléctico es que coincide con su subgrupo es-
pecial, es decir, todas las matrices de Spo,(K) tienen determinante +1, o lo que es lo
mismo, los isomorfismos simplécticos conservan la orientacién. Tomando determinantes
en la igualdad M*JM = J se comprueba que det(M) = £1. Sin embargo, que el determi-
nante sea +1 no es tan inmediato y admite una gran variedad de demostraciones (véase
[8]). En nuestro caso se ha optado por utilizar el Pfaffiano de una matriz. Posteriormen-
te, en la seccion 3, se hard uso de las transvecciones simplécticas para proporcionar una
demostracion alternativa.

En primer lugar, se prueba una proposicion que nos permitira verificar que la definicion
que se va a dar del Pfaffiano es buena. Denotaremos K[z] = K[z;; : 1 <i < j < 2n] al
anillo de polinomios en las variables z;;, y por K(z) a su cuerpo de fracciones.

Proposicion 2.3. Sea A(z) la matriz antisimétrica genérica, con coeficientes las variables
Tij
0 ZCZ']'
Alz) =

— T4 0

Eristen exactamente dos polinomios P, (x), P_(x) € Klx] tales que det A(x) = Py(z)?.
Ademds, si se evalian las variables z;; en los coeficientes J;; de la matriz J de la propo-
sicion 1.10, Py(J) =1y P_(J) = —1

Demostracion. Puesto que el determinante de una matriz se desarrolla como sumas y
productos de sus entradas, det(A(z)) € K|z|. Por otra parte, ya que A(z) es antisimétrica
y tiene entradas en K () se sigue de la proposicion 1.10 que existe P(x) € K(z) funcién
racional tal que det(A(x)) = P(x)2. Veamos que P(x) € K[z]. Debido a que K[z] es un
dominio de factorizacién unica existen Q(x), R(x) € Klz| tales que P(z) = Q(z)/R(x)
y cuyas descomposiciones en factores irreducibles Q(z) = ¢ +--qs, R(x) = r1---7r; no

2. 2 .. ,
tienen factores comunes. Puesto que %% = P?(z) € K[z], cada r; divide a algiin ¢; lo
1 t

que quiere decir que cada r; es una unidad por la eleccién de las factorizaciones de Q(x)
v R(z). Asi, los r; son £1, y P(z) estd en K[z]. Como en un cuerpo de caracteristica
cero s6lo hay dos raices cuadradas, los tinicos polinomios que cumplen que su cuadrado

es det A(z) son P(x) y —P(z).

Para demostrar la segunda parte, como det A(J) = det J = 1, se tiene que (+P(J))* =1
y basta definir P, (z) como aquel de los dos que evaluado en J vale +1 y P_(x) como el
que vale —1. O

Observacion 2.4. P, (z)y P_(z) son polinomios homogéneos de grado n por ser det(A(x))

polinomio homogéneo de grado 2n.
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Definicién 2.5. Se llama Pfaffiano al polinomio homogéneo de grado n, Pf(z;;), tal que
Pf(J) =1y para toda matriz antisimétrica regular A = (a;;) € K™*" se tiene

det(A) = Pf(a;;)*.

Es necesario comprobar que en la definicion anterior existe tal polinomio y es tnico.
Puesto que det(A(x)) evaluado en x;; = a;; es det(A), el polinomio Py (z) de la proposicién
anterior cumple todas las condiciones de la definicién. Para ver que es el tinico que las
cumple basta recordar que dos polinomios sobre K que coinciden como funciones son
iguales.

A continuacion, se utilizard esta nueva herramienta para calcular determinantes y de-
mostrar que el subgrupo especial del grupo simpléctico es todo el grupo.

Proposicién 2.6. Sea A una matriz antisimétrica regular y C una matriz reqular. En-

tonces: Pf(C'AC) = det(C) Pf(A).

Demostracién. La matriz A es antisimétrica y también lo es C*AC de modo que sus
determinantes se pueden escribir en términos de sus pffafianos como det(A) = Pf(A)? y

det(C'AC) = Pf(C*AC)?. Ahora bien, ya que det(C*AC) = det(C)? det(A) se tiene que
Pf(C'AC)? = det(C)? det(A) = (det(C) Pf(A))>.
Consideramos ahora los polinomios Pf(C(y)* A(x)C(y)) y det(C(y)) Pf(A(z)) de K[z;j, yxe]

donde las variables x;; son las entradas superiores de A(x) y las yx, son las entradas de
C(y). Por lo anterior, el cuadrado de estos polinomios coincide como funcién polinomial
de tal manera que:

PE(C(y)'A(z)C(y)) = £ det(C(y)) PE(A(x)).

Para finalizar la prueba hace falta determinar el signo para lo cual se realiza la evaluacion
C=A=J.

PE(CAC) = PE(JTJ) = PE(J),
det(C) PE(A) = det(J) PE(J) = PE(J),

Se concluye asi que el signo correcto es el positivo y que Pf(C*AC) = det(C) Pf(A).
0

Corolario 2.7. Dada M una matriz simpléctica. Entonces, det(M) = 1.

Demostracion. Como M es simpléctica, M*JM = .J. Aplicando la proposicién anterior a
J, que es antisimétrica, y M, que es regular; se obtiene que

det(M) PE(.J) = PE(M'JM) = Pf(J)
y como Pf(J) =1#0, det(M) = 1. O]
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3. TRANSVECCIONES SIMPLECTICAS

En esta seccién se describe una clase especial de isomorfismos lineales: las transvec-
ciones simplécticas. Estas generan todo el grupo Sps,(K) lo que permite proporcionar
otra demostracion de que todos los isomorfismos simplécticos conservan la orientacién y
probar que el centro de Spa,(K) se reduce a {+1d}.

Como hasta ahora, E es un espacio vectorial y w es una forma bilineal antisimétrica.
Para simplificar la escritura se introduce la notacién z -y = w(z,y) a semejanza del
producto escalar habitual.

Definicién 3.1. Una transveccion simpléctica es un isomorfismo simpléctico de la forma:
o.(r) =z +c(u-x)u.

Donde ¢ € K y u es un vector fijo de E que determina la direccion de o..

Para garantizar que esta definicion es correcta es necesario comprobar que una aplica-
cién asi definida es un isomorfismo simpléctico.

= La aplicacion o, es lineal.

oz +y)=z+y+clu-(v+y)u
=r+y+ C(u ’ I’)U + C(u ’ y)u - 0‘0(1') + Uc(y)a
oc(Ax) = Ax + c(u - A\x)u = Az + Ae(u - x)u = Aoo(z).
= La aplicacion o, es un isomorfismo.
En efecto, como o, es un endomorfismo de un espacio vectorial finito es suficiente ver
que es inyectiva. Si o.(x) = 0, necesariamente x = \u de modo que u-x = Au-u =0
y, en consecuencia, 0 = o.(x) = x.
» La aplicacion o, es simpléctica:
oe(x) - 0c(y) = (x4 c(u- x)u) - (y + c(u- y)u)
=z-y+cu-z)(u-y)+clu-y)(r-u)+clu-z)e(u-y)(u-u)
=z-y+c(u-z)(u-y)—clu-y)(u-z)=x-y.

(3.2) Expresiéon matricial. Para su uso posterior, se explicita la matriz M de una
transveccion simpléctica o. Nos interesa usar coordenadas respecto de una base simplécti-
ca, respecto de la cual la forma antisimétrica w tiene la matriz J de 1.10. En esta situacion,
la transveccién o(x) = x + ¢(u - x)u tiene por matriz M = I + culuJ.

En efecto, tenemos u - x = uJz' y para multiplicar matricialmente este niimero por la
matriz columna u’ el orden correcto es u'(uJx'), con lo que

o(x) = 2" + cul(uJz") = 2* + c(u'u)z' = (I + cu'ud)z,

como interesaba. O
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Las transvecciones simplécticas son un tipo especial de simplectomorfismos por lo que
cabe preguntarse que condiciones ha de cumplir un simplectomorfismo para asegurar que
es una transvecciéon. La siguiente caracterizacién resuelve ese interrogante.

Proposiciéon 3.3. Sea o un simplectomorfismo, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(i) o es una transveccion simpléctica.
(i) o deja fijos todos los puntos de un hiperplano.
(iii) o es de la forma o(xz) = x + ¢(x)u con ¢(x) € K, es decir, existe algin u € E tal
que para cualquier © € E se satisface o(x) —x € Llu).

Demostracion. (i) = (ii): Un vector z de E es fijo de o siy solo si ¢(u-z) =0. Sic =0, la
aplicacion o es la identidad y todo el espacio queda fijo, en particular cualquier hiperplano.
En caso contrario, ¢ # 0 y u -z = 0, es decir, Fix(o) es el hiperplano conjugado de u.

(ii) = (iii): Sea H hiperplano de puntos fijos por o, x € E e y € H. Entonces:
(o(x) —2) y=o(x) y—z-y=o(x) y—o(z) oy)
=o(z)-(y—o(y) =o(x)-0=0.
Esto significa que o(z) —z € H*, la recta conjugada del hiperplano H. Lo que demuestra
(iii) con u cualquier vector tal que Llu] = H*.
(iii) = (i): Si la aplicacién es de la forma dada:
oc(z) - 0c(y) = (z + d(x)u) - (y + ¢(y)u)
=z-y+o(@)(u-y)+ o)z - u) + o(z)d(y)(u-u)
=z-y+o(@)(u-y) —o(y)(u-z).

Al ser o un simplectomorfismo o.(x)-0.(y) = x-y y se concluye que ¢(z)(u-y) = ¢(y)(u-x).
Si ahora se elige y tal que u -y # 0, lo cual es posible ya que w es regular, se obtiene que

_ ¢y _
6(r) = T - 2) = efu-2)
y, en consecuencia, ¢ es una transveccion. |

A continuacién se demuestra una propiedad sencilla de las transvecciones que poste-
riormente serd muy util para determinar el centro de Spa, (K).

Proposicién 3.4. Sea o una transveccion simpléctica distinta de la identidad cuya direc-
cién es u y sea T un simplectomorfismo, entonces ToT~! es una transveccion distinta de
la identidad cuya direccion es T(u).

Demostracion. Para cualquier simplectomorfismo 7 se tiene que
ror N 2) —x =1(o7  z) — 7 (2)).

Ahora bien, como ¢ es una transveccién de direccion u, o7 ' (z) — 77 (x) = M y por
lo anterior 707~ !(z) — x € L[r(u)]. Finalmente, al ser 7 un isomorfismo, 7(u) es no nu-
loy 7o~ ! es, por 3.3, una transveccién distinta de la identidad con direccion 7(u).

OJ
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Los resultados recogidos en los lemas siguientes son pasos previos a la demostracion de
que las transvecciones generan el grupo Sps,(K). En ellos se procede a estudiar como,
dados dos vectores o dos planos hiperbdlicos, se puede transformar uno en el otro mediante
aplicaciones sucesivas de transvecciones.

Lema 3.5. Seanv,w € E distintos, existe una transveccion simpléctica o tal que o(v) = w
sty solo siv-w # 0.

Demostracion. Si existe una transveccion tal que o(v) = w, entonces w —v = o(v) —v €
L[u] por lo que podemos suponer que w — v es su direccién. Asi, la transveccion es de la
forma o(z) =z + ¢((w — v) - )(w — v) y al imponer o(v) = w se tiene

w=v+c((w—2v) v)(w—2v)=v+c(w-v)(w—").

En consecuencia c(w-v) =1y w-v # 0.

Para ver el reciproco basta comprobar que la transveccién con direccién w — v y
c=1/(w - v) satisface o(v) = w. O

Lema 3.6. Sean v,w € FE distintos tales que v - w = 0, existen dos transvecciones
simplécticas cuya composicion transforma v en w.

Demostracién. Los subespacios L[v]* y L{w]* son dos hiperplanos de un espacio vectorial
E de dimensién finita, por tanto, la unién de ambos no es todo el espacio, es decir, existe
ze€ Etalquev-z# 0y z-w # 0. Por el lema anterior, existen transvecciones oy y o9
con 01(v) = z y 03(z) = w. Entonces, g901(v) = w. O

Lema 3.7. Sean H = Llv;,w] y H = L[vy, ws] dos planos hiperbolicos. Eriste una
composicion o de a lo sumo cuatro transvecciones que cumple: o(vy) = vy y o(wy) = ws.

Demostracion. Por el lema anterior existe una composicion o’ de a lo sumo dos transveccio-
nes tal que o’ (vy) = vy y o' (wy) = w). Es suficiente ver que existe un simplectomorfismo o”
composicién de como mucho dos transvecciones que satisface o”(vy) = vy y o’ (wh) = ws.
Se distinguen dos casos:

Siwh-wq # 0, por el lema 3.5 existe una transveccion o” tal que o”(wh) = wy. Ademaés,
0" deja fijos los puntos del hiperplano L[w)—w,]*. Veamos que v esté en dicho hiperplano.
En efecto, como ¢” es un simplectomorfismo, L[vs, w)] es un plano hiperbélico. Entonces,
vy - (Wh — wy) = vy - wh — vy - wy =1 —1 =0 como queriamos ver.

Si wh - we = 0 se recurre a componer dos transvecciones como las del caso anterior. El
plano H” = L]vy, vy + wy| es hiperbdlico ya que vy - (v + wy) = vg - wy = 1. Ademas:

wy - (Vg +wy) = —1#£0,
wé'(U2+w2):—1§£0.
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Aplicando el primer caso para H, H" y H”, H’', existen transvecciones o1, oo tales que

o1(v2) = va,  01(v1) = Vg + W,

0'2(1}2) = V2, 0-2(/02“1—“}2) = Ws.

Asi, 0 = 09071 es composicién de dos simplectomorfismos buscada. 0

Proposicién 3.8. Todo isomorfismo simpléctico T € Spa,(K) es composicion de a lo
sumo 4n transvecciones simplécticas.

Demostracion. Sea B = {v1,ws, ..., v,, w,} una base simpléctica ordenada de modo que

L[v;, w;] forman un plano hiperbdlico, B = {v] = 7(v1), w} = 7(wy), ..., v}, = 7(vy), W), =
7(wy)} es una base por ser 7 isomorfismo y es simpléctica por ser T simpléctica. Mdas atin,

los subespacios L|[v}, w}] son planos hiperbdlicos.

Se va a demostrar que existe una composicién de a lo sumo 4n transvecciones que
transforma los vectores de la base B en los de la base B’ y, por tanto, 7 serd dicha
composicién pues coincide con ella en una base. Se procede por induccion en n, el nimero
de planos hiperbdlicos cuya suma directa es el espacio total. Para n = 1, el espacio vectorial
E es un plano hiperbdlico por lo que basta aplicar el lema 3.7. Veamos el paso inductivo.
Definimos H = Llvy,w,] y H' = L[v},w}] de modo que E = HOH* = HHQ H"" y
por el lema 3.7 existe una composicion ¢ de a lo sumo cuatro transvecciones tal que
o(H)=H' o(v1) =v] y o(wy) = w}. Ademds, como o(H) = H' también se cumple que
o(H*) = H™*. Puesto que la dimensién de

H™* = Ly = (), wl = o(wy), ..., v = a(vy,),w! = o(w,)]
es 2n — 2, por la hip6tesis de induccién, existe un composicion ¢’ de a lo sumo 4(n — 1)
transvecciones de H'* tal que o’ (v)) = v} y o’ (w!) = w} para i = 2,...,n. Basta entonces
comprobar que la aplicacién Id @D ¢’ es una sucesién de transvecciones de F y aplicar
estas tras las cuatro primeras de o.

En efecto, sea 0. una transveccién de las que forman o', su ecuacién es o.(z) =
x+ c(u-z)u con u € H'*. Ahora bien, si z € H’' se tiene que u -z = 0 y la ecua-
cién anterior extendida a E es la identidad al restringirse a H'. De esto se concluye que
(IdDo.)(z) = z + c(u - z)u. Por tanto, Id O o es una transveccién de E e Id Do’ es
composicion de las aplicaciones Id () o.. O

Una vez visto que las transvecciones generan todo el grupo Spy,(K) se puede deducir
que los simplectomorfismos conservan la orientacién de forma alternativa a como se realizo
en la seccion anterior.

Corolario 3.9. Todo elemento T € Spo,(K) preserva la orientacion.
Demostracion. Puesto que las transvecciones generan Spa, (K), 7 es composicién de trans-

vecciones y su determinante es el producto del determinante de estas transvecciones. Asi,
basta ver que el determinante de estas es +1. En efecto:

0(2:/2(37) = 0.p2(z + 3c(u-2)u) = + c(u- x)u = o.(x)



14 MIGUEL A. BERBEL

Entonces, det(o.) =det(o.2)* y como det(o./2) ==£1 se concluye que det(o.)=1. O

También se obtiene como corolario el centro del grupo Spa, (K).

Corolario 3.10. EIl centro de Spon(K) es {£1d}.

Demostracion. Sea T un elemento del centro de Spa, (K) distinto de la identidad y o una
transveccién con direccién u, se tiene que To7~! = o. Por la proposicién 3.4, o771 es
una transveccién con direccién 7(u) de lo que se deduce que L[7(u)] = L[u]. Ya que esto
se obtiene para cualquier transveccion, se cumple para todas las direcciones u, y todos
los vectores son vectores propios. Por tanto, 7 es una homotecia. Finalmente, al ser 7

simpléctica y distinta de la unidad, 7 = —Id. [

4. EL GRUPO DE LIE SIMPLECTICO REAL

A partir de ahora suponemos que K es el cuerpo R de los niimeros reales y denotaremos
simplemente Sps, a Spa,(R). Este grupo, al verlo como las matrices simplécticas de orden
2n con coeficientes reales, puede dotarse de una topologfa heredada de R?"*2" E] objetivo
de esta seccién es determinar que Spo, es un grupo topolégico conexo, y que de hecho es
un grupo de Lie, es decir, es una variedad diferenciable y las operaciones de grupo son
diferenciables.

En primer lugar se confiere a Sps, de estructura de espacio topoldogico. Como se acaba
de comentar, se considera Sps, como el grupo de matrices simplécticas de orden 2n con
coeficientes reales de modo que Sps, C R?*2" y Sp,,. hereda la topologia usual T, de
R?"*2"Se pueden consultar mds detalles sobre los conceptos bésicos de topologia en [10].

(4.1) La norma de Frobenius. (1) La topologia usual T, estd definida por la norma
euclidea, que para una matriz cuadrada de orden n, A € R?"*2? ge escribe

Esta norma de A puede calcularse a partir de la norma euclidea de sus filas A;, 0 de
sus columnas A,;:

IA[l =
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(2) La propiedad esencial de la norma de Frobenius es que es submultiplicativa en el
sentido siguiente: dadas dos matrices cuadradas reales A y B de orden n se cumple

1A~ BI* < [AII*IB]*.

En efecto, las entradas de la matriz A- B son los productos escalares usuales de las filas
de A por las columnas de B, asi

|A- Bl = | Y (AB)} = | ) (A, B.j).
i,j=1 i,j=1

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz para la norma euclidea se sabe que (Aj., Bej)? <
| Aie||?|| Baj]|?. Por tanto, al sustituir en la expresién anterior:

S (A B2 < | S A8l

\i,j:l ij=1
= \ D 1AW 1IBGI2 = 1ANIBI,
i=1 j=1

|A- Bl =

tal como se queria ver.

(3) Con la topologia usual las operaciones de matrices son continuas, de hecho, dife-
renciables:
producto : (A, B) — A- B, A, B € R¥xn,
inversa : A — A7 A € R det(A) # 0.

En efecto, las componentes del producto son (A - B);; = >, aubyj, es decir, son fun-
ciones polinomiales, luego diferenciables. En cuanto a la inversa, sus componentes son las

funciones racionales
Oéjl'

A_l ij — 5

(A7 det(A)
donde a;; es el (7, j)-ésimo menor adjunto de A, y estos cocientes son diferenciables donde
el denominador no se anula. 0J

Una vez familiarizados con la topologia del grupo simpléctico la primera propiedad que
establecemos es la conexion.

Proposicion 4.2. El grupo Sps, es conexo por caminos.

Demostracion. En primer lugar se va a construir un camino desde la identidad a cual-
quier transveccién simpléctica. Dada una transveccién o, tal que o.(x) = x + c(u - x)u
consideramos la aplicacion:

v :[0,1] = Spay, 1 t — 0y = My,

donde la matriz de o4 es, como se vio en 3.2, M, = I + tculuJ. Vemos que las entradas
de M; son polinomios de grado 1 en ¢, luego

t e y(t) = M, € R
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es un camino continuo. Ahora construimos un camino desde la identidad a cualquier
simplectomorfismo 7. Puesto que las transvecciones generan el grupo simpléctico existen
transvecciones oy, . .., 0, cuya composicion es 7. Si My, ..., M, son sus respectivas matri-
ces, la matriz del simplectomorfismo 7 sera su producto M = M, --- M; y el problema se
reduce a encontrar una aplicacién continua 7 : [0, 1] — Spa, tal que v(0) =1y

v(1) =M, = M, - M.

Pero para ello basta construir caminos v;(¢) = M, ; como anteriormente desde la identidad
a o; y multiplicarlos matricialmente:

7(75) = Mr,t T Ml,t

El camino resultante es continuo por la continuidad del producto de matrices y permite
conectar la identidad a cualquier simplectomorfismo. En suma, dos de estos siempre se
pueden conectar, y Sps, €s conexo por caminos. O

(4.3) Sp2, es un grupo de Lie. Ahora se va a demostrar que el grupo simpléctico
real es una variedad diferenciable. Tras ver esto se concluye inmediatamente que Sps, es
un grupo de Lie ya que se ha obtenido anteriormente que el producto y la inversion de
matrices son operaciones diferenciables. La argumentacion estd inspirada en un ejercicio
propuesto en [5].

(1) Se define la aplicacién f : R*™?" — 3 : A — A'JA donde J es la matriz de
la proposicién 1.10 y ¥ denota el subespacio de R?"*?" correspondiente a las matrices
antisimétricas. Es claro que A'JA es una matriz antisimétrica por serlo J. Por tanto, f
estd bien definida. Ademés, es una funcién diferenciable pues las entradas de A'JA se
expresan como polinomios de las entradas de A.

(2) Se obtiene la derivada de f en A, daf, a partir de las derivadas direccionales. Sea
B e R2n><2n:

(A+hB)'J(A+hB) — ALJA

daf(B) = lim

h—0 h
_ i A'JA + hB'JA+ hA'JB + h*B'JB — A'JA
= a0 h
= }llir% B'JA+ A'JB+ hB'JB = B'JA + A'JB.

—

En consecuencia,

daf : R*™ 53 : B B'JA+ A'JB.

Se observa que la derivada de f también tiene su imagen en Y. Veamos ahora que dy4 f
es suprayectiva si A es regular. Para ello, dada M una matriz antisimétrica se busca una
matriz B que resuelva la ecuacién: B'JA + A'JB = M. Ahora bien, de la antisimetria
de J se tiene que B'JA = (A'J'B)t = —(A'JB)" y de la antisimetria de M que M =
(M — M")/2. Asi, reescribimos la ecuacién como:

A'JB — (AYJB) = 1M — LM,

Es decir, basta resolver A'JB = %M . Esto es posible siempre que A sea regular ya que,
al ser J invertible, A'J también lo es.
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(3) Spo, es la preimagen de J por f y como daf es sobreyectiva en cualquier matriz
regular, por el teorema de la funcién implicita Sp,, es variedad diferenciable de dimensiéon
2n x 2n —dim(X) =2n x 2n —n(2n — 1) = n(2n + 1). O

(4.4) Espacios tangentes. El espacio (vectorial) tangente en A € Spo,, a Spa, se denota
T'4Spa, y corresponde al nicleo de d4 f, es decir,

TaSpa, = ker(daf) = {B € R**"|B'JA+ A'JB = 0}.

En particular,
T1Spon = {B € R**"|B'J + JB = 0}.

(1) Si A € R?™2" es una matriz regular, la aplicacién lineal ¢(M) = AM es un isomor-
fismo lineal de R**?" con inverso ¢~ }(M) = A~1M. Por ello, si A es un automorfismo
simpléctico, la restriccion ¢|Sps, es un difeomorfismo de nuestro grupo de Lie (con inverso
¢t Spay). Estas son las traslaciones del grupo.

(2) Puesto que la traslacién ¢ es una aplicacién lineal, es su propia derivada. En con-
secuencia, define un isomorfismo lineal

¢ = dlqb : TISPQn — TASp2n7

que permite identificar cada espacio tangente del grupo con el tangente en la identidad:
TASp2n =A- TISan'

En las secciones siguientes nos dedicaremos a comprender el significado de este espacio
tangente.

5. LA APLICACION EXPONENCIAL

Para estudiar el espacio tangente T7.Sps, utilizaremos la funciéon exponencial para ma-
trices, por lo que se procedera a realizar una presentacion elemental de la misma. Consi-
deramos matrices de orden m x m (en nuestro caso m = 2n). La referencia fundamental
para esta seccién es [3].

(5.1) La aplicacién exponencial. La exponencial de una matriz M se define formal-
mente mediante la igualdad

Esta serie es absolutamente convergente en todo su dominio ya que la norma de Frobenius
es submultiplicativa y

+00 1 +00 1 +oo 1
S H@M'“H =D MM < D0 Sl = exp(l|a])).
k=0 k=0

Esto muestra en primer lugar que la funcién exp : R"*" — R™ ™ : M > exp(M) estd bien
definida y es continua, pero de hecho muestra que es analitica y por tanto diferenciable
de clase oo.



18 MIGUEL A. BERBEL

En efecto, hay que probar que las componentes exp,;(M) = ,J;Of) é, (M");; son funciones

analiticas respecto de las entradas M;; = x;; de la matriz M. Para ello observamos que
la serie anterior es realmente un desarrollo en serie de potencias de x;; en el origen (1) y
que ademds es absolutamente convergente (2).

(1) Lo primero se concluye a partir de la siguiente expresién explicita para (M*);;:

m

kY. E
(M )ij - Liry Lryrg * " Lry_q5-

Ty Te—1=1

Obtenemos la expresion mediante induccién. Para k£ = 1 se cumple trivialmente ya que
M;; = z;;. Mientras que el paso inductivo queda:

m
k _ k—1
(M )ij - § , (M )iTk 1 Tk 1J = E , E , Liry * " Lr_gri_1 " Try_1j
rg—1=1 Tk—1=1 7r1,..,Tp—2=1

m

= E Liry * " Try_yj

Tl Te—1=1

No obstante, para ver que exp;; es analitica solamente es necesario saber que (M "“’)ij
es un polinomio homogéneo de grado k en las variables x;;, Py (z), cuyos coeficientes, a,,
son no negativos. Asi, se puede escribir expij(M ) como la serie de potencias:

+o0 +oo
SIS S LMD S VAR ok S e P
k=0 k=0 k=0 " |v|=k

(2) Ahora comprobamos que la serie ;%) 4 > vj=k |av@”| es convergente. Observamos

que al ser los coeficientes a, no negativos:
+00 1
S5 Y =3 g Y e =Y Rl
k=0 " |v|=k k=0 " |v|=k

Si se define M la matriz cuyas entradas son las de M en valor absoluto, es decir, M;; =
|zi;], se verifica que

ZMZMM Zm&m Z <W_Z—Wmewm

k=0 lv|=k

Donde se ha empleado que la norma de Frobenius de una matriz es siempre mayor que el
valor absoluto de cada una de sus entradas y que es submultiplicativa. [

La exponencial cumple las propiedades esperables, pero hay que enunciarlas con preci-
sién:

Proposicién 5.2. Se cumple:

(i) exp(0) = 1.
(ii) exp(M + N) = exp(M)exp(N) si M y N conmutan.
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(iii) exp(M)exp(—M) = 1.
(iv) exp(M?") = exp(M)".
(v) Si N es invertible, exp(N"'MN) = N~'exp(M)N.

Demostracion. Para ver (i) basta sustituir en la serie. Para hallar (ii) se observa que, como

M y N conmutan, (M + N)* = Zf:o (l:) M"N T y se puede sustituir en la serie esta

expresion debido a la convergencia absoluta:

“+oo 1 “+oo 1 +oo 400 1
exp(M) exp(N) = M > SN = >N G M'N
r=0 ' s=0 r=0 s=0
+00 k 1 +00 1
= —————M'N¥" | = —(M+N)"
Z ri(k —r)! Zk'( +N)
k=0 \ r=0 k=0
= exp(M + N).

(iii) se obtiene de (i) e (ii). Por su parte, (iv) se obtiene al emplear en la serie que
(Mt)n - (Mn)t y (V) al observar que (N*lMN)n — N~ 1M"N. 0

Para finalizar esta seccién se demuestra una propiedad de la aplicacién exponencial que
también se empleard en la siguiente seccion para construir parametrizaciones locales de

Spgn.
Proposiciéon 5.3. La aplicacion exp : R™*™ — R™*™ es un difeomorfismo local en 0,

pues su derivada en 0 es la identidad: dyexp(M) = M.

Demostracion. Basta calcular la derivada direccional:

exp(0 + hM) — exp(0) Z;ﬁ% %hkMk — exp(0)

do exp(M) = Jim h = h
o0 1
_ 1y L opk=lpsk
= }llil(lj kg_l k:!h M M.

Asi, la derivada dyexp es un isomorfismo lineal, y por tanto la aplicacién exponencial es
un difeomorfismo local en 0. O

6. EL ALGEBRA DE LIE DEL GRUPO SIMPLECTICO

En esta seccion vemos el papel que juega el espacio T;Sps,, que denotaremos a par-
tir de ahora sp,,,. Empezamos viendo como sp,,, nos permite obtener parametrizaciones
locales de Sps, a través de la aplicacién exponencial. Posteriormente se estudiardan los
subgrupos uniparamétricos de Sps,, que son las imagenes de homomorfismos diferencia-
bles de R (como grupo aditivo) en Sps,. El espacio sp,,, permite describir estos subgrupos
completamente.
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(6.1) Parametrizaciones locales de Sps,. (1) Comenzamos observando que si M estd
en sp,,, exp(M) estd en Spa,. En efecto, si M estd en sp,,,, por lo visto en 4.4, se cumple
que M'J + JM = 0. Asi, J-'M'J = —M conmuta con M y por la propiedad (iii) de la
exponencial:
I =exp(J 'M'J+ M) = exp(J 'M"J) exp(M)

De las propiedades (v) y (iv) se obtiene

I =JYexp(M")Jexp(M) = J ' exp(M)"J exp(M),
y exp(M) estd en Spa,.

(2) Acabamos de ver que la aplicacién exponencial restringida a sp,,, tiene imagen en
Span, v éstas son dos variedades diferenciables de la misma dimensiéon. Como en la pro-
posicién 5.3 se ha obtenido que la aplicacion exponencial es un difeomorfismo local en 0,
dicha restriccion es una parametrizacion local de Sp,, en I. Ademads, si se quiere tener
una parametrizacion local en A de Sp,, basta aplicar la traslacién correspondiente del
grupo Spe, (ver 4.4) tras la parametrizacién que se acaba de definir en 1. [

Todo lo que queda de seccién lo dedicaremos al estudio de los subgrupos uniparamétri-
cos. A pesar de que su definicién en apariencia no estéd relacionada con el tangente sp,,,,
pronto veremos que si. La referencia esencial en esta parte es [2].

Definicién 6.2. Un subgrupo uniparamético de Spo, es una aplicacion diferenciable v :
R — Sps, que satisface

Yt +s) =7(t) - 7(s)
para cualquier par de nimeros reales t, s. Es decir, es un homomorfismo diferenciable de
R, considerado como grupo aditivo, en Spo,.

Ejemplo 6.3. Fijada M de sp,, se considera la aplicacién fj; : R — sp,, @ t — tM,
que es lineal, luego diferenciable. Se define entonces v, = exp o fyy,
v i R — Spay, 1t — exp(tM),

que es un subgrupo uniparamétrico de Sps,. Esto es debido a que 7, es composicién de
aplicaciones diferenciables y a que, por conmutar tM y sM para cualesquiera t y s reales,
se obtiene la condicién de homomorfismo:

m(t+s) =exp((t +s)M) = exp(tM) exp(sM) = vy (t)yas(s).
Destaquemos que v},(0) = M (por la regla de la cadena y 5.3). O

Observacién 6.4. Es equivalente en la definicion anterior pedir solamente que v sea
diferenciable en 0, ya que en ese caso de la propiedad de homomorfismo se deduce que vy
es diferenciable en R. En efecto,

(1) = tim W =IO gy TN =IO 10, 2000y — 1130) = 5/ 00

Ademés de la diferenciabilidad, obtenemos la férmula /() = 4/(0)7(t). De forma similar
se obtiene v'(t) = v(t)7'(0). O
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Ahora vamos a probar que los ejemplos de subgrupos uniparamétricos que acabamos
de describir en 6.3 son en realidad todos los que hay.

Proposicién 6.5. Sea v : R — Spo, un subgrupo uniparamétrico de Sps,. Entonces, es
de la forma
v i R — Spoy, t t — exp(tM)

para algun M € sp,,,.

Demostracion. Por ser v un homomorfismo se tiene que (0) = I. Por tanto, 7/(0) estéd en
T1Spon = §Ps,. Si se llama M a ~/(0), se concluye de la observacién 6.4 que v es solucién
de la ecuacion diferencial

V(t) =) M
con la condicién inicial v(0) = I. Como tal solucién es tunica, el resultado se concluye
probando que 7y, (t) = exp(tM) es solucién de dicho problema de valor inicial. Pero como

vy €es un subgrupo uniparametrico eso es de nuevo la observacién 6.4 aplicada a ;.
O

De esta manera, hemos determinado todos los subgrupos uniparamétricos del grupo
simpléctico: se corresponden biyectivamente (via la exponencial) con las matrices del
espacio tangente sp,, = T7Spa,. De hecho, un grupo uniparamétrico y(t) = exp(tM) esta
determinado por M = ~/(0), es decir, por su restricciéon a cualquier intervalo (—e,e) C R

Aunque no desarrollaremos este tema, digamos que sp,, es la denominada dlgebra de
Lie de Sps,, v es un algebra porque se equipa con el corchete de Lie

[M,N] = MN — NM.

Por supuesto, es necesario comprobar que este producto esta bien definido, pero dada la
caracterizacion de las matrices del espacio tangente, esto se reduce al siguiente calculo

JIM,N] = J(MN — NM) = JMN — JNM = —M'JN + N'JM
= M'N'J — N'M'J = —(=NM + MN)'J = —[M, N]'J.

Mencionemos también que la descripcion
5Py, = {M € R¥?" : "™ ¢ Sp, para todo t € R},

implicita en todo lo anterior, esta detras de que Sps, sea un grupo de Lie. El hecho general
es que un subgrupo cerrado de un grupo de Lie es un grupo de Lie. Para subgrupos cerrados
G de un grupo lineal GL,,(R) la estrategia de demostracién es (i) probar que

g={M e R : ™ ¢ G para todo t € R}

es un espacio vectorial, (ii) ver que la exponencial es un difeomorfismo de un entorno de 0
en g sobre un entorno de I en G, luego es una parametrizacién de G en I, y (iii) usar las
traslaciones del grupo G para parametrizar G en los demés puntos. En nuestra exposicion
todo esto ha ido viéndose directamente para Sps,, sin apelar a su condicién de ser un
subgrupo cerrado de G Ls,(R). Pero esa condicién es esencial, por ejemplo, para ver que
g es un espacio vectorial aunque la exponencial de la suma de matrices no es siempre el
producto de las exponenciales. En [2] se realiza una introduccién a los grupos de matrices
en el contexto mas general de la teoria de grupos de Lie matriciales.
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7. EL GRUPO ORTOGONAL SIMPLECTICO

En esta seccion se describe el grupo ortogonal simpléctico, que es el subgrupo R, =
Ry, (R) de Sps, formado por las rotaciones simplécticas, es decir, los automorfismos
simplécticos que son ortogonales: Ry, = Os, N Spa,, donde Oy, = O, (R) denota al grupo
de los isomorfismos ortogonales de R?", o equivalentemente a las matrices ortogonales de
orden 2n.

Iniciamos el estudio de R, mostrando las condiciones que ha de satisfacer una matriz
M de R,,. Esto es muy sencillo puesto que es conocido que las matrices ortogonales son
aquellas que satisfacen M* = M~! y hemos visto que las simplécticas son las que cumplen
M!JM = J con J de la proposicién 1.10. Es decir, las matrices de Ry, son aquellas que
satisfacen ambas condiciones. No obstante, es interesante expresar estas condiciones en
terminos de los bloques de orden n de M.

A B
v-(e )
una matriz de orden 2n y A, B,C, D € R"™" su bloques de orden n. M es una rotacion
simpléctica si y solo si se cumple:

Proposicién 7.1. Sea

D=A, C=-B,
A'A+ B'B =1,
A'B—B'A=0.

Demostracién. Siempre y cuando se cumpla M?! = M~!, la condicién correspondiente
a la caracterizacion de simplectomorfismo se puede reescribir como JM = M.J. Si se
multiplica por bloques ambas matrices, se obtiene que:

C D -B A
= (6 D) = (78 )
Asi que JM = MJ se cumple cuando D = Ay C = —B. Entonces, las matrices de Ry,
son aquellas que satisfacen estas dos ecuaciones y son ortogonales. Puesto que:

AWM:<N fy)(A B):<NA+B@ mB—BM)
Bt A -B A B'A— A'B B'B+ A'A)°
se tiene que I = M'M si y sélo si:
A'A+ B'B =1,
{ A'B - B'A=0.
O

A continuacién vamos a ver que Ry, es un subgrupo de Lie cerrado de Sp,,. Se va a
. . 2 2 . . . . .,
considerar Rs, como subconjunto de R™ x R™ mediante la siguiente aplicacion:

. Tpn? n2 2nXx2n . A B
g:R" xR" - R .(A,B)»—><_B A)'
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La aplicacién ¢ es lineal, por tanto, diferenciable y con derivada coincidente con ella
misma. Ademas es inyectiva, de modo que es biyectiva sobre su imagen. Existe entonces
una inversa definida en la imagen de g que también es lineal y diferenciable. En resumen,
g es un difeomorfismo entre R™ x R™ y su imagen por g.

Se define ahora
U={(A,B) eR” xR" : A'A+ B'B=1,A'B — B'A = 0}.

Su imagen por g es R, lo que permite concluir de lo anterior que U y Ry, son difeomorfos.
Asi, para ver que Ry, es una variedad diferenciable de dimensién n?, se prueba que U lo es.
Esto se hace de forma similar a como se demostrd que Sps, es una variedad diferenciable.

o o s . . 2 2 .
Proposicion 7.2. El conjunto U anterior es cerrado en R™ x R™ | y es una variedad

diferenciable de dimension n?.

Demostracion. Se define la aplicacion
FiRY X R™ — S5 5 ¥ (A, B) — (A'A + B'B, A'B — B'A),

donde T¥™ 197 denotan respectivamente los subespacios lineales de R formados por las
matrices simétricas y por las antisimétricas. Ademaés se designan f; y fo a las componentes
de f. Observamos que U es la preimagen de (1, 0) por f, con lo que es cerrado en R™ xR™,

Dado (A, B) € U, calculamos las derivadas parciales de las componentes fi, fo a partir
de las derivadas direccionales igual que se hizo en 4.3(2) y resulta:

dafi(e, BYM = A'M + M"A, dafa(e, B)YM = M'B — B'M,
dpfi(A,e)N = B'N + N'B, dpfa(A,@)N = A'N — N'A,

donde M, N son matrices de R™. En consecuencia la derivada de f es:
dap) f(M,N) = (dap) fi(M,N),da,p)f2(M,N))
= (dafi(e, B)M+dpfi(A, )N, dafs(e, B)M+dp[f>(A, e)N)
= (A'M+M'A+B'N+N'B, M'B—B'M+A'N—N'A)
( (A"M+B'N) + (A'M+B'N)', (A*N—B'M) — (AtN—BtM)t).

Se observa que por supuesto la imagen de d(4, p)f estd en ¥sim o et Veamos que de
hecho es todo este espacio:

e Sea V' una matriz simétrica de orden n. Se toma M = %AV y N = %BV, y se tiene
que
%MM+HN:%MM+Bt)::y( BV =1
AN — B'M = YA'B ~ BIAYV = Lfo(A, B)V = 0.
Asi, con esta eleccién de M y N, diapyf(M,N) = (V,0).

e Sea W una matriz antisimétrica de orden n. Se toma M = ——BW y N = AW, y
se tiene que

(—A'B+ B'A)W = 1f:(A, B)W =0,
(A'A+ B'B)W = L fi(A, B)W = iW.

1
2
1
2

A'M + B'N =
A'N — B'M =
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Por tanto, dia gy f(M,N) = (0,W).

De estos dos calculos resulta que da,p)f es suprayectiva para cada (A,B) € U. En
consecuencia, por el teorema de la funcién implicita, U es una variedad diferenciable de
dimensién

dim(R™ x R™) — dim (5™ x 2%) = 2n2 — (In(n + 1) + In(n — 1)) = n?.

Corolario 7.3. El grupo de rotaciones simplécticas es una variedad diferenciable de di-
mension n? y un subgrupo de Lie compacto de Spa,,.

-z . . . ., . 2 2

Demostracion. El grupo R, es difeomorfo a U via la inclusion lineal ¢ : R™ x R™ —
R2"*2n v por tanto, es una variedad diferenciable de dimensién n%. Como las inclusiones
. . . n2 n2 .

lineales son aplicaciones cerradas, y U es cerrado en R™ x R™ | concluimos que Rs, es
cerrado de R?"*?". Para deducir la compacidad, falta comprobar que es acotado, pero
esto es cierto debido a que la norma de Frobenius de una matriz M de O,, es v2n. En
efecto, las columnas de M son las imagenes de los elementos de la base candnica por una
rotacion por lo que su norma euclidea es 1 y se halla:

M| =

8. EL ALGEBRA DE LIE DEL GRUPO ORTOGONAL SIMPLECTICO

Como ya vimos en la seccién 6 para el grupo simpléctico, es de especial interés conocer
el espacio tangente a un grupo de Lie dado, que es la denominada &algebra de Lie del
grupo. El grupo que nos concierne ahora es Rs, y denotaremos vy, = 17 Ry, su algebra de
Lie.

(8.1) Calculo de ty,. (1) Podemos utilizar la inmersién lineal g : R®* x R"* — R2x2n
que induce el difeomorfismo U — Ry, para calcular v. Como ¢ es su propia derivada e
I = g(I,0), por la regla de la cadena se concluye que va, es g(7(;0)U). El espacio tangente
Ti10)U se puede obtener facilmente a partir de la aplicacion f utilizada en la seccién
anterior:

TuoU =kerdirgf = {(M,N) € R" x R" : M + M' =0, N — N* = 0}.

M N an stm
t2n={P=(_N M):MEE tNex }

Como se ha visto en la demostracion de la proposiciéon 7.1, que el primer y el dltimo
bloque sean iguales y los otros dos opuestos equivale a que JP = PJ. Por otra parte,

Por tanto,
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que M sea antisimétrica y N simétrica es lo mismo que exigir que P sea antisimétrica.
Deducimos asi que t esté formado por las matrices antisimétricas P = —P* que satisfacen

P J+JP=—-PJ+JP=0.
Es decir, el dlgebra de Lie de Ry, es

t

(2) Este resultado no debe sorprendernos si reflexionamos acerca del significado de 3%
en este contexto. El grupo ortogonal O, se puede obtener como la preimagen de I por
la aplicacién h : R2*27 — $3stm - M s M'M, a la que se le puede aplicar el teorema
de la funcién implicita. Como d;h(M) = M + M*, se concluye que T;0,, = kerd;h
consiste precisamente en las matrices antisimétricas de modo que lo que hemos obtenido
anteriormente no es mas que la relacion:

TIR27L = TIOQn N TISp2n~

De todos modos, conviene senalar que no hay transversalidad aqui, en el sentido de la
topologia diferencial [9], pues

dim(T704y, + TrSpay) = n(2n — 1) +n(2n + 1) — n? = 3n* < dim(R****"),

y la transversalidad consistirfa en que T7Os, + T7.Spa, = R?™ x R?", O

Para completar esta revisién rapida del dlgebra de Lie vy, introducimos como en el caso
simpléctico la exponencial.

(8.2) Subgrupos uniparamétricos de Ry,. (1) En primer lugar, se tiene que exp(M) €
Ry, para toda matriz M € ts, (con lo que de nuevo la restriccién exp : to, — Ra, es una
parametrizacién local en I € Ry,,).

En efecto, a la vista de la descripcién anterior de ty,, y como ya comprobamos el
resultado para Spa,, basta ver que si M es antisimétrica entonces exp(M) es ortogonal,
pero por las propiedades de la exponencial 5.2:

exp(M)" = exp(M") = exp(—M) = exp(M) .

(2) Se cumple que
to, = {M € R*™?" : M ¢ R, para todo t € R},
En efecto, el contenido C lo acabamos de ver. Para el otro, observamos que si la curva
v(t) = ™ € Ry, estd bien definida, su velocidad en I = v(0) es M = +/(0) € Ty Ry, = ta,.

(3) Los subgrupos uniparamétricos v : R — Rs, de Ry, (es decir, los homomorfismos
diferenciables) son precisamente las aplicaciones v(t) = exp(tM) para v'(0) = M € tg,.

Un subgrupo uniparamétrico v de Rs, es ciertamente un subgrupo uniparametrico de
Span, luego ya sabemos que es del tipo vy(t) = exp(tM), y como acabamos de indicar:

M = ")//(0) € TrRa,, = ta,.
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9. EL GRUPO UNITARIO COMPLEJO

En esta seccién se introduce el grupo unitario complejo U,, = U, (C) y se obtiene un
isomorfismo de grupos U, (C) = Ray(R) (=02,(R)NSp2,(R)). Este isomorfismo de grupos
es de hecho un difeomorfismo, y por tanto, un isomorfismo de grupos de Lie. Véase por
ejemplo [6].

Comenzamos con una breve exposicién de las formas sesquilienales y productos hermiti-
cos para definir U,,. Nuestra referencia para todo ello es [4].

(9.1) Productos hermiticos. Sea F un espacio vectorial complejo de dimensién finita.

(1) Una forma sesquilineal es una aplicacién w : £ x E — C que es semilineal en su
primera variable y lineal en la segunda. Se entiende que una funciéon f es semilineal si
dados \, u € C y u,v € E se cumple f(Au+pv) = Af(u)+f(v) donde las barras denotan
conjugacion compleja.

(2) La matriz M de w respecto de una base B = {u;} de E tiene entradas w(u;,u;), y
si las coordenadas respecto de B de u,v son x,y, se tiene w(u,v) = TMy'.

Si B’ es otra base y C' la matriz del cambio de base de B’ a B (es decir ' = Ca'*):
w(u,v) = zMy' = (F'CHYM(Cy") = &' (C*'MC)y",

con lo que la matriz de w en la base B" es M’ = C*MC, donde aparece la matriz conjugada
traspuesta C* = C".

(3) Se dice que w es hermitica si w(u,v) = w(v,u). Claramente ocurre si y sélo si su
matriz M respecto de cualquier base B cumple M* = M. Las formas hermiticas se dia-
gonalizan y clasifican por su rango y signatura de igual modo que las formas bilineales
simétricas. En particular, una forma hermitica se denomina definida positiva o producto
hermitico, si su signatura es maxima. Entonces existen bases ortogonales, respecto de
las cuales la matriz de w es diagonal con autovalores positivos, y reescalando sus vecto-
res se obtienen bases ortonormales, respecto de las cuales la matriz de w es la identidad. [J

A continuacion se introducen los endomorfismos que conservan un producto hermitico
de forma similar a como se hizo con los simplectomorfismos en 2.1. En este analisis las
bases ortonormales juegan el papel que jugaban las bases simplécticas.

(9.2) El grupo unitario complejo. Sea w un producto hermitico en F, dim(F) = n.

(1) Se denomina endomorfismo unitario de E a todo isomorfismo lineal h : E — FE tal
que para cualesquiera u,v € E se tiene:

w(h(u), h(v)) = w(u,v).

Los endomorfismos unitarios forman un grupo con la composiciéon denominado grupo
unitario. En rigor, tal grupo se denota U(FE), pero como espacios vectoriales de igual
dimensién dan lugar a grupos unitarios isomorfos, se denotara U, (C).
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(2) Sea B una base ortonormal y M la matriz de h en dicha base. La condicién de
endomorfismo unitario se escribe en coordenadas como

zly' = (ZM"I(My') = 2M*My',

para cualesquiera x,y € C". Asi, via el isomorfismo que identifica cada endomorfismo
unitario con su matriz respecto de B, el grupo unitario complejo se identifica con el de
las matrices unitarias de C**™:

{M eC™ . M*M = I}.

(9.3) El grupo de Lie real U,(C). (1) En C™" con la topologia usual (via la identifi-
cacién con R?"*?" geparando partes real e imaginaria) las operaciones de matrices,
producto : (A,B)— A-B, A, BeC™™,
inversa : A A7L, A€ C™ " det(A) #£ 0,
son diferenciables por lo mismo que se dijo en 4.1.3.

(2) El grupo U,(C) es un grupo de Lie real puesto que es variedad diferenciable y
sus operaciones son diferenciables. Se puede dar una prueba similar a la realizada para
ver que Spso, v Ra, son variedades, pero se va deducir de otra manera a continuacion.
No obstante, el grupo U,(C) no es un grupo de Lie complejo ya que no es una variedad
compleja: las ecuaciones M*M = I no son holomorfas pues involucran a la conjugacion. [

Para terminar esta seccién se establece un isomorfismo de grupos de Lie entre U, (C) y
O3, (R) N Spa,(R), lo que incluye el hecho de que U, (C) es variedad diferenciable.

Proposicién 9.4. El grupo U, (C) es un grupo de Lie isomorfo al grupo ortogonal simplécti-

Cco Rgn(R) == 02n<R) N Spgn(R>

Demostracion. Se considera la siguiente aplicacion lineal :

A B
. mmxXn 2nXx2n . .
F.C"" —R .(A+ZB)»—>(_B A)

(recuérdese la aplicacién g de la p. 22). Esta aplicacién es inyectiva y su imagen es el
subespacio lineal formado por las matrices de la forma:

A B
2nx2n . _
{MGR .M_<_B A)}.

(1) La restriccién de F' a U,(C), que denotamos f, es una biyeccién de U,(C) sobre
Ry, (R). Esto se sigue de lo anterior y la siguiente observacién:

[ = (AT iB)(A+iB) = (A'—iB")(A+iB)
= A'A—iB'A+iA'B+ B'B = (A"A+ B'B) +i(A'B — B'A).
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Es decir, A + iB es unitaria si y sélo si A/A+ B'B=1y A'B— B'A =0, olo que es lo
mismo, su imagen es una rotaciéon simpléctica (7.1). Ya se ve por qué se usé la letra U en
la p. 23.

(2) La biyeccién f : U, (C) — Ra,(R) es un difeomorfismo: tanto ella como su inversa
son diferenciables pues son restricciones de aplicaciones R-lineales. Como ya sabemos que
Ry, (R) es una variedad diferenciable, concluimos que lo es U, (C).

(3) La aplicacién F', y por tanto f, respeta el producto de matrices. En efecto, por un
lado, el producto de dos matrices complejas es:

(A+iB)(C +iD) = (AC — BD) +i(BC + AD).

Por otro, el producto de sus imégenes por F' es:

A B\(C D\ _ (AC-BD BC+AD
-B A)J\-D ¢)~\-BC-4AD -BD+AC)
Asi, F((A+iB)(C +iD)) = F(A+iB)F(C + iD).

En conclusion, f : U,(C) = R,(R) es un isomorfismo de grupos de Lie. O

10. LA APLICACION LOGARITMO

Para entender la relacion topoldgica entre el grupo simpléctico Sps, y su subgrupo
ortogonal R,, debemos estudiar las matrices simplécticas simétricas definidas positivas,
lo que nos lleva de nuevo a la aplicacion exponencial. Como en otras ocasiones, denotamos
Y C R™ x R™ el subespacio vectorial de las matrices simétricas de orden m, y ¥ su
subconjunto abierto formado por las definidas positivas (es abierto por el criterio de los
menores principales de Sylvester [4]).

Toda matriz S € ¥ se puede diagonalizar mediate una matriz ortogonal: S = U'(a;)U,
siendo (a;) la matriz diag(ay, . . ., a;,), de manera que exp(S) = U*{e*)U con todos los au-
tovalores e positivos. Esto muestra que la exponencial define una aplicacién suprayectiva
diferenciable (analitica de hecho)

exp: Y — X8 =UYa))U — Ue™)U.
Ademas es evidente que S y exp(S) se diagonalizan simultdneamente, luego tienen los

mismos autovectores.

Proposicién y definicién 10.1. La aplicacion exponencial exp : ¥ — X1 es un difeo-
morfismo (analitico). Su inverso es el logaritmo, log : X — X, definido para matrices
simétricas definidas positivas.

Demostracion. En primer lugar:

(1) La aplicacion exponencial exp : ¥ — X7 es inyectiva (luego biyectiva).

Sean S, T € 3 tales que exp(S) = exp(T), mediante la diagonalizacién de S se tiene
que exp(S) = U'{e*)U lo que resulta en:

(e%) = Uexp(S)U' = Uexp(T)U" = exp(UTU").
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Se observa que UTU" es simétrica y por ello existird una matriz ortogonal V' y (b;) tal
que UTU! = VH{b)V. Asi, exp(UTU?) = V{e?)V y los coeficientes de esta matriz son:

(VU )i =D (VOa((eNaViy = D (V1 )ire™ Vi

= (‘/11, ceey sz) . (Gbl‘/lj, ey ememj).

Puesto que (e%) = Vi(e’)V es diagonal se concluye de lo anterior que el produc-
to escalar (Vi;, ..., Vi) - (€"Vi;,...,€"V,,;) es nulo salvo cuando i = j. Ahora bien,
al ser V ortogonal, sus columnas V,; forman una base ortogonal y, en consecuencia,
(€M Vi, ..., e V,.;) € L[V, ]. Es decir, existe \; tal que e®*Vy; = \;Vj; parak =1,...,m
Si Vi; # 0 obtenemos e = \;, es decir, by, = log(\;) = p;, y esos k son los relevantes
para concluir que (b4Vij, ..., bn Vi) = iV ;.

Veamos que V¥(b;)V| y por tanto UTU*, son diagonales. En efecto, realizando las mis-
mas operaciones que para V(e?)V se obtiene que:

(Vt<bl>V)U - (‘/11, ey le) . (bl‘/lja e ,memj).

Pero acabamos de ver que (b Vij, ..., b, Vi) = p;Ve; v de la ortogonalidad de los V, ; se
sigue que V'(h;)V es diagonal.

Finalmente, como UTU! es diagonal y la aplicacién exponencial es claramente inyectiva
para matrices diagonales, de exp(UTU") = (e%) se sigue que UTU" = (a;). En consecuen-
cia, T = U'(a;)U = S tal como querfamos ver.

Probado (1), veamos ahora que
(2) La aplicacion exp : ¥ — X7 es un difeomorfismo local,
lo que, por ser una aplicacién biyectiva, implica que es un difeomorfismo global.

Para probar (2), por el teorema de la funcién inversa, basta comprobar que dgexp es
inyectiva, es decir, si S y T son matrices simétricas y dgexp(T) = 0 entonces T' = 0. En
primer lugar se obtiene una expresion para dgexp(T'):

exp(S + hT) —exp(S) Z (S + hT)* — Sk
haO k!

dsexp(T) = lim

h—0 h h
_ Z Z Sl Sk 1-1 Q
E>1

Puesto que dgexp(T') es simétrica se puede interpretar como una forma cuadrética Q.
Supongamos que dgexp(T) = 0, es decir que la forma @ es nula. Consideramos ahora,
una base B = {uy,...,u,} de autovectores de S. Al ser ) nula, tenemos u;Qu; = 0 para
cualesquiera i, j. Veamos que entonces u;Tu; = 0 (y por tanto 7' = 0).

0 =uQu; = Zk'zuzsl Skll Z/{;IZ /\l /\kll

k>1 k>0

(Z Z)\l)\k - l)uiTuj = cu;T'u;.

k>1
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Por tanto, solamente queda comprobar que el paréntesis ¢ no es nulo. Para el caso \; = A

€S
k—
Y Y =

k>1 ! =0 k>
Y para \; # At

1A=\ 1 A A

=y = | I Rl vl

k>1 k>1

11. POTENCIAS DE MATRICES SIMETRICAS POSITIVAS

En esta seccién mostramos que R, es un retracto de deformacién (diferenciable) de
Span. Para ello necesitamos las potencias reales S* de una matriz simétrica definida posi-
tiva S. Esas potencias se definen normalmente mediante diagonalizacion ortogonal, pero
hay que comprobar: (i) que el resultado no depende de la diagonalizacién, y (ii) que la
operacién es diferenciable, es decir, es diferenciable la aplicacién («,S) — S<. El libro
[7] presenta de una manera general cdmo se resuelven estas dificultades inherentes a las
funciones con matrices. En nuestro caso se hace facilmente usando el logaritmo.

Definicién 11.1. Sea S una matriz simétrica definida positiva y o € R. Entonces S* =
exp(alog(9)).

Esta definicion resuelve (i) y (ii), pues log y exp son aplicaciones diferenciables (de hecho
analiticas), y coincide con la definicién algebraica. En efecto, diagonalizando, S = U*(\;)U
v log(S) = U'{a;)U con \; = €%, de modo que

S = exp(aUa;)U) = exp(U*{aa;)U) = U' exp(aa;)U = U {e**)U = U (\$)U.
Las propiedades naturales se deducen facilmente:
SoGP = goth  (§)8 = §oF,
Obsérvese ademas que por la misma definicion, las potencias S¢ son simétricas definidas
positivas. Pero el hecho importante aqui es el siguiente:

Proposicién 11.2. Si una matriz S € X7 es simpléctica, también lo es cualquier potencia
suya S.

Demostracion. Supongamos que S es simpléctica y veamos que S* también lo es. Sabemos
que Sy S se diagonalizan simultaneamente, luego tenemos una base de autovectores
Ui, ..., Uy, de ambas con autovalores asociados positivos Ai,..., A\, v AT, ..., Ao Por la
bilinealidad de la forma simpléctica w, para probar que S es simpléctica basta ver que
para cualquier par de vectores u;, u; se satisface:

w(S%u;, S ;) = wlu, uyj).
Ahora bien, S es simpléctica, y por tanto;
W(Ui, Uj) == w(Sui, SU]) == w()\iui, )\juj) == )\i)\jw(ui, Uj).
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Esto indica que, o bien \;A; =1, o bien w(u;, u;) = 0. Pero ya que
w(S%u;, S%uy) = w( A ui, Afuy) = A AFw(ug, uy),

si AJA; = 1, hemos terminado, mientras que en caso contrario w(u;,u;) = 0 y también
w(S%u;, Suj) = 0. O

Terminamos con una consecuencia topologica sencilla que entenderemos mejor en la
seccion siguiente.

Proposicién 11.3. La aplicacion
o Span = Span : M — (MM ™2\

es un retracto de deformacidon diferenciable (analitico) del grupo simpléctico sobre su
subgrupo ortogonal.

Demostracion. La aplicacion p, es diferenciable pues la transposicién, el producto de
matrices y tomar potencias reales son operaciones diferenciables. Observamos que pg es
la identidad y que si U es una matriz ortogonal, como UU* = I, p,(U) = U. Asi, para ver
que p, es retracto de deformacién sobre el subgrupo ortogonal de Sps, queda constatar
que p1(M) es ortogonal, pero esto es una comprobacién inmediata:

(MMt)—l/QM[(MMt)—I/QM]t _ (MMt)—1/2MMt(MMt)—1/2 _ (MMt>O -7

(nétese que M M" es simétrica, luego lo son sus potencias). O

12. DESCOMPOSICION POLAR SIMPLECTICA Y HOMOTOPIA

Terminamos este trabajo explicando de una manera topoldgica muy explicita por qué
existe la retraccion con la que concluimos la seccién anterior. Ello requiere entender el
papel que juega la subvariedad (que no subgrupo) Sp;, de Sps, formada por las matrices
simplécticas, simétricas y definidas positivas, es decir:

(12.1) El difeomorfismo Sp, = Sp3,, X Ra,. Se considera la aplicacién

h: szn — Sp;n X RQn
M —s (MMHYY2 (MMH™Y2M)

que esta bien definida pues hemos visto en 11.3 que (M M?*)~'/2 M es una rotacién simplécti-
ca y, como MM? es simpléctica definida positiva, su potencia (MM?)'/? es simpléctica
definida positiva.

A continuacién se demuestra que h es un difeomorfismo entre Spy, y Sps, X Ra,. No
cabe duda de que h es diferenciable por serlo las aplicaciones implicadas en su definicion.
Si denotamos hj,hy a sus componentes, observamos que hy(M)ho(M) = M. Asi, si M
y N tienen la misma imagen, M = hy(M)hyo(M) = hy(N)ha(N) = N, y h es inyectiva.
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Ademés, dado (S,U) € Sp;., x Ra,, SU es simpléctica y se obtiene que h(SU) = (S,U)
pues :

hi(SU) = (SUUSHY? = (58112 = 3,
ho(SU) = (SUUSH)~V2SU = S~1SU = U.

Es decir, h es una biyeccién cuya inversa es el producto de matrices (S,U) — SU que es
diferenciable.

En conclusién, Spy,, X Ry, es una variedad difeomorfa a Sp,, y toda matriz de Spa, se
puede escribir de forma tnica como producto de una matriz simpléctica simétrica defini-
da positiva y una rotacion simpléctica. Esto se conoce como descomposicion polar de una
matriz simpléctica real. O

(12.2) La variedad Spg,. Acabamos de ver que el producto Sp;, x R, es variedad
diferenciable, pero resulta que Spj, también lo es, y es una variedad conexa.

La conexién es una cuestion topoldgica inmediata, pues la primera componente del
difeomorfismo h del parrafo anterior, hy : Spy, — Spg., es una aplicacién continua y
sobreyectiva (de hecho hemos visto que hy(S) = hy(SI) = S para S € Sp;,,). Para mostrar
que Spj. es una variedad procedemos como sigue. Fijamos S € Spj. v examinamos la
siguiente composicién de aplicaciones:

jS ho
Ry, &= Span, — Rap,

donde jg es la inclusiéon U +— SU y hs es la segunda componente de h. Sabemos que
ha(js(U)) = he(SU) = U, luego nuestra composicién es la identidad. Derivando en I,
como S=js(I), queda

Id = d;Id = d;(hg 0 js) = dshs 0 drjs,

y deducimos que dgh, es sobreyectiva. Puesto que Spj, = hy'(I), una vez més el teore-
ma de la funcién implicita nos dice que Spj3,, es una variedad diferenciable de dimensién
dim(Spa,) — dim(Ry,) = n(2n+ 1) —n? = n(n +1). O

(12.3) El difeomorfismo XN sp,, = Spj,. En 10.1 se ha determinado que la aplicacién
exponencial es un difeomorfismo entre ¥ y X *. Si restringimos la aplicacién a la matrices
del algebra de Lie simpléctica sp,,,, su imagen exp(X N sp,,,) es una subvariedad de Sp3
difeomorfa a un espacio afin.

Se puede calcular facilmente la dimensién del espacio vectorial ¥ N sp,,, considerando
bloques de matrices como en la proposicién 7.1. En efecto, una matriz M € X N sp,,, ha
de satisfacer Mt = M y MJ + JM = 0. Con las expresiones para M.J y JM en bloques
de matrices obtenidas en la misma proposicién, se concluye que MJ + JM = 0 se cumple
siysolosi B=Cy A= —D. Si ademdas imponemos que

=5 )



EL GRUPO SIMPLECTICO REAL 33

sea simétrica, A y B son simétricas. Por tanto, como dos matrices simétricas de dimension
n bastan para especificar un elemento arbitrario de 3 N sp,,, la dimensién del espacio es

dim(Z N spy,) = sn(n+1) + in(n+1) = n(n+1).

Ahora bien, Spj, es una variedad diferenciable conexa de dimensién n(n + 1) y con-
tiene a exp(X N sp,,), que es otra variedad de la misma dimensién, luego necesariamen-
te exp(X N sp,,) = Sp,,. En otras palabras, la exponencial induce un difeomorfismo
¥ N sp,, = Sp4,, (v el inverso lo induce el logaritmo). 0J

Como X N sp,, es un espacio vectorial de dimensién n(n + 1), lo anterior nos indica
que Spy. es difeomorfa a R"™ 1 que es contractil y asi entendemos por qué existia el
retracto de deformacién obtenido en la seccion 11. Explicitamente:

(12.4) El retracto de deformacién p, via Spy, = R*"*Y x R,,. Tenemos el retracto
de deformacién evidente

0t RPD 5 Ry — R 5 Ryt (2, U) = (1—a)z, U),

que lo es de R*™V) x R, sobre {0} x Ry,. Ahora podemos utilizar el difeomorfismo
Spon = Rt % R, para trasladar g, a Spo,, y obtenemos el retracto p, de 11.3. En
efecto, aplicando todas las definiciones introducidas previamente a M € Sp,:

M = (hy(M), ho(M)) = (S,U)
— (log(S5),U)
— 0a(10g(5),U) = ((1—a)log(5),U)
— (exp ((1— a) log(S)),U) = (St U)
= STOU = hy (M) hy (M) = (MM 2(M M) V2M = (MMM = p(M).

En suma el retracto que habfamos definido recogia exactamente el hecho de ser Spy,
un factor contractil de Spa,. O
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