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ABSTRACT

The fundaments of Fox’s branched covering theory are freshly exposed using
inverse limits. Sufficient conditions for a branched covering to be onto, or open,
or discrete are given. An example of a branched covering over S with a non-
discrete fiber is constructed.
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1. Introduccién

En la época en que Ralph H. Fox, profesor a la sazén de la Universidad de Prince-
ton, en los Estados Unidos, escribié su famoso articulo [7] se desconocia si todas las
variedades topoldgicas (metrizables) eran poliedros y si era posible la existencia de
dos poliedros, subyacentes a la misma variedad topoldgica, y sin subdivisiones iso-
morfas. La solucién positiva de estos dos problemas (al menos en dimensién 3) era

*Parcialmente subvencionado por BFM2002-04137-C02-01.

315



J.M. Montesinos-Amilibia Cubiertas ramificadas

la clave para establecer la naturaleza topoldgica de ciertos invariantes de los nudos
que habfan sido definidos a partir de un poliedro (invariantes combinatorios). El
proceso de definicién de estos invariantes consistia en construir cubiertas (coverings,
iiberlagerungen, revétements) ramificadas sobre estos nudos, definidas de un modo
canonico, y obtener los invariantes ordinarios de estas variedades cubrientes: grupos
de homologia, invariantes de enlace, etc.

La dificultad de saber si estos invariantes eran topoldgicos radicaba en que la
construccién de las cubiertas ramificadas dependia esencialmente de la estructura de
poliedro del espacio base. La parte del espacio total que cubria lo que estaba fuera del
conjunto singular era una cubierta no ramificada (cubierta no ramificada asociada)
y era bien conocido ya entonces que esta parte dependia sdlo de la topologia y no
de la triangulacién. Se trataba pues de averiguar si todo el espacio total dependia
sélo de la topologia del par topoldgico formado por la base y el conjunto singular. El
problema pues se centraba en cémo completar la parte del espacio total que cubria
lo que estaba fuera del conjunto singular, construyendo topolégicamente y de modo
unico la parte del espacio total yacente sobre el conjunto singular, despojando a éste
de toda estructura adicional que no fuera topoldgica.

Esto involucraba un formidable reto. En efecto, el conjunto singular que hasta esa
época era habitualmente un nudo ordinario (manso), bien podia ser ahora un nudo
salvaje. ;Y como definir la cubierta sobre el nudo si no se dispone de un entorno
tubular en torno a é1?

Fox salié airoso de todos estos problemas al generalizar el concepto (hasta entonces,
no topolégico) de cubierta ramificada. Introdujo un nuevo tipo de aplicaciones: los
“spreads” (despliegues) a los cuales pudo aplicar su concepto de completacién. Asi
pudo desarrollar una Teoria Topoldgica de Cubiertas Ramificadas. Su Teoria posee
todas las ventajas esperadas: vale para espacios muy generales (localmente conexos y
T1); el conjunto singular es muy general (bdsicamente se le exige tener codimensién
> 2); y la cubierta ramificada depende exclusivamente de la cubierta no ramificada
asociada y del par topolégico (base, conjunto singular).

Una medida de la precision de las definiciones de Fox y del alcance de sus teoremas
es que la Teorfa de Compactacién Ideal de Freudenthal (ver [8] y [4]) es un caso
particular de la Teoria de Fox, que ademdas pone de manifiesto una elegante relacién
con la compactacién con un punto de Alexandroff (ver [7] y [17]).

Fox desarroll6 todas estas ideas en unas conferencias que pronuncié en México. Alli
encontré un ambiente propicio, ya abonado por las conferencias de Lefschetz. Entre
los asistentes estaba Sylvia de Neymet, recientemente fallecida, que habia escrito una
Tesis de Maestria bajo la direccién de Lefschetz sobre cubiertas ramificadas (véanse
20], [21], [22].

Varios autores han generalizado con mayor o menor éxito estas ideas de Fox.
Conviene citar aqui el trabajo de Michael ([16], [15]) quien desarrolla las ideas de
una nota al pie de pagina de [7] con una habilidad magistral. Otros trabajos que
toman estas ideas en un contexto més amplio son los citados antes [20], [21], [22].

316



J.M. Montesinos-Amilibia Cubiertas ramificadas

Finalmente es indispensable mencionar la obra de Hunt [10] quien empleé la Teoria
de Uniformidades para desarrollar la Teoria de Fox.

Contemporaneo al esfuerzo de Fox fue el de otros autores cuya obra no conviene
que caiga en olvido. Los trabajos de Church y Hemmingsen (ver [3] y la bibliografia
en él citada) pueden leerse en conjuncién con la obra de Fox pues estdn repletos de
importantes resultados sobre aplicaciones abiertas. Los trabajos de Cernavskii [2] y
Vaiséla [25] caracterizan las cubiertas ramificadas entre variedades compactas. Estos
trabajos fructificaron en los importantes resultados de Edmonds y Berstein (ver [1] y
la bibliografia en él citada).

Aunque Moise y Bing mas tarde demostrarén que toda 3-variedad metrizable
es un poliedro y que dos de tales poliedros subyacentes a variedades homeomorfas
poseen subdivisiones isomorfas, resolviendo de un plumazo el problema de la natu-
raleza topolégica de los invariantes combinatorios de las 3-variedades y de los nudos,
no por eso la Teoria de Fox pierde su importancia. Ya hemos mencionado mas arriba
la aplicacién a la Compactificacién de Freudenthal y los resultados de Edmonds y
de Berstein y Edmonds. Puede anadirse a esto una manera elegante de construir
la desingularizacién de una curva algebraica. Pero lo més interesante en mi opinién
es que puede aplicarse la Teoria de Fox a cubiertas ramificadas sobre conjuntos mas
complicados que los nudos mansos (“tame knots”). Recientemente he dedicado varios
trabajos a estas investigaciones. He generalizado, por ejemplo, el teorema obtenido in-
dependientemente por Hilden y Montesinos, probando que toda 3-variedad abierta es
una cubierta ramificada de S® privado de un conjunto manso homeomorfo al espacio
de terminales (“ends”) de la variedad [18]. En particular, la 3-variedad de White-
head resulta ser una cubierta doble de R? ramificada sobre un conjunto propiamente
homeomorfo a R'. También he sefialado la existencia de una coleccién no numerable
de nudos salvajes (“wild knots”) (que bordean discos) en S* cuyas cubiertas ciclicas
ramificadas son siempre S3 [19].

Al escribir estos dltimos trabajos sentf la necesidad de releer la obra de Fox [7] y
comprobar la exactitud de sus afirmaciones. El resultado de mis lecturas es el trabajo
[17] en que hago una gencralizacién de cubierta ramificada para incluir los “folded
coverings” de Tucker [23] que son importantes para fundamentar bien la Teorfa de
Orbificies (“orbifolds”) (ver [24] y [14]). Aqui publico los Teoremas de ese articulo
[17] sin enunciarlos en toda su generalidad, concretdndome a lo referente a cubiertas
ramificadas. Resulta asi una visién completa de las definiciones y principales teoremas
de la Teoria, excepto la existencia y unicidad de la completacién de un despliegue,
para lo cual me refiero a [7] o a [17]. Lo nuevo, ademds de la presentacién, son ciertas
condiciones que aseguran que una cubierta ramificada es epiyectiva (Teorema 5.8),
o abierta (Corolario 5.9) o posee fibra discreta (Teorema 5.11). También se da un
sorprendente ejemplo de cubierta ramificada con una fibra no discreta, pero no conozco
ejemplos ni de cubiertas ramificadas no epiyectivas, ni de cubiertas ramificadas que
no sean abiertas.

El trabajo lo dedico al Profesor Outerelo, y va cargado de enorme afecto y agradec-
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imiento. Son muchos anos los pasados juntos en esta Universidad. Primero, como

alumno suyo y de Don Francisco Botella; luego, codo con codo, en la clase de Proble-

mas de Topologia y como alumno suyo de Doctorado; y finalmente, en estos tltimos

anos cercanos a su jubilacién, como Director del Departamento, colega y amigo.
Muchas gracias, Enrique.

2. Cubiertas

Las aplicaciones entre espacios topolégicos se supondrdn continuas. (Para las cues-
tiones topoldgicas nos referimos a [11], [12], [6] y [5].) Comencemos con algunas
generalidades sobre cubiertas (iiberlagerungen, coverings, revétements).

Sea g : Y — Z una aplicacion continua. Un entorno abierto W de z € Z se dira
un entorno elemental si z € g(Y') y la restriccién de g a cada componente conexa de
g~ 1(W) es un homeomorfismo sobre W. Un punto de Z con entorno elemental se llama
ordinario. Un punto no ordinario es singular. El conjunto de puntos ordinarios de Z
es un abierto Z, de Z. Su complemento Z; es el cerrado de puntos singulares. Una
cubierta es una aplicacién continua ¢:Y — Z |, donde Y y Z son conexos y tal que
Z, = Z (y por tanto g es epiyectiva). Una cubierta en que Y es localmente conexo
es abierta y entonces Z resulta ser también localmente conexo, y las componentes
conexas de las iméagenes inversas de abiertos de Z son base de la topologia de Y.
Ademss, en este caso, g : Y — Z es discreta, es decir, para todo z € Z la fibra g~ 1(2),
como subespacio de Y, posee la topologia discreta.

Lema 2.1 Sea g:Y — Z una cubierta en que Y es localmente conexo. Sea W un
abierto conexo de Z, y sea C' una componente conexa de g~ (W). Entonces g(C) = W
y ademas g | C : C — W es una cubierta.

Demostracion. g(C') es abierto conexo contenido en W. Sea z € g(C)NW y V un
entorno elemental de z contenido en W. Como V N g(C) # 0, existe z € C tal que
g(z) € V. Sea D la z-componente conexa de g~(V). Como V C Wes D C C. Como
V es un entorno elemental g(D) =V C g(C). Luego z € V estéd en g(C'). Es decir

4(C) = g(C) N W = g{C) N W,
Asf g(C) es abierto-cerrado en W. Como W es conexo, g(C') = W. Para ver que
h=g|C:C—->W

es una cubierta, tomemos un entorno elemental (con respecto a g) V.C W de un
punto z € W. Sea D una componente conexa de g~*(V). Como V C W ella estd
necesariamente contenida en alguna componente conexa de g~ !(W). Entonces D
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es una componente conexa de h~1(V) sii D es una componente conexa de g=(V) y
D c C. Entonces
hiD=(g|C)|D=g|D

es un homeomorfismo sobre V. Asi V' es un entorno elemental (con respecto a h) del
punto z € W. O

3. Despliegues

La siguiente definicién fue introducida por Fox en [7]. Una aplicacién continua g :
Y — Z entre espacios T} se llamard un despliegue (“spread”) si las componentes
conexas de imagenes inversas de abiertos de Z son base de la topologia de Y. Esto es,
dado un punto y € Y y un entorno abierto U de y en Y existe un abierto W en Z tal
que la componente conexa de g~ (W) que contiene y (la y-componente de g~ (W),
desde ahora) es un abierto entre y y U. Se deduce que Y es localmente conexo. Por
ejemplo, una cubierta g : Y — Z entre espacios T en que Y es localmente conexo, es
un despliegue.

Proposicion 3.1 Sea g : Y — Z un desplieque. Sean y1,ys, ...,y diferentes puntos
en la misma fibra g~'(z). Euiste entonces un entorno abierto W de z en Z tal que
las componentes conexas de g~ (W) que contienen a los puntos yi,yz, ..., yx son k
conjuntos (abiertos) disjuntos dos a dos.

Nota 3.2 En otras palabras, hay propiedad de separacion T, en las fibras de
g con respecto a'Y (see [17, Theorem 2]).

Demostracion. Por definicién de despliegue y por ser Y un espacio 17, para cada par
de indices 1 <4, j < k existe un entorno abierto W;; de z en Z tal que la componente
conexa de g~!(W;;) que contiene al punto y; no contiene a y;. Lo que implica que las
componentes conexas de g~!(W;;) que contienen a y; e y; son disjuntas. El abierto
W buscado es la interseccién de los W;;. O

4. Despliegues completos y completacién de Fox de un despliegue

Sea g :' Y — Z un despliegue. Si z es un punto de Z, £(z) denotard el sistema de
entornos abiertos de z. Hay un sistema inverso de espacios topoldgicos y aplicaciones
continuas definido a continuacién. Si W € £(z) el espacio Yy es por definicién el
espacio topolégico obtenido de g~1(W) al identificar cada componente conexa a un
punto (es un espacio discreto). (Siy,(W) denota una componente conexa de g~ (W),
la misma notacién servird para denotar al punto correspondiente de Yy.) Si Wy y
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Wy € £(2) y definimos Wy > Wy (lefdo: “Wy sigue a W1”) sii Wy C Wi entonces
(E(%),>) es un conjunto dirigido. Para Wy > W, definimos jw,w, : Yw, — Yw, como
la funcién continua inducida por la inclusién canénica g=1(Wa) C g~ 1(W7). Entonces

es un sistema inverso cuyo limite representaremos por Y,. Los elementos de Y.,
llamados aqui cuerdas (“threads”) sobre z, son elementos y, = {y.(W)} del producto
cartesiano infinito Iy eg()Yw tales que jw,w, (y-(W2)) = y.(W1), para todo Wy
> Wi. Es decir, tales que y,(Ws) C y,(W7) siempre que Wy C W;. Denotemos
mediante pyy la restriccién a Y, de la proyeccién candnica

Myee)Yw — Yw.

Sea U una componente conexa fija de g~ *(W). Sea Uy la unién de cuerdas y, =
{y-(W)} de Y, sobre z cuya W-coordenada es U; es decir, tales que y,(W) = U .
Entonces, es bien sabido [5, Proposition 2.5.5] que una base de la topologia de Y, es

{Uw : W € £(2),U componente conexa de g~ *(W)}.

Nétese que una cuerda queda perfectamente determinada si se conoce y. (V') para
los miembros V' de una base del sistema de entornos de z. Pues, en efecto, si W € £(z)
y V es bésico contenido en W entonces y,(W) es la componente conexa de g~*(W)
que contiene a y, (V).

Proposicién 4.1 Si y, = {y.(W)} € Y, es una cuerda sobre z, entonces la inter-
seccion [y eg (s Y=(W) consta a lo mds de un punto (de g 42)).

Demostracion.  Si la interseccién no es vacia, ella consta de puntos de la fibra de

g~ %(2), pero éstos estan separados por componentes conexas de algtin g~ (W).
Il

Proposicién 4.2 (Comparar [11, 4.5 Lemma of embedding].) La aplicacion A, :
g Y(z) — Y, definida por \,(y) = {yW}, donde yW es la y-componente conexa de
g (W), es continua, abierta sobre su imagen e inyectiva.

Demostracion.  Es inyectiva porque por la Proposicién 4.1 ﬂWeE(z) (yW) = {y}.
Veamos que A, es continua. Sea Uy un miembro de la base de Y,. FEntonces
y e UNgHz) & yW =U & \(y) € Uy. Es decir \;HUw) = UNg(z)
que es abierto en g~ 1(z). Asi )\, es continua. Ademds ), es abierta sobre su imagen
porque A, (U Ng~1(2)) = LA (Uw) = Uw N A (g71(2)). O
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Definicién 4.3 ([17, Definition 1]) El desplieque g es completo si A, : g~ 1(2) —
Y. es epiyectiva (y por la anterior Proposicién, un homeomorfismo) para todo z € Z.
Equivalentemente: el desplieque g es completo si, para toda cuerda y, = {y. (W)}
sobre z, y para todo z, la interseccion nwes(z) y.(W) es no vacia (y consta de un

punto).

En la terminologia de Fox se dice que X es localmente conexo en Y sii Y posee
una base cuyas intersecciones con X son conexas.

Un despliegue g : Y — Z se llama una completacion de un despliegue f: X — Z
si (i) X es un subespacio denso y localmente conexo en Y; y (ii) g es completo y
extiende f.

El siguiente enunciado es el Teorema Fundamental de [7]. Una demostracién con
correcciones estd en [17].

Teorema 4.4 Todo desplieque posee una unica completacion (a menos de homeomor-

fismo).

5. Cubiertas ramificadas

Esta seccién sigue de cerca [17].

Definicién 5.1 Una cubierta ramificada es un desplieqgue g :' Y — Z completo entre
espacios conexos, tal que Z, es denso y localmente conexo en Z, y g~ (Z,) es denso
y localmente conexo en Y .

Hay un ejemplo de despliegue g : Y — Z completo con Y conexo y Z, conexo,
denso y localmente conexo en Z, pero en que g~ (Z,) no es denso en Y.
El siguiente lemma implica que los espacios Z, y g~ !(Z,) son conexos.

Lema 5.2 ([7]) Si X es denso y localmente conexo en'Y entonces la interseccion de
X con cualquier abierto conexo de'Y es coneza.

Demostracion. FEn efecto, sea V un abierto conexo de Y. Supongamos que U = VNX
(que no es vacio por ser X denso en Y) no es conexo. Entonces existen abiertos en
X, A1 y As, no vacios y disjuntos cuya unién es U. Vamos a hallar abiertos en
Y, B; y Bs, no vacios y disjuntos cuya unién es V. Para ello, sea y € V arbi-
trario. Tomamos un entorno N(y) de y, contenido en V', tal que su interseccién
con X, que llamaremos M (y), sea conexa. (Tal N(y) existe por ser X localmente
conexo en Y.) Como M(y) C U = A; U A,, se tendrd que M(y) estd o en A; o
en As. En el primer caso, y pertenece a By y en el segundo y € Bs .Claramente
(i) A; C By, i = 1,2 ; (ii) B, es abierto: si y € B;, entonces N(y) C B;; (iii)
By N By =0; (iv) BiU By =V. Luego V no es conexo. Esto demuestra el Lema.
O
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Entonces, la restriccién g | g71(Z,) : g=1(Z,) — Z, es una cubierta, llamada la
cubierta asociada a g. El grado de la cubierta asociada a g es por definicién el grado
de g.

Lema 5.3 Sea A un subespacio de X conexo, denso y localmente conexo en X. Sea
A C B C X. Entonces B es conezo, denso y localmente conexo en X y ademds X es
localmente conezxo.

Demostracion. Como X = AC B C X, Besdenso. Como A C BC Ay
A es conexo, B es conexo. Por ser A localmente conexo en X, hay base de X
tal que para cualquiera W de sus miembros es W N A conexo. Entonces, como
WNACWnNBCW C WnNA, se tiene que W N B es conexo (y asi B es lo-
calmente conexo en X) y que W es conexo (y asi X es localmente conexo). 0

Lema 5.4 Sea A un subespacio de' Y y sea X CY un abierto. Entonces X N A es
localmente conexo en X si A es localmente conexo en' Y. También X N A es denso
en X si A es denso en'Y.

Demostracion.  Si hay base de Y cuyos miembros, intersecados con A, dan con-
juntos conexos, tomamos los miembros de esa base que yacen en X. Su interseccion
con A coincide con su interseccién con X N A y sigue siendo conexa. Si A es denso
en Y todo abierto de X, siendo abierto de Y, corta a A, y por tanto a X N A.
O

Proposicion 5.5 Si g es una cubierta ramificada, entonces Z es localmente conexo.

Demostracion. El Lema 5.3 implica que Z es localmente conexo por ser Z, conexo,
denso y localmente conexo en Z. O

Proposicion 5.6 Sea g:Y — Z una cubierta ramificada. Sea W un abierto conexo
de Z, y sea C una componente conexa de g~t(W). Entonces C N g~Y(Z,) es una
componente conexa de g1 (W N Z,) y g restringida a C N g~*(Z,) es una cubierta
sobre W N Z,.

Demostracién. Por ser g un despliegue, C es un abierto conexo de Y. Por ser g~ 1(Z,)
denso y localmente conexo en Y, C corta a g~(Z,) en un conjunto conexo (Lemma
5.2). Entonces el conexo C'N g~1(Z,), que esta contenido en g~} (W) Ng~1(Z,) =
g (W N Z,), yace en alguna componente conexa D de g~ (W N Z,). Veamos que
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CnNg=YZ,) = D. En efecto, como D C g~*(W) es un conexo que corta a la compo-
nente conexa C' de g~ (W) serd D C C. Entonces C N g~'(Z,) = D. Por el Lema
2.1 g restringida a C' N g~1(Z,) es una cubierta sobre W N Z,,. O

Teorema 5.7 Sea g : Y — Z una cubierta ramificada. Sea W un abierto conexo
de Z, y sea C una componente conexa de g~ (W). Entonces g | C : C — W es una
cubierta ramificada cuya imagen contiene a W N Z,.

Demostracion. Veamos que h = g | C' : C — W es una cubierta ramificada.
Sea W, la colecciéon de puntos de W que son ordinarios para la aplicacién h. Por
la Proposicién 5.6 C N g~%(Z,) es una componente conexa de ¢g~1(W N Z,) y g re-
stringido a C'N g~1(Z,) es una cubierta sobre W N Z,. Por tanto W, contiene a
W N Z,. Para demostrar que h es una cubierta ramificada bastard probar, en virtud
del Lema 5.3, que W N Z, es denso y localmente conexo en W y que h=*(W N Z,) es
denso y localmente conexo en C', porque entonces las mismas propiedades cumpliran
W, vy h=1(W,). Como W es abierto en Z y Z, es denso y localmente conexo en
Z, entonces W N Z, es denso y localmente conexo en W (Lema 5.4). Empleando
este mismo Lema se ve que h='(W N Z,) = C N g *(Z,) es denso y localmente
conexo en C pues C es abierto en Y y g~(Z,) es denso y localmente conexo en Y.
O

Teorema 5.8 Una cubierta ramificada g : Y — Z es epiyectiva si Z cumple el primer
axioma de numerabilidad.

Demostracion. Recuérdese que si g : Y — Z es un despliegue y z es un punto de Z,
£(z) denota el sistema de entornos abiertos de z. Si Wi y Wy € £(2) y definimos Ws
> Wy sii Wy C Wi entonces (€(z),>) es un conjunto dirigido. Como Z es localmente
conexo y cumple el primer axioma de numerabilidad, existe una base B(z) = {V;} 32,
de entornos abiertos conexos de z tal que Vi1 > V;, para todo i. Esto significa que la
base B(z) es un subconjunto cofinal en (£(z),>). Hemos definido un sistema inverso
de espacios topoldgicos y aplicaciones continuas como sigue. Si W € £(z) el espacio
Yy es por definicién el espacio topolégico obtenido de g~1(W) al identificar cada
componente conexa a un punto (es un espacio discreto). Para Wy > W; definimos
Jwaw, @ Yw, — Yw, como la funcién continua inducida por la inclusién candnica
g 1 (Ws) C g='(W1). Entonces

Yws jwywa; €(2)}

es un sistema inverso cuyo limite, que representamos por Y, es homeomorfo a g~1(z)
(Definicidn 4.3). Siendo la base B(z) un subconjunto cofinal en (£(z),>) el limite Y,
es homeomorfo al limite inverso de la sucesién inversa {Yw; jw, w,; B(2)} (consultar,
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por ejemplo, [5, Corollary 2.5.11]). Veamos que la aplicacién jw,w, : Yw, — Yw,
es epiyectiva. Si C} es una componente conexa de g~'(W;), entonces (Proposition
5.6) C1 N g~'(Z,) es una componente conexa D de g~ (Wi N Z,), donde W1 N Z,
es conexo (Lema 5.2). Entonces (Lema 2.1) g(Cy) D g(D) = Wi NZ, D Wan Z,.
Sea y € C tal que g(y) € Wa N Z,. Sea Cy la y-componente conexa de g~1(Ws).
Entonces Cy C C1. Asi jw,w, : Yw, — Yw, es epiyectiva. Esto implica que el limite
inverso Y, de la sucesién inversa {Yw; jw,w,; B(2)}, que es homeomorfo a g~1(z), es
distinto del vacio [5, Exercise 2.5.A]. Asi g es epiyectiva. O

La condicién de que Z cumpla el primer axioma de numerabilidad ;es necesaria
en el anterior Teorema 5.87 (compérese [5, Exercise 2.5.A (b)]).

Corolario 5.9 Una cubierta ramificada g : Y — Z es una aplicacion epiyectiva vy
abierta si Z cumple el primer axioma de numerabilidad.

Demostracion. Sea g : Y — Z una cubierta ramificada. Como por la Proposicién 5.5
Z es localmente conexo y g es un despliegue, las componentes conexas de imagenes
inversas de abiertos coneros de Z son base de la topologia de Y. Sea pues W un
abierto conexo de Z y sea C' una componente conexa de g~!(W). Entonces (Teorema
5.8) g | C: C — W es una cubierta ramificada donde W satisface el primer axioma
de numerabilidad. Es por tanto epiyectiva; es decir g(C) = W. Asi g es abierta.
d

En una cubierta ramificada g : Y — Z, al conjunto Z; = Z — Z, se le llama lugar
singular (“branching set”) y se dice que g es una cubierta ramificada sobre Z.
Sea zs un punto de Z,. Sea y € g~1(z,). El indice de ramificacién b(y) es el infimo
de los grados de las cubiertas asociadas a las cubiertas ramificadas g | C' : C — W,
donde C es la y-componente conexa de g~ (W), para todo entorno abierto conexo W
de zs. Si todos estos grados son infinitos, el indice de ramificacion es infinito.

Al conjunto de puntos de g~*(Z,) con indice de ramificacién uno se le denomina
seudorramificacién (“pseudobranching cover”), y al conjunto de puntos de g=*(Z;)
con {ndice de ramificacién mayor que uno se le denomina ramificacién (“branching
cover”).

Veremos luego que existen cubiertas ramificadas en que alguna fibra posee punto
limite (y no es discreta). Pero:

Teorema 5.10 Si en una cubierta ramificada g : Y — Z los indices de ramificacion
son todos finitos entonces g es discreta.
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Demostracion. La fibra sobre un punto de Z, es evidentemente discreta. Sea pues
y € Y tal que g(y) = z € Z;. Sea W un entorno abierto y conexo de z y sea C la
y-componente conexa de g~ 1(W). Como por hipétesis el indice de ramificacion de
y es finito podemos suponer que la cubierta ramificada g | C : C — W tiene grado
finito m. Si el punto y fuera de acumulacién de g~1(z) entonces g~1(z) N C poseeria
infinitos puntos. Sean ¥, ..., ¥m+1 puntos distintos en g~ (2) N C. Por Proposicién
3.1 existe un entorno abierto Wi de z contenido en W tal que las componentes conexas
Vi ooy Viny1 de g71(W7) que contienen a los y1,- - -, Ymy1 son distintas y disjuntas.
Por la Proposicién 5.6

gVing tW,) =WinW,,i=1,...m+1.

Como W, es denso en W, existe z, € W1 N W,. Este punto posee preimégenes en los
m+ 1 entornos disjuntos V;. Pero esto es imposible porque z, tiene en C' exactamente
m preimagenes. Esto concluye la demostracion. O

Teorema 5.11 Si en la cubierta ramificada g : Y — Z el espacio Y es localmente
compacto, entonces los indices de ramificacion son todos finitos y en consecuencia la
fibra es discreta. Si el espacio Y es compacto entonces la fibra es finita.

Demostracion.  Supongamos Y localmente compacto. Entonces, para todo punto
ys € Y y todo entorno U de y; existe W, entorno abierto conexo de z; = g(ys) en
Z, tal que la ys-componente conexa C' de g~!(W) tiene adherencia compacta, estéd
contenida en U y ademds g(C') = W. (SiY es compacto tomemos W =Zy C =Y.)
Supongamos que z; € Zs. Para todo 2, € W N Z,, el conjunto C'N g~1(2,) es finito,
pues si no lo fuera tendrfa un punto de acumulacién ¢ en C' y entonces g(q) = 2, no
seria un punto ordinario. Esto demuestra que el indice de ramificacién de y; es finito.
Esto concluye la demostracion. O

Una cubierta no ramificada (“unbranched covering”) es un despliegue f: X — Z
tal que (i) Z, es conexo, denso y localmente conexo en Z; y (i) X = f~%(Z,) es
conexo. Entonces f: X — Z,, definida por fv(x) = f(x), es una cubierta, llamada la
cubierta asociada a f. Como, por ser f un despliegue, X es localmente conexo, la

cubierta asociada f es abierta, y siendo Z, abierto en Z, también f es abierta.

Teorema 5.12 Sea g : Y — Z una cubierta ramificada. Entonces g | g~ *(Z,) :
9 YZ,) — Z es una cubierta no ramificada cuya cubierta asociada es g | g=*(Z,) :
g (Z,) — Z,. Ademds g es la completacion de g | g=*(Z,) : g~ *(Z,) — Z. De este
modo, g estd unfvocamente determinada por la cubierta no ramificada asociada g |
9 YZ,) : g7 NZ,) — Z; y ésta, por la cubierta asociada g | g~ (Z,) : g~ (Z,) — Z,
y la inclusion Z, C Z.
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Demostracion.  Por el Lema 5.2 aplicado al conexo Y, g7!(Z,) es conexo. Asf
gl971Z,) : g7 (Z,) — Z es una cubierta no ramificada. Como g~!(Z,) es conexo,
denso y localmente conexo en Y, entonces g es la completacién de g | g~ 1(Z,) :
9 YZ,) — Z. O

El método més frecuente de obtener cubiertas ramificadas es completar cubiertas
no ramificadas. Nétese que, en este proceso, el conjunto de puntos ordinarios puede
aumentar: piénsese en una completacion que produzca una cubierta ordinaria.

Obsérvese que aunque la fibra sea discreta los indices de ramificaciéon pueden ser
infinitos (piénsese en una fibra que consta de un solo punto con indice de ramificacién
infinito).

Hay un ejemplo de cubierta ramificada con fibra no discreta. Para entender la
naturaleza topolégica de la fibra en ese ejemplo es conveniente poder determinarla
desde su complemento en Y. Esta es la razén del siguiente Teorema.

Teorema 5.13 Sea g : Y — Z una cubierta ramificada. Sea zs € Zs y sea X =
Y — g 1(2s). Sea f=9g| X :X — Z. Entonces g~'(z5) es homeomorfo al limite
inverso X, del sistema inverso {Xw; hw,w,; B(zs)} donde B(zs) es el sistema de
entornos abiertos y conexos de zs, y si W € B(zs), Xw es el espacio topoldgico
discreto obtenido de f~Y(W) al identificar cada componente conexa a un punto. Para
Wy > W1 definimos hw,w, : Xw, — Xw, como la funcion continua inducida por la
inclusion candnica f~1(Wa) C f=1(W1).

Demostracion.  Como g~1(Z,) C X C Y, el Lema 5.3 implica que X es conexo,
denso y localmente conexo en Y. Por tanto (Lema 5.2 ) si W € B(zs) y C es una
componente conexa de g~1(W), entonces

CNnX=0CnfYw)

es conexo. Como
g(CYDWNZ,#£0

(Teorema 5.7), C N X # (. Ademas C' N X es una componente conexa de f~(W).
En efecto, si

CnXcDcfY(w)

con D conexo, se tiene DNC # @y D C g~ (W), y siendo C una componente conexa
de g~ (W), necesariamente D C C; y asf

D=DnXcCnX.
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De esta manera , la aplicacién
kw : Yw — Xw; ]{Jw(C) =CnX

estd bien definida y envia la componente conexa C' de g~ (W) a la componente conexa
CN X de f~Y(W). Esta aplicacién es biyectiva. En efecto, si D C f~}(W) es una
componente conexa de f~!(W), necesariamente hay una componente conexa C de
g t(W) tal que D C C. Entonces ky (C) = C N X es una componente conexa de
f~Y(W) que contiene a la componente conexa D de f~1(W). Asf

kew (C) =CNX =D.

Luego ky es epiyectiva. Si C y C son componentes conexas de g~ 1(W) tales que
kw(Cl) = kw(CQ), es
CiNX=0CNnX #10,

lo que implica que C; N Cs # ), y asi C; = Cy. De este modo ky : Yiy — X es un
homeomorfismo. Ahora es evidente que los sistemas inversos

{Xws hwywy; B(zs) }

v {Yw; jwyw,; B(zs)} tienen limites homeomorfos. Es decir X, es homeomorfo a Y,
que es homeomorfo a g~!(z;) (Definicién 4.3). O

Aplicaremos este Teorema en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.14 Una cubierta ramificada que posee una fibra compacta pero no disc-
reta.

Construccion. En la 3-esfera S3, pensada como R3 4 0o, tomamos en el plano zy
un circulo C; de radio 1 y una translacion h que envia Cy a un circulo Cy de igual
radio y disjunto con Cj. Definimos C;;1 = h*(C;). Denotamos por p; al centro de C;
y por B; a la bola de centro p; y radio 1. Denotamos la unién de todos los circulos
C;, 1 > 1, mediante S.

El grupo 71 (R3\S) es libre de rango infinito y estd libremente generado por
los meridianos p; de los circulos C;. Definimos un homomorfismo transitivo w :
71 (R3\S) — X, donde ¥ es el grupo de permutaciones de los nimeros {0,1,2,...}, al
mandar al meridiano y; a la trasposicién w(p;) = (07).

Hay una cubierta o

f: X ->RA\S

definida por la monodromia w (el grupo fundamental de X se aplica, mediante ﬁ, in-
yectivamente sobre la preimagen, mediante w, del estabilizador del 0 en ). Entonces,
al componer o

f: X —-RA\S
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con la inclusién canénica de R3\S en S3, obtenemos una cubierta no ramificada
f: X — S$3. Esta cubierta no ramificada admite una tnica completacién g : ¥ — S3
que es una cubierta ramificada. Veremos que la fibra g~!(c0) es compacta pero no
discreta (admite un punto limite). Para ello aplicaremos el Teorema 5.13 anterior que
determina el tipo topolégico de la fibra g=!(cc) a partir de

f=g|X: X -5

donde X =Y — g~!(c0).
Afirmamos que X es R3\ U2, {p;} y vamos a construir f: X — S3. Sea

H :=R3\ U2, Int(B;).

Sea 7 : H — R3 la proyeccién que identifica puntos de dB; por reflexién en el plano
zy, para todo i > 1. Asimismo, sea

H; == R3\Int(By).

Sea 7; : H; — R3? la proyeccién que identifica puntos de 9B; por reflexién en el plano
zy. Definimos

f: X ->R3cCS?
como sigue. La aplicacién f restringida a
X\ U2, Int(B;) = H

es la proyeccién m. La restriccién de f a (B;\{p:}) es la composicién de la reflexién
en zy, con la inversién en dB;, con la proyeccién m;. No es muy dificil ver que esta
es la funcién f.

Si suponemos, como podemos, que p; es (47,0,0), y tomamos la sucesién creciente
{D; :i > 0} de bolas donde D; tiene centro en (0,0,0) y radio 2+ 4i, la fibra g~ (00)
es homeomorfa al limite inverso de la sucesién inversa

{XW; thWz; B(OO)},

donde B(co) es la base {W;}5°, de entornos abiertos de oo € S? siendo W; = S3\D;.
Para entender el limite de la sucesion inversa fabricaremos un grafo como sigue. Para
cada ¢ > 0 tomaremos el espacio discreto X;(= Xyw,) con tantos puntos como com-
ponentes conexas tiene

F7HW) = X\f7H(Dy).
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R

R.

Rs
R4

<

N ruuf
Un arbol [iwute

Conectaremos mediante aristas un punto P de X; con aquellos puntos de X;ique
representan componentes de

X\fH(Dit1)
contenidas en la componente de

X\fH(Dy)

representada por P. Se vera que obtenemos un arbol como el de la Figura. El limite
inverso buscado g~!(c0) es el espacio de terminales de este drbol, y este espacio posee
un punto limite.

Ante todo f~1(Dg) es una coleccién numerable de bolas disjuntas de X que no
separan a X . En efecto f~1(Dy) es la union de Dy con las inversas de Dy con respecto
a 0B; para todo i > 1, y la bola inversa con respecto a dB; cae en Int(B;)\{p;}. Asi
X es un espacio que consta de un tnico punto que denotaremos por Rig.

Tomemos ahora D;. Esta bola contiene en su interior a By y en su exterior a
todas las demds bolas B;, i > 2. Entonces f~!(D;) es la unién de D;\Int(B;) con
la inversa de este conjunto con respecto a 9B; (lo cual es una bola con agujero) mds
las inversas de D; con respecto a 0B; para todo i > 2 y éstas son bolas situadas
en Int(B;)\{pi}, i > 2. Entonces X\ f~!(D;) consta de dos componentes que deno-
taremos por Ri; (representa la componente acotada de X\ f~!(D;) la cual yace en
Int(B;1)) y Rao (representa la no acotada). Asi Rig se bifurca en dos nuevos vértices
Rao y Ri.

Tomemos Ds,. Esta bola contiene en su interior a B; U By y en su exterior a
todas las demds bolas B;, i > 3. Entonces f~ (D) es la unién de Do\ Int(B; U By),
més la inversa de Do\ Int(B) con respecto a 0B1, més la inversa de Do\ Int(Bz) con
respecto a OBz (lo cual es una bola con dos agujeros) més las inversas de Dy con
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respecto a OB; para todo i > 3 y éstas son bolas situadas en Int(B;)\{p:}, i > 3.
Entonces X\ f~!(Ds) consta de tres componentes que denotaremos por Ris, Ra1 y R3o
(representan las dos componentes acotadas, como antes, y el dominio no acotado).
Vemos que Ri2, esta contenida en el interior de Ri;. Las otras dos estdan contenidas
en Rog. Asi, X5 tiene tres puntos: Rjo, Ro1 v R3g. El vértice Rog se bifurca en dos
aristas que van a Ro; y a Rjp ; el vértice Ry se prolonga linealmente hasta el Rjs.
Procediendo asi acabamos construyendo el arbol de la Figura. Por tanto g~!(oo)
posee un punto limite.

El espacio Y es el resultado de afiadir a X = R3\ U2, {p;} la fibra compacta
g~ (o). Esta fibra es (U2, {p;}) U {oc} y consta de una parte discreta, (que rellena
los huecos de X = R3\ U, {p;} vy que es la seudorramificacién sobre o) y de un
punto ideal oo (que es la ramificacién sobre co, con indice de ramificacién infinito)
que posee un peculiar sistema de entornos. Asi resulta que el espacio topoldgico
Y privado del punto {co} es homeomorfo a R*, pero, por el Teorema 5.11, Y no
es compacto ni localmente compacto. Luego Y, aunque como conjunto es S3, como
espacio topolégico no es S2, y ni siquiera es una variedad. Obsérvese que si x € R?,
la fibra g=1(x) tiene punto limite {oo} en la topologfa ordinaria de S®, pero no en la
de Y. Este es en efecto un notable ejemplo.

La restriccién de g : Y — S a la preimagen del plano yz (unido a {oo}) propor-
ciona un ejemplo bidimensional.

Nuestro ejemplo puede modificarse un poco mas para obtener una cantidad no
numerable de cubiertas ramificadas de grado infinito

g:R" + {0} — 5",

donde n = 3,4, con lugar singular un nudo (salvaje) y cuya fibra sobre co no es
discreta. El espacio R™ + {oco} se define exactamente como en el ejemplo anterior.
Por ejemplo el lugar singular puede ser el nudo salvaje en S® que es una suma conexa
infinita (K1 #Ke#Ks#... ) U {oo} donde K; es un nudo trébol (3; en notacién de
Reidemeister) situado dentro de B;, para i > 1. De hecho hay una coleccién no
numerable de ejemplos diferentes.

Finalizamos con cuatro problemas cuya soluciéon desconozco.

Problema 5.15 ;Hay alguna cubierta ramificada no epiyectiva? (Se deduce del Teo-
rema 5.13 y de [9] que si la fibra sobre z; € Z\ Z, es vacia, el sistema de entornos £(z)
dirigido por inclusién no puede tener una base linealmente ordenada por inclusién.)

Problema 5.16 ;Hay alguna cubierta ramificada con una fibra homeomorfa al con-
junto de Cantor?

Problema 5.17 ;Hay alguna cubierta ramificada con una fibra no localmente com-
pacta?

Problema 5.18 ;Hay alguna cubierta ramificada entre n-variedades topolégicas T,
Lindeldf y conexas, n > 3, con lugar singular 0-dimensional? (Ver [3], [1], [2] ¥ [25].)
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