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RESUMEN. En este trabajo se estudian algunos apartados de la cohomologia de de Rham.
Veremos la definicién de la derivada de Lie y del producto interior y se tratard la inte-
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INTRODUCCION

En este trabajo se realiza una introduccién a la cohomologia de de Rham y al grado
de Brouwer-Kronecker. El objeto de estudio de la primera son los denominados grupos de
cohomologia, a saber, los cocientes de los espacios vectoriales de las formas cerradas sobre
los subespacios de formas exactas, y para lo que se emplearan las técnicas del calculo en
variedades. Respecto a la segunda, se estudia el grado de una aplicacién, que surge de la
relacion entre las integrales de formas en variedades via imagen inversa. Los contenidos
de este texto se disponen en 11 secciones, que partiran de las bases sentadas en el curso
Variedades diferenciables del grado de Matematicas.

En la primera seccion se realiza una breve introduccion a las dlgebras de Lie, 1o que
conduce a la definiciéon de la derivada de Lie de campos. En la segunda se proporcionan
las nociones bésicas en las que se apoya la cohomologia de de Rham, partiendo de algu-
nos conceptos elementales de formas diferenciales, seguidos por la diferencial exterior y
terminando con las definiciones de los grupos de cohomologia. Tras esto, se retoma en la
tercera seccion la derivada de Lie, extendiéndola en esta ocasion a las formas diferenciales,
y se introduce el producto interior, obteniendo algunas relaciones interesantes entre ambas
derivaciones.

A continuacion, en la cuarta seccion, se introducird la integral en cohomologia y se
proporcionaran algunos resultados esenciales, como la existencia de formas de integral no
nula, que nos permitiran demostrar que la integral define un isomorfismo en cohomologia.
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En la quinta se definird el operador de Poincaré, con el que se obtendran algunas conse-
cuencias importantes relacionadas con la homotopia y el lema de Poincaré y se sentaran
las bases que permitiran extender la cohomologia a aplicaciones continuas.

Posteriormente se abordara el grado de una aplicacion, que aparece al relacionar los
ultimos grupos de cohomologia de dos variedades. Se empezara con la definicion formal
para aplicaciones diferenciales y se extendera, por medio de la homotopia, para aplica-
ciones continuas. Tras esta seccion, se demostrara que el grado de una aplicaciéon toma
siempre valores enteros.

Como una aplicacién de las propiedades obtenidas hasta entonces, se probardn en la
octava seccion varios teoremas célebres de Brouwer: el teorema de no retraccion de una
variedad sobre su borde, el teorema de la bola peluda y el teorema del punto fijo de
Brouwer; este tultimo serd empleado en la siguiente secciéon para demostrar el teorema
de invarianza del dominio, segin el cual una aplicacion continua e inyectiva de dominio
abierto resulta ser un homeomorfismo sobre su imagen. Estos teoremas que deducimos
mediante la cohomologia de de Rham tienen otras consecuencias topolégicas importantes,
como la invarianza local de la dimension o la invarianza del borde. No incluimos estos
resultados porque seria copiar las demostraciones que en dimensién dos se ven en la asig-
natura Topologia elemental. En la décima, se proporcionaran algunos resultados relativos
a las esferas S™, que se usaran en la ultima seccién para demostrar, finalmente, el teorema
de Hopf, por el que se relaciona Z con el conjunto de clases de homotopia sobre esferas.

1. DERIVADA DE LIE DE CAMPOS

En esta seccién se presentan algunas nociones relativas a las dlgebras de Lie, partiendo
de conceptos bésicos de campos tangentes, para concluir introduciendo la derivada de Lie
de campos.

Dada una variedad M, recordamos que un campo (tangente) X es una aplicacién que
a cada punto de M hace corresponder un vector tangente en dicho punto. Se dird que es
continuo o diferenciable si lo es como aplicacion entre M y su fibrado tangente T'M.

Denotaremos por X(M) al conjunto de los campos tangentes (diferenciables) a la va-
riedad M, que es un espacio vectorial sobre R y un médulo sobre C*(M).

Teniendo en cuenta que los vectores tangentes a una variedad actiian como derivaciones,
se puede decir que un campo X tangente a M es un endomorfismo del espacio de funciones
diferenciables de dominio la variedad.

X:Co(M) = C=(M), X(f)=X[:1p=X(f) = dpf(Xp).

Visualizandolo de este modo, también se puede caracterizar la diferenciabilidad de un
campo segun lo sea la accién anterior: un campo X € X(M) es diferenciable si y sélo si,
para cada f € C>*(M), X f es diferenciable.

Tras estos puntos introductorios, incidiremos sobre una estructura concreta que se puede
otorgar a X(M).

Definicion 1.1. Dado un espacio vectorial E, un corchete de Lie es una aplicacién bilineal

[, ] ExE—=E, (xy)— |z,
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que verifica dos propiedades:

i) Es antisimétrica, es decir, [x,y] = —[y, 2| para cualesquiera z,y € E.
i1) Cumple la identidad de Jacobi, a saber, [[z,y], z] + [[z,z],y] + [y, 2], ] = 0 para
cualesquiera z,y, z € E.

Asimismo, un dlgebra de Lie (E, |-, -]) es un espacio vectorial equipado con un corchete
de Lie.

Ejemplos 1.2.

1. El espacio euclideo R3, equipado con el producto vectorial usual, es un algebra de
Lie. Tomando los vectores candnicos i, j, kK y

[17.]] =k, [.]7k] =i, [k7 1] =},

observamos que se cumplen la antisimetria y, trivialmente, la identidad de Jacobi.
2. El espacio vectorial de matrices cuadradas, tomando como corchete el conmutador

de matrices, es un algebra de Lie.

En efecto, si X, Y y Z son matrices cuadradas (con la misma dimensién), defi-
niendo
[, ] EXE—=E (X,)Y)— XY -YX,
es sencillo comprobar que se cumple la bilinealidad y la antisimetria, de modo que
nos centramos en la identidad de Jacobi.

[X,Y],Z] = [XY ~YX,Z]| = XYZ - YXZ — ZXY + ZY X;

12, X),Y] = [ZX — XZ,Y] = ZXY — XZY —YZX + Y X Z;

IV, 2),X]|=YZ-2Y,X|=YZX - 2YX — XY Z + XZY;
Se ve que, al sumar [[X,Y], Z] + [[Z, X],Y] + [[Y, Z], X], se obtiene el resultado
deseado.

El producto de matrices del ultimo ejemplo corresponde a la composicion de aplicaciones
lineales y sugiere buscar un comportamiento analogo para mas espacios vectoriales cuyos
elementos sean otro tipo de aplicaciones. Asi, podemos considerar como espacio vectorial
a X(M) y tomar una estructura semejante a la anterior para el corchete de Lie.

Proposicién 1.3. FEl espacio vectorial X(M) junto con el corchete de Lie definido del
modo
[X,Y]=XoY —YoX,

para cualesquiera dos campos X, Y € X(M), es un élgebra de Lie.

Demostracion. La prueba de esta proposicion es mecanica, si se tienen en cuenta las
observaciones realizadas en la segunda parte del ejemplo anterior, sustituyendo el producto
de matrices por la composicion de funciones.

Es menos inmediato ver que, en efecto, el corchete de Lie esta bien definido, es decir,
que [X,Y] € X(M) para cualesquiera X,Y € X(M); para ello, debe cumplirse la regla de
Leibniz en cada punto y que la aplicacion resultante sea diferenciable.

La diferenciabilidad se sigue de que, dada f € C*°(M), entonces X f € C>(M), por lo
que Y (X f) también serd diferenciable.
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En cuanto a la regla de Leibniz, sean f,g € C*(M) yp e M,

(X, Y]p(fg) = (X oY)fg— (Y oX),fg=Xp(Y,(fg)) — Yp(X,(f9))
= Xp(f(P)Y5(9) + 9(P)Y, (f)) =Y, (f(P)Xp(9) + 9(p) X,(£))
P) {Xp(Y(9)) = Yo(Xp(9))} + 9(p) {Xp(Yo(f)) = Yo(X, () }
= fP)[X, Y]pg + 9(p)[X, Y]pf-

O

Al corchete [ X, Y] se le llama, en ocasiones, derivada de Lie del campo Y respecto a X,
denotandolo LxY', y representa la variacién infinitesimal del campo Y a lo largo de las
curvas v : I — M cuyos vectores tangentes se corresponden con los vectores del campo X.
No obstante, el concepto de la derivada de Lie se puede extender a otro tipo de argumentos
aparte de los campos, como por ejemplo, y parte del objeto de estudio de este trabajo, a
formas diferenciales.

Antes de formalizar estas ideas, conviene recordar que, dado un campo X sobre una
variedad M, es posible construir un flujo ¢ a partir de las curvas integrales del campo y
de modo que éste sea el generador infinitesimal de dicho flujo. Para no inducir a error con
la notacién, presentamos con todo detalle la definicién de flujo.

Definicién 1.4. Dada una variedad M, un flujo es una aplicacion diferenciable
oW =M, (t,x)— pix),

siendo W C R x M un entorno abierto de {0} x M, que cumple

i) ¢o es la identidad en M.
ii) Dadox € M, I(x) ={t € R : (t,x) € W} es un intervalo abierto, tal vez infinito,
cuyos extremos verifican a(x) < 0 < B(x).
iii) Si s € I(x), entonces I(ps(z)) = I(z) —
iv) Sise I(z) yt € I(ps(x)), entonces (p; 0 @s)(x) = pris(T),

Tras esto, procedemos a definir propiamente la derivada de Lie, mediante la proposicion
siguiente, y observar que se corresponde con lo introducido previamente.

Proposicién 1.5. Dado un flujo @ sobre una variedad M, su generador infinitesimal X
y un campo Y € X(M), se cumple, para todop € M,

[X,Y], = lim

t—0

P—t,x (Ylpt(P)) o er
, .

Demostracion.

Primero, observamos que

90—757*(Y<,0t(a))f = dapt(a)SO—t (Ygot(a)) (f) = (th(a) (Sp—t)) (f) = Ytpt(a)(f © Sp—t)7
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y desarrollamos f o ¢_; en torno a un valor ¢ cercano a 0:

d
fop_i= flo—y) = flpo) +1 d_t(f o) 4O
t=0
N of \del o O v\ _

Ahora, hacemos actuar el limite de la proposicién sobre una funcién f € C*°(R) y aplica-
mos lo obtenido en el paso anterior.

i Pt Yer@) — Ya (f) = Iim Yow(fop-d) ~Yalf) _ | Yew(f —tXf) —Ya(f)
=0 t t—0 t t—0 t

i Yo (f) ; Yoo (f) Y.(XF) = lim (Y f)(pi(a)) ; (Y £)(@ola) Y.(XF)
= G| —vxn =3 Og e e

=3 P V) = Y D)~ Yl ) = XY )~ Va(X) = XV, ()

O

2. CoHOMOLOGIA DE DE RHAM

En este apartado se introduciran los aspectos basicos de la cohomologia de de Rham,
recordando brevemente las ideas fundamentales de las formas diferenciales.

Dado un abierto U de R™, una r-forma diferencial o forma diferencial de grado r es
una aplicacion
a: U — Alt"(R™),
donde Alt"(R™) es el espacio vectorial de formas alternadas de grado r sobre R™. La
extension de esta definicién a una variedad M consiste en tomar como espacio vectorial
sobre el que actian las formas el tangente a la variedad en cada punto:

Al (M) = | {x} x Alt" (T, M).
xeEM
Por tanto, una r-forma diferencial sobre una variedad M es una aplicacion

a: M — Alt"(M)

que a cada punto p de la variedad le asigna una forma diferencial de dominio 7, M.
Denotaremos por I'"(M) al conjunto de las r-formas diferenciales de una variedad M.

Recordamos que una r-forma es diferenciable si, actuando sobre r campos diferenciables
de M, la aplicacién resultante es diferenciable y que, dado un sistema de coordenadas
{x:}71", la coleccién de r-formas {dx;, A--- Adx;, : 1 <i; <--- <4, <m} constituye una

base de I'"(M).
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Dada una aplicacién diferenciable f : M — N entre dos variedades de la misma dimen-
sién, podemos definir un homomorfismo entre I'"(M) y I'"(N) por medio de la diferencial
dyf : ToM — TN, que relaciona ambos espacios tangentes. Asf, tenemos la aplicacién

f* . FT(N) — FT(M), Wy (f*(,u)ffl(x) = (dffl(z)f)*wr.
Concretamente, dados r vectores tangentes vy,...,v, € Ty-1(,) N, esta expresion se co-
rresponde con (dg—1(y) f) wz(v1, ..., 0r) = W1y (dp-1) f(V1), .. dp-1) f(0r))-

Un sencillo ejemplo de 1-forma, cuya generalizacion proporciona uno de los conceptos
fundamentales de la cohomologia, es la diferencial de funciones.

Ejemplo 2.1. Dada una variedad M y f : M — R una aplicacién diferenciable, se tiene
que su diferencial es una forma de grado 1:

df : M — T''Y(M)
z = (df), = do.f.

La diferenciabilidad se comprueba facilmente a partir de la expresién de un campo X en

coordenadas locales: X =), Xiaixi‘ Por tanto, X f =), Xz-g—}i = df (X) es diferenciable.

Tras este ejemplo, aprovechamos para recordar, por medio de un teorema que asegura
su existencia, las propiedades de la diferencial exterior.

Teorema 2.2. Eziste una tnica aplicacion d : T"(M) — T™H (M) tal que:

i) parar =0, d es la diferencial de funciones,
it) dod =0y,
iii) si v y B son dos formas tales que r es el grado de la primera, d(a A f) = da A S+
(—D)"aAdpS.

Se puede comprobar que esta aplicacién se porta bien con el homomorfismo f*; es decir,
dada una aplicacién diferenciable f : N — M y el homomorfismo f* : I'"(M) — ['"(V),
se cumple la relacion

do f*= f"od.

Definicién 2.3. Se dice que una forma diferencial a es cerrada si daw = 0 y exacta, si
existe otra forma [ tal que df = a.

Se pueden definir, por tanto, dos subespacios importantes de I'"(M): denotaremos por
Z" (M) al subespacio de r-formas cerradas de M y por B"(M) al de las exactas.

Es inmediato observar, por la propiedad ii) de la diferencial exterior, que todas las
formas exactas son cerradas, es decir, B"(M) C Z"(M). Ademaés, teniendo en cuenta que

al aplicar la diferencial d elevamos el grado de las formas, obtenemos que B"(M) es la
imagen de d : T""1(M) — I'"(M) y que Z" es el niicleo de d : T" (M) — T (M).

Definicién 2.4. A partir de dichos elementos, se define el r-ésimo grupo de cohomologia
de de Rham como

H"(M) = Z"(M)/B"(M).
Estos grupos forman un espacio vectorial sobre R, al igual que lo hacian I'"(M). A la
dimensién b, de H"(M) se le denomina r-ésimo nimero de Betti de M vy, a sus elementos,
clases de cohomologia.
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Los grupos de cohomologia constituyen unos invariantes algebraicos asociados a cada
variedad, pues se conservan por difeomorfismos y, como veremos mas adelante, también
por aplicaciones continuas.

Ademas de tales grupos, se puede considerar su suma directa
H(M)=H"(M)®--- & H"(M),

siendo m la dimensién de M y H°(M), el nicleo de d : T°(M) = C>*(M) — T''(M), es
decir, las funciones diferenciables localmente constantes. (Obsérvese que I'"(M) = {0}
para k > m.)

Observacién 2.5. Aclaramos que H°(M) depende del ntimero n de componentes conexas
de M pues una funcién continua es constante si y sélo si lo es en cada una de ellas. Asi,
HO(M) esté formado por las funciones que son constantes en cada componente conexa;
de este modo, es facil observar que la dimension de este espacio en concreto es el niimero
de dichas componentes (by = n) y que es isomorfo a R™.

Como sucedia con ['", dadas dos variedades M y N, se pueden relacionar los elementos
de H"(M) con los de H"(N) a través de una funcién diferenciable f : M — N. Puesto
que la diferencial y f* conmutan, se obtiene que f*(Z"(N)) C Z"(M) y que f*(B"(N)) C
B"(M).

En efecto, sea una forma w € Z"(N), es decir, dw = 0 y, por tanto, f*(dw) = 0. Pero
ff(dw) = d(f*w), con lo que se obtiene f*w € Z"(M). Por otro lado, sea w € B"(N),
entonces existe n € I""}(N) tal que w = dn. De un modo andlogo al caso anterior, se
observa que f*w = f*(dn) = d(f*n), es decir, f*w € B"(M).

Por ende, f* induce un homomorfismo de H"(N) en H"(M) y se cumplen propiedades
andlogas a las del homomorfismo f* : I'"(N) — I'"(M), como (go f)* = ffog* y, si f =
Idys, entonces f* = Idgr(ar). Este permite relacionar dichos invariantes algebraicos, dadas
dos variedades y una funcion diferenciable entre ellas. Si dos variedades son difeomorfas,
sus grupos de cohomologia seran isomorfos.

De un modo semejante a como acaba de hacerse, se definen los homoénimos de estos
espacios, con soporte compacto.

Definicién 2.6. Denotaremos por I',(M) al conjunto de r-formas diferenciales con so-
porte compacto, es decir, aquellas tales que el conjunto de puntos sobre los que no son
nulas tiene adherencia compacta.

Siguiendo esa linea, se define Z! (M) como el conjunto de r-formas cerradas con soporte
compacto. En cambio, B%(M) esté constituido por las r-formas exactas que poseen una
primitiva con soporte compacto.

Observacién 2.7. Tal y como se define B (M), por estar contenido en I';(M), toda
forma de dicho subconjunto tiene soporte compacto, pero no todas las formas exactas que
tienen soporte compacto se encuentran ahi, pues pueden no tener primitiva con soporte
compacto.

Para definir los homomorfismos f* : H!(N) — H!(M) con soporte compacto, hace
falta que f sea propia, es decir, que las imédgenes inversas de conjuntos compactos sean
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compactas. Con esto, si w tiene soporte compacto, f*w también. Nétese que si las varie-
dades son compactas, toda aplicacién continua lo cumple ya que la imagen inversa de un
conjunto compacto sera cerrada en un compacto, por tanto, compacta.

Al igual que para el caso general, se sigue dando el contenido BL(M) C ZI(M) y se
puede definir el r-ésimo grupo de cohomologia de de Rham con soportes compactos

HI (M) = Z:(M)/B;(M).
Evidentemente, si M es compacta, estos conjuntos coinciden con los definidos previa-
mente.

Estas ultimas definiciones seran basicas en el desarrollo de las secciones posteriores, por
ejemplo, para la integral de formas, que se realiza sobre aquellas con soporte compacto.

3. DERIVADA DE LIE DE FORMAS Y PRODUCTO INTERIOR

Como se anticip6 en la primera seccién, la definicion de derivada de Lie se puede ex-
tender a las formas diferenciales tomando una expresién semejante. También se introduce
en este apartado el producto interior y algunas relaciones interesantes que guarda con la
derivada de Lie.

Definicién 3.1. Dado un campo tangente X € X(M) y su flujo ¢, la derivada de Lie de
una r-forma w, con r > 1, es

Debemos comprobar que este objeto estda bien definido, es decir, que al calcular la
derivada de una r-forma, se obtiene otra.

En efecto, sea w = w;,,._;,dx;, A... Adx;, parar > 1. Observamos que

Prw = (Wiy,..ir © 1) prdxs A A gydx, = (Wi, © o) d(0ixs) AL A d(erx,)
= (wil,...,u © SOt) d(Xil © <Pt) ANIA d(XiT o SOt) = (Wz'l,...,iT o th) d(@?) ARERA d(@?)

8@i1 m awlr
ax; dle VAN Z dejr

Jj1=1

m m D) i D) i
= (wil,-.‘,’ir o Spt) Z s Z ﬁ L del VAR deT.

ox; ~ Ox;
ai=1 =1 "1 Ir

De la anterior cadena de sumatorios se extraen, a lo sumo, (T) coeficientes y productos
de formas, que agruparemos bajo el indice K. De este modo, podemos expresar

W = Z Jr(t, x)dxg.
K

Sustituyendo en la expresién del limite y teniendo en cuenta que pjw = w, obtenemos
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0
dxp = Z %(07 x)dxg,

K

*

, YW —w ,
lim 22—~ = lim
t—0 t t—0

K

fK(t7$) - fK(wa)
t

una forma diferencial de grado 7.

Por 1ltimo, tratamos el caso r = 0, para el que w = f : M — R. Si observamos que
Yiw = @i f = f oy, se concluye facilmente la igualdad
B o fopi—fows O(fow)

que no es mas que otra aplicacién diferenciable de M en R, una forma de grado 0.

Definicién 3.2. Dado un campo X € X(M), se define el producto interior
ix :T"TH M) = T7(M), wiyw,
ixw: X' (M) —-R, (Xy,....X,) »wX, Xy,...,X,).
Para el caso particular de una aplicacién diferenciable, w = f, se define por ix f = 0.

Entre las posibles expresiones que relacionan las derivaciones, la formula de Cartan
destaca por su sencillez.

Proposicion 3.3. Formula de Cartan

LX:iXod+dO’iX

Demostracion. Primero, recordemos que iy f = 0 independientemente del campo. Ahora,

ix(df) =df(X) = X[ = Lx(f),
asi que se cumple para funciones. Procedemos a comprobarlo para diferenciales de fun-
ciones.

ix(d(df)) +d(ix(df)) =ix(0) +d(df(X)) =0+ d(Lxf).
Como se cumple para funciones, Lx od = d oix od cuando actuamos sobre f, con lo que
Lx(df) = d(ix(df)) = d(Lx([)).
Por dltimo, como w € I'"(M) se puede expresar localmente mediante w = Y wy, ;. dx;;, A
... A\dx;, , se sigue el resultado para r-formas. O

Unas simples composiciones con la diferencial exterior nos proporcionan el siguiente
resultado:

Corolario 3.4.
Lyod=dolLy.
Gracias a la férmula de Cartan y a este corolario, podemos obtener otras igualdades
interesantes que relacionan la derivada de Lie y el producto interior.
Proposicién 3.5. El producto interior y la derivada de Lie verifican las relaciones
i[)gy} :iny—iny, Lwa :fLXw—i—df/\in,
para cualesquiera X,Y € X(M), w e I'"(M) y f € C*(M).
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Demostracion.

1. Comprobemos que se cumple para el caso de w = f:

Lx(iy (f)) —iv(Lx(f)) = Lx(0) =iy (X [f) =0 =ix /.
Ahora, como una forma de grado r se puede expresar como una suma de productos

exteriores de r diferenciales de funciones, demostramos el caso para w = df, con
ayuda de la férmula de Cartan.

Lx(iv(df)) =iy (Lx(df)) = Lx(df(Y)) =iy (dLx(f)) = Lx (Y f) — iy (d(X[))
= XY [f)-dX/)Y) =XY(f) -YX(f)
= [X,Y]f = df([X,Y]) = ixyid/f.
2. Debido a la férmula de Cartan y a que se cumple iyxw = fixw, tenemos
Lixw=tisxdw + difxw = fixdw + d(fixw) = fixdw + (df Nixw + fdiyw)
= flixdw + dixw) +df Nixw = fLxyw+ df ANixw.
O

Por dltimo, presentamos un método para calcular la derivada de Lie de formas por
medio del corchete de Lie de campos.

Proposicién 3.6. Dada la forma diferencial w € I'" (M) y los campos Xy, ..., X, € (M),
para r > 1, se cumple
(Lxw)(X1,.., X)) = Xw(Xy,.. . X)) = > w(Xy,. L [X XL X)),

i

Demostracion. Se demostrara por induccién sobre el grado de w. Para ello, sea w una
1-forma, entonces,

(LXw>(X1) = z'XlLXw = inxlw — i[X7X1]w = LX(W(Xl)) — w([X, Xl])

Ahora, supongamos que se cumple para r — 1, es decir,

(Lxw)(Xa, ..., X;) = Lyw(Xa, ..., X,) = Y w(Xa, ... [X,X],..., X,),
i=2
y veamos que también se cumple para r.
(Lxw)(Xy,...,X,) =ix,(Lxw)(Xs,..., X,)
=iy, Lxw(Xy, ..., X,) —ix, Y w(Xy,...,[X,X]],..., X,)

1=2
= (LXin - i[nyl])W(X% PN ,Xr) — ZW(Xl, ey [X,XZ] PN ,Xr)
i=2
= Lxw(Xy,...,X,) = Y w(Xy, ... [X.X],....X,)

=1
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4. EL ULTIMO GRUPO DE COHOMOLOGIA

En esta seccion se tratard, esencialmente, la integral de formas y su relaciéon con la
cohomologia. Para ello, se recordard la definiciéon basica de integral de una forma en una
variedad M de dimensién m y se extendera dicha definicion a las clases del ultimo grupo
de cohomologia con soporte compacto HI"(M).

Consideraremos, pues, el conjunto I'7*(M) para definir la integral de una forma dife-
rencial; primero, en un espacio afin cualquiera y, a continuacion, en la variedad M.

Definicién 4.1. Dada w € I'"""(U), para un abierto U del espacio (o semiespacio) afin
E™ de dimension m, expresada como w = fdx; A --- Adx, y siendo f : E™ — R una
aplicacion diferenciable con el mismo soporte que w, se define

/(sz ]Emf‘

Proposicién y definicion 4.2. Dada una variedad orientada M, existe una unica forma

lineal
/:I”C"(M)—HR, w»—>/w,
M M

tal que, si x es el sistema de coordenadas de M asociado a una parametrizacion ¢ y cuyo
] . - . : ‘
dominio contiene al soporte de w, entonces wa = 5fx(U) Y'w; e =41 si x es compatible

con la orientacion y e = —1 en caso contrario.

Destacamos que esta integral se calcula tomando una coleccién de cartas que recubra
a la variedad y una particién diferenciable de la unidad subordinada a dichas cartas.
Asimismo, recordando el teorema de Stokes,

/dw:/ Wlow,  w € T L(M),
M oM

se deduce que si la variedad no tiene borde, la integral f 4 dw es nula para toda w €
I'™=1(M). Esto nos serd de utilidad para proposiciones posteriores.

Observacién 4.3. Es conveniente para esta seccion indicar que si una variedad M
de dimensién m es orientable, siempre existe una forma de grado maximo nunca nula.
Efectivamente, dada una orientacién y recubriendo M con dominios U; (que podemos
suponer conexos) de unos sistemas de coordenadas x) compatibles con la orientacién

fijada, en cada dominio U; tenemos la forma nunca nula w; = dxgi) A Adx) e ' (U;).
Ahora, a partir de esta coleccién, se construye una forma nunca nula en toda la variedad
por medio de una particién diferenciable de la unidad {6;} subordinada a los dominios
UZ'I

w = Z@Zwl S Pm(M)

Para comprobar que nunca es nula, remarcamos que en las intersecciones U; N Uj, la
férmula del cambio de variable relaciona las formas w; y w; mediante una aplicacién
Aij, que es siempre positiva pues se trata del determinante del cambio de coordenadas y
ambos son compatibles con la orientacion. Entonces, dado un punto p € M, tendremos
0;(p) # 0 para unos indices 75, concretos y, sin pérdida de generalidad, podemos considerar
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p € U;,. Desarrollando la expresion anterior para esos indices y cambiando de variable
adecuadamente,
Wp = Z Oir, (P)wiyp = Z(elk (D) Aiir )i p-
k k
Es fécil ver que la forma no es nula por cémo se ha definido, ya que A;; es siempre positiva.

Proposicién 4.4. Sean una forma w € I'" (M) nunca nula y h : M — R una funcion no
idénticamente nula, con soporte compacto y que no cambia de signo. Entonces, hw tiene
el soporte de h y [, hw # 0.

Demostracion. Sea {(U;,x)} un conjunto de cartas con dominios conexos, que recubren

M y son compatibles con su orientacién. Denotamos {x,iz)}?zl las coordenadas del i-ésimo
sistema.

Consideremos en U;, como base de las formas diferenciales de grado maximo, la forma

dxgi) A AdxP. Por tanto, dada la forma w del enunciado, se verifica que su restriccion
a dicho dominio serd multiplo de esa forma por una funcion diferenciable nunca nula:

v, = Ndx A A dx®, XU = R,

w

Por otro lado, en una interseccién no vacia de dominios, U; N Uj, se cumple

)\idxgi) A ANdx = w

view, = A A A dxD),

con lo que se tiene la relacion para el cambio de coordenadas
\i o )
— =det X’(“Z.) > 0.
Aj 0%,
La positividad se debe a la compatibilidad de los sistemas de coordenadas con una

misma orientacion, y ello proporciona que las funciones \; tengan todas el mismo signo
(que escogeremos, sin pérdida de generalidad, positivo).

Tomemos ahora una particién diferenciable de la unidad {6;} subordinada a los dominios
{U;} y observemos que

(x5 Y wly, = N ox; ) d((x ) <) A Ad((x) %) = (A ox; ) day A ... Aday,,

7

Entonces,
hw = / 0;h\; x;l x))dzx.
| pBY IRCENERE

Puesto que hemos considerado a las funciones A; > 0, si la integral se anulara, por
ser los integrandos no negativos, para cada sumando tendriamos que 6;h se anula en Uj.
Ademas, por estar el soporte de #; contenido en Uj;, se anularian también en toda la va-
riedad y, puesto que h = (ZZ 92-) h =", 6;h, obtendriamos que h es idénticamente nula,
contra la hipdtesis. Por tanto, fM hw # 0. 0

De un modo semejante a como se hace al inicio de la seccion, se puede definir la integral
de clases de cohomologia con soporte compacto.
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Proposicién 4.5. Si M es una variedad sin borde, la integral

| imran-r W

es una forma lineal bien definida y no nula.

Demostracion. La linealidad se deriva directamente de la linealidad de la integral. Para
ver que esta bien definida, debemos comprobar que el resultado es independiente del
representante elegido de la clase [w].

Sea la forma a € [w], entonces se tiene que w = « + dn para una cierta forma n €
'™=1(M). Por tanto:

S S Ry

por el teorema de Stokes, segiin se explico ya. Finalmente, podemos afirmar que la forma
lineal f s Do es idénticamente nula: siempre existe una forma nunca nula en una variedad
orientable y, por la proposicion anterior, se puede encontrar a partir de ésta una forma
con soporte compacto cuya integral sea distinta de cero. O

Proposicién 4.6. Si M no tiene borde y es coneza, la forma lineal anterior es un iso-
morfismo.

Demostracion. Puesto que tenemos una aplicacién lineal entre espacios vectoriales y la
dimensién de R como tal es 1, comprobar que es un isomorfismo equivale a comprobar
que dim(H"(M)) = 1; es decir, que dada una forma de clase [w] cuya integral no sea
nula, todas las demas clases son multiplos de ésta.

Consideremos w € I'*(M) de integral no nula, cuyo soporte esté contenido en un
abierto D difeomorfo a R™ y veamos que, para toda a € I'"(M), [a] es proporcional a
[w]. Podemos suponer que el soporte de o también estd en D. En efecto, como M es conexa,
existe una cadena Uy, Uy, ..., U, de abiertos difeomorfos a R™ y tales que el soporte de «
esté contenido en Uy, U, = D y U; N U;41 # 0. Dada esa cadena, para cada i = 1,...,r
existe w; € I'""(M) de integral no nula y con soporte contenido en U;_; NUj;. Si se cumple
la proporcionalidad de clases dentro de un mismo abierto, entonces [a] es proporcional a
[w1], que lo es a [w,] gracias a la cadena, y esta dltima, a |w], validando la simplificacion.
Por otro lado, como toda aplicaciéon con soporte compacto se puede extender por cero
fuera del abierto que lo contiene, podemos suponer que D = M = R™.

Ahora, si [a] es proporcional a [w], existird ¢ € R tal que a — cw tenga una primitiva
con soporte compacto o, equivalentemente, tal que la integral sea nula. Esto se traduce
en que

a—cw= f(z)dzy A... ANdzp,,
para cierta funcion diferenciable f de integral nula.

Si a — cw es exacta, su primitiva serd la forma 17 = det(X,...) para cierto campo X =
(X1,...,X,) del que f es su divergencia. Efectivamente, dado el campo X = ). X 2

Za$i’
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n = det(X,...) es una forma diferencial de grado m — 1,

n =det(X,...) :Zcidxl/\.../\dxi_l/\da:iﬂ/\.../\dxm,

i

cuyos coeficientes son

0 0 0 0 4
7 ey T~ = —1 ZilXi.
¢ (81’1 ’ ’ (9@-_1 ’ 6.731'4_1 ’ ’ 8$m) ( )
Al calcular su diferencial se obtiene
dn = Z Z 83:] dx] ANdzy Ao A derig Adag Ao Aday,
= Z dxl Adzy AL A Az Adzig A A da,

= ; 6m;dx1 A ... ANdx,,.

Entonces, f = ZZ o . En 1ltima instancia, para demostrar el enunciado original basta
demostrar que si f tiene soporte compacto e integral nula, es posible encontrar el campo
X con soporte compacto que cumple dicha relacion. Con esto en mente, se probara lo
siguiente:

Sea f(x) = f(x1,...,Tm) una funcion diferenciable con soporte compacto y sea, dado
n<m,z = (y,2) cony = (x1,...,8,) ¥ 2 = Tpg1,. .., Tm). S0 [ou f(y,2)dy = 0,
entonces

para n funciones con soporte compacto Xi(x ) Xn(z).

Procedemos por induccién. Para n = 1,

=[:ﬂ%a@

tiene soporte compacto ya que, si x; es suficientemente pequeno, no se evaltia en el soporte
de f y, si es grande, se abarca en su totalidad con lo que, siendo nula la integral de f,

tenemos
~ [ twady= [ sw2ay-

Ahora, supongamos que el enunciado se cumple para n—1, y denotemos ¢y = (1, ..., 2, 1).
Sea ¢(y') diferenciable, con soporte compacto y tal que [g, 1 ¢(y')dy’ = 1; con ella pode-
mos definir
gle) = f(z) =h(z),  h(z)=¢ly) |  fu,zq, 2)du.
Rn—
Como f y ¢ tienen soporte compacto, g también; ademas, por cémo se ha definido,
Jan-1 9(¥/', T, 2)dy’ = 0. Entonces, por induccién, existen n—1 funciones Xy (z), ..., X;_1(x)
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de soporte compacto tales que

Para nuestro fin, observemos que podemos tomar h(z) = %(x) siendo

Xlo) = %) =) [ ([ e an

que tiene soporte compacto. Efectivamente, como f y ¢ lo tienen, si ||y/|| es muy grande,
entonces p(y') = 0; para ||z|| muy grande o x,, pequeno, f(u,t,z) =0y, si x,, suficiente-
mente grande,

/z ( - f(ut, z)du) dt = /Z ( - f(u,t z)du) f(y7 2)dy =0

para y = (¢', x,). Por tanto, tenemos X;(z),..., X, (x) de soporte Compacto y tales que

Z 6.:1:Z

OJ

Tras haber probado que la integral en cohomologia es un isomorfismo, podremos ver en
la seccién 6 cémo se relacionan las integrales sobre dos variedades distintas via imagen
inversa, lo que proporcionard la definicién del grado de una aplicacién.

5. LEMA DE POINCARE Y HOMOTOPIA

En esta seccién se presentard el operador de Poincaré y se empleara como herramienta
para definir los grupos de cohomologia como invariantes topolégicos, no sélo diferenciables.

Teorema 5.1. Operador de Poincaré. Sean k € N e I = [0,1]. Entonces, existe un
operador lineal

L:THM x I) — T* (M)
tal que
ii—ig=do L+ Lod,
donde is es la aplicacion que a cada p € M le asigna (p,s) € M x I para s = 0,1. Este
operador transforma formas con soporte compacto en formas con soporte compacto.

Demostracion. Consideremos las proyecciones t : M x I — I ym: M x I — M. Entonces,
si (U, x) es un sistema de coordenadas de M, tenemos que (X; = X 07, ..., X, = X0, 1)
constituye un sistema de coordenadas para U x I. Por tanto, dado (p,t) € M x I, se puede
visualizar T, (M x I) como T,M @ T;I.

A continuacién afirmamos que, dada w € I'*(M x I), ésta se puede escribir, con unicidad,
en la forma
w=uw +dtAn,
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verificaindose w'(vy, ..., vx) = 0 para v; € U(p,t)({(_)p} x T,I) y la propiedad andloga para
n € I*1(M x I). En efecto, dado (U, x) sistema de coordenadas de M, tenemos que

wly =wl +dtAny =Y frd%, +dtA Y g5dx;,
7 7

para ciertas familias de colecciones J y J de k y k — 1 indices respectivamente. De aqui
se deduce que W'|y = wy; ¥y Ny = nu, lo que nos permite construir punto a punto dichas
formas: dado p € M, se toma cualquier (U,x) tal que p € U para realizar la asignacién

W'(p) = wu(p) y n(p) = nu(p).

Teniendo en cuenta este preambulo, procedemos a definir el operador de homotopia
mediante la expresiéon

1
(»CW)p(Ul, cee 7vk—1) = / n(p,t)<v17 Ce ,Uk_l)dt.
0

Noétese que si w tiene soporte compacto, 7,y = 0 para todo t € I y todo p fuera del
compacto. Luego Lw, = 0 para p fuera de tal compacto.

Es trivialmente lineal por la linealidad de la integral, por lo que s6lo debemos probar
que ijw — ifw = d(Lw) + L(dw). Beneficidndonos de esa misma linealidad, probémoslo en
los casos en los que, de acuerdo a la descomposicién previa, o bien w tiene la forma del
primer sumando, o bien tiene la del segundo.

En el primer caso, sea w|yx; = fdX; A... AdX;, = fdX;. Aplicando la diferencial
exterior obtenemos dw|yy; = v + %—{dt A dx; para cierta forma ~ de grado k + 1 que no
involucra a dt. Aplicamos L sobre esta forma para obtener

L7o " "
L(dw), = / (a—{(p, t)de> dt = [f(p,1) = f(p,0)] dx; = $jw, — igwy.
0
La ultima igualdad se debe a que

i:wp =(fo iS)p d(Xj, o iS)p ARERWA d(iJk © iS)p = f(p,s)dx;.

Por otro lado, dada la definicién de £, Lw = 0, con lo que se verifica la igualdad buscada.

En el segundo caso, sea w|yx; = fdtAdX;, A...AdX;,_, = fdt AdX; y observemos que,
por ser t o i; = s un valor constante (una vez se toma s = 0, 1), tendremos d(t o is) = 0,
y, por ende, tjw, — ijw, también se anula. De este modo, s6lo debemos comprobar que
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d(Lw,) = —L(dw,). Pero:

L(dw,) = Z e ANy | = Z o At A %A A%y
=— Z / a—deXl A dx dt,

d(Lw,) = d ( /0 fdxjdt> = ;dxl A <a_xl /0 fdedt>

m 1
= Z / ﬁdxl A dx sdt.
—1 0 6xl

OJ

Tras definir el operador de Poincaré, podremos utilizarlo para probar la siguiente afir-
macién sobre aplicaciones hométopas:

Proposiciéon 5.2. Sean M y N dos variedades diferenciables y f,g : M — N diferen-
ciables (propias) y homdtopas por una homotopia (propia) diferenciable. Entonces, los
homomorfismos f*, g*: H'(N) — H"(M) (f*,g*: HJ(N) — HI(M)) son iguales.

Demostracién. Para comprobar que f* = g* : H"(N) — H"(M), podemos observar que,
dada w € Z"(N), (f* — ¢")w es cero en H"(M), en otras palabras, que es exacta. Sea
H : M x I — N una homotopia entre f y g, es decir, se cumple Hoi; = fy Hoiyg=g.
Entonces, comprobamos que

d(L(H*w)) + L(A(H'w)) = d(L(H'w)) = i](H'w) — iy(H'w) = ffw — g*w.

Por tanto, f*w — g*w es exacta. La demostracion vale también para el caso propio.

OJ

Si deseamos extender adecuadamente la cohomologia de de Rham a aplicaciones conti-
nuas, debemos ser capaces de aproximarlas por diferenciables. Para tal fin, nos basaremos
en los siguientes resultados:

Proposiciéon 5.3. Sean X C RP localmente cerrado, N C R? una variedad sin borde y
f X — N una aplicacion continua (propia). Entonces existe una aplicacion diferenciable
(diferenciable propia) g : X — N (propiamente) homdtopa a f.

Proposicién 5.4. Sean X C RP localmente cerrado y N C RY una variedad sin borde. Si
dos aplicaciones diferenciables f,g : X — N son (propiamente) homdtopas, entonces lo
son mediante una homotopia (propia) diferenciable.

Omitimos las demostraciones ya que no forman parte del objeto principal de estudio
de este trabajo. Con estas proposiciones en mente, podemos demostrar lo siguiente:
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Proposicién 5.5. Sean f : M — N una aplicacion continua (propia) y g,h : M — N
dos aplicaciones diferenciables (propias) y (propiamente) homdtopas a f. Entonces

g"=h":H'(N) = H' (M) (g =h*: H/(N) = HI(M)).

Demostracion. Por hipétesis, tenemos que g y h son (propiamente) homdétopas y por

5.4, lo son por una homotopia (propia) diferenciable. Entonces, aplicando 5.2, g* = h*.
O

Esto nos permite dar la siguiente definicién para aplicaciones continuas.

Definicién 5.6. Dada una aplicacién continua (propia) f : M — N, tomando cualquier
aplicacién diferenciable (propia) g : M — N (propiamente) hométopa a f (que existe por
5.3), se define su homomorfismo asociado f* mediante

ff=gq.

Con esta definicion, podemos ver que se cumplen los resultados esperados para aplica-
ciones continuas.

Proposicién 5.7. Dadas dos aplicaciones continuas (propias) f,g : M — N y (propia-
mente) homdtopas, entonces f* = g*.

Demostracion. Se deduce directamente de la definicién previa y 5.2. O

Con ayuda del operador de homotopia definido al inicio de la seccién, demostraremos
un caso particular en el que se cumple que las formas cerradas son exactas.

Lema 5.8. Lema de Poincaré. Si M es una variedad contractil, entonces toda forma
cerrada es exacta.

Demostracion. Por ser M variedad contractil, dado un punto py € M, existe una homo-
topia H : M x I — M tal que H(p,1) = py H(p,0) = po, y que podemos suponer
diferenciable por 5.4. Haciendo uso de la aplicacion i de 5.1, se pueden reescribir estas
condiciones como H o1y = Idy; v H 019 = py.

Sea w € Z(M) una forma cerrada. Por lo anterior,
w=(Hoi)'w=1(H"w)
y, analogamente,
0= (Hoiy)'w="1i5(H w)
ya que H o1 es constante. Por la conmutatividad del homomorfismo H* con d, y por ser
w cerrada, se tiene que d(H*w) = H*(dw) = 0. Entonces,

d(L(H'w)) = d(L(H'w)) + L(A(Hw)) = 1] (H'w) — ij(H'w) =w — 0 = w.

Puesto que se ha hallado una forma tal que su diferencial sea w, se concluye que la
ultima es exacta. O
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De este lema se deduce directamente el siguiente corolario, aunque proporcionaremos
una prueba muy sencilla empleando otros métodos.

Corolario 5.9. Si M es una variedad contrdctil, entonces H" (M) = 0 para todo r > 1.

Demostracion. Como Idj; es homdtopa a una aplicacion constante, entonces
0

No enunciamos el corolario para una variedad propiamente contractil porque tal varie-
dad seria compacta y la cohomologia con soportes compactos es la cohomologia usual.

Corolario 5.10. Sea M wuna variedad diferenciable compacta, conexa, orientable y sin
borde, de dimension m. Entonces H™(M) # 0 y, por tanto, M no es contrdctil.

Demostracion. Toda w € ' (M) es cerrada. Supongamos que no se anula nunca (dicha
forma existe ya que la variedad es orientable). Veamos que no puede ser exacta.

Tenemos que la integral de la forma no se anula ya que la variedad es compacta vy,
puesto que la integral de clases de cohomologia de H(M) es un isomorfismo, la clase de
esta forma no es nula, luego w no es exacta. O

Remarcamos en este punto la importancia de diferenciar los grupos H"(M) y HL(M).
Por ejemplo, debido al corolario 5.9, H*(R?) = 0, mientras que el hecho de que la integral
en cohomologia sea un isomorfismo nos proporciona H?(R?) = R.

6. GRADO DE UNA APLICACION CONTINUA

En esta seccion, introduciremos, primero, el grado de una aplicacién diferenciable entre
variedades de la misma dimensién, conexas y orientadas, para luego definir el de una
continua. Se trata de una aplicacion que conecta la topologia con el algebra y, como
veremos mas adelante, en la siguiente seccién, toma valores en 7Z, conectando lo continuo
con lo discreto.

Sea f: M — N una aplicacion diferenciable propia entre variedades de dimensién m.
En la seccién 4 estudiamos las formas

/M:H;”(M)—MR, /N:Hg”(N)—>R,

y comprobamos que eran isomorfismos. Por tanto, estas tres aplicaciones determinan una
cuarta ¢r : R — R que hace conmutativo el siguiente diagrama.

H™(N) L Hm (M)

Ix | |

R—7 R
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Definicién 6.1. Se define el grado de f, una aplicaciéon diferenciable propia, como
6(f) = ¢5(1).

A la vista de esto, dada una forma w € I'”"(N) observamos que

| ro=s) [ v

Vemos que, por la definicién de la integral, el signo del grado cambia si se invierte la
orientaciéon de alguna de las variedades. En particular, para aplicaciones de la variedad en
ella misma, f : M — M, el signo es independiente de la orientacién. Asi, esta formula se
puede considerar como una versién general del teorema del cambio de variable, que dice
lo siguiente:

Dado un difeomorfismo f : N — M que conserva (resp. invierte) la orientacion y dada
w e I'™(M), entonces

ol o o fr)

En efecto, w — [ f*w (resp. w — — [ f*w) cumple las condiciones de la definicién
de la integral y, al ser ésta tunica, deben coincidir. Por otro lado, si w = hdxz; A ... Adx,,,

entonces f*w = (ho f)det (af1> dz; A ... Adz,,, lo que se corresponde con la férmula

del cambio de variables. En otras palabras, el grado de un difeomorfismo f : N — M es
d(f) = %1, positivo si f conserva la orientacién y negativo en caso contrario.

Presentamos como ejemplo una cualidad que podemos deducir de una aplicacién dife-
renciable si su grado no es nulo.

Ejemplo 6.2. Si f : M — N es diferenciable propia y 6(f) # 0, entonces f es so-
breyectiva. En efecto, si f no fuera sobreyectiva, podriamos considerar el conjunto no
vacio N\ f(M) (que es abierto porque toda aplicacién propia es cerrada) y una forma
w € I'™(N) con su soporte contenido en él y tal que [, w # 0 (que existe por la proposi-

cién 4.4). Entonces,
/w —/ ffw —/ 0=0

con lo que, necesariamente, 0(f) =

Aplicando el teorema de Stokes, podemos ver como afecta el borde de una variedad al
grado de una aplicacion.

Proposicién 6.3. Teorema del borde. Sean M, N dos variedades y f : M — N
aplicacion dzferencmble propia. Si M es el borde de otra variedad W y existe una extension
diferenciable propia f W — N tal que f\aW = f, entonces 6(f) =

Demostracion. Dada una forma w de grado maximo sobre N con integral no nula, por
hipétesis tenemos f*w|y = f*w, con lo que

/1‘4f*w:/awf*w’awz/wd(f*w):/Wf*(dw)zo
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por el teorema de Stokes y puesto que, como w era de grado maximo en N, dw = 0. Por

tanto, dado que
O:/ f*wzé(f)/w,
M N

necesariamente §(f) = 0. O

De cara a poder definir sin ambigiiedad el grado de una aplicacién continua, veamos
que se cumple lo siguiente:

Teorema 6.4. Dos aplicaciones diferenciables propias f,g: M — N que son propiamente
homdtopas tienen el mismo grado.

Demostracion. Por las nociones presentadas en la secciéon de homotopia, si f y ¢ son
homotopas, entonces f* = g*, de donde se deduce trivialmente el resultado. O

De este enunciado podemos extraer directamente que si f,g : M — N son dos difeo-
morfismos propiamente homdétopos, entonces 6(f) = 0(¢g) y ambos conservan o invierten
la orientacién a la vez.

También es sencillo ver, como consecuencia del teorema, que en el caso particular de que
una aplicacion diferenciable propia sea propiamente homoétopa a una aplicacion constante
o a la identidad, entonces tiene grado cero o uno respectivamente.

Este teorema proporciona una herramienta para distinguir entre clases de homotopia
de aplicaciones diferenciables propias, pero, a su vez, nos brinda la definicion del grado
de una aplicacién continua.

Definicién 6.5. Dada una aplicacién continua propia f : M — N, se define su grado
como 0(f) = d(g), para una aplicacién diferenciable propia g : M — N que es propiamente
homoétopa a f.

Este grado esta bien definido ya que, por 5.3, sabemos que para una aplicacién continua
propia siempre existe una diferenciable propia a la que es propiamente hométopa y, por
la proposicién anterior, se puede tomar cualquiera de éstas para definir su grado.

Anélogamente al caso de aplicaciones diferenciables, de la definicion y 6.4, se deduce:

Proposicién 6.6. St f,g : M — N son dos aplicaciones continuas propias y propiamente
homdtopas, entonces tienen el mismo grado.

También es de interés estudiar qué relaciéon guarda el grado respecto a la composicion
de aplicaciones.

Proposicién 6.7. Dadas f : M — N y g : N — P dos aplicaciones continuas propias,
se tiene que 6(go f) =4d(f)d(g).

Demostracion. Primero, por 5.3, existen dos aplicaciones diferenciables propias fy g a
las que f y g son propiamente homdtopas, respectivamente. Sean H la homotopia entre
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fy J?y F' la homotopia entre g y g. Entonces,

Fof __ goH __ -~
gof ~gof ~ygof
Puesto que g o f es homdétopa a la aplicacién diferenciable g o f, tienen el mismo grado.
Ahora, dadas las aplicaciones diferenciables f y g, observamos que, dada w € I'"*(P),

5o ) [w= [ GoPrw=o) [ 7w=o7e@ [ w

3(gof)=08(Go f)=0d(f)s(@) = 3(f)d(g)

Por tanto,

O

Tras definir el grado para aplicaciones continuas, se puede probar un resultado andlogo
al teorema del borde para este caso.

Proposiciéon 6.8. Sean M, N dos variedades y f : M — N una aplicacion continua
propia. Si M es el borde de otra variedad W y existe una extension continua propia
f W — N tal que f|aW = f, entonces 6(f) =

Demostracion. Consideremos la extension ]?: W — N, entonces, existe una aplicacion
diferenciable propia g : W — N ala que es propiamente hométopa. Sea H:Wx 0,1] = N
dicha homotopia, de modo que ﬁo = f y I/-jl = ¢. Tomando la restriccién al borde,
obtenemos la homotopia H = H lowx[oa] 1 OW x [0,1] — N, que verifica Hy = f ’8W =f
y que nos permite definir una aplicacién diferenciable propia g mediante H; = glaw = g.
Con esto, hemos obtenido una aplicacién diferenciable g con una extensién diferenciable
g, cumpliendo las hipétesis de 6.3. Por tanto,

0=d(g) = 8(f).

7. CALCULO DEL GRADO DE BROUWER-KRONECKER

En esta seccion demostraremos que el grado de una aplicaciéon no puede tomar cualquier
valor, sino que estos son siempre niimeros enteros, como ya se habia anticipado. Para ello,
recordemos antes la definicién de valor regular, asi como un teorema que nos asegura la
existencia de estos.

Definicién 7.1. Decimos que, dada la aplicacion diferenciable f : M — N entre va-
riedades no necesariamente compactas ni conexas, b € N es un wvalor reqular si, o bien
71 (b) # 0, o bien la aplicacion f., : T,M — Ty, N es sobreyectiva para cada p € f~1(b).

Teorema 7.2. Teorema de Sard. Dada f : M — N diferenciable, el conjunto de valores
no requlares de f tiene medida nula en N, luego interior vacio.

A continuacién, pasemos al objetivo troncal de la seccién.
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Teorema 7.3. Sean M, N dos variedades de dimension m y f: M — N una aplicacion
diferenciable propia. Sea b € N un valor reqular de f. Entonces,

_ o si f70) =0,
o= {Zpef—l(b) sign,(f), si fH(b) # 0.

La signatura de f es sign,(f) = 1 si fuo, : T,M — TyN preserva la orientacion y
sign,(f) = —1, si la invierte. Por tanto, el grado & siempre es un nimero entero.

Demostracion. Si f~1(b) = (), f no es sobreyectiva y §(f) = 0. Veamos el caso f~1(b) # 0
para lo que probaremos primero que dicho conjunto es finito. Como f es propia, f~1(b) es
un conjunto compacto. Para cada p € f~!(b) existe un entorno abierto U, tal que f lu, es
biyectiva, con lo que U, N f~1(b) = {p}. De este modo tenemos una coleccién de abiertos
U, que constituye un recubrimiento para f _l(b), asi que, por ser compacto este conjunto,
podemos extraer un subrecubrimiento finito, lo que necesariamente implica que f~*(b) es
finito.

Sean entonces f~1(b) = {p1,...,px} v U; entornos abiertos en M de los puntos p;, v,
como antes, suficientemente pequefios para que U; N U; = (0 y las restricciones f|y, sean
difeomorfismos sobre las imagenes. Tenemos que A = M\{U; U ... U Ui} es compacto y
su imagen por f, también.

Como b ¢ f(A), podemos tomar un entorno V suyo tal que VN f(A) =0y V C
f(U) U...U f(Uy). Esto nos permite escribir f~*(V) como la unién disjunta de los
abiertos W; = f~1(V)NU; y tal que flw, : W; — V es difeomorfismo. Si consideramos
ahora una forma w € I'”(N) con su soporte contenido en V' y de modo que wa #+ 0,

tendremos que el soporte de f*w estard contenido en f~1(V) = Ule W;. Asi,

5(f)/Nw=/Mf*w:g [ .

Segun f preserve o invierta la orientacién en cada W;, por ser difeomorfismo,

/w.f*w:Signpi(f)/vw:Signm(f)/Nwa

f) = Zsignpi(f).

con lo que

Observacién 7.4. Remarcamos que la definicion anterior no depende realmente del valor
regular elegido puesto que hemos definido previamente el grado mediante la integral en
cohomologia, lo que nos permite calcularlo escogiendo el valor regular que encontremos
mas cémodo. Este grado se denota deg(f) y se denomina grado de Brouwer-Kronecker.

Veamos ahora un par de casos sencillos: una aplicaciéon sobre el circulo unidad, que
ejemplifica como se calcula el grado de Brouwer-Kronecker y la aplicacion antipodal.
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Ejemplo 7.5. Sean el circulo unidad S' := {z € C : |z| = 1}, orientado en sentido
antihorario, y la aplicacién diferenciable ), : S! — S! definida por pi(z) = 2*, para k
entero. Por el teorema anterior tenemos que 6(¢y) = k.

En efecto, dado un punto p = ¢ 0 € [0,27), tendra |k| preimagenes por ¢y, grifica-
mente seran |k| puntos tales que cualesquiera dos consecutivos equidistan una distancia
fija 27 /|k|. Por otro lado, ¢ preserva la orientacién, lo que nos proporciona el resultado
aplicando la expresion de la signatura en funcion del signo de k.

Teniendo en cuenta que el grado no depende del valor regular escogido, podriamos tomar
p = 1 para el céalculo, correspondiéndose ga,gl(l) con el conjunto de las raices k-ésimas de
la unidad.

Ejemplo 7.6. La aplicacién antipodal 0 = —1Id : S™ — S™ tiene grado (—1)™"!, es
decir, uno si m es impar y menos uno en caso contrario.

Puesto que ¢ es un difeomorfismo, tendrd grado d(c) = +1 segin qué ocurra con la
orientaciéon. Tomemos, por ejemplo, el polo norte ay = (0,...,0,1), cuya imagen serd el
polosur o(ay) = ag = (0,...,0,—1). Los hiperplanos tangentes 1,,S™ y T,,S™ coinciden
como espacios lineales pero tienen orientaciones opuestas. Como o es lineal, d,, 0 =0y
lleva la base {uq, ..., un} a {—uy,..., —u,}. El determinante de la segunda base respecto
de la primera es (—1)™: si m es par, las bases definen la misma orientacion, si m es impar,
son opuestas. Por tanto, una base positiva de 7T, , S™ serd llevada a una negativa de 7 ,S™
si m es par, o positiva si es impar; es decir, o invierte o conserva la orientacién si m es
par o impar respectivamente. Asi, deg(c) = —1 si m es par y deg(o) = 1 si m es impar.

Podemos visualizar cémo actiia la aplicacién antipodal sobre S! y S? con la figura 1.
En el caso de S', vemos que la diferencial de la antipodal lleva el vector u de la base a
—u, manteniendo la orientacién fijada, mientras que en S?, transforma la base {u,v} en
{—u, —v} que es la orientacién opuesta a {u, —v}.

00

L -,,[ (W) .

v {U-.’ L‘S"“’{'u,'lﬁ}

(a) Antipodal en S!. (b) Antipodal en S2.

F1GURA 1. Aplicaciéon antipodal.

Este ultimo ejemplo sera de utilidad en la préxima seccién, para demostrar el teorema
de la bola peluda de Brouwer.
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8. TEOREMAS DE BROUWER

En esta seccion se demostraran algunos teoremas de Brouwer, utilizando como herra-
mientas las afirmaciones que hemos probado en las secciones anteriores. Antes de ello,
recordamos la definicién de retracto:

Definicién 8.1. Sea X un espacio topolégico y A C X. Una retraccion sobre A es una
aplicacion continua p : X — A que restringida a A es la identidad, es decir, deja fijo A.
En ese caso, se dice que A es un retracto de X.

Teorema 8.2. Teorema de no retraccion del disco. La esfera S™ no es un retracto
propio del disco D™ := {x € R™": ||z]| < 1}.

Demostracion. De acuerdo al enunciado, no puede darse el siguiente diagrama

Dm+1

siendo 4 la inclusién y p : D™ — S™ una aplicacién continua propia tal que plsm =
Idsm. Supongamos que si existe dicho diagrama. Entonces tendriamos el homomorfismo
identidad como la composicién Idpmgm) = i* o p%,

H™(S™) s H(D™Y) s B (S™),
lo que implicarfa que p* tiene que ser inyectivo. Ahora bien, tenemos que H™(S™) = R,
va que la esfera S™ es compacta, y H™(D™") = 0 porque D™"! es contréctil, con lo que
p* no podria ser inyectivo, llegamos a una contradiccion. O

En realidad, puede obtenerse una version mas general de este teorema, aplicado a una
variedad cualquiera con borde. Veamoslo.

Teorema 8.3. Teorema de no retraccion. Dada una variedad M con borde, OM no
es un retracto propio de M.

Demostracion. Al igual que en el caso previo, comprobemos que no puede darse el siguiente
diagrama:

oM s onr

| A

M

Si se verificara el diagrama para una retraccién continua propia p, podriamos aplicar
el teorema del borde para aplicaciones continuas, 6.8: tenemos la aplicacién identidad
Idgpr : OM — OM y una extensiéon suya Idgy := p : M — OM continua propia tal que
plar = Idgs. Por tanto, el grado de la aplicacién identidad seria 6(Idgys) = 0, contradi-
ciendo que éste vale uno. O
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Estos dos teoremas nos ayudan a probar de una forma sencilla el teorema del punto

fijo:

Teorema 8.4. Teorema del punto fijo de Brouwer. Sea M C R™"! homeomorfo a
la bola cerrada. Entonces toda aplicacion continua f : M — M tiene al menos un punto

fijo.

Demostracién. Basta considerar el caso M = D™*!. Supongamos que f no tiene ningtin
punto fijo y definamos una aplicacién p(z) como sigue: para cada x € D™ elegimos
p(x) € S™ como el punto del borde del disco que estd mas cercano a = que a f(z), en la
recta que pasa por ellos. Unos sencillos calculos nos permiten obtener la expresion explicita

FI1GURA 2. Aplicacién p.

de p en términos del vector u = % (que esta bien definido porque suponemos que f

no tiene puntos fijos):

p@) =+ M, A= (,u)+ /(o) — a2 + 1.

Entonces p : D™ — S™ es una aplicacién continua (y propia ya que el disco D™*!
es compacto) tal que p(z) = Idgm(x) si z € S™, lo cual es absurdo pues el teorema 8.2
nos asegura que no existe ninguna aplicacién continua f : D™t — S™ que deje fija S™.

OJ

Proporcionamos ahora un lema que relaciona la existencia de un determinado campo
con la posibilidad de definir una homotopia entre la identidad y la aplicacion antipodal.
Aplicando dicho lema podremos, a continuacién, demostrar el teorema de la bola peluda.

Lema 8.5. Si existe un campo vectorial X continuo y nunca nulo en S™, entonces la
identidad Idgm es homdtopa a la aplicacion antipodal o : S™ — S™.

Demostracion. Sea X : S™ — R™*! un campo continuo en las hipétesis del enunciado,
que cumple <p, X (p)> = 0 para cada p € S™ por ser tangente a la esfera. Entonces, como
nunca es nulo, podemos construir

X
H:S™x1[0,1] —S™, (p,t) — <pcos7rt + &sinﬂt) ,

I X (D)l
que es una homotopia bien definida (pues || X (p)|| # 0) entre la identidad y o. O
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Notemos que si la identidad y la antipodal son hométopas, tienen el mismo grado, a
saber, deg(o) = deg(Id) = 1, pero esto sélo puede darse si m es impar, como se vio en el
ejemplo de la seccion 7.

Teorema 8.6. Teorema de la bola peluda de Brouwer. La esfera S™ C R™! tiene
un campo vectorial tangente continuo que no se anula en ningun punto si y soélo st m es
mpar.

Demostracion. Sim es impar, m + 1 = 2k para algin k£ € N. Entonces, el campo
Xe = (—352, L1y .-y — L2k, 51721%1)
es diferenciable, nunca nulo y X, € T,.S™ ya que (z, X,) = 0.

Por otro lado, si existiera un campo nunca nulo sobre la esfera, la aplicacion identidad
y la antipodal serian homotopas por 8.5 y hemos estudiado que esa circunstancia se da si
y s6lo si m es impar. O

=\

(a) Campo no nulo en S'. (b) Campo con dos ceros S%.

FicuraA 3. Campos tangentes a esferas.

En la figura 3 podemos ver, a la izquierda, el tipo de campo que se puede definir para
esferas de dimensién impar y, a la derecha, la esfera S?, sobre la que no se puede considerar
un campo sin ceros y para la que se proporciona uno con dos valores nulos.

9. TEOREMA DE LA INVARIANZA DEL DOMINIO

En esta seccion demostraremos el teorema de la invarianza del dominio. Este teorema
asegura que, si f es una aplicacién continua e inyectiva, cuyo dominio es abierto, la con-
tinuidad de la inversa f~! estd garantizada. Para probar este resultado, serdn necesarios
el teorema de Sard, que ya enunciamos (7.2), y el teorema del punto fijo, que juega un
papel importante.

Teorema 9.1. Teorema de invarianza del dominio. Sea f : U — R" una aplicacion
continua inyectiva definida en un abierto U de R™, n > 2. Entonces f(U) es un conjunto
abierto de R™ y f un homeomorfismo de U sobre f(U).
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Demostracion. Si f(U) fuera un conjunto abierto, entonces f serfa una aplicacién abierta
y, puesto que es sobreyectiva sobre su imagen f(U), tendriamos que f : U — f(U) es una
aplicacion continua, biyectiva y abierta, por tanto, un homeomorfismo. Asi que lo tinico
que debemos comprobar es la primera parte, que equivale a lo siguiente:

Sea B C U una bola cerrada de centro xy y radio r. Entonces f(xg) es un punto interior
de f(B).

Por simplicidad, puede suponerse que zy = 0. Supondremos que f(0) no es un punto
interior de f(B) y llegaremos a una contradiccion.

Puesto que B es compacto, f(B) también. Asi, como todo conjunto cerrado en un
compacto es a su vez un conjunto compacto, cualquier conjunto cerrado de B tendra
imagen cerrada en f(B). Entonces, f : B — f(B) = C es una aplicacién continua,
biyectiva y cerrada, por tanto, homeomorfismo. Sea g : C' — B su inversa, que ya hemos
establecido que es continua, y que al ser C' compacto, por el teorema de extensién de
Tietze, posee una extensién continua G : R" — R™. Como G(f(0)) = g(f(0)) =0, por la
continuidad de G tenemos que

Dado r > 0, existe un 0 > 0 tal que, si ||y — f(0)|| < 0, entonces ||G(y)|| < 7.

Ahora, como f(0) no estd en el interior de C, existe ¢ ¢ C tal que |[f(0) — || < $;
de este modo, f(0) no pertenece al conjunto compacto

J
T::{yGC’:||y—c||Z§}CC.

Como g es inyectiva y ¢g(f(0)) = 0, no hay otro punto de C' en el que g se anule, asi que

n = min{r, ||g(y)|| 1y € T} > 0.

Sean S C R" la esfera definida por ||y — c|| = £ vy el conjunto compacto K = SUT.
Construimos la aplicacién continua A : C' — K mediante

c—i—%ﬁes st |ly—c|]<$

que estd bien definida ya que ¢ ¢ C, luego ||y — ¢|| no se anula nunca.

A continuacion, aplicando el teorema de aproximacién de Weierstrass, segin el cual
los polinomios son densos en el espacio de aplicaciones continuas, tenemos una aplicacion
polinémica P : K — R" tal que

I1P(y) — G(y)|| < Z vy € K.

Entonces, como P es diferenciable y S € K C R" es una esfera de dimensién n — 1,
aplicando el teorema de Sard resulta que P(S) tiene interior vacio. Efectivamente, la
aplicacion
d,P:T,S — R"

nunca es sobreyectiva ya que la dimension de 7,5 es menor que n. De este modo, el
conjunto de valores regulares de P, a saber, R™\ P(S), es denso en R", lo que implica que
el interior de P(S) es vacio. Entonces, para todo € P(S) y todo radio € > 0, resulta que
B.(x) N P(S)° no es vacio y esto nos permite tomar u ¢ P(S) tal que [|u|| < 7. Definamos
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la aplicaciéon @) = P — u y veamos que no tiene ceros en K. En efecto, si Q(a) = 0 para
algin a € K, tendriamos P(a) =uy a ¢ S, con lo que a € T, pero

N
1G(a)ll = [1G(a) = P(a)l| + [|P(a)l] < 7+ Jull <,
contradiciendo la definicion de 7. De aqui se deduce que

La aplicacion continua h : C' — R™ definida por h(y) = Q(A(y)) no tiene ceros en C.

Veamos que esto es una contradiccién, que hemos provocado al suponer que f(xy) no
era un punto interior de f(B).

Supongamos primero que ||g(y) — h(y)|| < r para todo y € C (que serd probado més
adelante). Entonces, la aplicacién continua

pw:B— B, xw—x—h(f(z))
esta bien definida ya que

(@) = [lz = h(F @) = [lg(f(2)) = n(f (@) <7

Como B es homeomorfo al disco D™, el teorema del punto fijo de Brouwer afirma que existe
un punto fijo para la aplicacién p, es decir, existe a € B tal que p(a) = a — h(f(a)) = a.
Por tanto, h(f(a)) = 0, teniendo h un cero en f(B) = C y contradiciendo la ultima
afirmacion remarcada.

Por dltimo, queda demostrar que ||g(y) — h(y)|| < r para todo y € C. Si |ly — ¢|| > &,
entonces AN(y) =y €Ty

noon
19(y) = h)ll = llg(y) — QI < llg(y) = P + llull < 3 + 7 <n=<r.
Por otro lado, si ||y — c|| < 2, tenemos que A(y) € S, es decir, |[My) — ¢|| = 2. Sea z
cualquiera de y o A(y), entonces

b 90
Iz = FOI < [lz = cll +]le = fFOll < 5 + 5 =0.

Esto implica que, por la continuidad de G, ||G(2)|| < 7. Asi, [|g()||. [|IGOANW))|| < § ¥

lg(y) — h)l| = [lg(y) — QAXW)II = llg(y) — P(A(y)) + ul|

< gl + IGAW)I + [[P(AY) = GAW)I + [|ul|
STiTyly g,

10. CONSTRUCCIONES EN ESFERAS

En este apartado nos centraremos en algunos resultados sobre las esferas S™. Pro-
porcionaremos un método para extender aplicaciones sobre esferas de una determinada
dimensién a esferas de dimension superior, lo que nos permitirda generalizar algunas afir-
maciones y veremos que, dada una variedad M compacta, conexa y orientada, existe una
aplicacion f : M — S™ de cualquier grado k € Z.
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Indicamos la notacién que se seguird en esta seccién. Sea S™ := {x € R™! : ||z|| = 1}
la esfera de dimensién m, llamando ay = (0,...,0,1), ag := (0,...,0,—1), Hy :={x €
S™: &pmy1 >0}y Hg :={z € S™: 2,11 < 0}. También observamos que se puede obtener
la esfera de dimensién m — 1 como una subvariedad de la de dimension m, mediante una
ecuacién implicita, S™! := {x € S™ : z,,.1 = 0}.

Ahora, definamos una aplicacion diferenciable ¢ : R — R, que mediard la extension
mencionada previamente, y tal que

i) es monétona creciente y ¥(—t) = —(t),
it) |(t)| < w/2 para todo punto y ¥(t) =7n/2sit >1—¢e >0,
iii) ¥'(0) > 0.

NE

n
&
R

-J-ME

N

FIGURA 4. Aplicacién ¥ (t).

Con esta aplicacion en mente, cuya grafica se puede observar en la figura 4, pasamos
a definir el elemento clave de esta seccion, la aplicacién con la que se lleva a cabo la
extension a dimension superior.

Definicién 10.1. Dada una aplicacién continua f : S™~! — S™1 se define la suspension
de f, S(f):S™ — S™, como

an, T = an,

S(f)(z) =  sing(Tmi1)an + cos Y(Tpi1) f <M> , T Fan,

[[z—2m+1an]|

as, r = as.

Detengdmonos a analizar el comportamiento de este objeto. Por un lado, S(f)|z,,,,=0 =
f v la preimagen de S™! es la preimagen por f; por otro, sin ¥ (,, 1) nos permite despla-
zarnos por la dimensién anadida, mientras que cos ¢ (x,,11) nos desplaza en hipersuperfi-
cies paralelas a S™ 1. Por tanto, la suspensién de f la extiende a esferas de una dimensién
mas. Ademas, observamos que las imagenes de los dos hemisferios quedan contenidas en
ellos mismos, es decir, S(f)(Hy) C Hy y S(f)(Hs) C Hg. Estas apreciaciones quedan
mas claras con la grafica 5.

Veamos un par de conclusiones que se pueden extraer sobre esta aplicacion en lo que
se refiere a las homotopias y al grado.
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K= Xma O
s Yol

FIGURA 5. Suspensién S(f).

Proposicién 10.2. 1. 8i f,g:S™t — S™ ! son dos aplicaciones continuas homdto-
pas, entonces lo son sus supensiones.
2. Dada una aplicacion continua f : S — S™1 se cumple que deg(f) = deg(S(f)).

Demostracion.

1. Sea h : S™ ! x [0,1] — S™ ! la homotopia entre f y g. Consideramos h(z) =
h(z,t) y tomamos H : S™ x [0,1] — S™ tal que H(z,t) = S(h:)(z). Se comprueba
sin dificultad, verificando los requisitos de las homotopias, que H lo es entre las
suspensiones de f y g.

2. Sin pérdida de generalidad, por 5.3 podemos suponer que f es diferenciable. Sea
entonces o € S™ ! un valor regular de f y recordemos que, por la definicién de
suspension, se tiene que f~!(a) = (S(f))"*(a). Al calcular la matriz jacobiana Jg
de S(f), aparecen unas nuevas fila y columna respecto a la de f, entonces, para
o € S, ésta tiene una submatriz cuadrada de orden m asociada a f: (Jg,,),
i,j=1,...,myun término Jg ., ., que es no nulo porque ¢'(0) > 0. Por tanto,
también es valor regular de la suspensién. Ademds, de esta misma observacion es
facil extraer que f y su suspensién restringida a S™~! se comportan del mismo modo
respecto a la orientacién, con lo que sign, (f) = sign, (S(f)) para cada p € f~'(«).

Por tanto, deg(f) = deg(S(f)).
0

Tras estas afirmaciones obtenemos un resultado de gran interés, asi como un método
para construir una aplicacién con cualquier grado.

Corolario 10.3. Dados una variedad M de dimension m, compacta, conexa y orientada,
y un numero entero k, existe una aplicacion diferenciable f : M — S™ de grado k.

Demostracion. Si M = S™, por el ejemplo de la aplicacién ¢y, : St — S! y la proposicién
anterior, aplicando suspensiones sucesivamente, se obtiene el resultado.
Para el caso general, empecemos por k = £1. Sea g : M — S™ una aplicacion dife-

renciable tal que ay sea valor regular con una tnica preimagen (que comprobaremos que
existe) y U un abierto de M difeomorfo a R™. Consideremos una funcién diferenciable
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meseta que cumple

Tomando U = R™ y 7(z) = p(||z||*), podemos definir g : M — S™ por medio de

o (0,...,0,—1), siz¢ U,
g(x) = 27 ()21 27()Tm T(:r)Q—IIwH2> ~
<r(x>2+||xu2’ o e elP ) r@r e ) o ST E U

Esta aplicacion estd bien definida. Si z € U y ||z|| > 1, entonces 7(z) = 0y g(x) = as.
Segun la expresién de la proyeccion estereografica desde el polo norte, para 7(z) # 0

tenemos

Entonces, g = 7! cuando ||z|| < 1/2. También se cumple que 2z = 0 es la tinica preimagen
de ay: si ay = g(x), se tiene 7(x) # 0y ay = g(z) = 7' (x/7(x)), que se da si y sélo si
x = 0.

De este modo, hemos obtenido una aplicacién g de grado deg(g) = £1. Para k € Z,
sea, por el primer caso, una aplicacién diferenciable h : S™ — S™ con grado deg(g)k.
Entonces, componiendo con g, tenemos deg(h o g) = deg(h)deg(g) = deg*(9)k = k.

O

11. TEOREMA DE HOPF

En esta seccion se demostrara el teorema de Hopf, segun el cual el grado determina la
clase de homotopia de las aplicaciones entre esferas. (En el apéndice se proporcionan la
definicién de difeotopia y un par de teoremas relativos a éstas, que seran necesarios para
la demostracién del teorema de Hopf.)

A continuacién, incluimos un ejemplo acerca de homotopias sobre esferas, que también
sera de utilidad para la prueba, pues es conveniente observar con antelacién que se puede
definir una homotopia entre aplicaciones que cumplen no tener imagenes antipodales.

Ejemplo 11.1. En la esfera S* = {x € R""! : ||z|| = 1}, dos aplicaciones continuas
propias ¢,1 : M — S" tales que ||¢(x) — (2)|| < 2, es decir, cuyas imagenes no son
antipodales, son homoétopas.

Para verlo, basta tomar una interpolacién normalizada

__te(x) + (1= t)y(x)
oD = o)+ ol
En efecto, el dnico caso en el que ||tp(z) + (1 — t)¢(z)|| = 0 es cuando p(z) = —¢(z),

pero esto implica que ||p(z) — ¥ (x)|| = 2 en dicho punto. Por tanto, si no hay imégenes
antipodales, el segmento de interpolacion no pasa por el origen. Bajo estas condiciones,

o) = o).
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Sin més preambulo, procedemos con el objetivo principal de la seccién, demostrar el
teorema de Hopf.

Teorema 11.2. Teorema de Hopf. Si f,g : S™ — S™ son dos aplicaciones continuas
con el mismo grado, entonces f es homdtopa a g.

Demostracion. Consideremos en primer lugar el caso m = 1, es decir, veamos que si
f,9 : S* — S! son dos aplicaciones continuas tales que deg(f) = deg(g), entonces son
hométopas. Recordemos para ello que toda aplicacién continua ¢ : I = [0,1] — S! tiene
una elevacion » : I — R, tnica salvo traslaciones por un niimero entero; entonces, dada
e(f) = exp(if), si ag € R es tal que e(ag) = exp(iag) = ¢(0), existe una tnica elevaciéon @
tal que $(0) = ag. Empleando esta observacién sobre el caso que nos atane (trataremos
sélo f pero se aplica también a g), dada f : S' — S!, se considerard f o e la aplicacién
sobre la que se aplica la afirmacién previa, teniendo h como elevacion:

I—"R

Sl _f> Sl
Observamos que f(e'?) = f(1) = z € S! y z = €% para cierto qy € R. Por tanto, existe
una aplicacién h : I — R tal que f(e) = €9 h(0) = ag y tal que h(0+27)—h(f) es una
aplicacién continua que toma valores discretos de 277, es decir, h(6 + 27) — h(0) = 27k
para k € Z fijo. La tultima afirmacién se deduce de lo siguiente:

1= f(ei(aﬁﬂ)) _ h(0+2m)—h(0)
f(e?)
Hacemos notar que
(1 —t)h(0 + 2m) + th(0 + 2m) = (1 — t)h(0) + tkO + 2km.

Tomando H (0, t) = exp(i[(1—t)h(0)+tkd]) (que esta bien definida por la relacién anterior),
[ es hométopa a ¢, = exp(ikd) : S! — S' y k = deg(pr) = deg(f). Entonces, como f y g
son hométopas a ¢y, lo son entre si.

El resto, se demuestra por induccién sobre m. Supongamos que se cumple para m — 1
y que tenemos f,g : S™ — S™ tales que deg(f) = deg(g). Comprobemos, en varios
pasos, que existen o, : S™1 — S§™71 tales que f y g son hométopas a S(¢) y S()
respectivamente.

1. Sean f; : S™ — S™ y ¢ : S*! — S™! dos aplicaciones continuas tales que
fi(Hy) C Hy, fi(Hs) C Hs 'y filgm—1 = @. Entonces, dadas las propiedades de
f1, ¢ v su suspensién S(yp), para todo punto z € S™ la imagen por f; y por S(¢)
no estdn en hemisferios distintos, y no serdn antipodales: fi(z) # —S(¢)(z). Por
tanto, se puede definir una homotopia entre f; y S(¢):

@)+ (- 0S(9))
He ) = @+ A= 08@ @

2. Tras esto, comprobamos que toda funcion diferenciable f : S — S§™ es homotopa
a otra fo : S™ — S™ tal que ay ¢ fo(Hs) y as ¢ fo(Hn).
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Sean p, ¢ dos valores regulares de f y f~(p) = {p1, ..o} F7(@) = {ars- - @}
los conjuntos de sus preimagenes. Por el teorema 11.6, existen dos difeotopias

F(z,t), FP(x,t) para dos difeomorfismos «, 3 : S™ — S™ (es decir, F'¥(z,1) = a(z)
y Ff(z,1) = B(z)) tales que a(p;) € S™\Hs, alq;) € S"\Hy, B(p) = an ¥y
B(q) = as. La aplicacién obtenida al componer adecuadamente, fo, = S0 foa™,
cumple las caracteristicas del enunciado.

3. A continuacién, podemos ver que la aplicacion continua f : S™ — S™ es homdtopa
ala f; : S™ — S™ definida en el primer paso (fi(Hy) C Hy y fi(Hs) C Hg).

Por el paso anterior, se puede tomar ag ¢ f(Hy)y ay ¢ f(Hg). Por ser f(Hy),
f(Hgs) compactos, existe un cierto 0 < a < 1, tal que f(Hy) C U, :== {z € S™:
Tme1 > —aty f(Hs) CV,i={x € S": xp1 < a}.

Sea A : R — [0, 1] continua tal que A(t) =0si |t| > (a+1)/2 >ay A(t) = 1si
[t] < a. A partir de esta aplicacion, definimos h : S — S™

2= MTpp1) TN
h(z) = )
|7 = M@ms1) Tmpran]|
Puede comprobarse que el denominador no se anula: por la expresién de h(z),

s6lo podria anularse si x = ay, pero en ese caso, A(z;,+1) = A(1) = 0 independien-
temente de a. Ademés, esta funcién cumple que h(x) # —z y, mediante

th(z) + (1 —t)x
[[th(z) + (1 =)z’

H(x,t) =

tenemos que h es homotopa a la identidad (en el ejemplo del inicio de la seccién
vimos que esta homotopia estaba bien definida). Estudiando un poco el término
T — M@m41)Tmyrany vemos que se cumple h(U,) C Hy y h(V,) C Hg. En efecto,
dado z € S™, 81 0 < |zy41] < a, h(x) pertenece al ecuador; si 11 > @ 0 Ty <
—a, le resta o suma una fraccién de |z,,11|ay (o deja como estd).

De este modo, componiendo f con h, se obtiene que f; = ho f cumple todas las
condiciones del enunciado.

Por tanto, existen dos aplicaciones continuas ¢, : S™~ 1 — S™~! tales que f y g son
hométopas a S(p) y S(1) respectivamente. Entonces,

deg(S(p)) = deg(f) = deg(g) = deg(S5(v)).

Pero deg(yp) = deg(S(¢)) = deg(S(v)) = deg(v)) y por hipdtesis de induccién, ¢ y 9
son hométopas, pero las suspensiones de ambas aplicaciones son homoétopas a f y g. Por
tanto, f y g también lo son. O

Recordamos que el reciproco de este teorema también se cumple y se obtuvo en la
seccion 6, por tanto, el grado nos permite distinguir la clase de homotopia en la que se
encuentra una aplicaciéon continua. Por otro lado, en la seccién 10 se probd que, para
cualquier k € Z, entre una variedad compacta de dimensién m y la esfera S™ existe una
aplicacion con dicho grado. Por ende, el grado define una biyeccion entre Z y el conjunto
de clases de homotopia de aplicaciones continuas f : S™ — S™. De hecho, a ese conjunto
se le dota geométricamente de una estructura de grupo, siendo el grado un isomorfismo
de grupos.



COHOMOLOGIA DE DE RHAM Y GRADO DE BROUWER-KRONECKER 37

Ejemplo 11.3. En la secciéon 8 habiamos podido comprobar que, dada S™, si m era
impar existia un campo tangente sin ceros sobre la variedad, lo cual implicaba que la
aplicacion identidad y la antipodal eran hométopas.

En cambio, este resultado lo podemos obtener de otro modo por medio del teorema
que acabamos de demostrar ya que, si m es impar, deg(c) = (—1)™"! = 1 = deg(Id). Por
tanto, el teorema de Hopf implica que las aplicaciones son homotopas.

APENDICE

En este apartado se proporcionaran un par de resultados acerca de difeotopias, que
seran necesarios para demostrar el teorema de Hopf.

Definicién 11.4. Sea M una variedad. Una difeotopia de M es una homotopia F' :
M x [0,1] — M tal que Fy = Idy y F; es un difeomorfismo para todo t.

Si F' es una difeotopia, se dice que es la identidad fuera de un compacto K C M si
Fy(x) = x para ¢ K. También se dice que F une z € M y Fy(z).

Teorema 11.5. Sean M una variedad diferenciable sin borde, conexa y xg, 1 dos puntos
de M. Entonces, existe una difeotopia uniendo xq y x1 que es la identidad fuera de un
compacto K C M que es entorno de ambos.

Demostracion. Primero estudiemos una version local del teorema. Consideremos un en-
torno U de xg y x1, abierto en M, que podemos tomar difeomorfo a R™. Entonces, para
comprobar que se cumple el enunciado localmente, es suficiente probar que

Todo punto y € R™ tal que ||y|| < 1 es difedtopo al origen de coordenadas por una
difeotopia F' que cumple Fy(x) = x para ||z|| > 1.
Fijemos un punto y € B.(0) = {x € R™ : ||z|| < r} paraunr < 1 y sea 6 : R™ — R

una funcion diferenciable meseta tal que § = 1 en B,.(0) y # = 0 si ||z|| > 1. Consideremos
en B,(0) el campo constante

v
[yl

que podemos extender por cero a todo R™ usando la funcién meseta 6(x). Unas simples
comprobaciones permiten afirmar que, en dicho entorno,

Y =

es el flujo completo cuyo generador infinitesimal es el campo Y. Efectivamente, tomando
en ese entorno el sistema de coordenadas canodnico, tenemos

0 0 Yi Yi
Yo(xi) = o-(% 09 = (T +1 = ;
N R Pl T P
= = V¢ = = =a =a = Yi+s(T).
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Con este flujo podemos definir una homotopia F : R™ x [0, ||y||] = R™ como F(x,t) =
(), que es la difeotopia que buscamos. Primero, Fy(z) = ¢o(z) = x v F; es difeomor-
fismo para cada t € [0, ||y||], pues ¥ (x) lo es. Ademas, si x + tﬁ no pertenece a B,(0),
entonces Fi(x) =  debido a la funcién meseta ¢ y, por ultimo, Fj,(0) = y.

Ahora, este resultado se traslada al caso inicial tomando en M la funcién meseta que
es idénticamente uno en un entorno V' C U de xg,z; y cero fuera de U y obteniendo
los pullbacks X y ¢i(x) del campo Y y el flujo ¢,(z) respectivamente, de modo que
F' = @y(x) : M x [0,t] — M sea la difeotopia buscada.

Ficura 6. Difeotopia local.

Tras obtener la versién local, la generalizacién a toda la variedad es sencilla. Para ello,
sélo debemos ver que si z y 1 son difedtopos por una difeotopia F(M y x1 y 5 1o son por
F®)_ entonces existe una difeotopfa F uniendo xy y x»; si las dos difeotopias originales eran
la identidad fuera de dos compactos K", K(® entonces F lo es fuera de otro compacto.
Lo haremos con ayuda de una funcién diferenciable meseta p : [0,1] — [0, 1] como en la
figura 7 y que nos servira para conectar las dos difeotopias.

2
2
3

)
3
FiGurA 7. Funcién meseta .

Definimos entonces F' : M x [0, 1] — M mediante

FO(z, u(2t)), si 0<t<4,
F(z,t) = @) Co1
FEOEY  p2t —1)), si 5<t<1
Efectivamente, F es la difeotopia que deseamos, pues
1. Fy= F\Y =1dy y Fi(zo) = F2(F (o)) = o,
2. F=FVsil<t<lyFR=F"cF"sil<t<?
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3.8z ¢ KWUK® entonces FM(x,t) = FP(x,t) = 2, con lo que F(x,t) = x.
Tenemos entonces que F une z, con x5 y es la identidad fuera del compacto K U K,

Finalmente, como M es conexa, dados dos puntos zy y x, podemos construir una cadena
de abiertos U;, i = 1,...,r que conecte a ambos y aplicar este proceso reiteradamente
para unos determinados puntos x; € U; N U1 (1 < i < r —1): primero consideramos dos
difeotopias entre zo y x1 y entre x1 y x5, con las que definimos una entre xg y xs; con ésta
y la difeotopia entre x5 y x3 construimos una entre xy y x3,..., hasta llegar a formarla
entre oy r = x,_1. ]

Podemos ver, con el siguiente teorema, que este resultado también se cumple para
colecciones finitas de puntos {ay,...,a,},{b1,...,b,}:

Teorema 11.6. Sean M una variedad de dimension m > 2, {ay,...,a,} y {b1,...,b,}
dos colecciones finitas de puntos de M y A un abierto conexo que contenga a ambas.
Entonces estos dos conjuntos son difedtopos por una difeotopia que es la identidad fuera
de un compacto K C A que los contiene.

Demostracion. Se demostrard por induccién sobre el niimero p de parejas de puntos. El
caso p = 1 se corresponde con el teorema anterior; supongamos que se cumple para p — 1
y veamos que, entonces, también lo hace para p.

Por hipétesis de induccién, existe una difeotopia F*~Y de la variedad M\{a,,b,} que
une a; con b; parai = 1,...,p — 1 v que es la identidad fuera de un compacto K@~
contenido en A\{a,,b,}, que es conexo porque m > 2. Entonces, podemos extender con
la identidad la difeotopia F®»~1) a una definida en toda M. Sea ahora F® la difeo-
topia que une a, con b, y que es la identidad fuera de un compacto K () contenido en
A\{ay,...,ap—1,b1,...,b,_1}, también conexo. Podemos extender F® con la identidad
a una difeotopfa de M. Por tanto, F' = F®=Y o F(®) s la difeotopia de M que quere-
mos, pues nos permite unir paso a paso, primero los puntos a, y b,, fijando las p — 1

parejas restantes, y luego dichas parejas, dejando fija la union entre los dos primeros.
O
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