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ABSTRACT

En este articulo se demuestra que la multiplicidad de interseccién de dos curvas
algebraicas planas complejas definida usando resultantes no depende del sistema
proyectivo de coordenadas elegido. La clave de la demostracién consiste en des-
componer la matriz de cambio de coordenadas en producto finito de matrices
sencillas, por asi decir, y, para cada una de dichas matrices sencillas M, de-
mostrar que existe una biyeccién entre las raices de la resultante de dos formas
F,G y la resultante de las formas transformadas F,GM, conservéndose las
multiplicidades de las raices. Se hace abundante uso de las muchas propiedades
de las resultantes.

2000 Mathematics Subject Classification: 14H50, 13P99.
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Introduccién

La multiplicidad de intersecciéon m de dos curvas algebraicas C,D en un punto P
comun a ambas es una nocién muy intuitiva: m alcanzard el valor 1, minimo posible,
si ambas curvas son lisas en P y sus tangentes en P son distintas. Por el contrario,
m serd grande si las dos curvas tienen un alto contacto en P, lo que puede venir
motivado porque C,D compartan tangente en P o porque alguna de las curvas sea
singular en P. Recordemos ademas el justamente famoso teorema de Bezout, segun
el cual la suma de las multiplicidades de interseccién de dos curvas sin componentes
en comun es igual al producto de los grados de dichas curvas. Se trata de un teorema
de caracter local-global, ya que la multiplicidad de intersecciéon de dos curvas en un
punto es un asunto local.
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M.J. de la Puente Multiplicidad de interseccién y resultantes

Los libros de texto méas elementales sobre curvas algebraicas definen la multipli-
cidad de interseccién de dos curvas, recurriendo a las resultantes: véase [4], [6], [13],
entre otros. Todos afirman que esta definicién es independiente del sistema proyec-
tivo de coordenadas elegido pero ninguno demuestra este hecho. Los autores basan
su aserto en la existencia de definiciones alternativas de multiplicidad de interseccién
que son intrinsecas.

Nosotros hemos encontrado una demostraciéon de dicha independencia en términos
elementales, que expondremos a continuacién, en la seccién segunda. Las diversas
propiedades de las resultantes que se usardan en dicha seccién quedan recogidas, sin
demostracién, en la seccién tercera.

Aprovechamos la oportunidad para agradecer a J.M. Gamboa el haber detectado
algunos errores en versiones anteriores de este articulo.

1. Sobre la definicién de multiplicidad de interseccion
Definicién 1.1 Sea un sistema proyectivo de coordenadas
R = {P1, P2, P3; Py}

y sean C,D C P2(C) curvas algebraicas sin componentes en comin y en las siguientes
condiciones:

1. PQ%COPQ%D,

2. cada recta que pasa por Py contiene, a lo sumo, un punto de CND, i.e., no hay
un par de puntos de C N'D alineados con Ps.

Sean F,G € C[X,Y, Z] formas minimales para C,D de grados respectivos m,n > 1.
Gracias a la primera hipotesis, tenemos degy F' = deg F' o degy G = deg G, por lo
que la resultante REG es homogénea de grado mn en las variables X, Z, segun el
teorema 2.5.

Sean (a:b: c) las coordenadas de un punto P € P?(C) respecto de R. Definimos

0, siP¢CND,

multp(C, D) :{ kE, siPeCnD

donde k es la multiplicidad de (a : ¢) € P1(C) como raiz de R?G. La cantidad anterior

se denomina multiplicidad de interseccion de las curvas C y D en el punto
P.

Nétese que si (a : ¢) es rafz de RY, 5, entonces el valor b € C que satisface

(a:b:c)eCnND
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existe, por ser C un cuerpo algebraicamente cerrado y es tnico, gracias a la segunda
hipétesis. Se ha de notar, ademads, la equivalencia de los sistemas

F=0 F=20
G=0 G=0

gracias a la proposicion 2.3.

Veamos ahora que la definicion anterior es independiente del sistema de referencia
proyectivo elegido. Dados dos sistemas de referencia proyectivos

R = {P17P27P3;P4}7
R' ={Pj, P, Pi; P},

denotemos por X,Y, Z (resp. X',Y’, Z’) las variables respecto de R (resp R’). La
relacion entre unas y otras es

X' X
MYy |=(vY],
z' z

donde M = (m;;) € M3x3(C) es una matriz no singular, determinada de modo tnico,
salvo producto por constantes no nulas.
Si F' € C[X,Y, Z] es una forma de grado positivo arbitraria, tenemos

F(X,Y,Z) =
F(muyi X' +mY' +misZ' ,mo1 X' + maoY' + mosZ',ms1 X' + mgoY' + mss Z')
y definimos FM (X' Y’ Z') € C[X',Y’, Z'] mediante la expresién anterior, i.e.,
F(X,Y,Z)=FM(X'Y' Z".

Es sencillo comprobar que deg F' = deg F™. Tampoco es dificil verificar que F es
irreducible si y solo si FM es irreducible. Ademds, si consideramos la descomposicién
de F' en factores irreducibles

F=FFrEr. . ke

es facil ver que
M _ k1 ko ko
FY =G'G5? -G

es la correspondiente descomposiciéon de M| con FjM =Gy, para j = 1,...,7r; aqui
tenemos 1 <r <degF, k; € N, F; € C[X,Y, Z] forma irreducible,
T
deg F = k;degF}

j=1
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y F;, F; formas primas entre si, cuando i # j.

Vamos a considerar los cambios de coordenadas desde el siguiente punto de vista.

Definicién 1.2 Sea M € Ms3y5(C) una matriz no singular. Con las notaciones
anteriores, diremos que el cambio proyectivo de coordenadas asociado a M conserva

el grado en la primera (resp. segunda, tercera) variable si para cada forma F €
C[X,Y, Z] se tiene
degy F = degy, FM,

(resp. degy F = degy, FM, deg, F = deg, FM).
Analicemos algunos ejemplos sencillos.

Ejemplo 1.3 Los cambios de coordenadas que permutan variables, también permu-
tan los correspondientes grados. Por ejemplo, la matriz

010
P=|11 00
0 0 1
corresponde a permutar las variables primera y segunda, y es evidente que

degy F' = degy, F¥, degy F = degy, F*.

Ejemplo 1.4 Sean a,b € C arbitrarios y «, 3,7,6 € C tales que a6 — By # 0. Es
facil comprobar que los cambios asociados a las matrices

1 a b 1 0 0
H1 = 0 1 0 5 S1 = 0 « ﬂ
0 0 1 0 ~ ¢
conservan el grado en la primera variable. Andlogamente, los cambios asociados a las
matrices
1 00 a 0 g
Hy=1|a 1 b |, So=1 0 1 0
0 0 1 v 0 4
(resp.
1 00 a B 0
a b 1 0 0 1

conservan el grado en la segunda (resp. tercera) variable.

Ejemplo 1.5 Sean e, f € C no ambos nulos y

= O O

1
Vo=1 0
0

~ = 0
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1. Existen formas F,G,H € C[X,Y, Z] tales que el cambio de coordenadas aso-
ciado a la matriz V5 conserva, aumenta o disminuye el grado en la segunda
variable, respectivamente. En efecto, si e # 0 # f, basta tomar

FeY., G-z H-v-2X
e

y obtenemos

FYoy, GV fY 4z, HY =

(&
2. Por otra parte, el cambio de coordenadas asociado a la matriz V5 conserva el

grado en la primera variable. Esto es debido al ejercicio anterior y la igualdad

1 0
0 0
0 1

S = o
OO =

0 0
L0 )=V,
f1

siendo las matrices del miembro de la izquierda de tipo Hi,S;. Por andlogas
razones, el cambio de coordenadas asociado a la matriz V5 conserva el grado en
la tercera variable.

Se tienen propiedades analogas para las matrices

1 00 10 e
Vi=le 1 0], Ww=|o017¥
f 01 00 1

El siguiente lema es la razén por la que nos hemos fijado en los tipos de matrices
anteriores: P, Vi, Hy, Sk.

Lema 1.6 Sea M = (m;;) € Msx3(C) una matriz no singular. Dado k € {1,2,3},
con las notaciones de los ejemplos 1.4, 1.5, tenemos

1. si mpx = 1, existen matrices unicas Vi, Hy, Sk € M3x3(C) tales que

M = VkaSk, (1.1)

2. st mgg = 0, existen s € C no nulo y matrices Vi, Hy, Sg, P € M3x3(C) tales
que

M = SPVkaSk,

donde P es una matriz de permutacion.

Demostracion. Veamos el caso k = 2, por ejemplo.
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1. Se trata de encontrar a, b, e, f,«, 8,7,6 € C, con ad — By # 0, tales que se veri-
fique la igualdad (1.1). Nétese que det Vo = det Ho = 1 y, entonces tendremos

0 # abd — By = det Sy = det M.
La segunda columna del producto Vo HS5 es

e

1
f
y, por tanto, tendremos
€ =mi2, [ =ms3a.

Asi, multiplicando por la matriz inversa de V5 en la igualdad (1.1), buscamos
a,b,a, B,7,6 que satisfagan la igualdad

mi1 —miamar 0 M3 — miamos @ 0 B
Mo 1 mo3 = ac+by 1 aB+bd
m31 — m3amor 0 M3z — m3ama3 o 0 6

De aqui se deducen los valores de «, 3,7, §; estos son

Q= Mmi1 — Mi2Mma2i,
B = miz— miamas,
Y = M3 — M32Mai,
6 = m33 — Mm3aMmas.
Finalmente, resolviendo el sistema
mg1 = aa+by = (l(mll - m12m21) + b(m31 - m32m21),
mes = af+b0 = a(miz —miamas) + b(mssz — mzamas, )

en las incégnitas a, b, obtenemos

det Mma1  Ma23 det mi1 Mg
o= m31 33 b— a1 Mas
det M ’ det M '
2. Simgy = 0, entonces mis # 0 0 m3zo # 0; supongamos, por ejemplo, lo segundo.
1 0 O
Tomemos entonces P = / 0 0 1 } y s = mg32. Aplicando el apartado anterior
0 1 0

a la matriz sT!PA y teniendo en cuenta que P~! = P, concluimos.

O

Recordemos ahora las condiciones en las que se aplica la definicién 1.1: dadas
curvas C,D C P?(C) sin componentes en comin, existe k € {1,2, 3} tal que
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1. Pk ¢COP/§¢'D,
2. no hay un par de puntos de C N D alineados con Pj.

También se puede expresar lo anterior en términos de las formas minimales F,G €
C[X,Y, Z] de C, D, respectivamente, como sigue: F,G no tienen factores en comuin y
existe k € {1,2,3} tal que

1. F o G es pseudomonico en Y, i.e., deg F' = degy F' o deg G = degy G,

2. para cada raiz (z : z) de la resultante R?G existe un unico y € C tal que
(r:y:2)elCnD.

Localmente tenemos lo siguiente. Sean C*,D* C C? curvas algebraicas. Sea un
punto P € C? y supongamos que no existe una componente £* comtin a C*, D* tal
que P € £*. Sean C, D las clausuras proyectivas respectivas. Supongamos que

1. LdCoP¢D,y
2. no existe ningun punto de C N D alineado con Py Ps.
Si P tiene coordenadas (0,y) entonces
multp(C*, D*) = ord R},
donde f y g € C[X,Y] denotan polinomios minimales para C* y D* respectivamente.

Veamos ahora como influyen los diversos cambios de coordenadas proyectivos sobre
las resultantes.

En primer lugar, estudiemos el caso de las matrices de permutacion. Este caso se
reduce a comprobar que la multiplicidad es independiente de la variable que se elija
para hacer la resultante, cuando dicha eleccion es posible. Bastard analizar el caso de
las variables X,Y.

Proposicién 1.7 Sean dos curvas C,D C P%(C) sin componentes en comiin tales que

1. P1¢C0P1§ZD,
2. PQ%COPQ%D,

3. no hay un par de puntos de C N'D alineados con Py ni con Ps.

Sean F,G € C[X,Y, Z] formas minimales para C,D. Ezxiste una biyeccion entre los
conjuntos de raices de R}{G y de R?G, conservandose las multiplicidades.
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Demostracion. Pongamos deg F' = m,deg G = n. Por las hipdtesis de pseudomoni-
cidad tenemos
deg R%(G = deg R%G = mn.

La resultante R% 7. €s homogénea en las variables Y, Z luego, por el teorema funda-
mental del algebra podemos escribir

[}

Ri =[]y —b,2),
j=1

con »30_ o = mn y los pares (bj,¢;) € C*\ {(0,0)} no proporcionales dos a dos.
Anélogamente tenemos

B
H CkX — akZ

con 2521 Br = mn y los pares (ax,¢) € C?\ {(0,0)} no proporcionales dos a dos.
Ahora bien, de la hipétesis 3 y de la equivalencia de los sistemas

F=0 F=0

G=0 -~ { aoo o~ G=0

Rﬁ =0 o RE’G =0
se deduce que, para cada j € {1,..., a} existe un unico a; tal que el punto (a; : b; : ¢;)
es rafz de F' y de G, de donde se sigue que existe un tnico k € {1,...,5} tal que
(aj,c;) es proporcional a (ay, ¢;). Esto define la biyecién que conserva las multiplici-
dades buscada. O

A continuacién no ocuparemos de los cambios de coordenadas que conserven el
grado en una variable; por ejemplo, en la segunda. Los resultados para cambios que
conserven el grado en las variables primera y tercera seran anélogos.

Proposicion 1.8 Con las notaciones del ejemplo 1.4, dadas dos formas F,G €
C[X,Y, Z] sin factores en comin, se verifican las siguientes propiedades:

1. RFG - RFH2 ,GH2>

- . -, - g 4
2. existe una biyeccion entre los conjuntos de raices de R?G y de R?SzgSz: con-
servandose las multiplicidades.

Demostracion. Pongamos degy F' = m, degy G = n.

1. Si F o G no depende de Y, la conclusién es sencilla de obtener: si, por ejemplo,
n =0, entonces G = G2 y

’

Y m Y
RF,G =G" = RFHz,GH27
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segin la observacién 2.1(3).

Supongamos ahora que tanto F' como G depende de Y. Sea A un cuerpo
algebraicamente cerrado que contenga C[X, Z] como subanillo y escribamos

F= cY —c)(Y —co) (Y =),
G= dY —d))(Y —dp)--- (Y = dn),

con c # 0 # d, ¢;,d; € A. Segun la proposicién 2.7, tenemos

R%,G =c"d" H H(Cl — dj)

i=1j=1
( 1 0 O

Observemos que la matriz Ho :\ a 1 b / no altera las variables primera y
0 0 1

tercera y que

Por consiguiente,

Fte = (Y =) (Y =) (Y =),
GH: =

|
.
—
<
I
Y
S
=
<
I
S
R
N
I
=Y
&
:-/

donde
c=c—aX —b7, d:=d; —aX"—bZ'

parai=1,...m, j=1,...,n. Por tanto,
C; — dj = C; — d;
y de aqui se sigue el resultado, ya que

ng;@ﬂ@ =c"d™ H H(cé —dj).

i=1j=1

a 0 g

2. El cambio de coordenadas asociado a la matriz So :( 0 1 0 \
v 0 ¢

asi decir, la variable segunda de las otras variables, alterando solo estas tltimas.

Por ello, dados p,q € C no ambos nulos y k € N, tenemos que (¢X — pZ)k es
factor de R},:,G si y solo si

separa, por

(q(aX' +BZ") = p(vX" +62"))" = ((qa — p7) X' — (p6 — ¢B)Z")"

! 7z z z
es factor de R?sz’Gsz. Asi pues, a la raiz (p: q) de R%G le corresponde la raiz

(pd —qf : qo — py)

de RY.

Sy GS2) conservandose la multiplicidad. O
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Concluimos esta seccién con el resultado de independencia buscado.

Teorema 1.9 Dados dos sistemas proyectivos de referencia
R:{P17P27P3;P4}7 R/:{Pl/aPQIaP?IﬂPAi}

y dos curvas C,D C P*(C) sin componentes en comiin tales que existen k,j € {1,2,3}
con

1. Pk ¢C OPk ¢D,
2. ijgc oPJ(gD,
3. no hay un par de puntos de C N'D alineados con Py ni con PJ’

Entonces se obtiene el mismo resultado calculando la multiplicidad de interseccion de
C y D en un punto cualquiera de P*(C) con uno u otro sistema.

Demostracion. Sean F,G € C[X,Y, Z] formas minimales para C,D. Denotemos por
XY, Z (vesp. X', Y', Z') las variables respecto de R (resp R') y sea

X/ X
M|lY |=|Y ],
z' Z

donde M = (m;;) € M3x3(C) es no singular.
El caso k # j ha sido resuelto en la proposicién 1.7. Supongamos pues que k = j;
por ejemplo, k = 2. Aqui, distinguiremos dos casos.

1. Si mgo # 0. Multiplicando M por una constante, podemos suponer mos = 1.
Aplicando el lema 1.6, tenemos

M = VoH355.

Gracias a la Proposicién 1.8, las multiplicidades de las raices de las resultantes
se conservan con el cambio de coordenadas asociado a la matriz producto HyS5.
Solo nos queda, pues, analizar el caso en que tengamos

1 0
M=Vo,=1| 0 0
0 1

~ = 0

Debemos probar que existe una biyeccién entre los conjuntos de raices de la

resultante R’F/,G y la resultante de R?;@ G va» conservandose las multiplicidades.

Aqui distinguiremos, de nuevo, dos casos.
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(a)

Si existe [ € {1, 3} tal que

e P ¢CoP ¢D,

« P/ ¢CoP ¢D,

e 10 hay un par de puntos de C N D alineados con P; ni con F/.
Entonces, segtin vimos en el ejemplo 1.5, existen matrices Hy, S1, Hs, S3 €
M355(C) tales que

‘/2 = H15’1 = HgSg.
Ahora, gracias a la proposicién 1.7 y el ejemplo 1.4, concluimos sin difi-
cultad, pues también podemos calcular las multiplicidades de interseccién,
bien con el par de resultantes

RYc,  Rivgw.
sil=1, ocon
RJ%G’ RJZ«“I‘Q ,GV2>
sil=3.
Si, por el contrario, tenemos
P, P;,P{,P; €CND, (1.2)

entonces nos vemos obligados a usar resultantes respecto de la segunda
variable, al trabajar tanto con la referencia R como con R'.

A la vista de la matriz V2, obtenemos que las coordenadas de Py, Pj, P}
respecto de R son

1 e 0
01, I, oI,
0 f 1

respectivamente, de donde deducimos
P =P, Py =P, Y=Y

Comprobamos que los puntos fijos de la transformacién proyectiva asociada
a la matriz V5 son los de la recta Y = 0 y que, por tanto, la restriccion
de la transformacién anterior al @)rto afin Y # 0 es, sencillamente, la
traslacién de vector v = (e, f) = Py Ps.

Podemos suponer que las curvas C, D son irreducibles, sin pérdida de gene-
ralidad. Pongamos deg F' = m,deg G = n. La condicién (1.2) proporciona
las expresiones

F=YU+XZW, G=YS+XZT,

donde W, T € C[X,Z], U,S € C[X,Y, Z] son formas de grado m —2,n —
2,m—1,n— 1, respectivamente. Ninguna de las formas W, T, U, S es nula,
por la irreducibilidad de C y D. Distingamos ahora dos casos.
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e SiY =0, ala vista de V5 tenemos X = X', Z = Z’, luego
F™(X',0,2') = F(X,0,Z),  G"™(X',0,2') =G(X,0,2),

y los sistemas equivalentes

F=0 XZW =0 X'ZWX',Z)=0

G=0 XZT =0 X'Z'T(X',Z") =0
R?,G =0 R?,G =0 R§V2,GV2 =0

Y=0 Y=0 Y =

proporcionan los puntos Pj, Ps, y quizd otros, en C N D sobre la recta
de ecuacién Y = 0, con las mismas multiplicidades, tanto si se calculan

Y Y’
con Rp, g como con Rpv, qv, -

e Si Y # 0, el problema de encontrar una biyeccién, que conserve las

. . . 7’ z 4
multiplicidades, entre las raices de R%G y las raices de R§V2 Gave S€

reduce a demostrar que, dadas dos curvas C*, D* C C? y una traslacién

7 en C2, para cada punto P € C* N'D* se tiene la igualdad
mult,p)(7(C*), 7(D*)) = multp(C*, D),

lo que resulta un sencillo ejercicio.

(¢) Simage =0. Tenemos
M = SP‘/QHZSQ,
segin el lema 1.6. El cambio correspondiente al producto de matrices
Vo H5 S5 se resuelve como en el apartado anterior y el asociado a la matriz

sP se resuelve con la proposicién 1.7.

O

2. Resultantes

La resultante de dos polinomios es una herramienta 1til en el manejo de dos polino-
mios, gracias a sus tres propiedades principales:

e es una combinacién de los polinomios dados,
e detecta la existencia de factores comunes de dichos polinomios,

e climina una variable.
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Veamos a continuacion la definicién y las propiedades més relevantes de la misma.
Las demostraciones se pueden consultar en diversos textos: véase [3], [9].

Sea A un dominio; usualmente tendremos A = K[Ty,...,T,], con K=Ro Cy
n € NU{0}. Consideremos dos polinomios no ambos constantes

f=aY" +a Y™+t apn,

g=b)Y"+bY" L. .. 4D,

en € A[Y]. Se define la resultante de f y g respecto de la indeterminada Y como el
elemento de A siguiente

ag a1 as “e Am O e 0
0 ag a1 as A 0
n filas
0 e O ag a1 as e Qm
R}ig:det bp b+ -+ b, 0 - .. 0
0 b b - b, 0 -+ 0
- . ) ) ) . m filas.
0O --- 0 by b --- b, O
0 -+ -+ 0 by by - by

La matriz cuadrada anterior, de tamano n + m, se llama matriz de Sylvester de
f v g. Claramente, R}/’g es una expresion polinomial en los coeficientes de f y g
con coeficientes enteros. Ademas, R}/,g pertenece a A, i.e, mediante la resultante
eliminamos la indeterminada Y .

5iY se sobreentiende, escribiremos Ry 4.

Observaciones 2.1 (1) Si ap # 0 o by # 0 entonces Rjs, estd definida de modo
unico, salvo producto por un elemento no nulo de A.

En efecto, supongamos que ag = 0y by # 0. Entonces f =a, Y™ '+ +a,, v
también podriamos escribir

al a2 DY am O ... 0
n filas
. 0 e 0 a1 a9 e Am
Rjg = det bo -+ by O - o 0
. m — 1 filas.
0 oo o 0 by - by

Si al primer determinante lo llamamos r; y al segundo ry, vemos que r; =
(—1)”+2b0r2.
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(2) Si ag = by = 0 entonces Ry 4 se anula.

(3) La definicion tiene sentido incluso cuando uno de los polinomios es una cons-
tante no nula.

En efecto, si deg f > 1 y deg g = 0 entonces

Rﬁg = gdegf 75 0.

(4) Ry =0, st deg(f) > 1.
Basta escribir el polinomio nulo como 0Y + 0. O

Conviene ampliar la definicién de resultante al caso de polinomios que no dependan
de la variable Y como sigue: dados polinomios a,b € A[Y] de grado cero en Y, sea

RY _ 1, sia#0#Db
@b ™) 0, en otro caso.

Ejemplos 2.2 Sea K=C o R.
(1) Sean f =5Y2+Y +2, g=3Y + 1. Tenemos

[\V]

)
Y
Rf,g == 3 - 20

[SURES
—_

(2) Sean A=K[X], f=(X =3)Y2+ (X +1)Y +2, g=X(X —3)Y3 +5Y + 1.

Tenemos

X-3 X+1 2
0 X-3 X+1 2
R}, = 0 0 X-3 X+1 2|=
X(X -3) 0 5 1
X(X-3) 0 5 01

= —(X —3)(X* —21X3 4+ 63X? — 165X + 126).
O

El grado que se considera a continuacién es respecto de la variable Y, si bien A
puede ser anillo de polinomios en otras indeterminadas.

Proposicién 2.3 Sean A un dominio y f,g € A[Y] ambos de grado positivo. Existen
@, ¥ € A[Y] con deg(p) < deg(g) y deg(v) < deg(f) tales que

Rpg=wf+1g.

Proposicién 2.4 Sean A un DFU y f,g € A]Y] polinomios ambos de grado positivo.
Las siguientes condiciones son equivalentes:
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1. f y g poseen un factor comin en A[Y] de grado positivo.

2. Ry, =0.
Teorema 2.5 Sean A un dominio y F,G € A[Xy,...,X,,Y] polinomios homogéneos
tales que

d=degF > degy(F)=m > 1, e = deg(G) > degy (G) =n > 1.
Entonces R};,G € AlX1,...,X,] es homogéneo de grado em + dn — mn.

Observaciones 2.6 (1) Si d = m 0 e = n obtenemos que el grado de R}, ; es el
producto de los grados de F' y de G. Este hecho se usa sistematicamente, junto con
la condicién primera de la definicién de multiplicidad de interseccién.

(2) Sim =0 o0n =0, pero no ambos, también se verifica que el grado de R}%G es
el producto de los grados de F y de G, gracias a la observacién 2.1(3).

A continuacién vemos nuevas maneras de expresar la resultante.

Proposicién 2.7 Sean A un dominio y polinomios en A[Y]

f= Y —c)(Y —co) - (Y —ep),
g= dY —d)(Y —d3)--- (Y —dy)

conc#0#d, ¢;,dj € A ym,n>1. Entonces
Ry g =c"d™ H H(Ci —dj) =c"g(e1) - glem).
i=1j=1
En particular, Ry = d™ f(d1)... f(dn) = (=1)""Ry 4.
Corolario 2.8 Sean A un dominio y f,g,h € A[Y]. Entonces

Rgn,g = Ry gRng-
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