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Universidad Complutense de Madrid

Facultad de Ciencias Matemáticas
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ABSTRACT

En esta breve nota se muestran resultados y ejemplos obtenidos por varios au-
tores sobre el problema clásico del estudio de las dimensiones de los espacios
osculadores a una variedad algebraica proyectiva y su relación con la geometŕıa
de la variedad
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1. Introducción

Sea X una variedad algebraica irreducible y lisa, inmersa en un espacio proyectivo
complejo, PN . El estudio de los espacios osculadores a la variedad X en cada uno
de sus puntos es un tema clásico que permite conocer mejor la geometŕıa de estas
variedades y obtener a la vez información sobre la especificidad de las variedades
algebraicas frente a las anaĺıticas, diferenciables, . . .

Al no tener X puntos singulares, sabemos que todos sus espacios tangentes a ella
tienen la misma dimensión, que coincide con la de X; la llamamos n. Por tanto, la
pregunta por la dimensión de los espacios osculadores a X empieza a tener sentido a
partir de los espacios lineales de orden de contacto mayor que dos con X. Es decir,
se trata de estudiar la dimensión de los espacios lineales que pasan por un punto de
X y cuyas direcciones están generadas por los vectores dados por las derivadas hasta
orden k ≥ 2 de las coordenadas locales de X en el punto.
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En esta breve nota se muestran resultados y ejemplos obtenidos por varios autores
en las últimas décadas sobre este tema. Dada la amplitud y dificultad del problema
si lo planteamos en toda su generalidad, con frecuencia se van tratando determinados
tipos de variedades o se eligen aspectos determinados. Aqúı en concreto, se abordarán
dos cuestiones:

a) Cotas inferiores para la dimensión de los espacios osculadores.
b) Caracterización de ciertas variedades por la dimensión de sus espacios oscula-

dores.

2. Definiciones básicas

Trabajaremos siempre con variedades X ⊂ PN no degeneradas, es decir, que no están
contenidas en ningún hiperplano de PN . Sea L := (ϑPN (1))X , el fibrado lineal que
define las secciones hiperplanas de X. Sea V el subespacio vectorial de H0(L) que da
lugar a la inmersión de X en PN .

Para cada entero k ≥ 0, sea JkL el fibrado de jets de orden k de L, y sea jk :
V ⊗ ϑS → JkL el homomorfismo de haces que lleva cada sección s de V a su k-jet
jk,x(X), para todo x ∈ X.

Entonces, el espacio osculador de orden k a X en x está definido como Osckx(X) :=
P(Im(jk,x))

Si identificamos PN con P(V ) (conjunto de subespacios vectoriales de dimensión
1 de V ), vemos que Osckx(X) es un subespacio lineal de PN .

Si además, tenemos en cuenta que el rango de JkL es
(
k+n
n

)
, entonces

dim(Osckx(X)) ≤
(
k + n

n

)
− 1

Si k ≥ 2, esta desigualdad puede ser estricta y ello da lugar a los puntos de
hiperosculación de X (o también llamados de inflexión) de orden k.

De la definición de espacio osculador se deduce inmediatamente que si j ≤ k,
entonces Oscjx(X) ⊂ Osckx(X)

3. Curvas algebraicas lisas

Si X tiene dimensión uno, y al ser C un cuerpo de caracteŕıstica cero, se puede
demostrar que X tiene como mucho una cantidad finita de puntos de inflexión. Ver
por ejemplo [1], pág.37.

También es un resultado conocido que la única curva de PN sin puntos de inflexión
de ningún orden es la curva racional normal ([1], pág.39)

En cuanto a la dimensión mı́nima de los espacios osculadores, se pueden encontrar
ejemplos de curvas con puntos de inflexión de cualquier orden, k, cuyos espacios
osculadores de orden superior coinciden todos con el espacio osculador de orden k.
Por tanto, podemos llegar a puntos cuyo espacios osculadores de orden ≤ k coinciden
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con la recta tangente a la curva en ese punto. Una manera de encontrar estos ejemplos
es elegir una curva racional normal (de grado suficientemente alto) en su espacio
correspondiente y proyectarla desde un punto que pertenezca a un espacio osculador
de orden k y que a la vez no esté en ninguna bisecante a la curva (esto es posible por un
cálculo de dimensiones), se consigue aśıun punto de inflexión en la curva proyectada,
proyectando ahora desde un punto del espacio osculador obtenido vamos bajando la
dimensión del espacio osculador en el punto correspondiente de la curva proyectada
hasta llegar a que coincida con la recta tangente, como queŕıamos.

4. Superficies

Si X tiene dimensión dos aparecen diferencias sustanciales con el caso de las curvas:
existen superficies, como las regladas, en las que todos los espacios osculadores de
cierto orden, k ≥ 2 tienen dimensión menor que la esperada:

Veamos lo que ocurre en el caso de las superficies regladas lisas: [5]
Podemos tomar coordenadas locales (u, v) en torno a cada punto x ∈ X, de tal

modo que las coordenadas homogéneas xi (i = 0, ..., N) de los puntos de X cerca de x,
localmente, se pueden escribir xi = ai(u) + vbi(u), donde ai y bi son funciones holo-
morfas de u. Como cada sección s ∈ V es una combinación lineal s =

∑n
i=0 λixi,

vemos que la derivada segunda svv se anula en todos los puntos. Por lo tanto,
dim(Osc2x(X)) ≤ 4 para todos los puntos x ∈ X.

Análogamente se llega a que dim(Osckx(X)) ≤ 2k para todo x ∈ X.
Otros ejemplos de superficies no regladas que verifican esta propiedad pueden

encontrarse en [12], sección 3, [3], Teorema 4, o [10], Teorema 3.2.
La situación descrita hace que tenga sentido hablar de superficies k-regulares (to-

dos los espacios osculadores de orden k tienen dimensión máxima), genéricamente k-
regulares (el espacio osculador de orden k general tiene dimensión máxima) ([6], [7]),
y no k-regulares (regladas, etc, ningún espacio osculador de orden k tiene máxima
dimensión).

A la hora de buscar cotas inferiores a la dimensión de los espacios osculadores de
orden k tendremos que estudiar ejemplos de superficies genéricamente k regulares o
no k-regulares.

Para superficies regladas, tenemos el resultado siguiente de Lanteri ([5], pág.449):
Sea S ⊂ PN (N ≥ 5) cualquier superficie reglada lisa sobre una curva también lisa.
Entonces dim(Osc2x(S)) ≥ 3 para cada x ∈ X.

Por lo tanto no puede ocurrir en las superficies regladas sobre curvas que un
espacio osculador de orden dos o mayor coincida con el plano tangente en el punto de
la superficie.

Sin embargo, existen ejemplos de superficies no regladas en las que hay puntos
de ellas cuyo espacio osculador segundo coincide con el plano tangente. Podemos
encontrarlos en las superficies de Del Pezzo (X,L = −KX): Si K2

X = 6 obtenemos
una superficie lisa de grado 6 en P6, que es isomorfa al plano proyectivo explotado en
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tres puntos no alineados. Proyectando ésta desde un punto que no está en ninguna
bisecante a X obtenemos una superficie Y de P5 isomorfa a X. Esta superficie Y
tiene una geometŕıa muy especial y fue estudiada en un principio por Togliatti([12]) y
posteriormente por otros autores ([11], ejemplo 2.4, [8], Proposición 4.3). Se pueden
encontrar en ella seis puntos (ver referencias) para los cuales el espacio osculador
segundo tiene dimensión 2 y por tanto coincide con el plano tangente.

Perkinson muestra en [10] (teorema 3.2, casos (4) y (5)) dos superficies tóricas
para las cuales el espacio osculador segundo en una cantidad finita de puntos tiene
dimensión dos. También en [9], Lema 4.1.i, se estudia otro caso de inmersión de
superficie de Del Pezzo con esta propiedad.

Las técnicas utilizadas en estas referencias suelen consistir en el manejo de sistemas
lineales de divisores en las superficies a los que se imponen ciertas condiciones y la
geometŕıa propia de cada tipo de superficie.

5. Caracterizaciones de variedades

Observamos en primer lugar que las variedades que resultan de aplicar inmersiones
de Veronese a los distintos espacios proyectivos (variedades de Veronese) tienen la
propiedad siguiente:

Si (X,L) = (Pr, ϑPr (n)), entonces Oscnx(X) = PN , para todo x ∈ X, donde
N =

(
n+r
r

)
− 1.

En el art́ıculo [4] se prueba que la única variedad lisa de dimensión r de PN , con
N =

(
n+r
r

)
− 1 tal que el espacio osculador de orden n es en cada punto el total, PN ,

es la correspondiente variedad de Veronese, (X,L) = (Pr, ϑPr (n)).
Es decir, que las variedades de Veronese están caracterizadas por la propiedad de

tener los espacios osculadores de orden máximo en todos los puntos coincidentes con
el espacio total.

Otra caracterización es la de las superficies regladas lisas sobre curvas lisas que
son racionales, normales y equilibradas, es decir, superficies regladas sobre P1 cuyo
haz invertible asociado de rango 2 es ϑP1(a) ⊕ ϑP1(a) para algún natural a ≥ 1.

La caracterización es un resultado que aparece en [11] y [2] y la propiedad que
caracteriza es:

Todos los espacios osculadores de orden 2 tienen dimensión menor o igual que 4,
y los espacios osculadores de orden n, donde n =

(
N−1

2

)
, tienen dimensión 2n.

En ese caso, X es una superficie reglada lisa racional normal de grado 2n, equili-
brada de tipo (n, n) y que está inmersa en PN donde N = 2n + 1.

Terminamos esta nota señalando que la conjetura de que la misma propiedad ca-
racterizaba las superficies regladas lisas racionales normales semi-equilibradas ([11]),
estando unas inmersas en espacios de dimensión impar y otras en espacios de di-
mensión par, tiene varios contraejemplos, incluso de superfcies regladas también. Ver
por ejemplo [5], teorema A, y [10], pág.496 para superficies tóricas.
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Por tanto, uno de los problemas abiertos en este contexto es identificar qué super-
ficies inmersas en espacios de dimensiń par verifican la propiedad anterior.
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Notes Math. 1436 (1990), 215–224.

[12] E. Togliatti: Alcuni esempi di superficie algebriche degli iperspazi che rappresentano
una equaziones di Laplace. Comm. Math. Helv. 1 (1929), 255–272.

263


