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ABSTRACT

La teoria moderna de Ecuaciones en Derivadas Parciales tiende a verlas como
Sistemas Dindmicos en espacios funcionales. Ello permite utilizar toda la maqui-
naria del Anélisis Funcional para estudiar no sélo las cuestiones de existencia y
unicidad sino también las propiedades més relevantes de las soluciones. Nuestro
interés en este articulo es el comportamiento asintotico.
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1. Introduccién. Aquellos tiempos

A comienzos de los afios 1970, cuando yo era estudiante de Ciencias Matemadticas
en la Universidad Complutense de Madrid, Enrique Outerelo reunié en un seminario
a un grupo de jovenes estudiantes, unos ya doctorandos y otros atin no licenciados,
para contarnos las noticias que venian de California, del mitico IMPA del Brasil
y de la URSS, a saber, la teoria de los Sistemas Dinamicos y las obras de Steve
Smale, Mauricio Peixoto, Jacob Palis, Dmitry V. Anosov, Yakov G. Sinai y toda
una pléyade de brillantes matematicos. Nosotros, a quienes él habia instilado el
gusto de la topologia abstracta, que para mi es atin hoy dia una ciencia hermosa y
distante, {bamos a sentir un gran cambio en nuestras vidas matematicas que ain no
presentiamos.

En breve tiempo, y con el trabajo inestimable de Joan Margalef, el seminario se
consolidé como grupo de estudio dirigido a la investigacion de los Sistemas Dindmicos
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infinito-dimensionales, en que la evolucién se planteaba en el marco de espacios de
Banach abstractos. La situacion personal también fue cambiando: terminamos la
carrera y nos era preciso pasar de la existencia feliz de quien estudia por puro placer
a orientarse a un fin concreto, pues como decia B. Brecht, la Ciencia tiene un solo
mandamiento para sus fieles: “contribuir a ella”. No nos fue fécil y lo hicimos, cada
uno en su medida, pero eso llegd después; a mediados de los anos 70 ain no estaba
claro que Espana fuera algin dia una democracia y que los jovenes estudiantes de
entonces fuéramos algin dia investigadores en el marco internacional, como Enrique
esperaba. Con el tiempo pasado uno tiene anoranza de aquellos afios de juventud
en que teniamos poco dinero y mucho tiempo, y haciamos muchas matematicas. Re-
cuerdo a Manolo Morales con quien estudiaba a ratos perdidos Anélisis Funcional y el
teorema del indice de Atiyah—Singer, una joya de aquella época que hoy esta de moda
otra vez. Hacfamos también mucha politica, no siempre a gusto de nuestros profeso-
res, que nos soportaban con una tolerancia que hoy ya no se estila; de lo revoltosos
que éramos se acordaran E. Outerelo, J. Arregui, A. Dou, S. Rios y B. Rubio, y yo
anado a G. Ancoechea y M. de Guzmaén, a quienes hemos perdido y a quienes tanto
recuerdo; al final todo salié muy bien, quien nos lo iba a decir.

Hacia 1975 empecé a creer que la idea de Enrique de estudiar sistemas dinamicos
abstractos era un tanto abstracta para mi gusto y mi pasado de ingeniero. En 1976
encontré la que al parecer era mi orientacion en el mundo de las ecuaciones en deriva-
das parciales no lineales y en el Departamento de Ecuaciones Funcionales. Se cerraba
una etapa y durante 3 anos estudié ecuaciones elipticas no lineales que me condujeron
a una tesis doctoral y un futuro en el mundo de las ecuaciones. Bien afincado en
la escuela francesa de J.L. Lions y H. Brezis, el pasado topoldgico-dindmico parecia
olvidado. A partir de los anos 80 y en colaboracién con especialistas americanos como
Don Aronson, Luis Caffarelli (en realidad argentino), europeos como Ph. Bénilan, L.
Boccardo y B. Peletier, Grisha Barenblatt que vino de Moscu, la profesora S. Kamin
de Tel Aviv y otros muchos, en particular mis alumnos, me dediqué a desarrollar
la teoria de las ecuaciones elipticas y parabdlicas no lineales cuyas dificultades estri-
ban en su caracter singular o en la presencia de fronteras libres, esos hermosos entes
geométricos que se mueven un poco a su gusto; y a pensar en los modelos matematicos
de los fluidos en medios porosos, la difusién, la propagacion térmica y la combustion.

Y sin embargo en el ano 2003 publiqué el libro A Stability Technique for FEvolution
Partial Differential Equations. A Dynamical Systems Approach, en la editorial Birk-
hauser, obra conjunta con el matemdtico ruso Victor Galaktionov, [GV03], y en él
recogemos mas de un lustro de trabajo en un método asintético que ayuda a resolver
el comportamiento para grandes tiempos de las soluciones de ecuaciones en derivadas
parciales en ciertos casos criticos en que los métodos clasicos, como el de Lyapunov,
no funcionan. El método es en el fondo un teorema de estabilidad de omega-limites
(al que bautizamos Teorema S) y su aplicacién méds o menos astuta. Es decir, la to-
pologia y los sistemas dinamicos de nuevo. Lo que prueba el eterno retorno al paisaje
de la juventud con sus colinas y oteros.
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En las péginas que siguen me gustaria explicar brevemente nuestro teorema y
esta conexién entre las ecuaciones en derivadas parciales y los sistemas dindmicos en
homenaje a Enrique, que fue maestro de mi juventud y de quien aprendi el amor a
la topologia, el valor de saber los temas a fondo y del trabajo continuo y bien hecho.
No aprendi la vida sosegada, pero todo tiene un limite.

2. Ecuaciones diferenciales abstractas

En el estudio abstracto de los procesos evolutivos regidos por ecuaciones diferenciales
se describe el proceso mediante una variable u, dependiente de un pardmetro real, el
tiempo, ¢, que toma valores en general en un espacio métrico completo X. El proceso
esta regido por la ecuacién abstracta

uy = B(u, t), (2.1)

donde B es un operador diferencial (o diferencial-integral, o seudodiferencial o casos
més generales). En las aplicaciones a las EDPs de nuestro libro B es el operador
Laplaciano, o diversas variantes no lineales o no homogéneas del mismo y X es un
subespacio de un espacio infinito-dimensional funcional, tipicamente de un espacio
LP(D) en algtin dominio D C RY para un p € [1,00]. La ecuacién mds sencilla en
este apartado es pues la ecuacion del calor, u; = Au, y el resultado de base dice que
esta ecuacion planteada en D = RY genera un semigrupo de contracciones en todos
los espacios LP(R™), 1 < p < oco. De hecho, la ecuacién conserva ciertos conjuntos
convexos importantes como el subconjunto de funciones tales que 0 < f(z) < C.
Ha sido un trabajo tipico de la escuela no lineal espanola de EDPs, a la que me
honra pertenecer y que estd tan brillantemente representada en la UCM, considerar
ecuaciones mas generales, cuyo tipo genérico viene dado por la forma

up =V - Az, t,u, Vu) + B(z, t,u, Vu). (2.2)

con adecuadas hipdtesis sobre las funciones A y B, como las enunciadas por J. Serrin
en 1964, [Ser64]. Pero la ambicién del esquema es mayor: el tipo de ecuaciones
abstractas incluye también las ecuaciones de ondas y de Schrodinger, las leyes de
conservacion y las ecuaciones de los fluidos, tal como explica R. Temam en su libro
[Te88]. Y también entran las ecuaciones geométricas que describen la deformacion de
variedades en funcién de la curvatura local, como el flujo de curvatura media o el hoy
dfa famoso flujo de Ricci, [An04].

3. Sistemas con pequenas perturbaciones asintéticas

Una rama importante de los estudios de sistemas dindmicos abstractos motivados
por las ecuaciones ordinarias y parciales de la Fisica es el estudio del comportamiento
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asintdtico cuando el tiempo se hace muy grande. Es un viejo tema del siglo XIX en que
descoll la obra de A.M. Lyapunov [Lyap] en la mecénica clésica y de L. Boltzmann
[Cer88] en la mecdnica de gases!. La obra de F. Lasalle [LL76] fue fundamental en
el progreso de los métodos matemaéticos en el siglo XX. Existe hoy dia una enorme
literatura, que no es el momento de reseniar. Citaremos solo los libros de Henry [He81]
y Hale [Ha88]. El profesor Jack Hale ha tenido gran influencia en los investigadores
espanoles. Sirvan estas breves frases de introduccién a nuestra exposicion. Pasemos
pues al asunto de estas paginas.

En los estudios de que hablaré nos interesaba describir el comportamiento asintético
de distintos procesos de evolucién que ofrecen dificultades cuando se les pretende tra-
tar por los métodos estdndar, los originados en la obra de A.M. Lyapunov. En todos
los casos que abordamos, y tras una serie de transformaciones preliminares mas o
menos obvias, se llega a una formulacién general en forma de un sistema dinamico no

autonomo
us = A(u) + C(u,t), t>0; u(0)=mug, (3.1)

en que A es un operador diferencial auténomo y C es una perturbacién cuya principal
caracteristica es la de ser asintéticamente pequena. Ello quiere decir que a lo largo
de una solucién u(t) se tiene que C(u(t),t) — 0 cuando ¢ — oo, pero no se pide que
sea una pequena perturbacién en tiempo acotado y tampoco es aparente que lo sea
en la formulacién original. Estamos interesados en la palabra pequena se tome en un
sentido laxo.

En esta situacién queremos probar que todas las érbitas de la evolucién propuesta
se aproximan para tiempos suficientements grandes a un cierto conjunto de limites de
las Orbitas del sistema auténomo simplificado

uy = A(u). (3.2)

Para hacer mas preciso este objetivo, definimos el conjunto w-Ilimite de la érbita
dada, w(u), y seleccionamos un cierto subconjunto €2, del conjunto w-limite global de
la ecuacién auténoma (3.2). Con estas notaciones queremos probar que

w(u) C Q..

El enunciado concreto y preciso exige establecer claramente una serie de hipotesis que
ocuparan la seccién 5. Tras ese esfuerzo podremos realizar la prueba del resultado de
estabilidad en la seccién 6 siguiendo argumentos métricos y topdlogicos totalmente
clésicos.

A continuacién repasaremos algunas de las nociones bésicas de sistemas diné-
micos que fijaran los principales conceptos y la notaciéon. Senalemos que aunque
los problemas practicos provienen del mundo de las EDPs que se reformulan como

LEl citado Yasha G. Sinai recibié la medalla Boltzmann en 1983 con David Ruelle, otro personaje
clave en estas lides.
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ecuaciones diferenciales abstractas, y es cémodo hablar de “soluciones” pensando en
las aplicaciones, el resultado de estabilidad es puramente métrico-topoldgico y trata
del comportamiento para grandes tiempos de ciertas clases de curvas definidas en
un espacio métrico cumpliendo ademaés ciertas propiedades. Ninguna hipétesis de
diferenciabilidad es esencial en el enunciado o prueba.

4. Algunos conceptos de sistemas dinamicos

Trabajamos en general pensando en soluciones de ecuaciones diferenciales que pueden
ser visualizadas como curvas continuas, u € C(I : X), con valores en un espacio
métrico completo (y separable por conveniencia), X. Tipicamente X serd o bien un
espacio L?, de Sébolev, u otro espacio funcional. Denotamos por d(-,-) la métrica de
X. I puede ser la recta real o, mejor, un intervalo semiinfinito de la forma I = [tg, 00)
(una semirrecta progresivo, es decir, hacia el futuro); to = to(u) puede depender de la
curva considerada. Las curvas solucién de un proceso de evolucién suelen ser llamadas
trayectorias del proceso u drbitas, aunque este ltimo nombre es mejor reservarlo para
el conjunto imagen de la curva, cf. [Ha88]. Para una curva u con dominio R definimos
la drbita completa como el conjunto

y(u) = {u(s) : s € R} C X,

y la trayectoria completa como la curva completa, identificada con el conjunto I'(u) =
{(s,u(s)) : s € R} € R x X. Nos interesan las érbitas progresivas definidas en una
semirrecta, de la forma,

v (u,t) = {u(s) : s >t} (4.1)

Si t = 0 podemos olvidar la mencién ¢, y*(u) = v™(u,0). Usualmente, la solucién
de un proceso de evolucién estd univocamente determinada por sus datos iniciales y
podemos entonces usar la notacién conveniente v+ (u,t) = v+ (ug,t), donde u(tg) =
ug € X, pero la unicidad en términos de los datos iniciales no serd un requisito para
el resultado de estabilidad.

El conjunto w-limite de una curva u : I — X se define en la forma usual como
w(u) ={f € X : I una sucesién {t;} — oo tal que u(t;) — f}. (4.2)

Es un subconjunto de X que puede también ser descrito como

wu) = () clos(y*(u, 1),

t>to

donde clos(E) denota el cierre (clausura) de un conjunto F en X. En casos de
unicidad en términos de los datos iniciales podemos escribir w(u) = w(ug). El siguiente
resultado es clésico en la literatura asintética, cf. [Ha88], [Te88].
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Lema 4.1 w(u) es un conjuto cerrado de X. SiyT(u,t) es relativemente compacta,
entonces w(u) es no vacio, conexo y compacto.

Generalizando la definicién previa, para toda familia de curvas progresivas £ con
valores en X, espacio métrico separable, introducimos su conjunto w-limite como

w(&) = ﬂ clos(U v (u,t)).
t>to uel
Alternativamente, podemos describirlo como
w(€) ={f € X : 3 una sucesiéon {t;} — oo y una sucesién
de soluciones{u;} C € tal que wu;(t;) — f}.
Debe observarse que el w-limite de un conjunto es usualmente mas grande que la

unién de los w-limites de sus elementos, | J{w(u) : u € £} # w(E).

En el estudio de las ecuaciones diferenciales aparecen de forma natural familias de
soluciones de problemas de valores iniciales de la forma

ur = Au), t>0; u(0)=uo,

donde A no depende del tiempo. Es corriente que el problema genere un semigrupo
continuo, es decir, un mapa continuo S : X x [0,00) — X, tal que, escribiendo
S(t)x = S(x,t), las aplicaciones S(t) satisfacen

(i) S(0)up = ug para todo ug € X,

(if) S(t + s)up = S(t)S(s)ug para todo uy € X y t,s>0.

Es tipico en esos casos escribir la solucién tinica u = wu(t) con valor inicial ug como
u(t) = S(t)up para t > 0. Veamos dos definiciones de gran interés. Se dice que un
conjunto £ C X es (progresivamente) invariante bajo S si para todo ¢ > 0 se tiene

que S(t)E C E. Se dice que un conjunto F' atrae a un conjunto E si d(S(t)E, F) — 0
cuando t — co. He aqui un resultado tipico en este marco, cf. [Ha88].

Lema 4.2 (i) Si E € X es no vaciio y su dérbita vt (E) es relativemente compacta,
entonces w(E) is es no vacio, compacto y atrae o E.
(i) Si E C X is conexo, entonces w(E) is conezo.

(iii) Para todo conjunto E C X para el que w(E) es compacto y w(E) atrae a E, el
conjunto w(FE) es invariante.

5. Las tres hipotesis

Pasamos ahora a preparar el camino para el Teorema S, introduciendo en esta seccién
las hipdtesis en que reposa el resultado, y comentando su significado y papel. Usual-
mente los resultados sobre la convergencia asintdtica de ecuaciones de evoluciéon son
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obtenidos bajo hipétesis adecuadas sobre el caracter de la evoluciéon. Tipicamente,
tales hipétesis se refieren a la ecuacion original considerada.

Nuestro resultado asintético puede ser formulado en términos topolégicos sin refe-
rencia a las EDPes. Trata de las propiedades asintéticas de dos familias de curvas £
y L. definidas en intervalos positivo-infinitos de la recta real (pensamos en el tiempo)
con valores en un espacio métrico completo y separable. Imponemos tres hipétesis
bésicas que se resumen en forma breve como compacidad, convergencia y estabilidad
reducida. Un rasgo importante del método que presentamos estriba en el hecho de
que sitia la hipétesis principal en la ecuacién limite, que se supone bien conocida: se
trata de la hipdtesis de estabilidad uniforme en el sentido de Lyapunov del conjunto
), respecto al flujo generado por la ecuaciéon auténoma. En algunas aplicaciones esto
es pedir demasiado, pero existe una modificacién que funciona en bastantes de estas
situaciones: basta con requerir estabilidad de un cierto omega-limite reducido.

Damos a continuacién el enunciado detallado de las tres hipdtesis.

(H1) ComPACIDAD. Consideramos una clase £ de funciones u € C([tg,0) : X)
definidas para t > to(u) con valores en un espacio métrico completo y separable
X. Suponemos que las érbitas {u(t) : t > to} son relativamente compactas en X.
Ademsds, consideramos las trayectorias tras una traslacion en el tiempo

u (t) =u(t+71), t T7>0,

y suponemos que el conjunto de curvas {u”(t)} indizadas por 7 > 7 es relativamente
compacto en L2 ([tg, 00) : X).

loc

Se sigue de (H1) que la érbita positiva v (u,t) es relativamente compacta en X.
Por lo tanto, el omega-limite w(u) es no vacio y compacto.

(H2) CONVERGENCIA. L es una pequefia perturbacién asintética de otra familia
de curvas L, en el sentido aiguiente: dada una curva u € L, si para una sucesién
{t;} — oo la sucesion {u(t; +t)} converge en LS ([0,00) : X) cuando j — 0o a una
funcién v(t), entonces v pertenece a L.

Es tiempo de hacer algunos comentarios y explicaciones. Como hemos dicho, en
las aplicaciones uno trata en muchos casos con una familia £ de soluciones de un
proceso de evolucién descrito por una ecuacién o sistema diferencial auténomo de la
forma

ur = B(u,t), t>0. (5.1)

Se trata entonces de comparar esto para tiempos grandes con la ecuaciéon auténoma
ve=A(v), t>0, (5.2)

mds precisamente, con una familia particular de soluciones L, de la dltima ecuacion.
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La hip6tesis (H2) es nuestra forma de afirmar que (5.1) es una perturbacion
asintéticamente pequenia de (5.2), es decir, que B(u,t) tiende a A(u) cuando ¢ — oo.
Se trata de una forma en principio muy general, en la jerga usual, una forma muy
débil. En este contexto, (5.2) se llama la ecuacidon limite y(5.1) es la ecuacion per-
turbada. Las curvas v de L, obtenidas en tal paso al limite se llamaran soluciones
limite.

Una cuestién de notacién: para mantener la necesaria distincién entre las dos
ecuaciones, usaremos la notacién estdndar en sistemas dindmicos para las soluciones
de la ecuacién perturbada (5.1), y notaciones con estrella para la ecuacién limite
(5.2). Escribiremos pues 7, (v, t), w«(v) y wi(€) para una solucién v € L, y para un
conjunto £ C L,, de soluciones respectivamente.

La hip6tesis (H1) implica que T (u, t) esta contenido en un conjunto relativemente
compacto de X. Se sigue de (H2) que toda v(t) solucién limite de u tiene una drbita
progresica relativemente compacta en X.

Proposicion 5.1 Dada u € L, toda solucion limite suya v € L, puede ser definida
para todol t € R, es decir, tiene una drbita completa. Ademds, para todo vy € w(u)
existe una solucion limite de u con dato inicial v(0) = vo, y la drbita completa . (v)
estd contenida en w(u). Por lo tanto, w.(v) es no vacio y compacto.

Estas afirmaciones no tienen por que ser ciertas para toda la clase L. Tipicamente
Ly L, son clases de soluciones débiles u otro tipo de soluciones generalizadas sobre
las que conocemos muy limitadas informaciones sobre su regularidad. Se acuerdo
con esta generalidad, el paso el limite de (H2) sélo impone the el limite v(¢) de la
sucesién {u(t; +t)}; C L sea una solucién en la clase L., una condicién que puede ser
obtenida si esta clase esta convenientemente definida con una informacién basada en
un numero minimo de estimaciones a priori sobre las u y sus derivadas. La unicidad
de soluciones no es requerida. Recalquemos para terminar un punto importante de la
hipétesis (H2): no se requiere ninguna estimacién cuantitativa de la tasa con la que
la perturbacién decae con el tiempo.

Pasamos ahora a examinar la tltima hipdtesis, que es a la vez la més dificil de
verificar en general. Como dijimos, no deseamos imponer ninguna propiedad de es-
tabilidad sobre la ecuacién original (5.1), sino solamente sobre la ecuacién limite.
Empezaremos identificando el conjunto donde estan contenidos los omega-limites de
las soluciones de la ecuacién (5.1). Més precisamente, hallaremos un conjunto Q, C X
que contenga todos los omega limites iteratedos, lo que quiere decir que

0,2 U{w*(v) : v € Ly, v(0) €w(u), ue L} (5.3)

Sea ademds Yy = J{w(u) : u € L}. Nuestra tltima hipétesis es una manera de pedir
que €, sea estable Lyapunov en una forma débil.
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(H3) ESTABILIDAD UNIFORME REDUCIDA PARA LA ECUACION (5.2). Suponemos
que eziste un conjunto cerrado Q. C X werificando (5.3) y que es uniformemente
Yp-estable en el sentido de Lyapunov. Esto quiere decir que para todo € > 0, existe
6 = 6(e) > 0 tal que si v es cualquier curva de L, y se verifica que v(0) € Yy y que
d(v(0), Q) < 6, entonces

d(v(t), Q) <e para todo t > 0. (5.4)

Imponemos pues la estabilidad del conjunto €2, con respecto a perturbaciones en
Yy, de ahi el nombre de estabilidad reducida. No es preciso que el conjunto €2, sea
todo él invariante bajo la evolucién definida por (5.2), pero esta propiedad reforzaria
la condicién de estabilidad al eliminar la condicién v(0) € Y.

6. El Teorema S: estabilidad de conjuntos omega-limites

Tras estos preparativos podemos ya probar el resultado principal de estabilidad es-
tructural asintdtica anunciado.

Teorema 6.1 Bajo las hipdtesis (H1), (H2) y (H3), el w-limite de toda curva solucidn
u € L estd contenido en el conjunto Q.. En otras palabras, toda orbita de (5.1) es
atraida por Q, cuando t — oo.

Hablando en términos generales, el conjunto omega-limite de la clase de soluciones
L, de la ecuacién auténoma es estable bajo perturbaciones arbitrarias de la ecuacion
que sean asintéticamente pequenas en el sentido definido més arriba.

Demostracion. Dividimos la prueba del teorema en una serie de lemas. Para empezar,
para cada solucion dada u € £ y cada € > 0, definimos los conjuntos bueno y malo

G.={t>0:du(t),Q) <e}, (6.1)

B.={t>0:du(t), Q) >e}. (6.2)

Es claro que G. U B, = (0,00) , G- NB. =0y B, € B, si 0 < &1 < e2. Los
conjuntos malos B, son abiertos, los conjuntos buenos G. cerrados. Por supuesto,
estos conjuntos dependen de u, que tomamos aqui como fijo. Se tiene

Lema 6.2 Para todo € > 0 existe una sucesion {T;} — oo contenida en el conjunto

Ge.

Demostracion. Sea {t;} — oo una sucesién arbitraria. Por (H1) la sucesién de
funciones {u(t; + s)}, es relativemente compacta; por (H2) podemos suponer (tras
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pasar a una subsucesién si es necesario) que u(t; + s) tiende a v(s) cuando j — oo, y
v es una funcién de £, (es decir, una solucién de (5.2)). La convergencia es uniforme
en subintervalos compactos de [0, 00). Se tiene que v(t) € Y, para todo t > 0. Dado
que 2, contiene el omega-limite de todas estas soluciones de L., se sigue de (H3) que
v(s) converge a 2, cuando s — oo, luego existe sy > 0 tal que para s > sq,

d(v(s), Q) <eg/2. (6.3)
La convergencia de u(t; + s) a v(s) implica que existe jo tal que
d(u(t; +s),v(s)) <e/2 (6.4)
para cada 0 < s < sq if j > jo. Estas dos desigualdades implican que
d(u(t; + s0), Q) < d(ult; + s0),v(s0)) + d(v(s0), ) < €,
Nos fijamos ahora en el conjunto B.. Dado que B. es un conjunto abierto, si no

es vacio puede ser expresado como unién finita o numerable de intervalos abiertos
mutuamente disjuntos, a saber,

B.=JI. I =(a;.b), (6.5)

con 0 < af, < b;. El lema 6.2 prohibe la posibilidad de que exista en la lista un
intervalo ilimitado hasta +o0o. Podemos decir atin maés.

Lema 6.3 La sucesidn de longitudes {l, = b5, — a5} es una sucesion acotada, l,, <
c=c(e,u).

Demostracion. Se basa en revisar el argumento usado en la prueba del Lema 6.2.
Podemos siempre suponer que los intervalos (as,,bf,) estdan ordenados, b, < a ;.
Suponiendo que existe una sucesién l,, — oo, tomamos t, = (a5 + V5)/2 — ooy
aplicamos el argumento previo para obtener un sg tal que ¢,; + so € G para una
subsucesién {t,, }, nj — oo. Puesto que por definicién de I}, se tiene que ¢, +t ¢ G.
para todo t € (0,1,/2), si l,, — oo llegamos a una contradiccién. Por lo tanto, {i,,}
debe ser acotado. d

Finalmente probamos que B, ha de ser vacio o acotado.

Lema 6.4 FEziste una constante C = C(e,u) tal que

(C,0) C G, . (6.6)
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Demostracién. Si (6.6) fuera falso, existirfa una subsucesién tal que I C B. 'y
a;, . — oo. Tras renombrar los intervalos si es necesario, podemos suponer que n; = j

=
y élue a5, > aj. Sea
e 1 _yqe
=minq —, =0 (—) ) 6.7
p=min{5.30(5)} (6.7
donde § es la funcién que aparace en la definicién de estabilidad uniforme de Q., (H3).
Dado que 7 < &, tenemos B, C B, y para todo intervalo I5 existe un intervalo igual o
mayor I] = (aj,b]) contenido en B,. Algunos de estos intervalos I} pueden aparecer
varias veces, pero dado que
n_ .0
b] —al <c(n,u), (6.8)
nos quedardn infinitos intervalos I} distintos y a7 — oc. De la definicién de B, se
deduce que si t; = a7j7 entonces

d(ulty), ) = 1. (6.9)

Vemos ademds que la sucesién de funciones {u(¢; +t)} (o al menos una subsucesién,
que denotamos atn {j} para no complicar la notacién) converge uniformente en sub-
intervalos compactos de [0, 00) a una solucién v(t) € L.. Por lo tanto, para j > jo
tenemos

d(v(0), ult;)) <, (6.10)
que junto con (6.9) da d(v(0), ) < 2n. Por la hipdtesis de estabilidad (H3) tenemos
entonces que

d(v(t), ) <e/2 (6.11)
para todo 0 < ¢t < co. Por otro lado, la convergencia de u(t; + t) hacia v(t) implica
que dado ¢ = ¢(n,u), existe j; > 0 tal que

d(u(t; +1),v(t)) <e/2 (6.12)
para 0 <t < ¢(n,u) yj > j1. Entonces,
d(u(t; +1), Q) < d(u(t; +1),v(t)) +d(v(t), Q) < e, (6.13)
y finalmente se llega a

[a5,b5] C [a],a] + c(n,u)] C Ge

para todo j>j;. Pero esto contradice la definicién de los intervalos (ac, ). O

Fin de la Prueba del Teorema 6.1. Por el Lema 6.4, para toda solucién u € £ de (5.1)
y todo € > 0 existe t; = t1(g,u) > 0 tal que para t > t;,

d(u(t), Q) <e.

Es entonces claro que el conjunto w-limite de la érbita {u(t)} estd contenido en (2.
0
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7. Aplicacién a algunas ecuaciones de la fisica

De acuerdo con comentarios hechos mas arriba, senalamos un hecho que ha jugado
un papel importante en las aplicaciones recogidas en [GV03], alguna de las cuales
comentaremos ahora: ninguna de las tres hipdtesis requiere que las ecuaciones (5.2)
y (5.1) sean satisfechas en ningtin sentido “fuerte” ni se necesita saber otros detalles
concretos de la evolucién. En realidad, el resultado que hemos probado es de tipo
mélrico y estamos hablando de familias de curvas, cuya relacién mutua (H2) depende
del hecho de que son suelen ser soluciones de ecuaciones emparentadas, aunque sea
en un sentido bastante laxo. Asi, aunque es sabido usualmente que la ecuacion limite
(5.2) genera un semigrupo en un espacio métrico, tal propiedad no tiene ninguna
relevancia para el resultado general que hemos obtenido.

Dado que una de las principales motivaciones ha sido el estudio de la teorfas de
difusién no lineal y explosién (“blow-up”), comentaremos tres ejemplos en este drea.

1. Consideremos el caso las ecuaciones de difusiéon parabolicas no lineales tratadas
en los capitulos 2 y 4 de [GV03]. Es bien sabido que las soluciones de la ecuacién
del calor u; = Au planteada en todo el espacio R™ con datos iniciales integrables
up € L' (R™) decaen cuando t — oo como O(t~%) con un exponente o = N/2 y toman
la forma de una campana de Gauss para t — oo.

Este resultado se extiende a otras ecuaciones no lineales como la Ecuacion de los
Medios Porosos (EMP)
uy = Aw™) con m > 1, (7.1)

pero ahora el exponente « es igual a o = N/[2 + N(m — 1)]. Observamos que el
decaimiento es més lento que en la difusién estandar de la Ecuacién del Calor pues «
decrece a cero cuando m va a infinito. El trabajo sobre la ecuacién EMP ha sido uno
de los favoritos del autor en estos muchos anos.

Demos un paso mas; queremos describir con precisién lo que sucede para largos
tiempos. Para ello es conveniente recurrir al truco del zoom. Se trata de cambiar la
escala de la variable u a una nueva variable 6 que es igual a © multiplicada por un factor
t* que compensa lo que u decae, de forma que 6 tiene tamafio de orden O(1) para t
grande. Ahora bien, si queremos ademds que 6 sea solucién de una ecuacién razonable
hemos de reescalar el espacio de la forma z = £t*/N. Por dltimo, es ttil pasarse a
una escala de tiempo logaritmica 7 = Int. Todo esto son trucos muy conocidos de
los expertos en sistemas dindmicos y se basa en el llamado Anélisis Dimensional,
explotando la propiedad de invarianza de la ecuacién ante el grupo de homotecias.
Lleva finalmente a la siguiente ecuacién EMP reescalada para (&, 1) = t* u(z, t):

0, = A(6) = 0™ + - €- VO +a. (7.2)

(para m = 1 es la Ecuacién del Calor reescalada). Se trata de una ecuacién auténoma
y sus soluciones tienden a un equilibrio no trivial que es el famoso nicleo de Gauss
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cuando m = 1, y el menos conocido perfil de Barenblatt o ZKB cuando m > 1. Ahora
podemos interpretar lo que le pasa asintéticamente a u cambiando para atras las
variables, es decir pasado otra vez de 6 a u. Se obtiene el resultado de que u tiende
a cero pero con un comportamiento de la forma

u(zx,t) ~ t_N/(2+N(m_1))B(xt_N/(2+N(m_1); M), (7.3)

donde B es el perfil ZKB descrito en detalle en la literatura. M es un pardmetro ajus-
table llamado masa de la solucién. Esto es lo que Barenblatt llama comportamiento
asintotico intermedio, pues es valido y util para t grande, pero no cerca de infinito
donde es vélido pero los valores de u ya son practicamente cero y nos dan lo mismo.
Estos resultados vienen descritos en todo detalle en [V03] a donde remitimos al lector
interesado.

1b. Supongamos ahora una situacién mas complicada donde la ecuacion de partida
es un tanto mas compleja:

up = Au™ — P, (7.4)

con m,3 > 1. Se trata ahora de un modelo de difusién no lineal en un medio ab-
sorbente, muy conocido en la literatura de la propagacién de calor. En principio el
término de absorcién no es asintéticamente una pequena perturbacion. Se puede de-
mostrar que la tasa de decaimiento de las soluciones (con datos “buenos” que decaen
aprisa) es la misma que para la ecuacién anterior si 3 es grande, mds precisamente si
B> B, =m+2/N. En efecto, en ese caso podemos aplicar el mismo tipo de cambio
de escala anterior y nos lleva a la ecuacién

0, = A0)+C0,7), CB,7)=—-e776°. (7.5)

donde 0 = (8 — B4)« es positivo precisamente si § > (.. Asi llegamos a una pequena
perturbacién asintotica de la EMP reescalada (7.2) y el problema cae dentro de la
teoria presentada en secciones anteriores. Notese que existe en C un factor temporal
exponencial pequeno; éste nos recuerda si hacemos las cuentas que la ecuacién que
tenemos, al ser mas complicada, ha perdido el caracter de invariancia ante las trans-
formaciones de escala que tenia la ecuacién original (7.1). Parece un contratiempo,
pero, segun el Teorema S, este término estd destinado a desaparcer en el w-limite, asi
que puede hacer un poco lo que quiera a nuestros efectos.

El resultado de pequenas perturbaciones no es cierto si 8 < .. Victor Galaktionov
y el autor demostraron que el Teorema S se puede ain aplicar en el caso limite del
exponente § = (., pero la teoria es realmente no trivial y remitimos al lector al
capitulo 4 del libro [GV03]. De hecho, el estudio de casos criticos es uno de los puntos
fuertes del Teorema S.

En términos fisicos esta dificultad es debida a la presencia de una resonancia.
Tipico de estos casos, el decaimiento incluye un factor logaritmico dificil de descubrir
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(se supone que es parte del mérito de nuestro articulo) y el comportamiento asintético
es del tipo
u(z,t) ~ (t logt)~*B(xt=*/N (log t)"; M,), (7.6)

cona=N/24+Nm—-1))y u=(m—1)N/2(2+ N(m—1). B es el perfil parabdlico
de Barenblatt antes mencionado y M, una constante universal que no viene al caso.
La ecuacién reescalada a la que se aplica el Teorema S es ahora

1

b= A(B)+C(O:7),  C.7)=—(at" + (V6 =67, (7.7)
T

donde A es el operador EMP como antes. Se trata de una pequefia perturbacién del

sistema 6, = A(f) pero la perturbacién no es tan pequena, el factor es sélo 1/7, o

sea que no es integrable. Con todo, es despreciable para el Teorema S.

2. Las transformaciones previas que permiten colocarnos en la situacién de aplicar
el método de pequenas perturbactiones asintéticas son en muchos casos un tanto
rebuscadas y eso las hace mateméaticamente méas interesantes. A veces la ecuacién
limite no tiene mucho parecido con la original. De ello dan fe varios de los capitulos
de [GVO03]. Asi, en el capitulo 3 del libro se estudia el comportamiento asintGtico de
la ecuacion de difusion superlineal

wy = Ae™ ). (7.8)

Es una especie de EMP en el limite m = oco. Tras algunos escarceos previos con
cambios de variable se llega a la ecuacion transformada

41 2
9. =AB)+ —T9A0+ 2 (0 —01nd A0
T
2
AT ng AT g a0+ Lo (ne)? Ao,
T T T

donde la pequena perturbacién asintética es horriblemente complicada pero sin em-
bargo el operador principal es A(f) = 0 Af + 0 y sus estados estacionarios son sim-
plemente las soluciones de A@ = —1. Ahora se ve el interés en el Teorema S de no
tener que entrar en detalles sobre como es la perturbacion.

3. En otros casos la ecuacion limite cambia incluso de tipo. Eso sucede por ejemplo
en muchos problemas de explosién (blow—up en ingés). Consideremos por ejemplo la
ecuacion con reaccion “casi lineal”

Uy = Uge + (1 + 1) In*(1 4 u) (7.9)

para z € R, t > 0, que es de nuevo un caso critico de la teoria de explosién. Ocurre
que tras todos los cambios de variables y aplicacion del Teorema S, la ecuacién que
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controla el fenémeno de explosién es una ecuacién de primer orden del tipo Hamilton—
Jacobi
2
(uz)

= 1+u—|—(1+u)1n2(1+u),

Ut

Este ejercicio de aplicaciéon del Teorema S fue realizado por Galaktionov y el autor
en 1991 y fue la motivaciéon para desarrollar la idea de omega-limite reducido. Una
descripcién detallada ocupa el capitulo 9 de [GV03]. Recordemos que la Teorfa de
Explosion o Blow—up es hoy dia un area muy activa de investigacién en las EDPs
aplicadas, cf. [BE89, GV02].

Referimos al amable lector a [GV03] para otras aplicaciones a diversos problemas
asintdticos, entre ellos problemas de reaccién—difusion, ecuaciones de Navier-Stokes y
ondas de detonacion.

koK

Para terminar, espero, Enrique, que te agraden estos trabajos y esta resena que te
dedico con afecto y que disfrutes de muchos y dindmicos anos haciendo matematicas.
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