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Prefacio

Este es un curso de Algebra Lineal dividido en dos voliimenes, que totalizan
cuatro capitulos y 20 lecciones. En conjunto, se cubre todo lo que a veces se
denomina geometria vectorial, y se corresponde con los temarios de la materia
que con motivo de los nuevos planes de estudios se han implantado en las
Facultades de Ciencias, en particular Fisicas y Matematicas, en la Facultad
de Informatica y en las Escuelas Técnicas.

Basados en nuestra experiencia tras haber impartido cursos similares du-
rante muchisimos anos hemos pretendido escribir un texto muy directo, des-
pojandolo de todos los formalismos evitables sin menoscabar el rigor ni en los
enunciados ni en las pruebas de los mismos. En todo caso, nuestro objetivo
esencial es explicar el significado verdadero de las cosas.

Como hemos dicho, el curso estd dividido en cuatro capitulos, de los cuales
este volumen contiene los dos primeros:

Capitulo 1. Sistemas de ecuaciones lineales y matrices.

Capitulo II. Espacios vectoriales y aplicaciones lineales.

Como su nombre indica, el capitulo I estd dedicado al estudio de los siste-
mas de ecuaciones lineales desde un punto de vista matricial, centrado en los
conceptos de rango y determinante. El procedimiento elegido para ese estudio
es el método de Gauss-Jordan. El capitulo II presenta y analiza los objetos
propios del algebra lineal: los espacios vectoriales y las aplicaciones lineales.
El énfasis se pone por supuesto en los espacios de tipo finito, y se termina con
la nocién clave de dualidad.

La materia estd distribuida de manera que cada capitulo puede aligerar-
se a conveniencia sin que eso afecte a la consistencia de la presentacion. En
cualquier caso, confiamos en que este primer volumen pueda cubrirse en su to-
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VI Prefacio

talidad, exceptuando tal vez la dualidad en la leccién 10, que puede limitarse
a rectas e hiperplanos.

Como pauta general, los ejemplos son muy numerosos y parte central de la
exposicién. Ademsds, cada leccién concluye con una colecciéon de 15 problemas
y ejercicios de dificultad variable (los que la tienen mayor estan senalados con
un X ). Al final de cada capitulo hay una seccién con 50 cuestiones verdade-
ro/falso con las que el lector podra contrastar cémo ha asimilado los conceptos
estudiados. Se incluyen en un apéndice las soluciones de todos los ejercicios,
problemas y cuestiones propuestos en él. También hemos incluido una lista de
simbolos que suele ser de ayuda para encontrar con rapidez el significado de
una notacién, y un indice terminoldgico, para la busqueda correspondiente.
Hay ademas una lista breve de lecturas recomendadas.

Queremos expresar nuestro agradecimiento a las profesoras Concepcién
Fuertes y Celia Martinez, que han leido muy meticulosamente versiones preli-
minares, detectando numerosas erratas y errores y contribuyendo sustancial-
mente a que la exposicidn sea més agil y consistente. Otra menciéon debemos
al profesor José F. Ruiz, cuyos atinados comentarios criticos durante muchisi-
mas conversaciones han influido notablemente en la presentacién de partes
importantes de la materia.

Un agradecimiento especial le debemos al profesor Emilio Bujalance y a sus
alumnos de esta asignatura en la UNED. Estos ltimos pusieron de manifiesto
la necesidad de completar muchos detalles en la primera edicién de esta obra y
Emilio tuvo la paciencia de trasmitirnos aquellos puntos que resultaban oscuros
para el alumnado y sugerirnos, con gran acierto, una exposicién alternativa.

Jose F. Fernando, J. Manuel Gamboa, Jestis M. Ruiz
Pozuelo, Madrid, Majadahonda

12 de abril, 2011
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CAPITULO |

Sistemas de ecuaciones lineales
y matrices

Resumen. Este primer capitulo trata de lo que es consustancial al Algebra Lineal:
las ecuaciones lineales. En la primera leccién se introducen los sistemas de ecuaciones
lineales y se describe el método de Gauss-Jordan para su resolucion. Para entender
mejor dicha resolucién, en la segunda leccién se introducen las matrices y el rango,
y se obtiene el teorema de Rouché-Frobenius. En la tercera leccién se completa con
detalle la presentacion de las operaciones de matrices. La cuarta leccién esta dedicada
al concepto de determinante y la quinta a cémo se utiliza éste para calcular rangos,
matrices inversas y resolver sistemas determinados.

Todo esto se hace desde un punto de vista directo, basado en la idea elemental
bien conocida de que un sistema se resuelve haciendo operaciones con sus ecuaciones.
En realidad estas lecciones no pretenden descubrir al lector ningiin método diferente
del que ya conoce para resolver sistemas, sino explorar el contenido conceptual de ese
mismo. Asi, el lector no sabré sélo resolver sistemas, sino que sabra que lo sabe, en
el sentido profundo que esto dltimo tiene: el porqué y no sélo el para qué.

1. Sistemas de ecuaciones. El método de
Gauss-Jordan

El objetivo de esta leccion es obtener un algoritmo eficiente para resolver
sistemas de ecuaciones lineales. Recordamos que una ecuacion lineal (en n
incognitas o variables) es una expresién del tipo

a1$1+"‘+anxn:bv

donde los coeficientes a; y el término independiente b son escalares, esto es,
elementos del cuerpo K = R o C sobre el que estemos trabajando, y las x; son

1



1. Sistemas de ecuaciones. El método de Gauss-Jordan 9

El siguiente sin embargo si lo es:

T — bxy = -5,
T2 + Try = 8,
r3 — Txrgy = —06.

g

(1.9) Método de escalonamiento de Gauss-Jordan. Por este méto-
do se transforma, aplicando sucesivamente operaciones elementales, cualquier
sistema no trivial en un sistema incompatible o en un sistema escalonado
reducido. Describimos este algoritmo, que consta de varios pasos, como se
programaria para que lo desarrollase una “maquina’.

Paso 0. Se toma k£ = 1.

Paso 1. Se examinan las ecuaciones a partir de la k-ésima inclusive: si hay
alguna incompatible, el sistema es incompatible y hemos terminado; si
hay triviales, se suprimen; si no hay otras ecuaciones, hemos terminado.

Paso 2. Si han quedado ecuaciones, se elige entre ellas una cuya primera
incégnita xj, tenga indice j, minimo.

Paso 3. Sedivide la ecuacion elegida por el coeficiente de su primera incégni-
ta xj, , y se intercambia la ecuacién resultante con la k-ésima.

Paso 4. A cada ecuacién distinta de la nueva k-ésima le restamos ésta mul-
tiplicada por el coeficiente que en aquélla tiene la incégnita x;, .

Paso 5. Se hace k = k+ 1 y se vuelve al paso 1.

Vamos a resumir qué se hace y para qué en los pasos anteriores. Notese
primero que sélo se hacen operaciones elementales, con lo que se obtiene siem-
pre un sistema equivalente al de partida. En el paso 1 se decide si hay que
hacer realmente algo. Si hay en efecto que hacerlo, en el paso 2 se selecciona la
incognita y la ecuacion que se usaran para mejorar el posible escalonamiento
que ya se tenga. En el paso 3 se hace 1 el coeficiente de esa incégnita en esa
ecuacién, y se coloca la ecuacion en el lugar pertinente. En el paso 4 se elimi-
na la susodicha incégnita de las demds ecuaciones; obsérvese que aqui pueden
producirse ecuaciones triviales (a partir de la (k 4 1)-ésima). Y en el paso 5
se recomienza con otra incognita posterior.
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tienen alguna raiz comun, entonces el determinante

ap a1 - Qm, 0 o .- 0
0 aO al o a"l 0 R 0
) m filas
. 0 . 0 ao al as - am
R(fa g) - det bO bl - bn71 bn 0 s 0
0 bo by c. b1 bn --- 0
n filas
0 0 - 0 b b - by

es nulo. Se dice que R(f,g), que es el determinante de una matriz de orden m + n, es la
resultante de f y g.

(2) ;Tiene alguna raiz multiple (es decir, comin con su derivada) el polinomio f(7') =
T +T+17

Cuestiones sobre sistemas de ecuaciones
lineales y matrices

Decidir cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cudles son falsas.

Numero 1. Una matriz cuadrada es invertible si y sélo si tiene rango méaximo.

Numero 2. Un sistema lineal no homogéneo con mas incégnitas que ecuaciones
tiene siempre solucion.

Nimero 3. El rango del producto de dos matrices es el maximo de los rangos de
cada una.

Numero 4. Si dos matrices no necesariamente cuadradas A y B cumplen AB = 1,
entonces ambas tienen rango maximo.

Numero 5. Silos rangos de dos matrices cuadradas A y B de igual orden coinciden,
y coinciden con el de su producto AB, entonces A, B y AB son invertibles las tres.

Numero 6. Siun sistema lineal homogéneo es compatible, estd asociado a infinitos
sistemas lineales no homogéneos también compatibles.

Numero 7. Sean Az?! = b’ un sistema lineal incompatible, y C' una matriz inverti-
ble. Entonces el sistema C Az’ = b’ es incompatible.

Nimero 8. Sean Az’ = b un sistema lineal compatible, y C una matriz invertible.
Entonces el sistema C' Ax! = b es compatible.
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Nimero 44. Siuna matriz A tiene la propiedad de que para cierto exponente p se
cumple > ¥ A" =0, entonces A es invertible.

Nimero 45. Sea A una matriz cuadrada cuyo rango no es maximo. Si los sistemas
Az =0y xA = 0 tienen las mismas soluciones, entonces A = A?.

Numero 46. Si el determinante de una matriz cuadrada es nulo, su traza debe ser
asfmismo nula.

Numero 47. Si dos sistemas son equivalentes y uno de ellos es homogéneo, el otro
también lo es.

Numero 48. Si el producto de dos matrices es una matriz cuadrada invertible de
orden n, entonces el rango de las dos matrices es precisamente n.

Numero 49. Sea A una matriz regular y B el resultado de aplicar a A ciertas
operaciones elementales por filas. Entonces B es también regular, y haciendo esas
mismas operaciones por filas a A~! se obtiene B~'.

Niumero 50. Hay infinitas matrices cuadradas A y B de orden 2 tales que AB =
A+B=1

Apéndice: Solucionario del capitulo |

Soluciones §1

Numero 1. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

_ . r + y — 2z = 9,
(1) {Sx A 2 {20 -y + 4 = 4,
v vy = ’ 2 — y + 6z = -—1.

Solucion. (1) El sistema es equivalente al que resulta al multiplicar por 3 la primera
ecuacién, esto es,

9r — 6y = 18,
92 + 4y = 108,
que equivale al obtenido tras restar a la segunda de estas ecuaciones la primera:
9 — 6y = 18, — 9r — 6y = 18,
10y = 90, y = 9.

Sumando a la primera ecuacién 6 veces la segunda obtenemos la tnica solucién del

sistema:
9 =72, - r =238,
y=9, y=9.



CAPITULO 1I

Espacios vectoriales y
aplicaciones lineales

Resumen. Este segundo capitulo cubre una materia basica: la definiciéon y propie-
dades de los espacios vectoriales y de las aplicaciones lineales. El punto de apoyo para
presentar estas nociones y demostrar los resultados principales es la teoria de siste-
mas de ecuaciones lineales desarrollada previamente, en especial las ideas bésicas de
combinacién e independencia de ecuaciones. Ademds, asi se da contenido geométrico
a la teoria de matrices que ya conocemos. En la leccién sexta se definen espacios y
subespacios vectoriales, y la nocion de independencia lineal. En la séptima se tratan
los espacios de tipo finito, y se define la dimension; esto incluye la introduccion de
coordenadas y de ecuaciones lineales. A partir de este momento cada nocién y cons-
truccién nueva tendrd su tratamiento mediante ecuaciones. La octava leccion se dedica
a las operaciones con subespacios: interseccion, sumas y sumas directas, y cocientes.
Asimismo se demuestran las formulas de Grassmann. En la novena leccién se definen
las aplicaciones lineales y los conceptos asociados: nicleo, imagen y factorizacion.
La décima y tultima leccion del capitulo trata del espacio dual: el concepto y algu-
nos de sus usos. Puede parecer algo mas dificultosa que el resto, particularmente la
dualidad canonica, pero como se advirtio en el prefacio, es siempre posible aligerarla
limitandose a la dualidad entre rectas e hiperplanos.

6. Espacios vectoriales

Aqui definimos espacio vectorial. No hacemos casi nada més que eso, y
revisar todos los ejemplos que de hecho hemos manejado en el capitulo anterior.
Consideramos el cuerpo K = R o C. Aunque todo lo que digamos sea vélido
para otros cuerpos, como por ejemplo para K = Q, relegaremos esta posible
generalidad a algin ejercicio significativo.

Definiciones 6.1 Un espacio vectorial sobre K, es un conjunto E (no vacio),

141



10. El espacio dual 213

(10.3) Dualidad candnica. Utilizando lo anterior, podemos extender la
relacién entre hiperplanos de E y rectas de E* a subespacios arbitrarios. Pro-
cederemos a partir del hecho de que todo subespacio V' C F es interseccién de
hiperplanos, I11.8.6, p. 179. Esto significa que

V=) H

HDOV
y definimos
VY ={h€ E*:H=ker(h) DV}

Hay que ver que V'V es ciertamente un subespacio de E*. Sean hi,hy € V'V
y A, A2 € K. Entonces V' C ker(hy) y V' C ker(hsy), luego para cada vector
v € V se tiene

()\1h1 + )\th)(v) = )\1h1(’U) + )\th(v) =0,
luego V' C ker(A1hy + Aah2), esto es, Ajhy + Aohy € V'V, O

Ahora podemos describir la biyeccién V <+ V'V entre los subespacios de E
v los subespacios de E* con las formulas:

VYV ={h € E*: h(v) =0 para todo v € V'},
V ={veE: h(v) =0 para todo h € VV}.

Comprobemos que efectivamente es una biyeccion. Dados subespacios V' 'y W
de E tales que V # W podemos suponer, intercambiando los papeles de V' y
W si es preciso, que existe un vector w € W\ V. En virtud de I1.8.6, p. 179, el
subespacio V es interseccién de hiperplanos, es decir, existen formas lineales
hi,...,hy, € E* tales que V = {u € E : hi(u) =0,...,hy(u) = 0}. Como
w € E\V existe un indice i tal que h;(w) # 0, por lo que h; € VV\ WV, luego
VV £ WV, Eso prueba que la aplicacién V — V'V es inyectiva.

En cuanto a la sobreyectividad, dado un subespacio L de E* elegimos una
base suya {hi,...,h,} y se deduce de I1.10.1(3)(i), p. 210 que el subespacio
V={ueFE:h(u)=0,...,hy(u) =0} cample que V¥ = L.

Escrito de otro modo, se tiene la siguiente igualdad fundamental:
(Hlﬂ"-ﬂHq)v :L[hl,...,hq], donde H; :ker(hl)

Esto significa que hi,...,hy generan V¥ siy sélo si hy = 0,...,hqg = 0 son

unas ecuaciones de V. Con esto y 11.10.1(3)(ii), p. 210, deducimos que
dim(V"Y) = dim(E) — dim(V) = codim(V).
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es lineal. jEs cierto que para cada aplicacién lineal f : E — F existen formas lineales

fiy.oo, fm tales que f =5 fi - v;?

['Nl'lmero 11. Recordemos que una matriz cuadrada de orden n > 3 se dice mdgica si todas
sus filas suman lo mismo, y lo mismo que las columnas, y lo mismo que las dos diagonales
mayores. Dada esta definicién, consideramos los conjuntos

Y de las matrices magicas,
Ys  de las matrices magicas simétricas, y
Yo de las matrices magicas antisimétricas.

Demostrar que X, X y X, son subespacios vectoriales de M, (K), y que X' = X, ® X, y
calcular las dimensiones de los tres.

Numero 12. Sea f una forma lineal del espacio vectorial M, (K). Demostrar que existe
una unica matriz A € M, (K) tal que f(X) = tr(AX) para cada matriz X € M, (K).

['Nflmero 13. Sea E = K,[T] (polinomios de grado < n), y fijemos escalares ao, ..., an,
distintos dos a dos.

(1) Demostrar que las aplicaciones
pi: E—=K, P(T)— P(a;)
constituyen una base de E*, y encontrar su base dual.

(2) Dados escalares bo, ..., by, encontrar un polinomio P € E tal que P(a;) = b; para
cada ¢ =0,...,n (interpolacion polinomial).

[' Numero 14. Sean FE un espacio vectorial de tipo finito y E* su dual. Dado un subespacio
vectorial L de E, encontrar un isomorfismo canénico entre E/L y el dual de L.

Nuamero 15. (1) Utilizar el principio de dualidad en la resolucién del ejercicio 5 de la
leccion I1.8, p. 186.

(2) Encontrar un enunciado vectorial que coincida con su enunciado dual.

Cuestiones sobre espacios vectoriales y
aplicaciones lineales

Decidir cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cudles son falsas.

Numero 1. Toda aplicacién lineal no nula f : R — R"™ es inyectiva.

Numero 2. Si dos hiperplanos H; y Hs de R™ son distintos, la dimensién de la
interseccion Hy N Hy es n — 2.

Nimero 3. Dos planos de R* que generan R* tienen siempre interseccién nula.
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Apéndice: Solucionario del capitulo Il

Soluciones §6
Niumero 1. Consideremos el conjunto R? con la operacién interna:
() + («"y) = (@ + 2",y + ),
y una de las siguientes operaciones externas:
AMz,y) = (Az,0), Az, y), A+xz—LA+Xdy—1), o (Ay,Az).

Determinar en cada caso si las operaciones definen una estructura de espacio vectorial
2
en R-.

Solucién. La segunda de estas multiplicaciones confiere a R? su estructura vecto-
rial usual. Comprobaremos a continuacién que las demdas no cumplen alguna de las
propiedades del producto de escalares por vectores. Elegimos u = (1,2), v = (1,0) y
w=(2,1).

Para la primera operacién externa se tiene lu = v # w y para la cuarta lu =

w # u. Por su parte la tercera de las multiplicaciones propuestas cumple 2(0,0) =
(1,1) # (0,0), luego tampoco define en R? una estructura de espacio vectorial.

O

Nimero 2. En K? definimos las operaciones suma B y producto por escalares *
como sigue:

(71,22, 23) B (y1,92,93) = (x1 +y1 + w2 +y2 — 1L, 23 +y3 + 3),
Ax (1, 29,23) = (Axy + A — 1, Az — A+ 1, Axz + 3A — 3).

Demostrar que las operaciones B y * confieren a K? estructura de espacio vectorial
sobre el cuerpo K.

Solucion. Se trata de comprobar que estas operaciones satisfacen las ocho propie-
dades que axiomatizan la nocién de espacio vectorial. Esto, que se puede hacer a
las bravas, resulta més sencillo si relacionamos adecuadamente las operaciones que
acabamos de introducir con la suma y producto por escalares clasico. Para ello basta
darse cuenta de que si denotamos u = (21,72, 23),v = (y1,y2,y3) € K3, A € Ky
w = (1,—1,3), podemos escribir

uBv=ut+v+w; Axu=u+(A—1w.

Ahora comprobamos que se satisfacen las propiedades que axiomatizan la nocién de
espacio vectorial.



288 Lecturas ulteriores

3. En este texto nos hemos limitado a espacios vectoriales de tipo finito desde
muy pronto. Sin embargo la teoria no depende de esa restriccién, como se ve
en numerosos libros. Aqui mencionamos estos dos:

S. Lang: Algebra lineal. Buenos Aires: Addison-Wesley 1986.

W.H. Greub: Linear Algebra. Berlin: Springer 1967.

4. Al espacio dual hemos dedicado estrictamente hablando una sola leccién,
con un ultimo parrafo sobre dualidad, y en la continuacion de este curso la
dualidad reaparecera de manera crucial en el tratamiento de los subespacios in-
variantes, y habra un poco de margen para invocarla a cuenta de la polaridad,
pero ninguno a cuenta de la ortogonalidad. En realidad, hoy la dualidad esta
verdaderamente omnipresente en las matematicas, algo significativo, siendo
como es una nocién de origen profundamente geométrico. Una buena referen-
cia para descubrir esto es el segundo de los siguientes libros; el primero es
recomendable como lectura formal:

G. Fischer: Lineare Algebra. Wiesbaden: Vieweg 2000.
J. Gray: Worlds out of nothing. Nueva York: Springer 2000.
5. También queremos citar dos libros de problemas y ejercicios:
F. Ayres: Teoria y problemas de matrices. México D.F.: McGraw-Hill
1985.
F. Broglia, E. Fortuna, D. Luminati: Problem: risolti di algebra lineare.

Bolonia: Zanichelli-Decibel 1995.

6. Hay muchas otras lecturas recomendables, no relacionadas directamente
con este texto. Nosotros consideramos muy especialmente adecuado senalar
las siguientes obras singulares:

T. Gowers, J. Barrow-Green, 1. Leader: The Princeton Companion to

Mathematics. Princeton: Princeton University Press 2008.

R. Loisel, J.-L. Tripp: Magasin Général, 1-9. Barcelona: Norma 2006—
2015.



Simbolos

a2y + -+ apTy, =b
K=RoC

c=(c1y...,¢p) EK"
ctd= (Cl idl,...,cnidn)
fre o apixer 4+ -+ agppxn, = by
i fi +a;f;

doaifi

Jr ~ A

Ji~ fi+ufe
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