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Prefacio

Este libro es el segundo volumen del curso de Algebra Lineal cuyo primer
volumen dedicamos a los conceptos fundamentales. En éste desarrollamos los
primeros resultados importantes que resuelven mediante invariantes problemas
basicos de clasificacién. El volumen consta de los dos capitulos siguientes:

Capitulo III. Clasificacion de endomorfismos.

Capitulo IV. Formas bilineales y formas cuadrdticas.

En el capitulo III se resuelve el problema mas importante, por su dificul-
tad y por su utilidad: el de clasificacion de endomorfismos, o si se quiere, el
de clasificacién de matrices por semejanza, mediante formas de Jordan. El
capitulo IV estd dedicado a las formas bilineales, y los problemas de clasifi-
cacién correspondientes son: (i) el de formas bilineales simétricas (o formas
cuadriticas, o matrices simétricas por congruencia), y (ii) el de formas bi-
lineales antisimétricas (o matrices antisimétricas por congruencia). Un caso
particular de las primeras lo constituyen los productos escalares, que condu-
cen a la nocién de norma y espacio real euclideo, y a nuevos problemas de
clasificacién: (i) de endomorfismos ortogonales, que es una forma especial de
semejanza de matrices, y (ii) de endomorfismos autoadjuntos, en el que se mez-
clan semejanza y congruencia de matrices. Finalmente, dedicamos una leccion
a las formas sesquilineales y a los espacios hermiticos complejos.

Este volumen tiene la misma estructura y organizacién que el anterior:
5 secciones por capitulo, 15 problemas al final de cada seccién (algunos mas
dificiles sefialados con un # ), 50 cuestiones al final de cada capitulo, y todas las
soluciones en un apéndice. Asimismo hay una breve bibliografia, una tabla de
simbolos, y un indice terminolégico. Sin embargo, aunque no por su estructura,
debemos distinguir este volumen del anterior por su dificultad y por los posibles
modos de utilizacion en la imparticiéon de cada curso particular. Asi como el
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VI Prefacio

primer volumen pretende ser un libro de texto susceptible de ser seguido con
casi entera fidelidad, este segundo debe ser empleado con otro discernimiento.
En su totalidad es un curso avanzado sobre los problemas de clasificacién antes
enumerados, que hemos intentado presentar y resolver de modo elemental, pero
completo. Por ello, en un curso béasico sugerimos utilizar sdlo: del capitulo
ITI, las lecciones 11, 12 y 13, y la 14 sin la demostraciéon del teorema de
descomposicién, y del capitulo IV, la leccion 16, la 17 sin la clasificacién de
formas antisimétricas, la 18, y la 19 sélo en dimensién < 3. Insistiremos en
esto en el resumen de cada uno de los dos capitulos.

La imparticién de cursos sobre la materia apoyados en la edicién ante-
rior de este texto nos ha inclinado a efectuar una reedicion. Nuestros alumnos
nos han ensenado qué les resultaba complicado y por qué. En particular nos
han reclamado maés presencia de la estructura clasica: definiciones + enun-
ciados + demostraciones. Hemos por ello abandonado en algunos pasajes el
caracter discursivo que conducia inequivocamente al resultado que los autores
conociamos, pero no asi el lector. A titulo de ejemplo hemos reformulado el
Teorema 11.6 que caracteriza los endomorfismos diagonalizables, y hemos pre-
sentado con detalle los prerrequisitos que hacen méas transparente la prueba del
Criterio de Sylvester 18.4. Otras modificaciones son més significativas. Para
clasificar formas cuadraticas reales basta contar el niimero de raices positivas
de su polinomio caracteristico, y esto se puede hacer, sin necesidad de calcular
dichas raices, mediante la Regla de Descartes. Hemos encontrado una breve
demostracién de este resultado y la hemos incorporado, Proposicién 19.16.

Finalmente, queremos expresar nuestro agradecimiento a Elias Baro, Con-
cepcion Fuertes, Celia Martinez, y José F. Ruiz, compafieros y amigos, por su
disponibilidad para coincidir y discrepar con nuestras ideas sobre esta materia.
Este curso de Algebra Lineal es mejor gracias a ellos.

Jose F. Fernando, J. Manuel Gamboa, Jesis M. Ruiz
Pozuelo, Madrid, Majadahonda

14 de diciembre, 2018
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CAPITULO 111

Clasificacion de endomorfismos

Resumen. Este capitulo tercero estd dedicado a un problema fundamental: la clasi-
ficacion de endomorfismos, es decir, de las aplicaciones lineales de un espacio vectorial
de tipo finito en si mismo. Con ello se empieza a hacer geometria (vectorial) pues se
toca ya de manera no trivial la comprensién cualitativa de los objetos que se estu-
dian. Aunque el contenido es de sobra conocido, y pocas originalidades caben a la
hora de presentarlo, hemos querido adoptar un punto de vista algo infrecuente, que
intentamos explicar a continuacién.

En la leccién 11 se introducen los subespacios invariantes. Son especialmente im-
portantes las rectas invariantes, pues estan ligadas a los autovalores, que son las raices
del polinomio caracteristico. La leccion siguiente, la 12, presenta de manera discursiva
el problema de clasificacion de endomorfismos, y el papel que el espacio dual juega
en la cuestién. En la leccién 13 y central de este capitulo se describen los subespacios
imvariantes asociados a un autovalor dado. En la leccién 14 completamos la discusion
del caso complejo con el denominado teorema de descomposicion, y en la 15 la del
caso real, por complexificacion. Ambas lecciones concluyen con la demostraciéon de un
bello resultado: la dualidad formal a la que estan sujetos los subespacios invariantes.

Nuestro objetivo real es facilitar un entendimiento fino y un manejo fluido de los
endomorfismos en dimensiones bajas, digamos hasta dimensién cuatro incluida. Un
enfoque drastico para conseguir esto seria ensenar la clasificacién de endomorfismos
hasta esa dimensién sin presentar la teoria de subespacios invariantes en general. Pero
aun con esta idea, nos ha sido imposible renunciar a una presentacién completa, si
bien adaptable a un curso de nivel bésico. Asi que para compaginar las dos querencias,
proponemos el siguiente manual de uso reducido: las lecciones 11 y 12 debieran seguirse
fielmente; la 13 casi, con tal vez alguna ligereza circunstancial; la 14 puede limitarse a
enunciar el teorema que le da nombre, y algunas consecuencias bien seleccionadas, sin
desarrollar la demostracién ni los instrumentos en que se basa; la 15 puede eludirse
casi en su totalidad, recurriendo al ultimo epigrafe de la lecciéon previa. Pensamos
que aun con estas simplificaciones, se puede entender muy bien cémo los subespacios
invariantes explican el comportamiento de un endomorfismo.



32 I1l. Clasificacién de endomorfismos

13. Subespacios invariantes asociados a un
autovalor

Empezamos aqui la bisqueda sistemética de subespacios invariantes. Como
es habitual, sea f : E — E un endomorfismo de un espacio vectorial F de tipo
finito, n = dim(F). Consideramos un autovalor A de f, fijado para toda la
leccién. Ya hemos identificado el subespacio invariante W(\) = ker(f — A 1dg)
formado por todos los autovectores asociados a A. Ahora queremos explorar
otros menos visibles, utilizando las potencias sucesivas de la aplicacién lineal

(13.1) Subespacios invariantes asociados a un autovalor. Extende-
mos la definicién de W () utilizando las potencias

(F = Aldp)* = (f — Adp) o+ o (f — Aldp),

para definir
N = Ni(\) = ker(f — Mdg)*.
(1) Los Ny son subespacios invariantes de f.

Esto se debe a que f conmuta con todas las potencias (f — AIdg)*. Para
k =1 es evidente:

(f = Aldg)o f=fof—Aldgof = fof—Afoldg = fo(f—Aldp),
y para k > 2 se escribe

(f=Aldg)* o f = (f = Adg)o-+ro (f = Adp) o f,

y se aplica repetidamente el caso kK = 1 hasta colocar f al otro extremo de
la composicién. Como deciamos, de esto se deduce f(Ny) C Ni: si u € N, se
cumple (f — AIdg)*(u) = 0 y tenemos

(f = Mdp)*(f(u)) = (f = Mdg)* o f(u) = fo (f — Aldg)*(u) = £(0) = 0.

(2) Este juego de construccién con las potencias (f — AIdg)* da inmedia-
tamente otras relaciones. En primer lugar, abreviemos g = f — A1dg, de modo
que Ny = ker(g¥). Como g**!(u) = g(g"(u)), se deduce:

Ny, = ker(g") C ker(g"™) = Npiq,



Cuestiones 79

(2) Comprobar las identidades A*™* = Ay (AB)* = B*A”".

(3) Sea A € M,,(C) que cumple AA* = A*A. Denotemos f y g a los endomorfismos de
C™ cuyas matrices respecto de la base estandar son A y A*, respectivamente. Demostrar que
los nicleos de f y g coinciden.

(4) Con las notaciones del apartado anterior, probar que el endomorfismo f es diagona-
lizable.

Cuestiones sobre clasificacion de endomorfismos

Decidir cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cudles son falsas.

Numero 1. Un endomorfismo diagonalizable tiene infinitas rectas invariantes.

Nuamero 2. Todo endomorfismo de un espacio vectorial complejo (no trivial, de
tipo finito) tiene algiin autovector.

Numero 3. Si un endomorfismo de un espacio vectorial real no tiene autovalores
(reales), entonces no tiene subespacios invariantes distintos del nulo y el total.

Numero 4. Toda matriz es semejante a su traspuesta.
Numero 5. Todo endomorfismo de R tiene infinitos autovectores.

Numero 6. Dos vectores propios cualesquiera de un endomorfismo son linealmente
independientes.

Numero 7. Todo endomorfismo de un espacio vectorial complejo de tipo finito con
dimensiéon > 2 tiene algtin subespacio invariante distinto del nulo y del total.

Nimero 8. Si el polinomio minimo de una matriz es T2, entonces la matriz es
diagonalizable.

Nuamero 9. Dos endomorfismos de R™ que tienen el mismo polinomio minimo tie-
nen, respecto de bases adecuadas, las mismas ecuaciones.

Nuamero 10. Si el polinomio minimo de un endomorfismo coincide con el carac-
teristico, entonces el endomorfismo es diagonalizable.

Numero 11. Si un endomorfismo de K™ tiene dos autovalores distintos, entonces
hay un subespacio invariante de codimensién 2.

Nimero 12. Si un endomorfismo de C* tiene un plano invariante y ninguno mas,
entonces tiene un dnico autovalor.

Numero 13. Existen endomorfismos de R* con exactamente 4 rectas invariantes.
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Ntmero 49. Toda recta invariante de un endomorfismo de R3 es interseccién de
dos planos invariantes.

Numero 50. Dos matrices reales que tienen la misma forma de Jordan real pueden
tener distinta forma de Jordan compleja.

Apéndice: Solucionario del capitulo 11l

Soluciones §11

Niimero 1. ;Existe algiin endomorfismo de K* tal que los subespacios

| x—y+2+t=0, Jz—-y =0,
Wl'{x —z =0, y Wa: r —2z=0,

sean los espacios de autovectores asociados a dos autovalores?

Solucion. Los subespacios de autovectores asociados a autovalores distintos sélo
comparten el vector nulo. Sin embargo,

WinWy:{xz=y=2z=—t},

luego w = (1,1,1,—1) € Wi N Wa. No existe por tanto un endomorfismo del que Wy
y Ws sean subespacios de autovectores. O

Numero 2. ;Existe alguna matriz regular cuyo polinomio caracteristico sea —7"7 +
T4 —T7?

Solucion. Si una matriz tiene P(T) = —T7 +T* — T por polinomio caracteristico,
su determinante es nulo, ya que es el término independiente de P(T'), luego la matriz
no es regular. O

Numero 3. Sea f un endomorfismo de un espacio de tipo finito . Demostrar:
(1) f es un isomorfismo si y sélo si 0 no es autovalor de f.
(2) X es autovalor de f siy sélo si —A lo es de —f.
(3) Si A es autovalor de f, entonces A\? lo es de f2.
(4) Si A% es autovalor de f2, entonces bien A, bien —A, lo es de f.
(5) Si f2 = f, entonces f no posee autovalores distintos de 0 y 1.
Solucion. Denotamos n = dim(F) y M la matriz de f respecto de una base fijada.

(1) f es isomorfismo si y sélo si det(M) # 0, y puesto que ese determinante es el



CAPITULO IV

Formas bilineales y formas
cuadraticas

Resumen. El objetivo de este cuarto y iltimo capitulo es presentar y desarrollar los
conceptos de forma cuadrdtica y de producto escalar. La leccién 16 estd dedicada a
introducir el de forma bilineal, y con él los de formas polares, rango y degeneracion.
También, las nociones de forma bilineal simétrica y forma bilineal antisimétrica, y al
fin forma cuadrdtica. Por supuesto, esto tiene su representacion mediante ecuaciones,
lo que conduce a la relacién de congruencia de matrices. En la leccion 17 se plantea el
problema de clasificacién correspondiente y se estudia su solucién, que varia segin se
consideren numeros complejos o numeros reales; aqui aparece la signatura. Algunas
formas cuadraticas reales, las definidas positivas, constituyen un instrumento de me-
dida. Los espacios vectoriales dotados de tal forma de medir se denominan euclideos,
a los que esta dedicada la leccion 18. En estos espacios se tiene el concepto de ortogo-
nalidad, y se explican el Teorema de Pitdgoras, la desigualdad de Cauchy-Schwarzy el
método de Gram-Schmidt. La leccién 19 estd dedicada a dos tipos de endomorfismos
especificos de los espacios vectoriales euclideos: los ortogonales y los autoadjuntos. Se
prueba en ella un resultado importantisimo: el teorema espectral. La naturaleza de la
ultima leccion, la 20, es algo diferente. Para medir en los espacios complejos se em-
plean las formas hermiticas, un tipo particular de forma sesquilineal. Esto nos lleva
a rehacer para éste tipo nuevo de formas lo ya visto para las bilineales y comprobar
que, con las adaptaciones naturales pero imprescindibles, todo marcha sin sorpresas.

Como en el capitulo anterior, proponemos para un curso basico una lectura limi-
tada de estas cinco lecciones. Por una parte, se puede prescindir de la leccién 20 y
dltima, y por otra dedicar la 19 sélo a los casos de dimensién baja (< 3). Y atn se
puede simplificar méas, abordando en la leccién 17 solamente la clasificacion de formas
bilineales simétricas.

151



210 IV. Formas bilineales y formas cuadraticas

(3) También la ortogonalidad es 1til. Por ejemplo, ningin endomorfismo
de R3 con matriz simétrica (en coordenadas estdndar) puede tener por subes-
pacios de autovectores la recta x +z =y = 0 y el plano x — 2y = 0: el vector
(1,0,—1) de la primera no es ortogonal al vector (2,1,0) del segundo. O

Corolario 19.15 La signatura de una matriz simétrica es el numero de sus
autovalores positivos (contados con multiplicidades).

En particular, dos matrices simétricas reales semejantes son congruentes.

Demostracion. Por el resultado anterior, toda matriz simétrica M se puede
diagonalizar simultdneamente M’ = C'MC = C~'MC. Asi, M y M’ tienen
la misma signatura y el mismo polinomio caracteristico. Pero para una matriz
diagonal la afirmacion del enunciado es inmediata. 0

Una vez convertido el calculo de la signatura en el recuento de raices posi-
tivas del polinomio caracteristico, hay que recordar la Regla de Descartes que
nos permite calcular el niimero de esas raices examinando tan sélo los signos
de los coeficientes del polinomio.

Para formular dicha regla necesitamos la siguiente nocién. Sea P(T) =
aoT"+a1T" ' +---+a,_1T +a, un polinomio no nulo. El nidmero de cambios

de signo de la sucesién (ag, . .., ay) de sus coeficientes se calcula contando un
cambio por cada k =0,...,n—1tal que agay < Oconf=k+16 ¢ >k+1
y a; = 0 para k < i < {. Denotamos v(P) = v(ao,...,a,) este nimero de

cambios de signo.

Proposicién 19.16 Sea P(T) = agT" + ayT" ! +--- +a, € R[T] un polino-
mio de grado n cuyas raices son todas reales. Entonces, el niimero n*(P) de
raices positivas de P(T'), contadas con multiplicidad, coincide con el nimero
de cambios de signo v(P) = v(ag, ..., an) de la sucesion de los coeficientes del
polinomio P(T).

Demostracion. Veamos en primer lugar que podemos suponer a,, # 0, es decir,
que 0 no es raiz de P(T'). Denotemos m la multiplicidad de 0 como raiz del
polinomio P(7'). Entonces P(T') = T™G(T) y el polinomio G(T') € R[T], cuyas
raices son todas reales, no tiene 0 entre ellas. Claramente n*(P) = n™(G) y
v(P) = v(G). Por tanto, si el resultado es cierto para G(T') también lo es para
P(T). Suponemos pues a partir de ahora que a,, # 0 y afirmamos que basta
probar la desigualdad
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Cuestiones sobre formas bilineales y formas cuadraticas

Decidir cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cudles son falsas.

Numero 1. Dos matrices simétricas reales de distinto rango no son congruentes.

Nuamero 2. Todo endomorfismo ortogonal del plano euclideo tiene alguna recta
invariante.

Nuamero 3. Una forma bilineal simétrica no nula no tiene vectores isétropos.

Numero 4. Existen productos escalares en R3 respecto de los cuales la base estén-
dar no es ortonormal.

Numero 5. El polinomio caracteristico de una simetria ortogonal de R? respecto
de un plano es (1 —T?)(1+T).

Numero 6. En R2%0! toda forma bilineal antisimétrica es degenerada.

Numero 7. El endomorfismo del plano euclideo que tranforma (1,0) en (0,1) y
viceversa es ortogonal y directo (esto es, positivo).

Nuamero 8. Siuna matriz simétrica real tiene traza nula, entonces no es congruente
a la matriz identidad.

Numero 9. Todas las potencias de una matriz simétrica compleja son congruentes.
Nuamero 10. Una forma bilineal no degenerada no tiene vectores isétropos.

Numero 11. Ningin endomorfismo ortogonal de R? tiene una tnica recta inva-
riante.

Numero 12. Dos matrices simétricas reales semejantes son también congruentes.
Nuamero 13. Una matriz antisimétrica y su traspuesta son siempre congruentes.

Ntumero 14. Si T4(T? — 1) es el polinomio caracterfstico de una matriz simétrica
real su rango es 2 y su signatura es 1.

Nuamero 15. Existe un unico producto escalar en R™ para el cual la base estandar
es ortonormal.

Nimero 16. Un endomorfismo ortogonal de R? que invierte la orientacién es ne-
cesariamente una simetria.

Nuamero 17. Toda forma bilineal es suma de una simétrica y otra antisimétrica.

Numero 18. Existen sélo dos endomorfismos ortogonales del plano euclideo que
tranforma (1,0) en (0,1).

Numero 19. Toda forma bilineal antisimétrica se puede diagonalizar.
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Numero 40. La composicién de dos simetrias axiales del plano vectorial euclideo
nunca es otra simetria axial.

Numero 41. Dadas dos bases ortonormales de un espacio vectorial euclideo, existe
un unico endomorfismo ortogonal que transforma una en otra.

Numero 42. Hay matrices antisimétricas complejas de orden impar cuyo determi-

nante es v/—1.

Nuamero 43. Si el inverso de una semejanza es un endomorfismo ortogonal, enton-
ces la propia semejanza es un endomorfismo ortogonal.

Numero 44. Siun endomorfismo de un espacio vectorial euclideo transforma bases
ortogonales en bases ortogonales, entonces es una semejanza.

Numero 45. Si dos matrices simétricas reales son semejantes como matrices com-
plejas, entonces son congruentes como matrices reales.

Numero 46. Si dos matrices simétricas con coeficientes reales son congruentes co-
mo matrices complejas, entonces son semejantes como matrices reales.

Nuamero 47. Como todas las matrices antisimétricas de orden impar, todas las
matrices antihermiticas de orden impar tienen determinante nulo.

Nuamero 48. Toda matriz antihermitica es diagonalizable por semejanza.
Ntmero 49. Existen endomorfismos ortogonales con polinomio minimo (1 — T)3.

Numero 50. Existe un endomorfismo autoadjunto de R® que tiene a (1,0,1) y
(1,1,1) por autovectores.

Apéndice: Solucionario del capitulo IV

Soluciones §16

Nuamero 1. Estudiar cudles de las siguientes aplicaciones son formas bilineales de

R™ :
(1) F(<x17 -7mn)7 (y17~ .. 7yn)) - xl'yll +--- +mn‘yn|
(2) F((xh ,l‘n), (2/17~ .- 7yn)) = |l‘1y1 +oe +33nyn|~
(3) F((x1,--- @n), (1, - yn)) = Vayd + -+ 2292
(4) F((z1,...y2n), (Y155 Yn)) = T191 + - - + Tpyk, para cada k= 1,...,n.

De cada una que lo sea, obtener su matriz respecto de la base estdndar.



Lecturas ulteriores

Como en el volumen anterior, mencionamos aqui algunas referencias que
consideramos especialmente recomendables, con todo lo que de opinable pueda
tener ese juicio.

1. A lolargo del curso hemos introducido varios grupos importantes: el grupo
lineal, el ortogonal y el unitario, y sus subgrupos especiales. Nada o muy poco
hemos dicho aqui de ellos como tales grupos: generadores, subgrupos notables,
... Para aprender algo de ello, de la teoria de grupos cldsicos, recomendamos
leer:

E. Artin: Geometric algebra. New York: Wiley-Interscience 1988.

K. Tapp: Matriz groups for undergraduates. Providence, Rhode Island:
AMS 2005.

D.E. Taylor: The Geometry of the classical groups. Berlin: Heldermann
1992.

2. Central en este texto es la clasificaciéon de endomorfismos, que hemos
descrito con detalle basdndonos en la busqueda de invariantes. Para apreciar el
alcance mas profundo de estas ideas, asi como su aplicacién en otros contextos,
véanse:

B. Hartley, T.O. Hawkes: Rings, modules and linear algebra. London:
Chapman and Hall 1987.

S. Lang: Algebm. Madrid: Aguilar 1973.

3. Otro asunto esencial que hemos estudiado son las formas cuadraticas.
En realidad la teoria de formas cuadrdticas tiene una importancia capital en
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Simbolos

fE—FE

FOV)cw

W C fH (W)

f(u) = X

W(A) = ker(f — A1dg)
My (B) = My (B, B)
M=CcM'C!

Mk =CoM™* o1

(M — Xz =0
P(\)=det(M — XI) =0
P(0) = det(M)

[flw: E/W — E/W
W=Hn--NH,

(W) =L{f (R, .. ()]
HY = L[h]

Py(T) = Py-(T)

(M —A\)=0

A0 0

0 a —p

0 B «
g=[f—Aldg
Nk()\):ker(f—)\IdE)k
f(Nk) C N,
N}, = ker(g")
Ni C Njy1

EN EEN EEN BEN IS I, T, BESGNOGUN R R R N

di, < dgy1

d, = dim(N,)

N(\) =N,

97 (Nk) = Niya

[k : Niew1/Ni = Ni/Ni—1
Tk = dk+1 — dg

Tk 2 Tkt1

At N(A) = N(A)
W:L[w17g(w1)7 ce 7gk(w1)]
Ji(\)

N\ =E
fr=
P(T) e C[T]

E=N\)®- - ®N(\,)
W=N'\,)® - ®&N'(\;.)

di(N) =n—rg((M—AI)¥)
rg(J— M)k =rg(M—\I)*

k)
fr=foof
P(f) = I}i:o akfk
(PQ)(f) = P(f) o Q(f)
P(f)(u) = P(\u
Pmin(T):Hi(T_)‘i)w
€ > V;
NL,CE, N;CE*
dim(Ng ) =dim (V)

33
33
33
33
33
33
33
34
36
36
36
36
36
37
37
38
38
38
44
45
45
47
48
49
49

49
50
50
50
53
54
59
59
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