






Nâo é o ângulo recto que me atrai
Nem a linha recta, dura, inflex́ıvel,
Criada pelo homem.
O que me atrai é a curva libre e sensual,
A curva que encontro nas montanhas
Do meu páıs,
No curso sinuoso dos seus ŕıos,
Nas ondas do mar,
No corpo da mulher preferida.
De curvas é feito todo o universo.
O universo curvo de Einstein.

O Poema da Curva
Oscar Niemeyer
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Prefacio

Si, por una parte, las ráıces geométricas del Cálculo Infinitesimal son evidentes,
por otra, la influencia del Cálculo en la Geometŕıa ha sido muy importante. El
descubrimiento del Cálculo Infinitesimal en el siglo XVII abrió la v́ıa para que los
matemáticos comenzaran a aplicar las nuevas ideas al estudio de las curvas. Por
ejemplo, Clairaut estudió hacia 1730 diversas propiedades geométricas utilizando
derivadas, en particular las derivadas de funciones que definen parametrizaciones
de curvas. Con los nuevos métodos, nociones fundamentales, como la de curvatura,
encuentran su tratamiento apropiado. Asimismo, el uso del Cálculo Integral hizo
posible dar solución a problemas propuestos desde la antigüedad, como el cálculo
de las longitudes de las curvas. El presente volumen, dedicado ı́ntegramente a la
teoŕıa de curvas diferenciables, es el primero de un curso de Geometŕıa Diferencial
en dos volúmenes, estando el segundo dedicado a las superficies. Hemos conside-
rado que el estudio de las curvas por su propio interés (y no solamente como paso
previo al estudio de las superficies) justifica la existencia de este volumen sepa-
rado. Como es lógico, el libro gravita en gran medida en torno a las ideas básicas
de curvatura y torsión y parte de su contenido corresponde a la teoŕıa local de
curvas, que estudia la vecindad de uno de sus puntos. Pero una curva es también
un objeto global, cuyo comportamiento como tal no puede describirse sólo con
el estudio local hasta aqúı mencionado. Algunas de las propiedades globales de
las curvas tienen un gran contenido intuitivo y se refieren a aspectos fácilmente
visualizables, y sin embargo la demostración rigurosa de las mismas puede ser de
una notable dificultad. Un ejemplo es el teorema de las tangentes de Hopf, al que
dedicamos una lección. También hemos incluido una clasificación de las curvas
diferenciables, que nos proporciona un modelo salvo difeomorfismos de las curvas
sumergidas. Este libro tiene dos partes bien definidas, según lo que acabamos de
explicar. Una dedicada a la teoŕıa local, que abarca las lecciones de la prime-
ra a la décima, y otra que presenta algunos aspectos globales, en las restantes
cinco lecciones. El detalle de contenidos que sigue a este prefacio describe bien
el alcance y la naturaleza de nuestra presentación. Los prerrequisitos necesarios
se cubren con los cursos habituales de Cálculo, Álgebra Lineal y Geometŕıa de
cualquier grado de F́ısicas, Matemáticas o de una Ingenieŕıa de los nuevos planes
de estudios. Por otra parte, intentamos siempre completar la mayor cantidad ra-
zonable de detalles en la exposición. Las lecciones son breves, y están centradas
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en un solo asunto concreto. Además, se intercalan ejemplos y dibujos para faci-
litar la lectura. Cada lección incluye una lista de 10 ejercicios propuestos para
practicar la teoŕıa presentada en ella, mejorar su comprensión y, a veces, comple-
tarla con alguna aplicación adicional. La lección termina con unas notas de muy
variada naturaleza, principalmente histórica; estos comentarios aspiran a desper-
tar la curiosidad del lector por buscar más información sobre los muchos temas
interesantes a los que esta materia da pie. El libro tiene una pequeña bibliograf́ıa;
sobre teoŕıa de curvas es imposible aspirar siquiera a escribir una lista completa
de referencias. También hay varios ı́ndices: de los matemáticos mencionados en
algún momento, de figuras, de śımbolos y uno general terminológico. Por supues-
to, cualquier autor se esfuerza por escribir un libro claro y útil para aprender
la materia de que se trate. Nosotros, además de eso, querŕıamos ser capaces de
trasmitir la riqueza de una teoŕıa que puede parecer hoy muy trillada, pero que
pensamos es expresión fiel y asequible de la belleza de la geometŕıa. No podemos
dejar de mencionar aqúı a las personas que nos han ayudado en la elaboración
de este trabajo. En particular a Ángel Miguel Amores, Jesús Ildefonso Dı́az y
José Maŕıa Montesinos por sus comentarios, sugerencias y est́ımulo. A nuestros
alumnos Hugo Bello y Leire Gorrochategui, por haber léıdo algunos caṕıtulos y
hacernos útiles indicaciones. Y, muy especialmente, a Vı́ctor Fernández Laguna
y José Manuel Gamboa por la atenta lectura y numerosas observaciones que han
contribuido a mejorar notablemente el resultado final. A todos ellos agradecemos
su colaboración.

Pozuelo de Alarcón, Majadahonda J.M. Rodŕıguez-Sanjurjo, J.M. Ruiz
Enero de 2012
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finita. Poligonal, diámetro de una poligonal, aproximación de la longitud me-
diante poligonales. Curva rectificable. Longitud y cambio de parámetro, cambio
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Curvatura como ĺımite de ángulos de tangencia. Lado del plano rectificante que
contiene a una curva. Hélice generalizada. Generación de las hélices generali-
zadas mediante curvas planas. Curvatura y torsión de una hélice generalizada,
Teorema de Lancret. Caracterización de las curvas esféricas mediante la curva-
tura y la torsión. Relación entre la curvatura y la torsión de las curvas esféricas,



Contenido XI

acotación de los radios de curvatura de aquéllas por el radio de ésta. Teorema de
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tos cŕıticos de la curvatura; vértices de una curva regular. Teorema de los cuatro
vértices. Desigualdad isoperimétrica. Área encerrada por una curva de Jordan.
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La diferencia en este cálculo cuando t→ t−0 es la siguiente:

ĺım
t→t−0

‖α(t)− α(t0)‖
t− t0

= − ĺım
t→t−0

∥∥∥α(t)− α(t0)

t− t0

∥∥∥ = −‖α′(t0)‖.

Problemas

Número 1. (1) Hallar una parametrización de la curva descrita por un punto de una circunfe-
rencia que rueda sin deslizarse alrededor de la parte externa de otra circunferencia. Esta curva
se denomina epicicloide, y cardioide cuando las dos circunferencias tienen el mismo radio.

Hipocicloide AstroideEpicicloide Cardioide

(2) Resolver el problema análogo cuando la circunferencia que rueda lo hace alrededor de la
parte interna de la otra. En este caso, la curva se llama hipocicloide, y astroide cuando el radio
de la circunferencia que rueda es la cuarta parte del de la otra.

Número 2. Denotemos por Γ la intersección del cilindro de eje z y radio 1/2 con la esfera de
centro (− 1

2
, 0, 0) y radio 1. Demostrar que Γ es la traza de la curva

α(t) = (cos2t− 1
2
, sen t cos t, sen t)

= ( 1
2

cos 2t, 1
2

sen 2t, sen t).

Esta curva recibe el nombre de curva de Viviani. Γ

Número 3. Sea Γ el conjunto de puntos del plano que satisfacen la ecuación ρ = cos θ/ tan θ (en
coordenadas polares, 0 < θ < π). Pasando a coordenadas cartesianas y utilizando la ecuación
anterior se obtiene una parametrización de Γ respecto de θ que se llama cisoide de Diocles.

Probar que β(t) =
(

t3√
1−t2

, t2
)
,−1 < t < 1, define una reparametrización de la cisoide.

Γ

Número 4. Probar que una curva regular α : I → R3 tiene su traza contenida en una recta si y
sólo si el vector tangente unitario t: I → R3 es constante.



4. Curvatura y torsión. Fórmulas de Frenet-Serret 49

fuerte contenido intuitivo, por lo que hemos creido conveniente incluirlo. Pa-
ra simplificar al máximo los cálculos suponemos que s0 = 0 y que α(s0) = 0;
además, denotamos κ0 = κ(s0), κ′0 = κ′(s0), τ0 = τ(s0). Teniendo en cuenta que
ĺıms→s0 O(s)/(s− s0)3 = 0 podemos despreciar el término O(s), y entonces, lla-
mando x(s), y(s), z(s) a las coordenadas de α(s) respecto del triedro de Frenet
en s0, resulta que 

x = s− 1
6κ

2
0s

3,

y = 1
2κ0s

2 + 1
6κ
′
0s

3,

z = −1
6κ0τ0s

3.

Es inmediato comprobar que

ĺım
s→0

(y/x2) = 1
2κ0, ĺım

s→0
(z/x3) = −1

6κ0τ0, y ĺım
s→0

(z2/y3) = 2
9τ

2
0 /κ0,

de modo que para valores cercanos a s = 0 se verifican de modo aproximado las
igualdades

y = 1
2κ0x

2, z = −1
6κ0τ0x

3, y z = ±1
3τ0

√
2
κ0
y3/2.

También de forma aproximada, estas ecuaciones representan respectivamente
las proyecciones de la curva sobre los planos osculador (en estas coordenadas

plano
rectificante

plano
osculador

plano normal

α(s)

t(s)

b(s)

n(s)

el plano (x, y)), rectificante (el plano
(x, z)) y normal (el plano (y, z)). Esas
proyecciones son una parábola, una
parábola cúbica y una cúspide en el ori-
gen cuyas dos ramas son tangentes al eje
y (obsérvese que y ≥ 0 para puntos cer-
canos al origen). De este modo vemos
que α es semejante en un entorno del
origen a una curva cuya traza está en
un cilindro de base una parábola situa-
da en el plano osculador y de generatriz
el eje z. Si τ0 > 0, la rama de esta cur-
va correspondiente a x > 0 yace bajo
el plano osculador y la rama correspon-
diente a x < 0 está por encima, situa-
ción que se invierte para τ < 0. En la
lección siguiente estableceremos de mo-
do riguroso esta propiedad geométrica del signo de la torsión (Proposición 5.3).
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Notas

1. La noción de torsión fue impĺıcitamente introducida por Gaspard Monge (1746–
1818) en su memoria titulada Sur les développées, les rayons de courbure, et les différentes
genres d’inflexions dans les courbes à double courbure, aunque sólo su disćıpulo Michel-
Ange Lancret (1774–1807) estableceŕıa expĺıcitamente este concepto, pero no el nom-
bre, que apareceŕıa posteriormente en el Traité de géometrie descriptive publicado en
1819 por Louis-Léger Vallée (1784–1864). Monge es también autor del muy influ-
yente libro Application de l’Analyse à la Géometrie, cuyo t́ıtulo revela por śı solo el
nuevo esṕıritu que propició el desarrollo de la Geometŕıa Diferencial. El libro puede ser
considerado el primer tratado sobre esta disciplina y en él Monge adopta el doble pun-
to de vista de dar interpretaciones geométricas de las ecuaciones en derivadas parciales
e interpretaciones anaĺıticas (en el lenguaje de las derivadas parciales) de propiedades
geométricas.

2. Monge desempeñó un papel fundamental en el establecimiento de la Escuela Politécni-
ca de Paŕıs, un centro cient́ıfico de gran importancia en la historia de las matemáticas
y de otras ciencias e ingenieŕıas, en cuyo modelo se han basado otros institutos técnicos
de diferentes páıses. Además de un gran cient́ıfico, Monge era un gran maestro, que supo
inspirar a algunos de los jóvenes talentos más destacados de su época, juntamente con los
cuales constituyó una escuela de geometŕıa que marca la fase inicial del desarrollo de la
Geometŕıa Diferencial (y también de la Geometŕıa Proyectiva y de la Geometŕıa Descrip-
tiva). A esta escuela pertenecen, además de Lancret, mencionado anteriormente, Jean
Baptiste Meusnier de La Place (1754–1793), Étienne Louis Malus (1775–1812),
André Marie Ampère (1775–1836), Siméon Denis Poisson (1781–1840), Pierre
Charles François Dupin (1784–1873), Jean Victor Poncelet (1788–1867) y Ben-
jamin Olinde Rodrigues (1795–1851). Otras generaciones de geómetras continuaŕıan
la labor de éstos en la misma Escuela Politécnica, institución en la que en todo momento
han convivido en armońıa las matemáticas puras y las aplicadas. El propio Monge es un
ilustre representante de ambas orientaciones: algunas de las nociones más importantes
de la Geometŕıa Diferencial, por ejemplo la noción de ĺınea de curvatura, fueron intro-
ducidas por él en una memoria en la que estudiaba problemas prácticos relacionados con
la ingenieŕıa de las excavaciones y con la construcción de fortificaciones militares (Sur la
théorie des déblais et des remblais).

3. Monge vivió sus años de madurez en el marco convulso de la Francia revolucionaria
y compatibilizó su labor cient́ıfica con una intervención activa en poĺıtica. Fue ministro
de Marina y ocupó temporalmente el puesto de primer ministro, posición en la que se
encontraba el d́ıa que fue ejecutado Luis XVI. A partir de este momento fue considera-
do un regicida por parte de los monárquicos. Acompañó a Napoleón en su campaña de
Egipto y alĺı se encontraba cuando la flota francesa fue aniquilada por Nelson, de modo
que quedó bloqueado con Napoleón y otros cient́ıficos (entre ellos el matemático Jean
Baptiste Joseph Fourier (1768–1830)) que le acompañaban en Egipto. En esas cir-
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(2) Supongamos ahora κ(s)=1/s, s∈I=(0,∞). De nuevo seguimos los pasos
de la demostración del teorema enterior. Aśı θ(s)=

∫ s
1

1
udu = log s, y

α(s) =

(∫ s

1
cos log u du,

∫ s

1
sen log u du

)
= 1

2s(cos log s+ sen log s, sen log s− cos log s) + (−1
2 ,

1
2).

El término (−1
2 ,

1
2) puede ser eliminado de la expresión anterior, ya que esta-

mos interesados en curvas definidas salvo movimientos ŕıgidos directos. Si ahora
hacemos el cambio de parámetro s = eθ obtenemos la expresión

α(θ)= 1
2e
θ(cos θ+sen θ, sen θ−cos θ) = 1

2e
θ(
√

2 cos(θ− π
4 ),
√

2 sen(θ− π
4 )),

donde seguimos denotando α la curva reparametrizada. Finalmente haciendo el
cambio de parámetro ω = θ − π

4 obtenemos

α(ω) = 1
2e
ω+

π
4 (
√

2 cosω,
√

2 senω) = ceω(cosω, senω),

con c = e
π
4 /
√

2, que es una espiral logaŕıtmica (Ejemplo 1.5(5), p. 7).

El resultado que acabamos de establecer para curvas de R2, tiene una versión
para curvas de R3, el teorema fundamental para curvas alabeadas, que presenta-
mos a continuación. En este caso es necesario hacer uso no sólo de la curvatura
sino también de la torsión.

Teorema 9.4. Sean κ, τ : I → R dos funciones diferenciables, con κ(s) > 0 para
todo s ∈ I.

(1) Existe una curva α : I → R3, parametrizada por la longitud del arco, tal
que κα(s) = κ(s) y τα(s) = τ(s) para todo s ∈ I.

(2) Esta curva es única salvo movimientos ŕıgidos directos: si β : I → R3

es otra curva parametrizada por la longitud del arco con esa propiedad, entonces
β = σ ◦ α para cierto movimiento ŕıgido directo σ : R3 → R3.

Demostración. Comencemos probando (2), es decir, que la curvatura y la torsión
determinan la curva salvo movimientos ŕıgidos directos. Fijemos s0 ∈ I y sea σ
el movimiento199 directo que lleva la referencia

Rα = {α(s0); tα(s0),nα(s0),bα(s0)}
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Aqúı no vamos a desarrollar sistemáticamente este concepto. Pero śı señala-
mos que si H es una homotopia de γ0 a γ1 y G una de γ1 a γ2, entonces

F (s, t) =

{
H(s, 2t) para 0 ≤ t ≤ 1

2 ,

G(s, 2t− 1) para 1
2 ≤ t ≤ 1,

es una homotoṕıa de γ0 a γ2. En realidad esto es decir que la relación de ho-
motoṕıa es transitiva. De hecho, es una relación de equivalencia, y las clases
salvo homotoṕıa de parametrizaciones cerradas de la circunferencia constituyen
el denominado grupo fundamental de la circunferencia , que se denota π(S1). El
término grupo se utiliza porque se puede definir una operación como tal, pero
sobre esto no diremos nada.

Ejemplos 11.5. (1) Una forma fácil de construir homotoṕıas es por interpolación

H(t, s)

(1− t)γ0(s) + tγ1(s)

γ0(s)

γ1(s)

lineal. Sean γ0, γ1 : [a, b] → S1 parame-
trizaciones cerradas sin imágenes anti-
podales, es decir, tales que se cumple
γ0(s) 6= −γ1(s) para a ≤ s ≤ b. En-
tonces (1 − t)γ0(s) + tγ1(s) 6= 0 para
0 ≤ t ≤ 1, y

H(t, s) =
(1− t)γ0(s) + tγ1(s)

‖(1− t)γ0(s) + tγ1(s)‖

es una homotoṕıa de γ0 a γ1. La figura
ilustra esta definición.

(2) La anterior construcción se aplica en la siguiente situación. Sea γ0 : [a, b]→
S1 una parametrización cerrada y ζ ∈ S1. Entonces γ1 = ζ · γ0 es también una
parametrización cerrada, y es homótopa a γ0. En efecto, γ0 y γ1 sólo tienen
imágenes antipodales si ζ = −1, pero ese caso se puede resolver en dos pasos,
multiplicando dos veces por

√
−1.

La siguiente proposición formula nuestra afirmación previa de que el grado es
el invariante que determina el tipo de homotopia.

Teorema 11.6. Dos parametrizaciones continuas cerradas γ0, γ1 : [a, b]→ S1 son
homótopas si y sólo si tienen el mismo grado.

Demostración. Supongamos que γ0 y γ1 son homótopas y sea H : [a, b]× I → S1

una homotoṕıa de γ0 y γ1. Tomemos una elevación H : [a, b]× I → R de H (que
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traslación del parámetro de amplitud ∆, luego por (1) de nuevo, tenemos efecti-
vamente h(b)− h(a) = h(d)− h(c). Aśı pues, i(α) = i(β).

El Umlaufsatz dice lo siguiente:

Teorema 12.3. El ı́ndice de rotación de una curva de Jordan plana regular es +1
o −1.

Demostración. Sea α : [a, b]→ R2 una curva de Jordan, que según acabamos de ver
(12.2(2)), podemos suponer parametrizada por la longitud del arco s. Ya hemos
dicho también que α tiene una extensión periódica R→ R2 de periodo ∆ = b−a,
que aqúı seguiremos denotando α; ponemos α(s) = (x(s), y(s)). Puesto que [a, b]
es compacto, y(s) tendrá un mı́nimo, digamos para s = c, y entonces, por la
observación 12.2(3) anterior, podemos suponer c = a. De este modo, y′(a) = 0,
y t(a) = (±1, 0). Ahora, reparametrizando de nuevo si es necesario, podemos
suponer que es t(a) = (1, 0) = e1. Por último, también podemos suponer que
α(a) = (0, 0), reemplazando α por α− α(a). En definitiva, la traza de α está en
el semiplano superior y ≥ 0 y es tangente al eje de abscisas en el origen para el
valor del parámetro s = a.

Tr(α)

α(s)=(x(x), y(s))

α(s)−α(a)

α(b)−α(s)
y

x

t(a) = t(b)α(a) = α(b)

Después de esta preparación, consideramos el triángulo

X = {(s1, s2) ∈ R2 : a ≤ s1 ≤ s2 ≤ b}

y la aplicación H : X → S1 dada por

H(s1, s2) =


α(s2)− α(s1)

‖α(s2)− α(s1)‖
si s1 < s2 y (s1, s2) 6= (a, b),

α′(s1) si s1 = s2 , y

−α′(a) = −α′(b) si (s1, s2) = (a, b).
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Teorema 12.8. El ı́ndice de rotación de un poĺıgono curviĺıneo es +1 o −1.

La demostración de este resultado consiste en modificar los vértices del poĺı-
gono para obtener una curva diferenciable, y entonces aplicar el Umlaufstaz ya
establecido. Por ello conviene explicar previamente cómo se hace esa modificación.

(12.9) Allanamiento de vértices. Sea α : [a, b] → R2 un poĺıgono curviĺıneo,
con sus vértices tk y sus ángulos externos 4θk. Nos concentramos en un vértice
tk, que suponemos distinto de los extremos (lo que siempre se puede conseguir
por traslación del parámetro), y elegimos ε > 0 suficientemente pequeño para
que α′(tk − ε) y α′(tk + ε) estén próximos a α′(t−k ) y α′(t+k ). En particular el
ángulo 4θεk que forman α′(tk − ε) y α′(tk + ε) estará próximo a 4θk, tendrá su
mismo signo y será < π en valor absoluto. Vamos a construir un arco de Jordan
diferenciable α̂ : [tk − ε, tk + ε] → R2 con la traza arbitrariamente próxima al
segmento que une los puntos α(tk − ε) y α(tk + ε), de modo que

(∗)


α̂(tk − ε) = α(tk − ε), α̂′(tk − ε) = α′(tk − ε),
α̂(tk + ε) = α(tk + ε), α̂′(tk + ε) = α′(tk + ε),

la variación del ángulo de tangencia de α̂ entre tk− ε y tk+ ε es 4θεk.

Para ello dibujamos un trapecio T de base ese segmento según la figura.

0

t

1

ϕ

γ

α

α̂ = γ ◦ ϕ

tktk−ε tk+ε

c1
c2

Tγ(t)

γ′(t)
4θk

c3 − c2

c2 − c1

c1 − c0

γ′(t)

tangentes de γ

c0 =α(tk−ε)

α(tk)

c3 = α(tk+ε)

α′(tk−ε)

α′(tk+ε)

α′(t+k )

α′(t−k )
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Es claro que una curva de Jordan es homeomorfa a una circunferencia, aśı
que la situación que describe el teorema de Jordan es natural para la intuición.
Sin embargo, sugerimos al lector que examine la figura siguiente para decidir si
los puntos p y q son interiores o exteriores de la curva de Jordan cuya traza C
hemos dibujado.

p

q

C

Ejemplos como éste muestran que la demostración rigurosa es delicada.

Tampoco se aparta de la intuición el teorema de Schönflies, que dice lo si-
guiente:

Teorema 13.2. La adherencia del interior de una curva de Jordan es un subcon-
junto del plano homeomorfo a un disco cerrado.

Estos dos teoremas tienen implicaciones muy profundas. En algunos de los
ejercicios de esta lección se desgranan algunas consecuencias significativas suyas.

A continuación retornamos a nuestro contexto y suponemos la diferenciabili-
dad de las curvas. El teorema de Jordan, juntamente con un resultado que estable-
ceremos sobre existencia de entornos tubulares, nos permite definir la orientación
canónica de una curva de Jordan. En lo que sigue utilizamos el concepto de vector
normal unitario propio de la teoŕıa de curvas planas.

Definición 13.3. Sea α : [a, b] → R2 una curva regular de Jordan y sea C su
traza. Sea ε > 0. Para cada x = α(t) ∈ C denotamos por I(x, ε) el segmento
abierto (x−εn(t), x+εn(t)), y escribimos N(ε) =

⋃
x∈C I(x, ε). Se dice que N(ε)

es un entorno tubular de C si I(x, ε) ∩ I(y, ε) = ∅ para x 6= y.

La siguiente proposición demuestra la existencia de entornos tubulares y prue-
ba que son, efectivamente, entornos abiertos de C en R2.
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Por la inyectividad de ψ y de ϕ, hay a lo más cuatro extremos, uno en cada lado
del rectángulo cerrado I × J . Esto limita a dos el máximo número posible de
segmentos. Distinguimos ahora los dos casos posibles.

(i) Si G consta de un único segmento, entonces U ∩ V es conexo. Veamos que
α se extiende a un difeomorfismo α∗ que es una parametrización por el arco de
U ∪ V . Observamos en primer lugar que ψ se extiende a una transformación af́ın
T de R del tipo T (s) = ±s + �; sea J̃ = T−1(J). La figura siguiente recoge dos
variantes que ilustran la situación.

I0

J0

J̃=T−1(J)

I

J

grafo de T

G

I0

J̃=T−1(J)

I

J

J0

grafo de T

G

Ahora extendemos α de I a I∗ = I ∪ J̃ como sigue

α∗(s) = β(T (s)) si s ∈ J̃ .

Un poco de reflexión muestra que I ∩ J̃ = I0 (véanse las figuras), y como en
este intervalo α coincide con β ◦ψ, resulta inmediato comprobar que la extensión
está bien definida, que es un difeomorfismo, y que define una parametrización de
U ∪V por la longitud del arco. Por ejemplo, veamos que α∗ es inyectiva. La única
obstrucción para esto seŕıa que existieran s1 ∈ I, s2 ∈ J̃ con α(s1) = β(T (s2)).
Pero entonces s1 ∈ I0 y T (s2) ∈ J0. Esto último implica que s2 ∈ I0, y entonces
β(ψ(s2)) = α(s2). Aśı, por la inyectividad de α concluimos que s1 = s2.

(ii) Supongamos ahora que G consta de dos segmentos. Se advierte que las
dos únicas posibilidades para esto son las dos siguientes:

La zona sombreada es la región en la que el primer segmento confina al segundo
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Springer Verlag, 2010.

[7] M. Berger, B. Gostiaux: Differential geometry: Manifolds, curves and surfaces.
Nueva York: Springer Verlag, 1988.

[8] W. Blaschke: Vorlesungen uber Differentialgeometrie. Berĺın: Julius Springer, 1930.
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Átropo, 107

Bacon, sir Francis (1561–1626), 39
Bartels, Johann Christian Martin (1769–

1836), 54
Bell, Robert John Tainsh (1880–1963),

27
Beltrami, Eugenio (1835–1900), 15
Bernoulli, Daniel (1700–1782), 53
Bernoulli, Jakob (1654–1705), 15
Bernoulli, Johann (1667–1748), 16
Bernstein, Sergei Natanovich (1880–1968),

144
Bertrand, Joseph Louis François (1822–

1900), 106
Bianchi, Luigi (1856–1928), 53
Bobillier, Étienne (1798–1840), 174
Bohl, Piers (1865–1921), 127
Bonnet, Pierre Ossian (1819–1892), 106
Brouwer, Luitzen Egbertus Jan (1881–

1996), 127
Brown, Morton (1931–), 154

Cantor, Georg Ferdinand Ludwig Phi-
lipp (1845–1918), 145
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Descartes, René (1596–1650), 15
Diderot, Denis (1713-1784), 70
Diocles (240–180 a.C.), 16
Donaldson, Simon Kirwan (1957–), 175
Douglas, Jesse (1897–1965), 174
Dupin, Pierre Charles François (1784–

1873), 61
Dyk, Walther Franz Anton von (1856–

1934), 174



185

Figuras

Allanamiento de un vértice de un poĺıgono
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Śımbolos

α : I → R3 1

I = (a, b) 1

(−∞, b), (a,+∞) 1

(−∞,+∞) 1

α(t) = (x(t), y(t), z(t)) 1

Tr(α) 1

α : [a, b]→ R3 1

α : R→ R3 1

α′(t) = (x′(t), y′(t), z′(t)) 2

t(t) = α′(t)/‖α′(t)‖ 2

Tt(α) 2

‖α(t)− p‖ = r 3

α(t) = (a+ ut, b+ vt, c+ wt) 3

{x(t) = p+ au cos t− bv sen t
y(t) = q + av cos t+ bu sen t

3

α(t)=(t3−4t, t2−4) 4

α(t)=(a cos t, a sen t, bt) 4

α(t)=(sen t, cos t+log tan 1
2 t) 5
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∂f
∂y (x0, y0) 6=0 8
x=a+r sen θ cosφ

y=b+r sen θ senφ

z=c+r cos θ

9

β = α ◦ ϕ 9

t = ϕ(s) 9

α(t)=( 1
2 cos 2t, 1

2 sen 2t, sen t) 13

β(t)=
(

t3√
1−t2 , t

2
)

13
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(

t
1+t4 ,

t3

1+t4

)
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ĺımt
α(t)
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∫ d
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