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Nao € o angulo recto que me atrai
Nem a linha recta, dura, inflexivel,
Criada pelo homem.

O que me atrai € a curva libre e sensual,
A curva que encontro nas montanhas
Do meu pais,

No curso sinuoso dos seus rios,

Nas ondas do mar,

No corpo da mulher preferida.

De curvas € feito todo o universo.

O universo curvo de Einstein.

O Poema da Curva
Oscar Niemeyer



Prefacio

Si, por una parte, las raices geométricas del Célculo Infinitesimal son evidentes,
por otra, la influencia del Célculo en la Geometria ha sido muy importante. El
descubrimiento del Calculo Infinitesimal en el siglo X VII abrié la via para que los
matematicos comenzaran a aplicar las nuevas ideas al estudio de las curvas. Por
ejemplo, Clairaut estudié hacia 1730 diversas propiedades geométricas utilizando
derivadas, en particular las derivadas de funciones que definen parametrizaciones
de curvas. Con los nuevos métodos, nociones fundamentales, como la de curvatura,
encuentran su tratamiento apropiado. Asimismo, el uso del Calculo Integral hizo
posible dar solucién a problemas propuestos desde la antigiiedad, como el calculo
de las longitudes de las curvas. El presente volumen, dedicado integramente a la
teoria de curvas diferenciables, es el primero de un curso de Geometria Diferencial
en dos volumenes, estando el segundo dedicado a las superficies. Hemos conside-
rado que el estudio de las curvas por su propio interés (y no solamente como paso
previo al estudio de las superficies) justifica la existencia de este volumen sepa-
rado. Como es l6gico, el libro gravita en gran medida en torno a las ideas bésicas
de curvatura y torsién y parte de su contenido corresponde a la teoria local de
curvas, que estudia la vecindad de uno de sus puntos. Pero una curva es también
un objeto global, cuyo comportamiento como tal no puede describirse sélo con
el estudio local hasta aqui mencionado. Algunas de las propiedades globales de
las curvas tienen un gran contenido intuitivo y se refieren a aspectos facilmente
visualizables, y sin embargo la demostracién rigurosa de las mismas puede ser de
una notable dificultad. Un ejemplo es el teorema de las tangentes de Hopf, al que
dedicamos una leccion. También hemos incluido una clasificacion de las curvas
diferenciables, que nos proporciona un modelo salvo difeomorfismos de las curvas
sumergidas. Este libro tiene dos partes bien definidas, segtin lo que acabamos de
explicar. Una dedicada a la teoria local, que abarca las lecciones de la prime-
ra a la décima, y otra que presenta algunos aspectos globales, en las restantes
cinco lecciones. El detalle de contenidos que sigue a este prefacio describe bien
el alcance y la naturaleza de nuestra presentacién. Los prerrequisitos necesarios
se cubren con los cursos habituales de Célculo, Algebra Lineal y Geometria de
cualquier grado de Fisicas, Matematicas o de una Ingenieria de los nuevos planes
de estudios. Por otra parte, intentamos siempre completar la mayor cantidad ra-
zonable de detalles en la exposicion. Las lecciones son breves, y estan centradas
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VIl Prefacio

en un solo asunto concreto. Ademas, se intercalan ejemplos y dibujos para faci-
litar la lectura. Cada leccién incluye una lista de 10 ejercicios propuestos para
practicar la teoria presentada en ella, mejorar su comprensién y, a veces, comple-
tarla con alguna aplicacién adicional. La leccién termina con unas notas de muy
variada naturaleza, principalmente histérica; estos comentarios aspiran a desper-
tar la curiosidad del lector por buscar mé&s informacién sobre los muchos temas
interesantes a los que esta materia da pie. El libro tiene una pequena bibliografia;
sobre teoria de curvas es imposible aspirar siquiera a escribir una lista completa
de referencias. También hay varios indices: de los matema&ticos mencionados en
algiin momento, de figuras, de simbolos y uno general terminolégico. Por supues-
to, cualquier autor se esfuerza por escribir un libro claro y 1til para aprender
la materia de que se trate. Nosotros, ademas de eso, querriamos ser capaces de
trasmitir la riqueza de una teoria que puede parecer hoy muy trillada, pero que
pensamos es expresion fiel y asequible de la belleza de la geometria. No podemos
dejar de mencionar aqui a las personas que nos han ayudado en la elaboracion
de este trabajo. En particular a Angel Miguel Amores, Jesus Ildefonso Diaz y
José Maria Montesinos por sus comentarios, sugerencias y estimulo. A nuestros
alumnos Hugo Bello y Leire Gorrochategui, por haber leido algunos capitulos y
hacernos ttiles indicaciones. Y, muy especialmente, a Victor Fernandez Laguna
y José Manuel Gamboa por la atenta lectura y numerosas observaciones que han
contribuido a mejorar notablemente el resultado final. A todos ellos agradecemos
su colaboracién.

Pozuelo de Alarcén, Majadahonda J.M. Rodriguez-Sanjurjo, J.M. Ruiz
Enero de 2012



Contenido

1. Curvas parametrizadas 1

Curva diferenciable, parametrizacion, traza, curva plana, curva alabeada, cur-
va esférica. Vector tangente, velocidad, vector tangente unitario, singularidad.
Curva regular, curva cerrada, lazo. Hélice, tractriz, pseudoesfera, cicloide, bru-
ja de Agnesi, espiral, espiral de Arquimedes, espiral logaritmica. Grafos, curvas
de nivel. Longitud, latitud y colatitud. Imagen de una curva, reparametrizacion,
cambio de pardmetro. Arco de Jordan, curva de Jordan. Limite de secantes.

Problemasdelaleccion 1 . . . . . . . . . . . 13
Notasdelaleccion 1 . . . . . . . . . . e e 14
2. Asintotas 17

Rama no acotada. Asintota. Hipérbola, seno deformado. Direccion asintdtica.
Pardbola. Limite de vectores tangentes. Ramas no acotadas, asintotas y ramas
parabdlicas de curvas planas. Limite de una familia uniparamétrica de rectas.
Limite de rectas tangentes; recta tangente en infinito a una rama no acotada.

Problemas delaleccion 2 . . . . . . . . . . 25
Notasde laleccidon 2 . . . . . . . . . . 26
3. Longitud de un arco de curva 29

Longitud de un arco, longitud con signo, longitud de una curva, longitud in-
finita. Poligonal, didmetro de una poligonal, aprorimacion de la longitud me-
diante poligonales. Curva rectificable. Longitud y cambio de pardmetro, cambio
de pardmetro creciente, curvas equivalentes. Parametrizacion por la longitud del
arco, existencia y unicidad. Reparametrizacion por traslacion de curvas equi-
valentes. Vector tangente unitario y parametrizacion por la longitud del arco.
Parametrizacion por el arco de curva y longitudes de secantes.

Problemasdelaleccion 3 . . . . . . . . . e 38
Notas de laleccion 3 . . . . . . . . . e e 39
4. Curvatura y torsion. Férmulas de Frenet-Serret 41

Curvatura, radio de curvatura. Vector normal, recta normal. Curva birregular.
Plano osculador, centro de curvatura, circunferencia osculatriz. Vector binormal,
recta binormal. Plano normal, plano rectificante. Triedro de Frenet. Formulas de



Contenido

Frenet-Serret. Representacion candnica de una curva. Posiciones relativas de la
curva y el plano osculador, de la curva y el plano rectificante. Cinemdtica de una
curva, triedro movil, velocidad angular, vector de Darbouz.

Problemasde laleccion 4 . . . . . . . . . . ..
Notas de laleccidn 4 . . . . . . . . . . L

. Algunas aplicaciones de las férmulas de Frenet-Serret

Curvas de torsion nula. Semiespacios asociados al plano osculador, signo de la
torsion. El plano osculador como el plano atravesado por la curva. El plano
osculador como limite de planos del haz que contiene a la tangente. El plano
osculador como limite de los planos generados por tres puntos consecutivos.

Problemasdelaleccion b . . . . . . . . . e

Notas de laleccion b . . . . . . . . . e e

Curvatura con signo de curvas planas

Vector normal de una curva plana, curvatura con signo de una curva plana.
Angulo de tangencia, curvatura con signo como variacion infinitesimal del dngulo
de tangencia. Determinacion diferenciable del dngulo de tangencia. Signo de la
curvatura segun el lado de la tangente que la curva ocupa. Centro de curvatura
y circunferencia osculatriz de una curva plana.

Problemasdelaleccion 6 . . . . . . . . . . ..o

Notasdelaleccion 6 . . . . . . . . . . ..o

Involutas y evolutas de curvas planas y de curvas alabeadas

Involutas de una curva alabeada. Fvoluta de una curva alabeada. Involutas de una
curva alabeada parametrizada por el arco. Curvas paralelas. Curva de centros de
curvatura de una curva plana parametrizada por el arco, existencia y unicidad
de la evoluta plana de una curva plana. Descripcion de todas las evolutas de una
curva alabeada. Fvolutas alabeadas de una curva plana.

Problemasdelaleccion 7 . . . . . . . . . e

Notas de laleccion 7 . . . . . . . . . e e e e e e

. Algunos resultados sobre curvatura y torsion de curvas alabeadas

Curvatura como limite de dngulos de tangencia. Lado del plano rectificante que
contiene a una curva. Hélice generalizada. Generacion de las hélices generali-
zadas mediante curvas planas. Curvatura y torsion de una hélice generalizada,
Teorema de Lancret. Caracterizacion de las curvas esféricas mediante la curva-
tura y la torsion. Relacion entre la curvatura y la torsion de las curvas esféricas,

51
52

55

60
61

63

69
70

73

79
80

83



Contenido Xl
acotacion de los radios de curvatura de aquéllas por el radio de ésta. Teorema de
Wong. Loxzodromas.

Problemas de la leccién 8 . 92
Notas de la leccién 8 93

9. EIl teorema fundamental 97
Mowvimientos rigidos directos. Curvas iguales salvo movimientos rigidos direc-
tos. Teorema fundamental de las curvas planas. Espiral de Cornu o clotoide.
Teorema fundamental de las curvas alabeadas. Curvas con curvatura y torsion
constantes. Ecuaciones intrinsecas de una curva, coordenadas intrinsecas de una
curva. Sistema de Frenet-Serret. Ecuacion de Ricatti. Reduccion del sistema de
Frenet-Serret a tres ecuaciones de Ricatti.

Problemas de la leccién 9 . . . 105
Notas de la leccién 9 106
10. Curvas no parametrizadas por la longitud del arco 109
Curvatura, torsion y triedro de Frenet cuando el pardmetro no es el arco. Cur-
vatura de una curva plana cuando el pardmetro no es el arco. Curvatura de una
conica. Curvatura de una tractriz. Curvas planas definidas mediante ecuaciones
implicitas, curvatura en implicitas.
Problemas de la leccién 10 117
Notas de la leccién 10 . . . 118
11. Grado de una parametrizacion de la circunferencia 121
Proyeccion recubridora de la circunferencia. Exponencial compleja y logaritmo.
Elevaciones de una aplicacion continua con valores en la circunferencia. Existen-
cia y unicidad de elevaciones para compactos convezros. Grado de una parametri-
zacion continua cerrada de la circunferencia. Homotopia de parametrizaciones
cerradas de la circunferencia. Grado y homotopia. Aplicaciones de grado nulo.
Problemas de la leccién 11 126
Notas de la leccién 11 . . . 127
12. Umlaufsatz para curvas planas 129

Indice de rotacion de una curva cerrada simple. Determinaciones del dangulo de
tangencia. Teorema de las tangentes de Hopf o Umlaufsatz. Curvas diferenciables
a trozos. Vértices y cuspides; dngulo externo en un punto no cuspidal. Poligono
curvilineo. Determinacion de los dngulos de tangencia e indice de rotacion de



Xl Contenido
un poligono curvilineo. Allanamiento de vértices. Umlaufsatz para poligonos cur-
vilineos.

Problemas de la lecciéon 12 . . . . . . . . . . oL 142

Notas de laleccidn 12 . . . . . . . . . . .. 143
13. Orientacién de una curva de Jordan 147

Teorema de Jordan, o teorema de separacion, o teorema de la curva de Jordan.

Interior y exterior de una curva de Jordan. Teorema de Schonflies. Entornos tu-

bulares de una curva de Jordan. Orientacion de una curva de Jordan. Significado

del signo del indice de rotacion.

Problemas de la lecciéon 13 . . . . . . . . ..o 152

Notas de laleccidn 13 . . . . . . . . . . . . 153
14. Geometria global de las curvas de Jordan 155

Curva conveza. Convexidad y curvatura. Tangencias a una curva convera. Pun-

tos criticos de la curvatura; vértices de una curva regular. Teorema de los cuatro

vértices. Desigualdad isoperimétrica. Area encerrada por una curva de Jordan.

Teorema de Green.

Problemas de la lecciéon 14 . . . . . . . . . ... 165

Notas de laleccidn 14 . . . . . . . . . . . L L 165
15. Clasificacion de curvas diferenciables 167

Difeomorfismos entre subconjuntos arbitrarios del espacio afin. Variedades dife-

renciables de dimension 1; curvas sumergidas. Parametrizaciones requlares que

son homeomorfismos sobre sus trazas. Parametrizaciones globales de curvas su-

mergidas. Modelos salvo difeomorfismo de curvas sumergidas. Teorema de clasi-

ficacion de curvas sumergidas. Clasificaciones diferenciable y topoldgica.

Problemas de la lecciéon 15 . . . . . . . .. . Lo 173

Notas de laleccidn 15 . . . . . . . . . . . L 174

Bibliografia 177

Nombres propios 181

Figuras 185

Simbolos 187

indice 193



1. Curvas parametrizadas 13

La diferencia en este cdlculo cuando t—t; es la siguiente:

lfm lla(®) —alto)ll _ lim HO‘(w_O‘(tO)H = —|la’(to)||.

t—ty t—tp t—ty t—to

Problemas

Ndmero 1. (1) Hallar una parametrizacién de la curva descrita por un punto de una circunfe-
rencia que rueda sin deslizarse alrededor de la parte externa de otra circunferencia. Esta curva
se denomina epicicloide, y cardioide cuando las dos circunferencias tienen el mismo radio.

Epicicloide Cardioide Hipocicloide Astroide

(2) Resolver el problema andlogo cuando la circunferencia que rueda lo hace alrededor de la
parte interna de la otra. En este caso, la curva se llama hipocicloide, y astroide cuando el radio
de la circunferencia que rueda es la cuarta parte del de la otra.

Nidmero 2. Denotemos por I" la interseccién del cilindro de eje z y radio 1/2 con la esfera de
centro (—%, 0,0) y radio 1. Demostrar que I es la traza de la curva

a(t) = (coth — %, sentcost,sent)
=(

% cos 2t, % sen 2t,sent).

Esta curva recibe el nombre de curva de Viviani. I

Ndmero 3. Sea I" el conjunto de puntos del plano que satisfacen la ecuacién p = cos0/tand (en
coordenadas polares, 0 < 6 < 7). Pasando a coordenadas cartesianas y utilizando la ecuacién
anterior se obtiene una parametrizacién de I" respecto de 6 que se llama cisoide de Diocles.

Probar que 3(¢t) = (\/%,

t2), —1 <t < 1, define una reparametrizacién de la cisoide.

r

Numero 4. Probar que una curva regular o : I — R? tiene su traza contenida en una recta si y
sélo si el vector tangente unitario t: 7 — R3 es constante.



4. Curvatura y torsion. Férmulas de Frenet-Serret 49

fuerte contenido intuitivo, por lo que hemos creido conveniente incluirlo. Pa-
ra simplificar al méximo los cdlculos suponemos que sp = 0y que «(sg) = 0;
ademds, denotamos kg = £(sp), k(, = K'(s0), 70 = 7(s0). Teniendo en cuenta que
limg_,5, O(s)/(s — s0)% = 0 podemos despreciar el término O(s), y entonces, lla-
mando z(s),y(s), z(s) a las coordenadas de a(s) respecto del triedro de Frenet
en sg, resulta que

r= 55— %/{%53,
y= iros?+ 2K(s3,
Zz = —%I{[)T()Sg.
Es inmediato comprobar que
lim(y/2%) = gro, lim(z/2°) = —groro, v lim(s*/y*) = 375 /o,

de modo que para valores cercanos a s = 0 se verifican de modo aproximado las
igualdades
2 1 3 2 3/2

_ 1 _ _ 1
Y = 5kox", z=—gKoToZ , Yy Zz==E370 o . i

También de forma aproximada, estas ecuaciones representan respectivamente
las proyecciones de la curva sobre los planos osculador (en estas coordenadas
el plano (z,y)), rectificante (el plano
(z,z)) y normal (el plano (y,z)). Esas plano
proyecciones son una parabola, una rectificante
parabola ciibica y una cispide en el ori- b(s)
gen cuyas dos ramas son tangentes al eje
y (obsérvese que y > 0 para puntos cer- £(s)
canos al origen). De este modo vemos a(s)
que « es semejante en un entorno del
origen a una curva cuya traza estd en
un cilindro de base una parabola situa-
da en el plano osculador y de generatriz n(s) osfji“;ﬁ)or
el eje z. Si 19 > 0, la rama de esta cur-
va correspondiente a x > 0 yace bajo
el plano osculador y la rama correspon-
diente a = < 0 estd por encima, situa-
cién que se invierte para 7 < 0. En la plano normal
leccién siguiente estableceremos de mo-
do riguroso esta propiedad geométrica del signo de la torsién (Proposicién 5.3).



5. Algunas aplicaciones de las férmulas de Frenet-Serret 61

Notas

1. La nocién de torsién fue implicitamente introducida por GASPARD MONGE (1746
1818) en su memoria titulada Sur les développées, les rayons de courbure, et les différentes
genres d’inflexions dans les courbes a double courbure, aunque sélo su discipulo MICHEL-
ANGE LANCRET (1774-1807) estableceria explicitamente este concepto, pero no el nom-
bre, que apareceria posteriormente en el Traité de géometrie descriptive publicado en
1819 por LOUIS-LEGER VALLEE (1784-1864). Monge es también autor del muy influ-
yente libro Application de I’Analyse a la Géometrie, cuyo titulo revela por si solo el
nuevo espiritu que propicié el desarrollo de la Geometria Diferencial. El libro puede ser
considerado el primer tratado sobre esta disciplina y en él Monge adopta el doble pun-
to de vista de dar interpretaciones geométricas de las ecuaciones en derivadas parciales
e interpretaciones analiticas (en el lenguaje de las derivadas parciales) de propiedades
geométricas.

2. Monge desempend un papel fundamental en el establecimiento de la Escuela Politécni-
ca de Paris, un centro cientifico de gran importancia en la historia de las matematicas
y de otras ciencias e ingenierias, en cuyo modelo se han basado otros institutos técnicos
de diferentes paises. Ademds de un gran cientifico, Monge era un gran maestro, que supo
inspirar a algunos de los jévenes talentos mas destacados de su época, juntamente con los
cuales constituyé una escuela de geometria que marca la fase inicial del desarrollo de la
Geometria Diferencial (y también de la Geometria Proyectiva y de la Geometria Descrip-
tiva). A esta escuela pertenecen, ademds de Lancret, mencionado anteriormente, JEAN
BAPTISTE MEUSNIER DE LA PLACE (1754-1793), ETIENNE Louts MALUS (1775-1812),
ANDRE MARIE AMPERE (1775-1836), SIMEON DENIS PoOISSON (1781-1840), PIERRE
CHARLES FRANGOIS DUPIN (1784-1873), JEAN VICTOR PONCELET (1788-1867) y BEN-
JAMIN OLINDE RODRIGUES (1795-1851). Otras generaciones de gedmetras continuarian
la labor de éstos en la misma Escuela Politécnica, institucion en la que en todo momento
han convivido en armonia las matemdticas puras y las aplicadas. El propio Monge es un
ilustre representante de ambas orientaciones: algunas de las nociones més importantes
de la Geometria Diferencial, por ejemplo la nocién de linea de curvatura, fueron intro-
ducidas por €l en una memoria en la que estudiaba problemas practicos relacionados con
la ingenieria de las excavaciones y con la construccién de fortificaciones militares (Sur la
théorie des déblais et des remblais).

3. Monge vivié sus anos de madurez en el marco convulso de la Francia revolucionaria
y compatibilizé su labor cientifica con una intervencion activa en politica. Fue ministro
de Marina y ocup6 temporalmente el puesto de primer ministro, posicion en la que se
encontraba el dia que fue ejecutado Luis XVI. A partir de este momento fue considera-
do un regicida por parte de los monarquicos. Acompané a Napoleén en su campana de
Egipto y alli se encontraba cuando la flota francesa fue aniquilada por Nelson, de modo
que quedé bloqueado con Napoleén y otros cientificos (entre ellos el matemdtico JEAN
BAPTISTE JOSEPH FOURIER (1768-1830)) que le acompanaban en Egipto. En esas cir-



100 9. El teorema fundamental

(2) Supongamos ahora k(s)=1/s, s€ I =(0,00). De nuevo seguimos los pasos
de la demostracién del teorema enterior. Asi 6(s)= [ 1du =logs, y

a(s) = </ coslog u du, /senlogudu)
1 1

_1 11

= 55(coslog s +senlog s, senlog s — coslog s) + (—3, 5)-
El término (—%, %) puede ser eliminado de la expresién anterior, ya que esta-
mos interesados en curvas definidas salvo movimientos rigidos directos. Si ahora
hacemos el cambio de pardmetro s = e’ obtenemos la expresién

a(9):%ee(cos O+senf, sen—cos ) = %69(\/5008(9—2), \@sen(e—%)),

donde seguimos denotando « la curva reparametrizada. Finalmente haciendo el
cambio de pardmetro w = ¢ — 7 obtenemos

s
a(w) = 11 (V2 cosw, V2senw) = ce¥(cosw, senw),
s
con ¢ = e4 /\/2, que es una espiral logaritmica (Ejemplo 1.5(5), p.7). ]

El resultado que acabamos de establecer para curvas de R?, tiene una versién
para curvas de R3, el teorema fundamental para curvas alabeadas, que presenta-
mos a continuacién. En este caso es necesario hacer uso no sélo de la curvatura
sino también de la torsion.

Teorema 9.4. Sean k,7 : I — R dos funciones diferenciables, con k(s) > 0 para
todo s € I.

(1) Existe una curva o : I — R3, parametrizada por la longitud del arco, tal
que kqo(s) = k(s) y Ta(s) = 7(s) para todo s € I.

(2) Esta curva es tnica salvo movimientos rigidos directos: si B : I — R?
es otra curva parametrizada por la longitud del arco con esa propiedad, entonces
B =0 oa para cierto movimiento rigido directo o : R3 — R3.

Demostracion. Comencemos probando (2), es decir, que la curvatura y la torsién
determinan la curva salvo movimientos rigidos directos. Fijemos so € I y sea o
el movimiento199 directo que lleva la referencia

Ra = {04(50); ta(30)7 na(80)7 ba(SO)}



124 11. Grado de una parametrizacién de la circunferencia

Aqui no vamos a desarrollar sistematicamente este concepto. Pero si senala-
mos que si H es una homotopia de vy a 71 y G una de y; a 2, entonces

F(s,1) H(s,2t) para 0 <t < 3,
s, t) =
G(s,2t —1) para 3 <t <1,

es una homotopia de 7y a 2. En realidad esto es decir que la relacién de ho-
motopia es transitiva. De hecho, es una relacion de equivalencia, y las clases
salvo homotopia de parametrizaciones cerradas de la circunferencia constituyen
el denominado grupo fundamental de la circunferencia , que se denota 7(S'). El
término grupo se utiliza porque se puede definir una operaciéon como tal, pero
sobre esto no diremos nada.

Ejemplos 11.5. (1) Una forma fécil de construir homotopias es por interpolacion

lineal. Sean 7o, 71 : [a,b] — S! parame-

m(s) trizaciones cerradas sin imdgenes anti-

Ht,s) podales, es decir, tales que se cumple

(I=t(s) +tn(s)  vo(s) # —y1(s) para a < s < b. En-

tonces (1 — t)yo(s) + ty1(s) # O para
0<t<],y

Y0(s)

_ (@ =1(s) +t7(s)
H(t,s) = (1 = t)y0(s) + ty1(s)]|

es una homotopia de vy a ;. La figura
ilustra esta definicién.

(2) La anterior construccion se aplica en la siguiente situacién. Sea ~y : [a, b] —
S! una parametrizacién cerrada y ¢ € S'. Entonces 1 = ¢ - 79 es también una
parametrizacion cerrada, y es hométopa a . En efecto, 79 y 71 sélo tienen
imagenes antipodales si ( = —1, pero ese caso se puede resolver en dos pasos,
multiplicando dos veces por v/—1. ]

La siguiente proposiciéon formula nuestra afirmacién previa de que el grado es
el invariante que determina el tipo de homotopia.

Teorema 11.6. Dos parametrizaciones continuas cerradas o, V1 : [a,b] — S! son
homdtopas si y sélo si tienen el mismo grado.

Demostracién. Supongamos que 7o y 1 son hométopas y sea H : [a,b] x I — St
una homotopia de 79 y 71. Tomemos una elevacién H : [a,b] x I — R de H (que



12. Umlaufsatz para curvas planas 131

traslacién del pardmetro de amplitud A, luego por (1) de nuevo, tenemos efecti-
vamente h(b) — h(a) = h(d) — h(c). Asi pues, i(«a) = i(3). 1

El Umlaufsatz dice lo siguiente:

Teorema 12.3. El indice de rotacion de una curva de Jordan plana reqular es +1
o —1.

Demostracién. Sea « : [a,b] — R? una curva de Jordan, que segiin acabamos de ver
(12.2(2)), podemos suponer parametrizada por la longitud del arco s. Ya hemos
dicho también que « tiene una extensién periédica R — R? de periodo A = b—a,
que aqui seguiremos denotando a; ponemos «(s) = (z(s),y(s)). Puesto que [a, b]
es compacto, y(s) tendrd un minimo, digamos para s = ¢, y entonces, por la
observacién 12.2(3) anterior, podemos suponer ¢ = a. De este modo, y/(a) = 0,
y t(a) = (£1,0). Ahora, reparametrizando de nuevo si es necesario, podemos
suponer que es t(a) = (1,0) = e;. Por tltimo, también podemos suponer que
a(a) = (0,0), reemplazando « por & — a(a). En definitiva, la traza de o estd en
el semiplano superior y > 0 y es tangente al eje de abscisas en el origen para el
valor del pardmetro s = a.

a(s)=(z(z),y(s))

a(s)—a(a)
Tr(o)

a(b)—a(s)

x

a(a) = a(b) t(a) = t(b)

Después de esta preparacién, consideramos el tridngulo
X ={(s1,52) €ER?*:a < 51 < 59 < b}

y la aplicacién H : X — S' dada por

uz(zi; - ZEZ;H si 51 <spy (s1,82) # (a,b),
H(51,32) = 0/(51) sisi =52,y

—d/(a) = —a/(b) si (s1,82) = (a,b).
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Teorema 12.8. FEl indice de rotacion de un poligono curvilineo es +1 o —1.

La demostracién de este resultado consiste en modificar los vértices del poli-
gono para obtener una curva diferenciable, y entonces aplicar el Umlaufstaz ya
establecido. Por ello conviene explicar previamente cémo se hace esa modificacién.

(12.9) Allanamiento de vértices. Sea a : [a,b] — R? un poligono curvilineo,
con sus vértices t; y sus angulos externos Af. Nos concentramos en un vértice
tr, que suponemos distinto de los extremos (lo que siempre se puede conseguir
por traslacién del pardmetro), y elegimos £ > 0 suficientemente pequenio para
que o/(t — ) y o/ (ty + €) estén préximos a o/(t;) y /(). En particular el
angulo AG5 que forman o (ty, — ) y o (t, + €) estard préximo a Ay, tendrd su
mismo signo y serd < 7 en valor absoluto. Vamos a construir un arco de Jordan
diferenciable @ : [ty — €,t; + €] — R? con la traza arbitrariamente préxima al
segmento que une los puntos a(ty —¢) y a(ty + ¢), de modo que

aty —e) =a(ty —¢), @(ty —¢)=d(ty —¢),
(%) altp+e)=oalty+e), a'(ty+e)=a(tp+e),
la variacion del 4ngulo de tangencia de & entre ty— ey tp+ ¢ es Aby.

Para ello dibujamos un trapecio T' de base ese segmento segin la figura.

th—e tr tte o (tg+e)
« co=a(ty—¢) c3 = oty +e)
a=~vop
o () r
c2

o o/ (6})

Y o (tr —e ’Y,(t)

¢ (t—e) N
0 1 o(tk) o (67)

c3 — Cc2

tangentes de v

c1 —co
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Es claro que una curva de Jordan es homeomorfa a una circunferencia, asi
que la situacion que describe el teorema de Jordan es natural para la intuicion.
Sin embargo, sugerimos al lector que examine la figura siguiente para decidir si
los puntos p y ¢ son interiores o exteriores de la curva de Jordan cuya traza C
hemos dibujado.

Ejemplos como éste muestran que la demostracién rigurosa es delicada.

Tampoco se aparta de la intuicion el teorema de Schonflies, que dice lo si-
guiente:

Teorema 13.2. La adherencia del interior de una curva de Jordan es un subcon-
jJunto del plano homeomorfo a un disco cerrado.

Estos dos teoremas tienen implicaciones muy profundas. En algunos de los
ejercicios de esta leccién se desgranan algunas consecuencias significativas suyas.

A continuacién retornamos a nuestro contexto y suponemos la diferenciabili-
dad de las curvas. El teorema de Jordan, juntamente con un resultado que estable-
ceremos sobre existencia de entornos tubulares, nos permite definir la orientacién
canoénica de una curva de Jordan. En lo que sigue utilizamos el concepto de vector
normal unitario propio de la teoria de curvas planas.

Definicién 13.3. Sea « : [a,b] — R? una curva regular de Jordan y sea C su
traza. Sea ¢ > 0. Para cada z = a(t) € C denotamos por I(x,c) el segmento
abierto (z —en(t), z+en(t)), y escribimos N(¢) = (U, I(x,€). Se dice que N(¢)
es un entorno tubular de C si I(z,e) N I(y,e) = @ para x # y.

La siguiente proposicion demuestra la existencia de entornos tubulares y prue-
ba que son, efectivamente, entornos abiertos de C' en R?.
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Por la inyectividad de ¢ y de ¢, hay a lo més cuatro extremos, uno en cada lado
del rectdngulo cerrado I x J. Esto limita a dos el maximo ntimero posible de
segmentos. Distinguimos ahora los dos casos posibles.

(i) Si G consta de un tnico segmento, entonces U NV es conexo. Veamos que
« se extiende a un difeomorfismo o* que es una parametrizaciéon por el arco de
U U V. Observamos en primer lugar que 1 se extiende a una transformacién afin
T de R del tipo T(s) = &s + /; sea J = T—'(.J). La figura siguiente recoge dos
variantes que ilustran la situacion.

grafo de T’ grafo de T’
Ji Ji
¢ G ¢ G
J J
I I
Io Io
J=T-1(J) J=T"1(J)

Ahora extendemos o de I a I* = I U J como sigue
of(s) = B(T(s)) sisel.

Un poco de reflexién muestra que I N J = Iy (véanse las figuras), y como en
este intervalo « coincide con 3o, resulta inmediato comprobar que la extension
esta bien definida, que es un difeomorfismo, y que define una parametrizaciéon de
U UV por la longitud del arco. Por ejemplo, veamos que a* es inyectiva. La tnica
obstruccién para esto serfa que existieran s; € I, sy € J con a(sy) = B(T(s2)).
Pero entonces s1 € Iy y T(s2) € Jy. Esto tltimo implica que sg € Iy, y entonces
B(1(s2)) = a(s2). Asi, por la inyectividad de o concluimos que s1 = sg.

(ii) Supongamos ahora que G consta de dos segmentos. Se advierte que las
dos tunicas posibilidades para esto son las dos siguientes:

La zona sombreada es la regién en la que el primer segmento confina al segundo
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Ti ()
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%(fﬂo’yo)?éo 8
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lim, 727 18
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dist(a(t),R)?
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dist(p,Tt) dist(p, L¢) 25
— [l Ot 2
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