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Prefacio

El origen de la Geometria Proyectiva estd asociado a los problemas de pers-
pectiva que aparecen en el Renacimiento al tratar de representar en un plano
objetos del espacio. Este tipo de necesidades, surgidas en la pintura, la arquitec-
tura y la técnica, llevaron a la creacién de una teoria matemadtica que recogiera
las bases geométricas subyacentes a los métodos concretos que poco a poco se
fueron elaborando en esos campos.

La Geometria Proyectiva estudia las propiedades de las figuras que se conser-
van por proyeccion. Los matematicos franceses Girard Desargues y Blaise Pascal
descubrieron en el siglo XVII nuevos teoremas en los que nociones geométricas
clasicas como longitud y angulo eran sustituidas por otras de incidencia de las
figuras que, a diferencia de las primeras, si se conservan por proyeccién. Pro-
gresivamente se fue haciendo claro que los métodos basados en estas ideas eran
mucho mas generales que los tradicionales, y, a partir de una cuidadosa distin-
cién entre las propiedades proyectivas y las métricas, se acabd configurando a
finales del siglo XIX una geometria mucho mas amplia, que englobaba a todos
los sistemas geométricos conocidos anteriormente. En este sentido la Geometria
Afin, la Euclidea, la no Euclidea, incluso la Métrica, se pueden considerar todas
subgeometrias de la Geometria Proyectiva. En particular, la Geometria Proyecti-
va proporciona un modelo de Geometria no Euclidea Hiperbdlica especialmente
adecuado para adquirir una visién intuitiva y global de la misma.

La Geometria Proyectiva ha jugado un papel de primer orden en el proceso
general de creacién de nuevas ideas y conceptos en matematicas. Es, por ejemplo,
uno de los primeros casos de matematica axiomatizada. También se ha originado
aqui la nocién de transformacién que, a partir de las ideas presentadas por Felix
Klein en su programa de Erlangen, ocupa un lugar central en la construccion
de cualquier teoria geométrica. Otros conceptos, como el de invarianza, que tan
destacado papel ha desempenado en la fisica contemporanea, han sido largamente
anticipados en Geometria Proyectiva al estudiar las propiedades geométricas que
permanecen invariantes después de cambios de coordenadas.

Por otra parte, la nocién de dualidad que, de una u otra forma, se ha impuesto
en todas las ramas de las matematicas tiene su origen en el simple principio de la
Geometria Proyectiva plana segin el cual existe una simetria en los roles que en
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VI Prefacio

ella juegan el punto y la recta. Ademads de la belleza de esta observacién estd su
utilidad, que permite duplicar los frutos de cualquier descubrimiento geométrico.

Dentro del cuerpo de las matematicas, la Geometria Proyectiva es a menudo
contemplada como un modelo de teoria que, teniendo sus origenes en el mundo
real, llega a un nivel de elaboracién en el que se combinan la perfeccién formal,
la elegancia en el razonamiento y la riqueza de las intuiciones.

Este libro pretende presentar de un modo accesible los aspectos fundamen-
tales de la Geometria Proyectiva. Esta basado en la experiencia que los autores
hemos acumulado al impartir durante muchos anos cursos de esta materia en el
Departamento de Geometria y Topologia de la Facultad de Ciencias Matematicas
de la Universidad Complutense de Madrid. En 1998 publicamos un texto que du-
rante los diez anos siguientes utilizamos, nosotros mismos y numerosos colegas,
en la imparticiéon de esta materia. Esa experiencia ponia a prueba los criterios
segun los cuales se estructuré aquel libro, y mostraba qué modificar y qué anadir.
Como consecuencia escribimos en 2009 un libro nuevo, que ahora, 10 anos des-
pués, actualizamos sin alterar su propdsito inicial de ser un libro de texto para
un curso realista de Geometria Proyectiva.

Es pertinente insistir en que no es éste un tratado, sino un texto disenado
a partir de una actividad docente, y la exposicién estd simplificada para alcan-
zar los resultados importantes de la forma més directa y autocontenida posible.
Asimismo, se elige una presentacién que pueda estudiarse linealmente, dejando
poco espacio a aspectos marginales que en otras obras parecen imprescindibles.
Con ese mismo espiritu, los comentarios histéricos se resumen en algunas notas al
terminar cada capitulo, y al final del libro hay una bibliografia extensa que sirve
como referencia para lecturas ulteriores. Ademas, incluimos problemas suficientes
para que el lector contraste los conocimientos adquiridos: unos se reparten por
capitulos, acompanando a las nociones nuevas, y otros mas globales se retnen
juntos una vez completada la exposicién tedrica; hay asimismo una lista de 50
cuestiones tedricas para contrastar en test rapido cémo se han asimilado las ideas
fundamentales. También hay varios indices: de nombres propios, de figuras, de
nomenclatura y terminolégico.

Los prerrequisitos que se suponen al lector son los de un primer curso de
licenciatura: sistemas de ecuaciones lineales; matrices y determinantes; formas
canénicas de Jordan; diagonalizacion de formas bilineales simétricas; dualidad en
espacios vectoriales; nociones basicas de Geometria Afin.

Hay, por otra parte, que precisar el enfoque general que hemos elegido, condi-



Prefacio VII

cionado fuertemente por nuestra experiencia docente anteriormente mencionada.
Los objetivos fundamentales son cuatro:

e Introducir por primera vez las nociones de espacio proyectivo, variedad
proyectiva y aplicacién proyectiva, y describir su relaciéon con las nociones
afines correspondientes ya conocidas.

e Plantear el problema de clasificaciéon de homografias en general, y resolverlo
combinadamente con su homdnimo afin, al menos en dimensién no superior
a 3.

e Introducir las correlaciones minimamente, para estudiar después la polari-
dad de una cudadrica proyectiva y su significado geométrico en términos de
tangencia.

e Clasificar las cuadricas proyectivas en general, y combinadamente con las
afines, en dimensién no superior a 3.

Como complemento en lo tocante a cuadricas, se retinen en un capitulo separa-
do varias lecciones de corte muy clasico sobre cénicas, pues las cénicas constituyen
por si mismas una parte especialmente distinguida dentro de la Geometria Pro-
yectiva. Estas lecciones incluyen algunos de los resultados més embleméticos del
tema. Entre ellos destacamos por poco frecuente en la literatura la clasificacion
rigurosa de haces de cénicas reales.

Deliberadamente hemos eludido los planteamientos, tal vez més atractivos ini-
cialmente, de tipo sintético o axiomatico. Esto es asi por nuestro convencimiento
de que la tnica posibilidad de alcanzar en breve tiempo los objetivos citados
antes es ceiiirse espartanamente al enfoque formal y constructivo. Por otra par-
te, después de todos estos afos, creemos que para los estudiantes a los que nos
dirigimos, ese enfoque formal es incluso mas efectivo.

k %k ok

Finalmente, queremos agradecer a nuestros amigos y colegas su colaboracion,
en particular a Enrique Arrondo, Michel Coste, Fernando Etayo, Raquel Ma-
llavibarrena, Francisco Romero, José F. Ruiz, José Maria Sanchez-Abril y Juan
Tarrés. Una mencion especial debemos a José Maria Sanchez-Abril, con quien
tanto hemos conversado acerca de esta materia, de cémo entenderla y hacerla
entender, y con qué problemas ilustrarla mejor.

Madrid, Majadahonda J.M. Rodriguez-Sanjurjo, J.M. Ruiz
Diciembre de 2019
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Capitulo |

Variedades proyectivas

Se introduce en este capitulo la nocién basica de espacio proyectivo y la definicién de los
correspondientes subespacios o variedades proyectivas. Se estudian las operaciones ele-
mentales con variedades y varias proposiciones relativas a las incidencias entre las mismas.
Se establece una serie de propiedades del espacio proyectivo dual, haciendo énfasis en el
hecho de que los puntos de ese dual se identifican candénicamente con los hiperplanos del
espacio proyectivo original. Utilizando lo anterior, se discute el importante principio de
dualidad de la Geometria Proyectiva.

1. El espacio proyectivo

Ahora y en lo sucesivo, K denotard un cuerpo de caracteristica 0, como por
ejemplo el cuerpo R de los niimeros reales o el cuerpo C de los niimeros complejos.

Definicion 1.1. Se llama espacio proyectivo asociado a un espacio vectorial F
sobre K y se denota P = P(FE), al conjunto de todas las rectas vectoriales de E.

Por ejemplo, si E = {0}, entonces P es vacio, y si E = L[u], u # 0, entonces
P consiste en un tnico elemento.

Si u € E\{0}, denotamos por [u] la recta vectorial generada por u. Los ele-
mentos de P se denominan puntos, aunque sean rectas; de este modo, x = [u]
es como subconjunto de E una recta vectorial, y como elemento de P un punto
proyectivo.

La presentacién alternativa habitual de P es como cociente de E\{0} para la
relacion de proporcionalidad: uRv si uw = Av con A # 0. Evidentemente se tiene
una biyeccién

E\{0}/R — P :uR — [u].

La aplicacién suprayectiva canénica E\{0} — P : u — [u] se denotard simple-
mente 7:E — P, omitiendo el \{0}.



Capitulo Il

Aplicaciones proyectivas

Se introducen en este capitulo las aplicaciones proyectivas asociadas a aplicaciones linea-
les no nulas. Se estudia como algunas propiedades béasicas de las aplicaciones proyectivas
quedan determinadas por las correspondientes de las aplicaciones lineales, en particular
las homografias (aplicaciones proyectivas inyectivas) estdn asociadas a los monomorfis-
mos. El ejemplo méas importante de aplicacién proyectiva no inyectiva es la proyeccion
conica, que viene determinada por una descomposicién en suma directa del espacio vec-
torial y la proyeccion lineal sobre uno de los sumandos. Diferentes aplicaciones lineales
pueden inducir la misma aplicaciéon proyectiva; aqui se presenta el criterio para que dos
aplicaciones lineales definan la misma proyectiva. Como consecuencia se encuentra una
representacion del grupo proyectivo (formado por las homografifas suprayectivas de un
espacio proyectivo en s{ mismo) como cociente del grupo lineal del espacio vectorial de
partida por el subgrupo de las homotecias. Finalmente, como aplicacién de los resulta-
dos del capitulo, se estudian las perspectividades entre rectas del plano proyectivo y se
demuestra el teorema cldsico de Desargues.

1. Definicién y propiedades

Sean X, Y dos espacios proyectivos sobre el mismo cuerpo K, asociados a
espacios vectoriales X, Y respectivamente. Si h : X — Y es una aplicacién lineal,
pretendemos definir una aplicacién h : X — Y mediante la férmula

hz) = [h(w)] si z=[u], ue X\{0}.

En otras palabras, consideramos el diagrama

lb“)

— =
< g
8«

X
|
x I

Esta construccién presenta dos dificultades:

- 13



Capitulo Il

Coordenadas y ecuaciones

En este capitulo se desarrolla el aspecto analitico de la teoria presentada anteriormen-
te. Para introducir coordenadas en el espacio proyectivo es preciso definir las referencias
proyectivas. Es ésta una nocién mas sutil que la correspondiente en el espacio afin, pues
en el caso proyectivo aparece un punto, el llamado punto unidad, que juega un papel
distinguido en la referencia. Se muestra cémo es posible asociar a una referencia proyec-
tiva toda una familia de bases proporcionales y, a través de cualquiera de ellas, asignar
coordenadas a los puntos. Estas coordenadas, llamadas homogéneas, estan determinadas
salvo un factor de proporcionalidad. Las homografias quedan determinadas cuando se
conoce su actuacion sobre una referencia proyectiva. Una vez que somos capaces de asig-
nar coordenadas a los puntos podemos introducir las ecuaciones de las variedades y de
las aplicaciones proyectivas y, en definitiva, desarrollar la geometria analitica del espacio
proyectivo.

1. Coordenadas homogéneas

Sea P = P(FE) un espacio proyectivo de dimension n. Entonces E es isomorfo
a K"*! y cada isomorfismo lineal § : E — K"*! define una homografia biyectiva
0 : P — P = P(K"!). Recordemos que el punto [u] de P" correspondiente
a un vector u = (o, ...,r,) € K*""1\{0} se denota (29 : ... : z,). En fin, si
z € P diremos que 0(x) = (zo : ... : x,) son coordenadas homogéneas de x.
Por otra parte, el isomorfismo lineal 0 estd completamente determinado por la
base B = {ug,...,u,} de E tal que 6(u;) =e; = (0,...,1,...,0), y diremos que
0(z) = (zo : ... : zn) son coordenadas homogéneas respecto de B. Ahora bien,
isomorfismos ¢ proporcionales dan lugar a la misma homograffa 0, y es facil ver
que 6 = pb’ siy sblo si p- B = B’, con lo que se concluye que dos bases definen
las mismas coordenadas homogéneas si y solo si son proporcionales.

En resumen, para calcular las coordenadas homogéneas de x = [u] € P res-
pecto de B = {ug,...,u,} basta con expresar u en funcién de B. A partir de
la expresién v = zgug + - - - + T,ru, obtenemos unas coordenadas homogéneas

(xo : ... : xp) de x respecto de B. Ademéds (zf, : ... : x},) son también unas

- 23



Problemas 31

Probar que para todo punto x € P los tres puntos x, h(z) y h3(x) estan alineados.
(Calcular con unas coordenadas en las que los puntos a,b, ¢ sean (1: 0 :0), (0 :
1:0),(0:0:1).)

Namero 7. Formular una condicién andloga a la del problema nimero 1 para
que, en un plano proyectivo, tres rectas de ecuaciones

agrg+aixi+asxe= 0, boxrg+bixri+boxo= 0, coxrg+ciri+coxe= 0,

sean concurrentes en un punto.

Ndmero 8. En un plano proyectivo P tenemos dos cuaternas de rectas (I;), (1}),
1 = 1,2,3,4, y ninguna cuaterna contiene tres rectas concurrentes. Probar que
existe exactamente una homografia h : P — P que cumple h(l;) =1},i =1,2,3,4.

Namero 9. Sean a,b y c¢ tres puntos distintos alineados de un plano proyectivo
P, y d un cuarto punto no alineado con los anteriores. Encontrar las aplicaciones
proyectivas f: P — P tales que f(a) =b, f(b) =a, f(c) =cy f(d) =d. jExiste
alguna no inyectiva? (Utilizar una referencia del tipo ag = a,a; = b,az = d y
as € V(c,d).)

Ndamero 10. Sea {ag, a1, az; as} una referencia de un plano proyectivo P. ;Qué
condiciéon deben cumplir tres puntos distintos a,b y ¢ de P para que exista una
aplicacién proyectiva f : P — P cuyo centro sea el punto unidad ag y las image-
nes de ag, a1, as sean a, b, c? ;Cudntas aplicaciones proyectivas hay en ese caso?
;,Cuando se trata de una proyeccién céonica?

(1:0:0)

Niamero 11. Poner coordenadas a todos los puntos de la figura anterior, que
ilustra el teorema de Desargues, utilizando la referencia {a,b,c; s}. Comprobar
con las coordenadas obtenidas que los puntos p, ¢, r estan alineados, lo que pro-
porciona una demostracién analitica del citado teorema.



Capitulo 1V

Relacion entre el espacio afin y el
proyectivo

En este capitulo se formalizan algunas de las ideas y motivaciones que llevaron al descu-
brimiento de la Geometria Proyectiva. Todo espacio afin se puede sumergir en un espacio
proyectivo, o lo que es lo mismo, todo espacio proyectivo se puede concebir anadiendo a
un espacio afin un hiperplano de puntos de infinito. Nociones afines, como el paralelismo
de variedades, se pueden expresar en términos de esos puntos de infinito. Las aplicacio-
nes afines se pueden completar proyectivamente, de modo que llevan puntos de infinito
a puntos de infinito. Algunas transformaciones afines, como las homotecias y las trasla-
ciones, dan lugar a tipos especiales de homografias, las homologias y las elaciones en los
casos citados, ricas en propiedades geométricas. Las referencias cartesianas del espacio
afin se pueden completar proyectivamente, de modo que es posible una transposicién au-
tomatica de la geometria analitica afin a la proyectiva. Este hecho se ilustra bien con las
ecuaciones de las variedades y de las aplicaciones. Finalmente, se muestra esta fructife-
ra interrelacién entre el espacio afin y el proyectivo presentando una demostracién del
teorema cldsico de Pappus.

1. Inmersion del espacio afin en el proyectivo

En esta seccién vamos a mostrar cémo todo espacio afin es un subconjunto de
un espacio proyectivo. Ademads, veremos qué clase de subconjunto.

Sea X un espacio afin de dimension n. Entonces X se puede sumergir como
hiperplano afin no vectorial de un espacio vectorial X de dimension n + 1, de
modo que su traslacion al origen es el espacio vectorial de direcciones de X, que
se denota X . Asf, para cualquier a € X fijo, tenemos X = a + X y X = [a] ®X.



Capitulo V

Razén doble

A diferencia de la situacién afin, no existe ningun invariante proyectivo no trivial asociado
a tres puntos diferentes de una recta proyectiva. La explicacién de este hecho es que dadas
dos ternas diferentes siempre existe una homografia que transforma la una en la otra.
En este capitulo introducimos un invariante, la razén doble, asociado a cuaternas de
puntos alineados de un espacio proyectivo. Las homografias de rectas proyectivas son,
precisamente, las biyecciones que conservan la razon doble. Este invariante numérico se
calcula facilmente si se conocen las coordenadas homogéneas de los puntos en cuestion,
y depende del orden en que éstos vienen dados. Utilizando la dualidad canénica, es
posible encontrar aplicaciones de la teoria de la razén doble al estudio de los haces de
hiperplanos proyectivos y, como interesante ilustracién geométrica, obtener el teorema
clasico de Thales en el espacio afin.

1. Definicién y propiedades
Primero, fijemos en P! = P(K?) la referencia {(1: 0), (0 : 1);(1: 1)}. Tomando
o0 = (0: 1) tenemos la identificacién canénica
PM\{oo} =K : (zg:z1) —t = z1/20.
En particular, (1:0)=0y (1:1)=1.

Definicidn 1.1. Sea A una recta proyectivay a, b, ¢, d € A cuatro puntos distintos.
Existe una tnica homograffa f : A — P! tal que

fla) =0, f(b) =0, f(c) =1,

y llamamos razén doble de los cuatro puntos dados a

f(d) e K\{0, 1}.

Este escalar depende del orden en que se dan los puntos, y se denota

f(d) = [a,b,c,d].

— 49



Capitulo VI

Clasificacion de homografias

En este capitulo se aborda el problema del cédlculo de las variedades invariantes de una
homografia. Aunque nos restringimos principalmente al caso de los puntos fijos y los
hiperplanos invariantes, también se discuten las rectas invariantes de una homografia de
P3. Después de un breve resumen de las formas candnicas de Jordan, hacemos un estudio
detallado de las homografias de la recta y del plano proyectivos, encontrando la configu-
racion de variedades invariantes en cada caso y las afinidades inducidas cuando se lleva al
infinito un punto fijo o una recta invariante respectivamente. Nos detenemos a estudiar
algunas homografias de especial interés geométrico, como son las homografias involutivas
de la recta proyectiva, generadoras del grupo proyectivo correspondiente. Utilizando-
las probamos un teorema clésico sobre propiedades geométricas de los cuadrivértices.
También dedicamos especial atencién al estudio de las homologias y de las elaciones, y
mostramos cémo generan el grupo proyectivo del plano. Por tltimo se hace un estudio
general de las homografias involutivas en cualquier dimensién, de las que se encuentra
una caracterizacion algebraica completa.

1. Variedades invariantes

Sea f : P" — P" una homografia de ecuaciones A\y = xM (respecto de una
referencia dada).

Por clasificar f entendemos determinar sus variedades invariantes, es decir,
las variedades proyectivas X — P™ tales que f(X) = X, y sus relaciones de in-
cidencia, es decir, las posiciones relativas de esas variedades. Veamos como se
puede hacer esto.

Puntos fijos. Seran las soluciones x # 0 de los sistemas homogéneos Az = x M
para A # 0. Ahora bien, ese sistema es z(M — AI) = 0, y tendréd solucién no
idénticamente nula si y sélo si det(M — A\I) = 0. Por tanto, los A son las raices
del polinomio caracteristico P(t) = det(M — tI), y para cada una de esas raices
A obtenemos una variedad proyectiva X, < P formada por puntos fijos.
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Forma candnica

Variedades

invariantes

Afinidades
inducidas

—_ =
—_

x9 =0

una afinidad sin puntos fi-
jos y con una direccion in-
variante.

(0:1:0)

elacion

(e) una traslacidn en el
complemento de la recta
de puntos fijos,

(e) infinitas trasvecciones.

20 =0 (1:0:0)

homologia

(e) una homotecia en el
complemento de la recta
de puntos fijos,

(e) infinitas dilataciones.

() una afinidad sin pun-
tos fijos con dos direccio-
nes invariantes,

(¢) una afinidad con un
punto fijo y una direccién
invariante.

tres afinidades del mismo
tipo, las tres con un punto
fijo y dos rectas invarian-
tes.

a B
-8 a

x1+ﬁx2:0 o
*** o = 0
(1:0:0)

C .

* e,
1 —+/ 1z =0

una afinidad con un pun-
to fijo (un giro seguido de
una homotecia).

Clasificacién de homografias del plano



Capitulo VII

Colineaciones y correlaciones

Las colineaciones y las correlaciones son biyecciones del conjunto de variedades de un
espacio proyectivo en si mismo. Las primeras conservan la relacién de inclusién y la
dimensién de las variedades, mientras que las segundas invierten las inclusiones y trans-
forman cada variedad en otra de dimension proyectiva dual. Definimos las colineaciones
y las correlaciones como inducidas por ciertas homografias que explican su actuacién
sobre los puntos, y estudiamos las homografias duales que explican su actuacion sobre
los hiperplanos. Todas las posibles composiciones de colineaciones y correlaciones entre
si dan nuevamente lugar a aplicaciones de uno de los dos tipos. Una correlacién se de-
termina algebraicamente a partir de una forma bilineal, mas explicitamente a partir de
la relacion de ortogonalidad definida por la forma. Las correlaciones involutivas son las
determinadas por formas bilineales simétricas o antisimétricas.

1. Colineaciones

Sea P = P(FE) un espacio proyectivo, P* = P(E*) su espacio dual, P la
coleccién de las variedades proyectivas de P y P* la de las variedades proyectivas
de P*. Suponemos n = dim P. Usaremos estas notaciones en todo el capitulo.

Definicién 1.1. Sea f : P — P una homografia. La aplicacién
F:P->P:X— f(X)

se llama colineacion asociada a f.

Por las propiedades de las homografias, es claro que F' es una biyeccién que
conserva las dimensiones. Ademds, las siguientes propiedades determinan com-
pletamente F' a partir de f = F|P:

(1) X cYsiysdlosi F(X)c F(Y).
(2) FIXnY)=F(X)nF(Y).
3) F(V(X,Y)) = V(F(X), F(Y)).



Capitulo VIII

Cuadricas proyectivas

Abordamos aqui el estudio de las cuddricas, uno de los temas centrales de la Geometria
Proyectiva. Definimos una cuddrica proyectiva como una clase de equivalencia por pro-
porcionalidad de formas bilineales simétricas. Introducimos a continuacién la nocién de
polaridad asociada a una cuddrica, por medio de la cual se pueden definir una gran can-
tidad de propiedades geométricas, en particular la tangencia. Es interesante estudiar la
polaridad en los casos més simples de las cénicas y las superficies cuddricas no singula-
res, v la ilustracién grafica que se presenta puede ayudar a su comprensién. Obtenemos
a continuacion las ecuaciones de las cuadricas y de los objetos geométricos introducidos,
en particular las del hiperplano tangente a la cuadrica en un punto regular. La clasifi-
cacion de las cuddricas se obtiene sin dificultad utilizando la teoria de formas bilineales
simétricas.

1. Definiciones

Sea P = P(FE) un espacio proyectivo.

Definicion 1.1. Una cuddrica proyectiva de P es una clase de equivalencia por
proporcionalidad de formas bilineales simétricas ¢ : E x E — K, ¢ # 0. Denota-
remos por ¢ la clase de ¢. Se llama rango de ¢ el de cualquier @ de la clase de
equivalencia.

El conjunto B(E) de las formas bilineales simétricas sobre E tiene estructura
de espacio vectorial sobre K. Por tanto, las cuadricas proyectivas de P se pueden
identificar con los elementos del espacio proyectivo P(B(FE)).

Una cuédrica de un plano proyectivo se denomina cdnica, y una cuadrica de
un espacio proyectivo de dimensién 3 se denomina superficie cuddrica.

Fijemos una cuadrica proyectiva .

Ceros de una cuadrica. Siz = [u] € P, la condicién ¢(u,u) = 0 no depende de
u ni de @, y cuando se verifica decimos que x es un cero de ¢. Denotamos por
C = C, c P el conjunto de todos los ceros de ¢.
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A continuacién ilustramos graficamente la polaridad de las cénicas y las su-
perficies cuddricas no singulares.

V(a,b) = polar de z

V(z,2') = polar de ¢

T,C

cénica C': a3 + 22 — 2% = 0 en P2 c
T,

recta
polar de r

plano
plano ’ polar de a

de b &4\\% % polar de s
T,C ' \
’ r

|

tangente
a C' con

punto
singular
aeT,C

cuddrica C: 3 + 23 — 23 —23=0en P3



Capitulo IX

Conicas proyectivas

Este capitulo estd dedicado al estudio de las conicas del plano proyectivo. Las cénicas
han sido objeto de atencién privilegiada de la practica totalidad de los geémetras que
han trabajado en este area. Seleccionamos aqui el teorema de Chasles-Steiner sobre la
determinacién de las conicas mediante homografias entre haces de rectas, el célebre teo-
rema de Pascal sobre hexagonos inscritos en conicas y su dual el teorema de Brianchon,
algunas propiedades de las homografias de una cénica como el teorema de Frégier, y el
teorema de Desargues-Sturm sobre la homografia involutiva inducida en una recta por
un haz de conicas. En la seccion 5 estudiamos el problema de clasificacion de haces de
conicas. En la dltima seccién utilizamos la conica no singular para describir el modelo de
Beltrami-Klein del plano hiperbdlico.

1. Coébnicas y haces de rectas

Sea P = P(FE) un plano proyectivo. Entonces el espacio vectorial B(E) de
las formas bilineales simétricas ¢ : F x E — K tiene dimensién 6 (como fécil-
mente se comprueba utilizando la representacién matricial de dichas formas). En
consecuencia, el espacio P(B(E)) de las cénicas proyectivas tiene dimensién 5.
Si z = [u] es un punto de P(FE), entonces el conjunto de las cénicas ¢ tales
que x € C, es el hiperplano de P(B(F)) asociado al niicleo de la forma lineal
B(E) — K definida por ¢ — @(u,u). Esta observacién serd de utilidad en la
prueba del siguiente resultado.

Proposicion 1.1. Dados cinco puntos de P(E) tales que no hay tres de ellos
alineados, existe exactamente una conica que contiene a los cinco. Ademds, esa
conica es no singular.

Demostracion. Sean co, 1, ca, ¢, ¢4 cinco puntos de P(FE). Buscaremos de modo
explicito la cénica que pasa por ellos, lo que justificara también su unicidad.
Sea pues ¢ una cénica, y Zij a;jr;r; = 0 su ecuacién respecto de la referencia

= 105



5. Clasificacién de haces

121

Multiplicidades y base

Cénicas
singulares

Descripcién

1+1+(1+1)

(1:

0:0)

Q=xz2(x0+21) =0

AQ + uP =0

las conicas que pasan
por dos puntos reales
y por dos puntos

Q=x122 =0

imaginarios
conjugados
(0:1:0) (1:—1:—i)
(1+141+41) #
*x  *
P AQ +pQ" =0
*

Q/:I(Q)Jr(wl +$2)2:0
Q"=z3+ (1 —x2)2=0

las cénicas que pasan
por cuatro puntos
imaginarios,
conjugados dos a dos

24(141)

AQ +pQ =0
las cénicas que pasan
por un punto real y
por dos imaginarios
conjugados, y son
tangentes en el
primero

AQ + uQ =0

las conicas que pasan
por los dos puntos
imaginarios
conjugados y son
tangentes en ambos

Clasificacién de haces no completos de conicas reales
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a y b no son puntos de la
recta del plano hiperbdli-
co, que es por tanto ilimi-
tada C

Observamos que en el plano hiperbdlico no se cumple el Quinto Postulado de
FEuclides, pues por un punto exterior a una recta se pueden trazar infinitas rectas
que no la cortan.

Las rectas pa y pb se lla-
man paralelas a ab, y las
demads rectas que no cortan
a ab, ultraparalelas.

Los movimientos de este plano hiperbdlico son las homografias del plano pro-
yectivo que dejan invariante el absoluto C' (que por lo que sabemos son exacta-
mente las homografias de C'). Obsérvese que una tal homografia transforma una
recta que no corte a C en otra que tampoco lo hace, por lo que transforma el
interior de C en si mismo. Por supuesto, lo que importa aqui es la restriccion de
la homografia a ese interior, que es el plano hiperbdlico.

Dos figuras del plano hiperbdlico se consideran congruentes o iguales cuando
hay un movimiento que transforma una en otra.

Ejemplo de movimiento:
una homologia ¢ de centro
p que induce una involucién
en el absoluto. Este movi-
miento se llama simetria de
centro p.

De modo natural, dos rectas r = ab y 7’/ = a’b’ que se cortan en un punto p



Capitulo X

Relacion entre cuadricas afines y
proyectivas

Este ltimo capitulo esta dedicado a las relaciones entre las cuadricas afines y las proyec-
tivas. Vemos en primer lugar que toda cuddrica afin admite una completacion proyectiva
cuyo conjunto de ceros se obtiene anadiendo ciertos puntos de infinito al conjunto de
ceros de la cuddrica afin; esos puntos de infinito son los ceros de la denominada cuddrica
de infinito. Probamos a continuacién que algunos elementos geométricos de las cuddricas
afines, como los centros y los didmetros, quedan determinados por la polaridad asociada
a las completaciones proyectivas de dichas cuddricas. La estrecha relacion existente entre
una cuddrica afin y su completacion proyectiva queda reflejada analiticamente en el hecho
de que la misma matriz sirve para determinar las ecuaciones de ambas. Asimismo discu-
timos el célebre teorema de Witt que explica en qué medida las formas candnicas de una
cuadrica afin, de su cuadrica de infinito y de su completacién proyectiva se determinan
mutuamente; ademas incluimos las tablas de clasificacion combinada afin y proyectiva
de cénicas y superficies cuadricas.

1. Completacion proyectiva de cuadricas afines

Sea X un espacio afin y X = P()’(\' ) su completacién proyectiva.

Recordemos que una cuddrica afin ¢ es una clase de equivalencia por propor-
cionalidad de formas biafines simétricas. Por otra parte, cualquier forma biafin
X x X — K admite una tnica extension bilineal @ : X x X — K. En efecto,
la unicidad resulta inmediatamente de la bilinealidad, pues X = L[X]; para la
existencia de extension, se fija un origen a € X y se desarrolla la forma biafin del
modo habitual

(x,y) = (a+u,a+v)—c+ f(u) +g) + F(u,v),

donde c € K, f,qg : X 5K son dos formas lineales y @ : X x X - K es una
forma bilineal no nula. Como X = [a] ® X basta definir

o(Aa + u, pa +v) = Apc + pf(u) + Ag(v) + @ (u,v),

= 129
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X. Relacién entre cuadricas afines y proyectivas

5. Superficies cuadricas

Para superficies cuadricas se obtienen las tablas siguientes:

Cudadrica
proyectiva

Plano de infinito

Cuadrica afin

Coénica
de infinito

2 2 2 2
To+xi+xr3+23 =0

(x) @

|

2?4y i2=—1
%]

2 2 2
xr1+x3+x3 =0

%}

2,,2,,.2_ 2
ro+xi+r5—x3=0

(%)

cuddrica
no reglada

2 2 2
xr]+x3t+x3 =0

elipsoide 1%}
no
corta m2+y2+22 =1
’ unto doble
O 24 y2 =z b
\ / paraboloide
) tangente w eliptico
hiperboloide
eliptico /')
o de dos hojas
conica
transversal no singular

2,2 2 2
ro+axi—x3—x3=0

cuddrica reglada

paraboloide hiperbdlico
o silla de montar

s

transversal

"’/2_?‘ dos rectas
Tt—y =z
22 +y?=22+1
hiperboloide conica
hiperbdlico no singular

o de una hoja

Clasificacién de superficies cuadricas no singulares




Problemas adicionales

Nimero 1. Se considera una homografia de P? definida por
fidxy =x0 + 21, AT} = 221 + T2, ATh = 20 + 73, ATl = w3,

y se pide:
a) Sus puntos fijos y sus planos invariantes.
b) Su forma canénica de Jordan.
c¢) Las rectas invariantes de los planos zo + 3 =0y xz3 = 0.
d) Probar que las anteriores son todas las rectas invariantes de la homografia.
e) Las ecuaciones de la afinidad inducida en el plano afin (x5 = 0)\(22 = 0) respecto
de la referencia cartesiana {O; 04, OB}, donde O = (0:0:1:0), A= (1:1:2:0),
B=(1:0:2:0).

(
(
(
(
(

Ndmero 2. La polaridad asociada a una cénica no singular tiene las siguientes propie-
dades:
(1) La recta polar del punto (1:0: —1) es 29 + 1 — 222 = 0.
(2) El punto polar de la recta zo =0 es (1:1:0).
(3) La recta g = 0 es la polar de un punto de la cénica.
Se pide:

(a) La recta polar del punto (1:—1:0).

(b) El punto polar de la recta xg + 1 + x2 = 0.

(c) {Cudntas tangentes a la cénica pasan por el punto (1:1:0)?

(d) Clasificar la cénica afin inducida en x5 # 0.

(e) La ecuacién de la cénica.
Niumero 3. Se considera la homografia de P? de ecuaciones

fidxy = —xg + 221, A\¥) = 21, ATy = 11 — T2, A\Ts = —2x1 + 312 + 273,

y se pide:

(a) Sus puntos fijos y sus planos invariantes.

(b) Su forma canénica de Jordan.

(¢) Sus rectas invariantes.

(d) Comprobar que f induce una homotecia en el plano afin H\r, siendo H : 21 =0
y 7 a determinar.

e) El centro y la razén de la homotecia anterior.

Nimero 4. Se considera la homografia de P? de ecuaciones

fiAxy =z + 21 + T2, AT) = 231 + T2, AT = 229 + 13, \T4 = T3,

= 143



Cuestiones

Juzgar la veracidad de cada una de las afirmaciones siguientes.

Ntmero 0. La configuracién dual de dos rectas de P? que se cortan en un punto son
dos rectas que se cruzan.

Numero 1. Toda reordenacién de cuatro puntos alineados puede hacerse con una ho-
mografia.

Numero 2. Toda homografia del plano proyectivo real tiene alguna recta invariante.

Ntmero 3. Toda homografia de P? transforma rectas coplanarias en rectas coplana-
rias.

Numero 4. Toda homografia del espacio proyectivo real proviene de una afinidad.

Ntmero 5. Una correlacién de P? transforma cuatro puntos alineados en cuatro planos
que se cortan en un punto.

Numero 6. Una cénica no singular no contiene ninguna recta.

Numero 7. Todo hexdgono esta inscrito en una cénica no singular.

Numero 8. Una aplicacion proyectiva cuyo centro es vacio es una homografia.
Numero 9. Toda reordenacién de una cuaterna armonica es una cuaterna arménica.
Numero 10. Existen homografias sin puntos fijos.

Ntmero 11. Dos planos proyectivos de P siempre se cortan.

Numero 12. Una homografia del plano proyectivo inducida por una afinidad deja fijos
todos los puntos de infinito.

Niimero 13. Una correlaciéon de P? transforma cuatro planos distintos que contienen
una recta en cuatro puntos alineados.

=157



Bibliografia

En la bibliografia que sigue se enumeran una serie de obras de muy distinto nivel y
orientacién que reflejan diferentes tradiciones; también se incluyen libros sobre la historia
de la disciplina. Es importante advertir aqui que los libros mas antiguos pueden ser de
lectura harto dificultosa, incluso para conocedores de la materia.

Un libro clasico que presenta la Geometria Proyectiva desde el punto de vista analitico
es el de Baer ([7]). Por el contrario, en el de Veblen y Young ([96]) se prefiere el enfoque
sintético, aunque también se incluyen desarrollos analiticos y algebraicos. Los libros [16],
[18], [28], [32], [39], [43], [45] v [89] han sido escritos por grandes matematicos italianos
y son una muestra de la riqueza de ideas e intuiciones geométricas que les caracteriza.
Las referencias [8], [9], [61], [62], [75], [81], [84], [91] y [95] pertenecen a la tradicién
inglesa y cubren desde el enfoque sintético de la obra de Baker hasta el punto de vista
mas algebraico del libro de Todd. Las contribuciones de mateméaticos alemanes estan
representadas por [19], [20], [50], [65], [66] y [70], y muy especialmente por el libro [60]
de Hilbert y Cohn-Vossen, que ofrece una exposicién muy atractiva de los aspectos mas
visuales e intuitivos de la geometria. Los libros [2], [13], [14], [31], [53], [54], [85], [93]
y [94] son de autores franceses y van desde la obra cldsica de Chasles sobre las cénicas
hasta algunas de las obras mas recientemente publicadas sobre Geometria Proyectiva.
Los libros de Coolidge ([33] y [34]) ofrecen una perspectiva histérica del tema, asi como
el de Andersen ([1]), éste con un sesgo muy atrayente. Los libros de Field y Gray ([49])
y de Dhombres y Sakarovitch ([40]) estudian la obra de Desargues. En [48], [51] y [74] se
reflejan los aspectos més lidicos y artisticos. El libro [46] es una buena muestra del uso
creciente de la Geometria Proyectiva en campos tan de actualidad como el diseno por
ordenador y la visién artificial.

Para recomendar algunos libros, elegiriamos, por muy diferentes motivos y sobre todo
por gusto personal, los de Andersen, Audin, Berger, Coxeter, Hartshorne y Sernesi ([1],
[2], [13], [38], [58] ¥ [92], respectivamente). En fin, un libro distinguido en lengua espafiola
(en el que se utilizan los métodos sintéticos y analiticos) es [86], de Santalé.

[1] K. Andersen : The geometry of an art: The history of the mathematical theory of
perspective from Alberti to Monge. Nueva York: Springer Verlag 2007.
[2] M. Audin: Géométrie (2* edicién). Les Ulis: EDP Sciences 2006. [Traduccién in-
glesa revisada de la edicién francesa de 1998, Berlin: Springer Verlag 2002.]
| F. Apery: Models of the real projective plane. Braunschweig: Vieweg Verlag 1987.
[4] E. Artin: Geometric algebra. Nueva York: Interscience 1957.
] R. Artzy: Linear Geometry. Reading: Addison-Wesley 1965. [Reimpresién, Nueva
York: Dover 2008.]
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Simbolos

K,R,C
P = P(E)

Llu], [u]
m:FE—>P

P = P(K"+Y)

m Kt o pr

X = P(X)

X =7 1(X) u {0}
PoL: XX

V(4)=NxX
V(A) = Ll (A)]
V(X;:iel)

Vi(xy, .o, @m)

dim X = dim X — 1

codim X = dim P — dim X

codim X = codim X

dimV(X,Y)

P* = P(E¥*)

H — P*

HeV(Hy,...,H.)
={H: H>X}

X =pex= H

dimX*+dimX =n—1

(X nY)* =V(X*Y*)

VX, Y)* =X*nY*

An(X)

X** =X

N NNNNDN N == ==

S O O Oy Ot Ut Ot Ut Ot e s W W W W W w

goh=goh

GP(X)

GL(X)

hz)=V(x,Z)nY

P(X,Y)

P(L(X,Y))

(0 ...t ap)
={zo,...,Tn;Tpi1}

Tyl = [0 + -+ + Un]
Tpr1— (1:1:...:1)
A’ =M

X:zM =0

codim X = rango de M
f:iXd'=aM

(g1, -+ sxn) = (zo, ..., 2q)N
fiPl s XcP

B, B*

hi(uj) = 0i;

(h(uo), - .- h(un))
(ho(w), ..., hn(u))

R, R*

13
13
14

14
15
15
15
15
15
16
17
17
23
24
25
25
27
28
28
28
29
29
29
29
29
29
30
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Anamorfosis, 10
Angulo entre dos rectas, 89
Anillo de divisién, 21
Aplicacién proyectiva, 14, 16
biyectiva, 14
completacién de una afin, 40
determinacion, 27
imégenes y preimagenes, 15
inversa, 14
inyectiva, 14
no inyectiva, 15
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ma proyectiva, 17
Asintota, 131
Autovalor, 65, 79
Axioma de las paralelas, 33

Base
asociada a una referencia proyecti-
va, 25
de un haz de cuédricas, 114
de un haz de hiperplanos, 56
Bases duales, 29

Caja de Jordan, 65
real, 66
interpretacién geométrica, 67
Calculo de variedades invariantes que no
sean puntos ni hiperplanos, 63
Cambio de coordenadas, 27, 99
Centro
de la completacién proyectiva de una
aplicacién afin, 38
de la polaridad asociada a una cuadri-
ca proyectiva, 92
de una aplicacién proyectiva, 14

constante, 20
de una cuddrica afin, 130
de una elacion, 74
de una homologia, 74
involutiva, 112
Centros de dos homologias que conmu-
tan, 79
Cero de una cuédrica, 91
Cilindro
eliptico, 137
hiperbdlico, 137
parabdlico, 137
Clasificacién
de cénicas no singulares, 134
singulares, 135
de cuadricas por la accién del grupo
proyectivo, 99
de haces completos de cénicas, 119
no completos de conicas reales, 121
de homografias, 61
de la recta proyectiva, 69
del plano proyectivo, 73
por conjugacién en el grupo pro-
yectivo, 65
de matrices
por semejanza (formas candnicas
de Jordan), 65
simétricas por congruencia, 99
de superficies cuddricas no singula-
res, 136, 137
singulares, 138
Codimensién de una variedad proyecti-
va, 3
e interseccion de hiperplanos, 5
Colineacion, 33, 81, 89
involutiva, 85
Completacién proyectiva
de un espacio afin, 36
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