






O binómio de Newton é tâo belo como a Vénus de Milo.
O que há é pouca gente para dar por isso.

Álvaro de Campos



V

Prefacio

El presente volumen completa la introducción a la Geometŕıa Diferencial co-
menzada en el anterior, dedicado a la teoŕıa de curvas. Uno de los atractivos de
esta materia es que, a un nivel relativamente elemental, se estudian algunos de los
grandes teoremas de las matemáticas, debidos a autores eminentes. Otro aspecto
interesante es que aqúı confluyen gran parte de las ramas de las matemáticas: Geo-
metŕıa, Análisis, Álgebra Lineal, Topoloǵıa, Ecuaciones Diferenciales... Además,
en la teoŕıa de superficies conviven en igual medida la profundidad matemática
y la abundancia de imágenes visuales, algunas dotadas de gran belleza plástica.
Este equilibrio entre rigor e intuición confiere a la Geometŕıa Diferencial un valor
eminentemente formativo.

Los temas tratados son los habituales en un curso de estas caracteŕısticas:
superficies y tangencias, cálculo diferencial e integral en superficies, primera y
segunda forma fundamental, aplicación de Gauss y curvatura de Gauss, teorema
egregio, geodésicas... Pero hemos querido tratar algunos temas más con especial
detalle. Por ejemplo, damos una demostración completa del teorema fundamen-
tal de superficies, incluyendo la solución de las ecuaciones en derivadas parciales
involucradas. También nos hemos detenido en el Umlaufsatz para superficies y en
los resultados sobre triangulación de superficies diferenciables, requisitos necesa-
rios para el teorema de Gauss-Bonnet. Quisiéramos haber conseguido escribir una
demostración sin lagunas de este teorema clásico. Lo mismo decimos del teorema
de Poincaré-Hopf, al que dedicamos la lección última del libro, después de haber
introducido algunos fundamentos sobre singularidades de campos tangentes.

Como en el precedente sobre curvas, una caracteŕıstica de este volumen es la
relevancia dada a los aspectos históricos, que ocupan gran parte de las notas fina-
les de cada lección. Pueden servir a los lectores para descansar del estudio estricto
de la materia presentada y descubrir otras vertientes de esa misma materia y de
su evolución histórica. Digamos a este respecto que coincidimos plenamente con
Isaac Isidor Rabi, Premio Nobel de F́ısica de 1944, quien dice que la ciencia debe
ser enseñada de manera humanista, en el sentido de la biograf́ıa, la naturaleza de
las personas que hicieron posible su construcción, sus triunfos, sus pruebas, sus
tribulaciones.
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El libro está concebido para ser utilizado en los grados de Matemáticas y F́ısi-
cas y en las Ingenieŕıas, y los conocimientos previos requeridos se limitan a las
asignaturas de Álgebra Lineal, Cálculo Diferencial e Integral y algunas nociones
de Topoloǵıa. Cada lección viene acompañada de una colección de diez proble-
mas sobre los temas tratados en ella, que a veces recogen aspectos adicionales o
refinamientos de esos temas.
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Superficies topográficas o grafos; parametrización de Monge. Ecuaciones expĺıci-
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Problemas de la lección 10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

Notas de la lección 10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

11. El teorema egregio de Gauss 145
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ma de los ángulos internos. Excesos en la esfera y en el cilindro. Triangulacio-
nes e integración. Curvatura ı́ntegra. Triangulaciones y orientación. Teorema de
Gauss-Bonnet global. Superficies difeomorfas a la esfera. Superficies de curvatura
positiva. Teorema de Hadamard. Teorema de Jordan para superficies convexas.

Problemas de la lección 19 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283

Notas de la lección 19 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284

20. Singularidades de campos tangentes 287

Puntos singulares de un campo tangente. Índice de un campo tangente en un
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Índice 333



80 6. La aplicación de Gauss

Gauss v́ıa el gradiente. En este caso el gradiente es (2x, 2y, 0), que tiene norma√
(2x)2 + (2y)2 = 2 (pues estamos en puntos del cilindro). Concluimos que

N : S → S2 : p = (x, y, z) �→ N(p) = (x, y, 0).

es una aplicación de Gauss.

S S2�N

Esta aplicación transforma todo el cilindro S en el ecuador z = 0 de S2, lo que
dista mucho de ser un difeomorfismo. Podemos decir que el vector normal vaŕıa
muy poco.

(3) Estudiemos el paraboloide hiperbólico S :z=−x2+y2. La parametrización
de Monge de esta ecuación expĺıcita tiene vector normal ϑ = (2x,−2y, 1) (3.6,
p. 36), y dividiendo por la norma se obtiene una aplicación de Gauss. También
podemos utilizar el gradiente de la ecuación impĺıcita x2 − y2 + z = 0, que es el
mismo (2x,−2y, 1). En cualquier caso, una aplicación de Gauss es

N : S → S2 : p = (x, y, z) �→ N(p) =
(2x,−2y, 1)√
4x2 + 4y2 + 1

.

S S2�N

C1 C2

C3

N(C3)

N(C2)

N(C1)
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Lección 13

Campos tangentes

En esta lección introducimos los campos (vectoriales) tangentes a una super-
ficie o, más generalmente, a un abierto de una superficie, y los utilizamos para
demostrar la existencia de parametrizaciones con propiedades especiales, con las
cuales es sencillo trabajar en algunos casos importantes.

Sea S ⊂ R3 una superficie diferenciable.

Definición 13.1. Un campo tangente a un abierto W de S es una aplicación
diferenciable Φ : W → R3 tal que Φ(p) ∈ TpS para todo p ∈ S.

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplos 13.2. (1) Las dos figuras siguientes representan un campo tangente a
una esfera y uno tangente a un cilindro:
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Φ(x, y, z) = (−y, x, 0) Φ(x, y, z) = (0, 0, 1)

Obsérvese que en los dos casos hay muchos vectores en la imagen, y sin em-
bargo el segundo campo es constante. Esto se debe a que la imagen que se prefiere
para representar es la de cada vector dibujado con origen en el punto de tangen-
cia. Se advierte también que campos muy sencillos pueden incluir información
relevante sobre la superficie.

(2) En la esfera S2 podemos definir otros campos, por ejemplo Ψ(x, y, z) =
(−z, 0, x) o (0,−z, y), pero siempre se anularán en algún punto. De hecho, eso



14. Superficies desarrollables 203

plana con la misma curvatura que α. Aplicar esto a la hélice α(s) = (cos s, sen s, s) para probar
que la proyección (x, y, z) 7→ (2x, 2y) induce una isometŕıa local de S sobre R2 (lo que justifica
la última ilustración aproximada de la lección).

Notas

1. Según hemos visto, en una superficie de curvatura nula cada punto parabólico está en
un segmento de recta. Se puede ver además que si un punto planar es ĺımite de puntos
parabólicos, los segmentos de recta que pasan por éstos tienen por ĺımite un segmento
de recta que pasa por aquél, y que todos los puntos de ese segmento ĺımite son planares.
Pero todo esto requiere un análisis más extenso en el que no hemos querido demorarnos
aqúı.

2. En la lección hemos demostrado que una superficie de curvatura nula es desarrollable
en un entorno del punto genérico, pero hemos señalado que el resultado vale aún sin esa
restricción. En realidad, ocurre que dos superficies con la misma curvatura de Gauss K
constante son localmente isométricas. Este resultado es el teorema de Minding. En con-
secuencia, una superficie con curvatura de Gauss constante K es localmente isométrica:
(i) a un plano si K = 0 (las localmente desarrollables), (ii) a una esfera si K > 0, y (iii)
a una pseudoesfera si K < 0.

3. A continuación ofrecemos algunos rasgos biográficos de Picard, otro matemático que
ha elaborado parte de los fundamentos de la teoŕıa de ecuaciones diferenciales y que,
también, ha contribuido a la teoŕıa de las superficies regladas.

Picard nació en Paŕıs el 24 de Julio de 1856. Realizó sus estudios secundarios en
el Lycée Napoleón de esa ciudad, donde fue un alumno brillante en las disciplinas de
griego, lat́ın e historia. Pero la geometŕıa le provocó inicialmente un fuerte rechazo y se
limitó a aprenderla de memoria para evitar los castigos. Por el contrario, el álgebra le
sedujo inmediatamente desde que tomó contacto con ella a los quince años. Dos años
después comenzaŕıa a ver la geometŕıa desde otro ángulo y a sentirse atráıdo por esta
rama de las matemáticas. Cuando, más tarde, tuvo que elegir entre la Escuela Politécnica
y la Escuela Normal para realizar sus estudios universitarios, se inclinó por esta última.
Parece que en su decisión pesó de manera determinante una visita que realizó a Pasteur
en la que éste le habló sobre la ciencia pura y desinteresada, cuyo hogar natural era la
Escuela Normal más bien que la Escuela Politécnica, dedicada a las aplicaciones y a la
ingenieŕıa.

La tesis doctoral de Picard, presentada en la Escuela Normal, estaba dedicada preci-
samente a la geometŕıa y llevaba por t́ıtulo Applications des complexes linéaires à l’étude
des surfaces et des courbes gauches. Contiene varios resultados hoy clásicos, como una
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Lección 16

Geodésicas (II)

En esta lección describimos las geodésicas como las soluciones de determina-
das ecuaciones diferenciales que dependen de los śımbolos de Christoffel (luego
solamente de la primera forma fundamental). Es esta descripción la que permite
establecer localmente la existencia y unicidad de las geodésicas. Después pre-
sentamos el concepto de campo paralelo, que proporciona una caracterización
alternativa de las geodésicas y está regulado mediante ecuaciones diferenciales
similares. Terminamos la lección con otro aspecto de la analoǵıa entre rectas y
geodésicas: la minimización de la distancia sobre la superficie.

Sea S una superficie diferenciable.

(16.1) Ecuaciones diferenciales de las geodésicas. Sea ϕ : U → W una para-
metrización de un abierto W de S. Sea γ(t) = ϕ(u(t), v(t)) una curva de W . Es
posible sacar aún más partido de los cálculos realizados en la lección anterior, y,
en concreto, de la siguiente expresión encontrada en 15.9, p. 213,

γ′′(t) =
(
u′′+ u′2Γ 1

11 + 2u′v′Γ 1
12 + v′2Γ 1

22

)
ϕu

+
(
v′′+ u′2Γ 2

11 + 2u′v′Γ 2
12 + v′2Γ 2

22

)
ϕv +

(
u′2e+ 2u′v′f + v′2g

)
N.

La curva γ(t) será una geodésica si y sólo si la proyección de γ′′(t) sobre el plano
tangente es nula, les decir, si en la anterior fórmula los coeficientes de ϕu y ϕv se
anulan:

(EDG)

{
u′′ + u′2Γ 1

11 + 2u′v′Γ 1
12 + v′2Γ 1

22 = 0,

v′′ + u′2Γ 2
11 + 2u′v′Γ 2

12 + v′2Γ 2
22 = 0.

Éstas son las denominadas ecuaciones diferenciales de las geodésicas.

Como aplicación de estas ecuaciones vamos a estudiar el comportamiento de
las geodésicas de las superficies de revolución.

Ejemplo 16.2. Consideremos una superficie de revolución S parametrizada me-
diante

ϕ(u, v) = (ζ(u) cos v, ζ(u) sen v, ξ(u)) (ζ(u) > 0),
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Ui
�ϕi

C
εi
i

ϕ−1
i (p3)

ϕ−1
i (p2)

ϕ−1
i (p1)

Uj
� ϕj

S0

p1

p2

p3

∂E
E

q1

q2

q3

q

ϕj(q)

q′1

q′′1

q′2

q′′2

q′3

q′′3

(3) Elegimos un punto q en el interior de la región E = ϕ−1
j (Σ). En la fron-

tera ∂E = ϕ−1
j (Γi) tenemos los tres puntos qk = ϕ−1

j (pk). Empezamos por q1.
Tomamos un segmento [q1, q

′
1] transversal a la frontera en q1, que penetre en el

interior de E hasta cierto punto q′1. Ahora q′1 y q se pueden unir por una poligonal
(pues el interior de E es un abierto conexo del plano), que junto con el segmento
[q1, q

′
1], proporciona una primera arista que denotamos σ1. Denotamos [q′′1 , q] el

segmento de σ1 que termina en q. Ahora pasemos a q2. De nuevo elegimos un
segmento [q2, q

′
2] transversal a la frontera en q2, con q′2 ∈ B. Tomándolo suficien-

temente pequeño estamos seguros de que no corta a σ1. Unimos q′2 y q mediante
una poligonal σ2. Si σ2 no toca σ1 hemos terminado. Si la toca, avanzamos por σ2
hasta alcanzar σ1, retrocedemos un poco, y avanzamos paralelamente a σ1 hacia
q hasta un punto próximo q′′2 y terminamos con un segmento [q′′2 , q] transversal a
[q′′1 , q] (véase el dibujo). De esta manera reemplazamos σ2 por una poligonal que
denotamos igual y ya no toca a σ1. Ya se ve como repetir el proceso para trazar
una tercera poligonal σ3 que una q3 con q con un segmento inicial transversal
a la frontera en q3, y un segmento final transversal a los de σ1 y σ2. Es claro
que al construir estas poligonales podemos siempre evitar un punto de P que nos
encontremos en el dominio de la parametrización.

Para terminar debemos allanar sus vértices como se explica en [CD, 12.9, p.
137], lo que no altera las condiciones de transversalidad en los extremos. Además
el allanamiento se puede hacer en entornos suficientemente pequeños de los vérti-
ces para estar seguros de que la curva obtenida sigue sin tocar el posible punto
de P que la poligonal evitaba.

Añadimos a lo anterior dos notas que servirán en el momento final de esta larga
demostración. Uno, aqúı la frontera es una curva diferenciable, pero lo mismo se
puede hacer si es diferenciable a trozos: la transversalidad en los vértices seŕıa a
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Lección 19

El teorema de Gauss-Bonnet

En esta lección obtenemos uno de los teoremas más bellos de la geometŕıa,
como se acepta de manera unánime. Veremos primero la versión local, que requiere
el Umlaufstaz para superficies de la lección 17, y después la versión global, que
involucra el concepto puramente topológico de caracteŕıstica de Euler. También
hay que utilizar los conceptos introducidos en la lección anterior. Sólo con eso,
es decir, sólo con ser capaces de hacer entender bien el alcance del resultado,
consideraŕıamos alcanzado un objetivo principal de este texto. La lección termina
con algunas consecuencias del teorema, relacionando curvatura, convexidad y
topoloǵıa.

Sea S una superficie diferenciable. Empezamos con el teorema de Gauss-
Bonnet local:

Teorema 19.1. Sea K la curvatura de Gauss de la superficie S. Sea Σ ⊂ S una
región regular simple contenida en el entorno coordenado W de una parametriza-
ción ortogonal ϕ : U → W ⊂ S. Sea α : [a, b] → S una parametrización positiva
por la longitud del arco de la frontera ∂Σ de Σ; denotamos por 4θ1, . . . ,4θn sus
ángulos externos y por kg(s) su curvatura geodésica (definida a trozos). Entonces

∫

Σ
K +

∫ b

a
kg(s)ds = 2π −

∑
k
4θk.

Demostración. Calculemos la integral curviĺınea de la curvatura geodésica. Si a =
s0 < s1 < · · · < sn = b son los vértices de α, esa integral curviĺınea es

∫

α
kg =

∑
k

∫ sk

sk−1

kg(s)ds.

Por la fórmula de 17.3, p. 237, tenemos

∑
k

∫ sk

sk−1

kg(s) =
∑

k

∫ sk

sk−1

(
θ′k + 1

2
√
EG

(Guv
′ − Evu′)

)
ds,



20. Singularidades de campos tangentes 289

Fuente Sumidero

En ambos casos el origen es un punto singular aislado, y podemos calcular el
ı́ndice utilizando como región regular simple un disco centrado en el origen, cuya
frontera se parametriza α(t) = (ε cos t, ε sen t), 0 ≤ t ≤ 2π. Para la fuente es

γ(t) = 1
ε

(
X(α(t)), Y (α(t))

)
= (cos t, sen t),

la elevación correspondiente θ(t) = t, y el ı́ndice

ind(0,0)F = gr(γ) = 1
2π (θ(2π)− θ(0)) = +1.

El sumidero tiene, contra lo que un juicio precipitado podŕıa suponer, el mismo
ı́ndice. En efecto, para el sumidero

γ(t) = (− cos t,− sen t) = (cos(π + t), sen(π + t)) y θ(t) = π + t

(no θ(t) = −t), pues γ(0) = (−1, 0)), con lo que

ind(0,0)F = 1
2π (θ(2π)− θ(0)) = +1.

(2) Otros dos campos interesantes son la silla, xΦ − yΨ , y la circulación,
−yΦ + xΨ . La figura representa sus curvas integrales, que explican los nombres
elegidos.

Silla Circulación
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Lección 21

El teorema de Poincaré-Hopf

Esta lección última de nuestro texto está dedicada a otro de esos teoremas
con nombre propio que explican los porqués profundos de una teoŕıa. Es el teo-
rema de Poincaré-Hopf, que expresa la caracteŕıstica de Euler de una superficie
mediante los ı́ndices de los puntos singulares de un campo tangente dado. Co-
mo ya hemos establecido el teorema de Gauss.Bonnet, que proporciona también
la caracteŕıstica de Euler, podremos aplicarlo para obtener la fórmula de Poin-
caré-Hopf. Terminaremos la lección con una fórmula similar en la que los campos
se sustituyen por funciones diferenciables. Señalemos que hay otras maneras de
presentar estos resultados, en las que es el teorema de Gauss-Bonnet el que se
deduce del de Poincaré-Hopf.

Sea S una superficie diferenciable. Empezamos con una fórmula integral de
cálculo del ı́ndice, que puede considerarse el teorema de Poincaré-Hopf local.

Proposición 21.1. Sean F un campo tangente de la superficie S y p ∈ S un punto
de S. Sea ϕ : U → W una parametrización ortogonal de un entorno abierto W
de p tal que F no tiene ningún punto singular en W \ {p}. Sea Σ ⊂ W una
región regular simple que contenga p en su interior y sea α : [a, b] → ∂Σ una
parametrización positiva por la longitud del arco s de la frontera ∂Σ de Σ, con
vértices a = s0 < s1 < · · · < sn = b. Consideremos un campo tangente (no nulo)
G paralelo a lo largo de α. Entonces

indp(F) = 1
2π

∫

Σ
K + 1

2π

∑
k
(%k(sk)− %k(sk−1)),

donde %k : [sk−1, sk]→ R es una determinación del ángulo de G a F ◦ α.

Obsérvese que el enunciado anterior se aplica tanto si p es un punto singular
aislado como si es un punto regular.

Demostración. Utilizaremos todas las notaciones introducidas para definir el ı́ndi-
ce, en particular, los campos ortonormales Φ, Ψ asociados a ϕu, ϕv. Empecemos
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Alsina i Catalá, Claudi (1952–), 286
Altmann, Simon Leonardo (1924–), 113
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Śımbolos

S ⊂ R3 1

ϕ : U → S, W =ϕ(U) 1

dqϕ : R2 → R3 1

ϕ(u, v)=(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) 1

Jϕ(q)=

xu(q) xv(q)

yu(q) yv(q)

zu(q) zv(q)

 2

ϕ̃(u, v, w) = ϕ(u, v)+(0, 0, w) 3

ϕ̃(U×{0}) = ϕ(U) 3

S=
⋃
i ϕi(Ui) 3

ϕ−1 ◦ ψ 4

v = v0 4

ϕu,p, ϕu 4

u = u0 4

ϕv,p, ϕv 4

ϕu,p=dqϕ(1, 0) 4

ϕv,p=dqϕ(0, 1) 4

ϕ(u, v)=p+u$+v$′ 4

u=(x−p)$, v=(x−p)$′ 5

S2 : x2 + y2 + z2 = 1 5

ζ(u) = (cosu, senu, bu) 6

ϕ(u, v) = (v cosu, v senu, bu) 6

(cosu cos v, cosu sen v, senu) 8



x=ζ(u) cos v
y=ζ(u) sen v
z=ξ(u)

9




x=(c+r cosu) cos v
y=(c+r cosu) sen v
z=r senu

11

x2 + y2 = z2 11

S : xy = 0 12

x2 + y2 =z2, z ≥ 0 12

xy=0, x+ y > 0 12

C −A+ V = 2 14

z = f(x, y) 17

Υ 20

S : xy = 0 22

g(x, y, z) = 0 23

dpg 6= 0 23

∇pg 23

g−1(a) 23

S = g−1(r2) 24

S : αx2 + βy2 + γz2 = 1 24

S : f(x, y) = a 25

x2 + y2 = z2 25

g(
√
x2 + y2, z) = 0 26

(
√
x2 + y2 − c)2 + z2 = r2 26

S : ax2 + by2 = z 27

p 7→ ϕu,p, ϕv,p, ϑp 40

ĺımp→0 ϑp = ϑ0 40

f : S → Rn 45

F |V ∩ S = f |V ∩ S 45

h(p) = (p− p0)ω 45
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de un poĺıgono geodésico esférico,
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Braquistócrona, 234
Breather, 44

C −A+ V , 14
Calcolo Sublime, 176




