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Prefacio

El presente volumen completa la introduccion a la Geometria Diferencial co-
menzada en el anterior, dedicado a la teoria de curvas. Uno de los atractivos de
esta materia es que, a un nivel relativamente elemental, se estudian algunos de los
grandes teoremas de las matematicas, debidos a autores eminentes. Otro aspecto
interesante es que aqui confluyen gran parte de las ramas de las matematicas: Geo-
metria, Analisis, Algebra Lineal, Topologia, Ecuaciones Diferenciales... Ademas,
en la teoria de superficies conviven en igual medida la profundidad matemaética
y la abundancia de imagenes visuales, algunas dotadas de gran belleza plastica.
Este equilibrio entre rigor e intuicién confiere a la Geometria Diferencial un valor
eminentemente formativo.

Los temas tratados son los habituales en un curso de estas caracteristicas:
superficies y tangencias, calculo diferencial e integral en superficies, primera y
segunda forma fundamental, aplicacién de Gauss y curvatura de Gauss, teorema
egregio, geodésicas... Pero hemos querido tratar algunos temas mas con especial
detalle. Por ejemplo, damos una demostraciéon completa del teorema fundamen-
tal de superficies, incluyendo la solucién de las ecuaciones en derivadas parciales
involucradas. También nos hemos detenido en el Umlaufsatz para superficies y en
los resultados sobre triangulacién de superficies diferenciables, requisitos necesa-
rios para el teorema de Gauss-Bonnet. Quisiéramos haber conseguido escribir una
demostracién sin lagunas de este teorema clasico. Lo mismo decimos del teorema
de Poincaré-Hopf, al que dedicamos la leccion tltima del libro, después de haber
introducido algunos fundamentos sobre singularidades de campos tangentes.

Como en el precedente sobre curvas, una caracteristica de este volumen es la
relevancia dada a los aspectos histdricos, que ocupan gran parte de las notas fina-
les de cada leccion. Pueden servir a los lectores para descansar del estudio estricto
de la materia presentada y descubrir otras vertientes de esa misma materia y de
su evolucion histérica. Digamos a este respecto que coincidimos plenamente con
Isaac Isidor Rabi, Premio Nobel de Fisica de 1944, quien dice que la ciencia debe
ser ensenada de manera humanista, en el sentido de la biografia, la naturaleza de
las personas que hicieron posible su construccion, sus triunfos, sus pruebas, sus
tribulaciones.



VI Prefacio

El libro esta concebido para ser utilizado en los grados de Matematicas y Fisi-
cas y en las Ingenierias, y los conocimientos previos requeridos se limitan a las
asignaturas de Algebra Lineal, Célculo Diferencial e Integral y algunas nociones
de Topologia. Cada leccién viene acompanada de una colecciéon de diez proble-
mas sobre los temas tratados en ella, que a veces recogen aspectos adicionales o
refinamientos de esos temas.

Finalmente, queremos expresar nuestro agradecimiento a los compafieros con
quienes hemos discutido en extenso cuestiones relativas a esta materia a lo largo
de los anos, y especialmente a Victor Ferndndez Laguna. También agradecemos
a David Gémez, Manuel Navarro y Diego Chicharro que hayan leido con deteni-
miento parte del texto, senalado errores y formulado observaciones que nos han
ayudado a mejorarlo.
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80 6. La aplicacion de Gauss

Gauss via el gradiente. En este caso el gradiente es (2z,2y,0), que tiene norma
(2x)? + (2y)? = 2 (pues estamos en puntos del cilindro). Concluimos que

N:S—=S%:p=(z,y,2) — N(p) = (x,9,0).

es una aplicacién de Gauss.

S —§2

Esta aplicacién transforma todo el cilindro S en el ecuador z = 0 de S?, lo que
dista mucho de ser un difeomorfismo. Podemos decir que el vector normal varia
muy poco.

(3) Estudiemos el paraboloide hiperbdlico S: z=—x?+y?2. La parametrizacién
de Monge de esta ecuacién explicita tiene vector normal ¥ = (2z, -2y, 1) (3.6,
p.36), y dividiendo por la norma se obtiene una aplicacién de Gauss. También
podemos utilizar el gradiente de la ecuacién implicita 2> — y> + z = 0, que es el
mismo (2x, —2y, 1). En cualquier caso, una aplicacién de Gauss es

(2$7 _2y7 1)

NIV

N:S—S§:p=(z,y,2)— N(p) =

N(C2)
N(C3) N(Ch)

R

Cl CQ

Cs



Leccion 13

Campos tangentes

En esta leccién introducimos los campos (vectoriales) tangentes a una super-
ficie 0o, mas generalmente, a un abierto de una superficie, y los utilizamos para
demostrar la existencia de parametrizaciones con propiedades especiales, con las
cuales es sencillo trabajar en algunos casos importantes.

Sea S C R3 una superficie diferenciable.
Definicion 13.1. Un campo tangente a un abierto W de S es una aplicacién
diferenciable @ : W — R3 tal que ®(p) € T,,S para todo p € S.

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplos 13.2. (1) Las dos figuras siguientes representan un campo tangente a
una esfera y uno tangente a un cilindro:

d(x,y,2) = (—y,z,0) P(z,y,2z) = (0,0,1)

Obsérvese que en los dos casos hay muchos vectores en la imagen, y sin em-
bargo el segundo campo es constante. Esto se debe a que la imagen que se prefiere
para representar es la de cada vector dibujado con origen en el punto de tangen-
cia. Se advierte también que campos muy sencillos pueden incluir informacion
relevante sobre la superficie.

(2) En la esfera S? podemos definir otros campos, por ejemplo ¥(x,y,z) =
(=2z,0,z) o (0,—z,y), pero siempre se anulardn en algin punto. De hecho, eso

= 179



14. Superficies desarrollables 203

plana con la misma curvatura que a. Aplicar esto a la hélice a(s) = (cos s,sen s, s) para probar
que la proyeccién (z,vy,z) — (2x,2y) induce una isometria local de S sobre R? (lo que justifica
la dltima ilustracién aprozimada de la leccién).

Notas

1. Segin hemos visto, en una superficie de curvatura nula cada punto parabdlico estd en
un segmento de recta. Se puede ver ademas que si un punto planar es limite de puntos
parabodlicos, los segmentos de recta que pasan por éstos tienen por limite un segmento
de recta que pasa por aquél, y que todos los puntos de ese segmento limite son planares.
Pero todo esto requiere un analisis més extenso en el que no hemos querido demorarnos
aqui.

2. En la leccién hemos demostrado que una superficie de curvatura nula es desarrollable
en un entorno del punto genérico, pero hemos senalado que el resultado vale atin sin esa
restriccién. En realidad, ocurre que dos superficies con la misma curvatura de Gauss K
constante son localmente isométricas. Este resultado es el teorema de Minding. En con-
secuencia, una superficie con curvatura de Gauss constante K es localmente isométrica:
(i) a un plano si K = 0 (las localmente desarrollables), (ii) a una esfera si K > 0, y (iii)
a una pseudoesfera si K < 0.

3. A continuacién ofrecemos algunos rasgos biograficos de Picard, otro matematico que
ha elaborado parte de los fundamentos de la teoria de ecuaciones diferenciales y que,
también, ha contribuido a la teoria de las superficies regladas.

Picard naci6é en Paris el 24 de Julio de 1856. Realizé sus estudios secundarios en
el Lycée Napoledén de esa ciudad, donde fue un alumno brillante en las disciplinas de
griego, latin e historia. Pero la geometria le provocé inicialmente un fuerte rechazo y se
limité a aprenderla de memoria para evitar los castigos. Por el contrario, el algebra le
sedujo inmediatamente desde que tomé contacto con ella a los quince anos. Dos anos
después comenzaria a ver la geometria desde otro angulo y a sentirse atraido por esta
rama de las matematicas. Cuando, mas tarde, tuvo que elegir entre la Escuela Politécnica
y la Escuela Normal para realizar sus estudios universitarios, se incliné por esta ultima.
Parece que en su decisién pesé de manera determinante una visita que realizé a Pasteur
en la que éste le hablé sobre la ciencia pura y desinteresada, cuyo hogar natural era la
Escuela Normal més bien que la Escuela Politécnica, dedicada a las aplicaciones y a la
ingenieria.

La tesis doctoral de Picard, presentada en la Escuela Normal, estaba dedicada preci-
samente a la geometria y llevaba por titulo Applications des complexes linéaires a I’étude
des surfaces et des courbes gauches. Contiene varios resultados hoy clasicos, como una



Leccion 16

Geodésicas (1)

En esta leccién describimos las geodésicas como las soluciones de determina-
das ecuaciones diferenciales que dependen de los simbolos de Christoffel (luego
solamente de la primera forma fundamental). Es esta descripcién la que permite
establecer localmente la existencia y unicidad de las geodésicas. Después pre-
sentamos el concepto de campo paralelo, que proporciona una caracterizacién
alternativa de las geodésicas y esta regulado mediante ecuaciones diferenciales
similares. Terminamos la leccién con otro aspecto de la analogia entre rectas y
geodésicas: la minimizacién de la distancia sobre la superficie.

Sea S una superficie diferenciable.

(16.1) Ecuaciones diferenciales de las geodésicas. Sea ¢ : U — W una para-
metrizacion de un abierto W de S. Sea v(t) = ¢(u(t),v(t)) una curva de W. Es
posible sacar atin més partido de los cdlculos realizados en la leccién anterior, vy,
en concreto, de la siguiente expresién encontrada en 15.9, p.213,

v'(t) = (u"+ u’2F111 + 200" Ty + v’2F212)g0u
+ (v"+ u'2F121 + 2u/v' T2, + v’2F222)<pv + (u’2e + 20V f + v’zg) N.
La curva 7(t) serd una geodésica si y sélo si la proyecciéon de v”(t) sobre el plano

tangente es nula, les decir, si en la anterior férmula los coeficientes de ¢, y @, se
anulan:

(EDG) '+ T 4 20 Ty + 0Ty = 0,

V" + uPTE + 20 T2, + v'* T2, = 0.

Estas son las denominadas ecuaciones diferenciales de las geodésicas. ]

Como aplicacion de estas ecuaciones vamos a estudiar el comportamiento de
las geodésicas de las superficies de revolucion.

Ejemplo 16.2. Consideremos una superficie de revolucién S parametrizada me-
diante

p(u,v) = (C(u) cosv, ((u) senv, &(u))  (C(u) > 0),

- 221



18. Triangulacién de superficies diferenciables 263

Pi ®j
U; So U,

€i —1
C; w; (p1) p1 q2

©5(a) /
1 b2 G
901‘ (p2) 1
1 43 q1
p3 q q/l

o7 (p3) "

(3) Elegimos un punto ¢ en el interior de la regiéon F = goj_l(E ). En la fron-
tera OF = cp;l(ﬂ) tenemos los tres puntos g = go{l(pk). Empezamos por ¢;.
Tomamos un segmento [qi, ¢}] transversal a la frontera en g1, que penetre en el
interior de E hasta cierto punto ¢;. Ahora ¢} y ¢ se pueden unir por una poligonal
(pues el interior de E es un abierto conexo del plano), que junto con el segmento
[q1,4}], proporciona una primera arista que denotamos oj. Denotamos [¢f, ¢] el
segmento de o1 que termina en g. Ahora pasemos a ¢s. De nuevo elegimos un
segmento (g2, ¢5] transversal a la frontera en ga, con ¢4 € B. Toméndolo suficien-
temente pequeno estamos seguros de que no corta a 1. Unimos qé y g mediante
una poligonal o2. Si 02 no toca o1 hemos terminado. Si la toca, avanzamos por oo
hasta alcanzar o1, retrocedemos un poco, y avanzamos paralelamente a o1 hacia
q hasta un punto préximo q’z’ y terminamos con un segmento [qé’ ,q] transversal a
[q],q] (véase el dibujo). De esta manera reemplazamos o2 por una poligonal que
denotamos igual y ya no toca a o;. Ya se ve como repetir el proceso para trazar
una tercera poligonal o3 que una q3 con ¢ con un segmento inicial transversal
a la frontera en g3, y un segmento final transversal a los de o1 y o0s9. Es claro
que al construir estas poligonales podemos siempre evitar un punto de P que nos
encontremos en el dominio de la parametrizacion.

Para terminar debemos allanar sus vértices como se explica en [CD, 12.9, p.
137], lo que no altera las condiciones de transversalidad en los extremos. Ademas
el allanamiento se puede hacer en entornos suficientemente pequenos de los vérti-
ces para estar seguros de que la curva obtenida sigue sin tocar el posible punto
de P que la poligonal evitaba. ]

Anadimos a lo anterior dos notas que serviran en el momento final de esta larga
demostracién. Uno, aqui la frontera es una curva diferenciable, pero lo mismo se
puede hacer si es diferenciable a trozos: la transversalidad en los vértices seria a



Leccion 19

El teorema de Gauss-Bonnet

En esta lecciéon obtenemos uno de los teoremas mas bellos de la geometria,
como se acepta de manera unanime. Veremos primero la version local, que requiere
el Umlaufstaz para superficies de la leccién 17, y después la version global, que
involucra el concepto puramente topoldgico de caracteristica de Euler. También
hay que utilizar los conceptos introducidos en la leccién anterior. Sélo con eso,
es decir, sélo con ser capaces de hacer entender bien el alcance del resultado,
considerariamos alcanzado un objetivo principal de este texto. La leccion termina
con algunas consecuencias del teorema, relacionando curvatura, convexidad y
topologia.

Sea S una superficie diferenciable. Empezamos con el teorema de Gauss-
Bonnet local:

Teorema 19.1. Sea K la curvatura de Gauss de la superficie S. Sea X C S una
region reqular simple contenida en el entorno coordenado W de una parametriza-
cion ortogonal ¢ : U — W C S. Sea « : [a,b] — S una parametrizacion positiva
por la longitud del arco de la frontera 0% de X'; denotamos por NGy, ..., B, sus
dngulos externos y por kq(s) su curvatura geodésica (definida a trozos). Entonces

/K+/ ds-27r—ZA9k

Demostracion. Calculemos la integral curvilinea de la curvatura geodésica. Si a =
S0 < 81 < ---< 8, =0b son los vértices de «, esa integral curvilinea es

Sk
=2

Por la férmula de 17.3, p. 237, tenemos
Sk ,
Zk /Sk_l / EG(G — Eyu))ds,
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20. Singularidades de campos tangentes 289

Fuente Sumidero

En ambos casos el origen es un punto singular aislado, y podemos calcular el
indice utilizando como regién regular simple un disco centrado en el origen, cuya
frontera se parametriza «(t) = (ecost,esent), 0 < ¢ < 27. Para la fuente es

() = £(X(a(t)), Y(a(t))) = (cost,sent),
la elevacién correspondiente 0(t) = t, y el indice
ind I = gr(y) = %(0(2%) —6(0)) = +1.

El sumidero tiene, contra lo que un juicio precipitado podria suponer, el mismo
indice. En efecto, para el sumidero

v(t) = (—cost,—sent) = (cos(m +t),sen(m +1t)) y O(t)=nm+t
(no 6(t) = —t), pues v(0) = (—1,0)), con lo que
ind(9,0)F = 5= (0(27) — 6(0)) = +1.
(2) Otros dos campos interesantes son la silla, x® — y¥, y la circulacion,

—y® + 2¥. La figura representa sus curvas integrales, que explican los nombres
elegidos.

Silla Circulacién



Leccion 21

El teorema de Poincaré-Hopf

Esta leccién ultima de nuestro texto estd dedicada a otro de esos teoremas
con nombre propio que explican los porqués profundos de una teoria. Es el teo-
rema de Poincaré-Hopf, que expresa la caracteristica de Euler de una superficie
mediante los indices de los puntos singulares de un campo tangente dado. Co-
mo ya hemos establecido el teorema de Gauss.Bonnet, que proporciona también
la caracteristica de Euler, podremos aplicarlo para obtener la férmula de Poin-
caré-Hopf. Terminaremos la leccién con una férmula similar en la que los campos
se sustituyen por funciones diferenciables. Senialemos que hay otras maneras de
presentar estos resultados, en las que es el teorema de Gauss-Bonnet el que se
deduce del de Poincaré-Hopf.

Sea S una superficie diferenciable. Empezamos con una férmula integral de
célculo del indice, que puede considerarse el teorema de Poincaré-Hopf local.

Proposicion 21.1. Sean F un campo tangente de la superficie S yp € S un punto
de S. Sea ¢ : U — W una parametrizacion ortogonal de un entorno abierto W
de p tal que F no tiene ninguin punto singular en W \ {p}. Sea ¥ C W una
region regular simple que contenga p en su interior y sea « : [a,b] — X una
parametrizacion positiva por la longitud del arco s de la frontera 0X de X, con
vértices a = sgp < $1 < -+ < 8, = b. Consideremos un campo tangente (no nulo)
G paralelo a lo largo de . Entonces

ind(7) = g [ K+ 337, (oulsn) = an(sin)),
donde o, : [Sk—1, k] — R es una determinacion del angulo de G a F o a.

Obsérvese que el enunciado anterior se aplica tanto si p es un punto singular
aislado como si es un punto regular.

Demostracion. Utilizaremos todas las notaciones introducidas para definir el indi-
ce, en particular, los campos ortonormales @, ¥ asociados a ¢, ¢,. Empecemos
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Simbolos

S CR3
p:U— S, W=pU)
dgp:R? -5 R3

gp(u, 7)) = (x(u, U)7 y(u7 v), Z(u7 U))

zu(q)  wo(q)
Jo(q)= (yu(q) yu(q))

zu(q)  2v(q)
o(u, v, w) = @(u,v)+(0,0,w)
(U x{0}) = «(U)
S=U; »i(Ui)
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S?ria? 42422 =1
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(cosu cos v, cos usen v, sen u)

x={_(u) cosv
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[0 eI = e S S L = = T T =~ = UL R O R UV
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