TRABAJO DE FIN DE GRADO, JULIO 2021

COHOMOLOGIA DE DE RHAM EN VARIEDADES

DEPARTAMENTO DE GEOMETRIA Y TOPOLOGIA
FACULTAD DE CIENCIAS MATEMATICAS7 UCM

DIRIGIDO POR JESUS M. RUIZ

PAULA CORDERO ENCINAR

RESUMEN. En este trabajo se estudia la cohomologia de de Rham en variedades dife-
renciables. Se realizard una presentacién extensa de la misma, con resultados como el
teorema de Mayer Vietoris, la invarianza topolégica de los grupos de cohomologia, la
relacion entre las cohomologias con y sin soporte compacto mediante la dualidad de
Poincaré y el teorema de Kiinneth que explora la cohomologia de variedades produc-
to. No olvidaremos las diversas aplicaciones de la teoria. De forma que calcularemos la
cohomologia de diferentes variedades, asi como el tltimo grupo de cohomologia y el de
grado 1 de manera general. También, se emplean las diversas herramientas para dar una
demostracion del teorema de Jordan-Brouwer y estudiar la caracteristica de Euler.
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ABSTRACT. In this work we study the de Rham cohomology on smooth manifolds. We
will exhibit a wide range of significant results, including the Mayer-Vietoris Theorem,
the topological invariance of the de Rham cohomology groups, the close relation between
the cohomologies with compact and non-compact support shown in the Poincaré duality
and the Kiinneth Theorem, which explores the cohomology of the product of two ma-
nifolds. This theory leads to important applications. We will compute the cohomology
groups of different manifolds, as well as the top cohomology group and the degree 1
group in a general case. Besides, the tools that we have developed are used to prove the
Jordan-Brouwer Theorem and to study the Euler characteristic.
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INTRODUCCION

El estudio de la cohomologia de de Rham se enmarca entre la topologia algebraica y
la topologia diferencial. Toma su nombre del matematico suizo Georges de Rham, quien
en 1931 probd el teorema de de Rham, identificando los grupos de cohomologia de de
Rham como invariantes topolégicos. Sin embargo, este resultado ya habia sido sugerido
por Henri Poincaré y Elie Cartan. La influencia del teorema de de Rham fue de particular
importancia en el desarrollo de la teoria de Hodge y la teoria de haces.

Los ladrillos de la cohomologia de de Rham son las formas diferenciales de una variedad.
La idea subayacente consiste en definir clases de equivalencia de formas cerradas en una
variedad de forma que dos formas cerradas definen la misma clase si su diferencia es

exacta. Esto induce una relacion de equivalencia que permitira definir los grupos de de
Rham.

En esta memoria, abordaremos la cohomologia de de Rham como continuaciéon de la
formacion recibida en la asignatura de Variedades Diferenciables. Los contenidos se es-
tructuran en 13 secciones.
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En la seccion 1, se revisan conceptos bésicos de variedades y se introducen algunos
resultados fundamentales sobre entornos tubulares y homotopia que seran clave en sec-
ciones posteriores. A continuacion, en la seccién 2, sentaremos las bases algebraicas para
la construccién posterior de la cohomologia.

Tras este marco de introduccién, se define en la siguiente seccion el concepto de gru-
po de cohomologia de de Rham como espacio cociente en una variedad. Con el fin de
proporcionar una herramienta para el calculo de los grupos de cohomologia, presentamos
en la seccién 4 el teorema de Mayer-Vietoris. Este resultado se basa en expresar la va-
riedad como unién finita de subvariedades abiertas con una cohomologia mas simple. La
sucesion de Mayer-Vietoris es valida para una gran variedad de teorias de cohomologia y
homologia, incluyendo la homologia simplicial y la cohomologia singular.

Parte de los resultados funtamentales del trabajo se presentan en la seccién 5, donde se
demuestra que los grupos de cohomologia de de Rham consituyen un invariante topolégico.
Es mas, comprobaremos algo més fuerte, ya que basta que dos variedades tengan el
mismo tipo de homotopia para tener la isomorfia en los grupos de cohomologia. Esto es
sorprendente, ya que la definicién de la cohomologia de de Rham parte de la estructura
diferenciable de la variedad. Asi mismo, se incluyen algunos resultados en relacion a la
finitud de los grupos de cohomologia.

En las secciones 6 y 7, se aprovechan las herramientas introducidas previamente para
calcular la cohomologia de diferentes variedades, y probar un resultado célebre como es
el teorema de separacién de Jordan-Brouwer.

Para poder ir mas alla en la exposicion, dedicamos la seccién 8 a desarrollar la coho-
mologia en el caso de soporte compacto. Es importante tener especial precaucion, puesto
que el andlogo de algunos teoremas previos no serd cierto en el caso de soporte compacto.

Lo siguiente consiste en mostrar dos casos en los cuales es posible calcular el grupo de
cohomologia de manera general: para grado méximo (seccién 9) y grado 1 (seccién 10). En
ambos casos, abordaremos el problema desde su relaciéon con la integral para variedades
orientadas y la integral de linea, respectivamente.

En la seccion 11, se desarrolla la dualidad de Poincaré explorando la intima relacién
entre los grupos de cohomologia con y sin soporte compacto. Por completitud, presentamos
en la seccion 12 la cohomologia del producto de variedades con el teorema de Kiinneth.
Para ello seguiremos un método de demostracion analogo a la dualidad de Poincaré, a
partir del lema de globalizacién, que se trata de un resultado puramente topoldgico.

La seccién que concluye el trabajo, se centra en la caracteristica de Euler. Aprovechando
todo lo anterior, obtenemos de manera sencilla diversos resultados para variedades con
cohomologia finito-dimensional.

1. PRELIMINARES

En esta secciéon recordaremos muy concisamente los conceptos y resultados basicos que
constituyen los pilares del trabajo. En su mayor parte han sido tratados en el Grado de
Matematicas, y de esta manera fijamos las notaciones.
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A. VARIEDADES DIFERENCIABLES.

Trabajamos con variedades sumergidas, ya que cualquier variedad M puede sumergirse
en un espacio afin, es decir, es difeomorfa a una variedad sumergida N C RP. Si no se
quiere estimar p el resultado es elemental salvo un poco de teoria de la dimensién por
recubrimientos en el caso no compacto. Més dificil es que se puede tomar p = 2dim M + 1
y de hecho p = 2dim M (teoremas de inmersion de Whitney). Recordemos la terminologia
habitual.

(1) Sea U C RP? un conjunto abierto. Una aplicacion f : U — RY se llama diferenciable si
todas sus derivadas parciales % existen y son continuas. En general, una aplicacion
f X — Y entre dos subconjuntos arbitrarios X C R? e Y C R? es diferenciable si cada
punto x € X tiene un entorno abierto U C RP al que f se extiende diferenciablemente.
Diremos que f: X — Y es un difeomorfismo si es biyectiva y tanto ella como su inversa

son diferenciables.

(2) Un conjunto M C RP se llama variedad diferenciable si cada punto = € M tiene un
entorno U C M difeomorfo a un abierto W de un espacio afin R™ o un semiespacio afin
cerrado H™ = {x; > 0}.

En consecuencia, una variedad tiene todas las propiedades locales de los semiespacios
afines (local compacidad, local conexién), y las propiedades globales que hereda del espacio
afin en que estd contenida (base numerable, topologia metrizable).

Un difeomorfismo concreto
0= (p1,-. . 0p)  W—=UCM

se denomina parametrizacion de M en x, mientras que el difeomorfismo inverso x =
(x1,...,%y) se llama sistema de coordenadas. Dados dos sistemas de coordenadas x,y el
difeomorfismo x o y~! es el cambio de coordenadas. La dimensién m es la dimensién de M
en z, y es localmente constante.

(3) El borde de una variedad M es el conjunto de los puntos = que corresponden a puntos
de la frontera del semiespacio por una parametrizacion. Esta definicién es consistente
porque los difeomorfismos de semiespacios conservan su frontera. El borde se denota OM,
es un subconjunto cerrado, y una variedad diferenciable sin borde de dimensién dim M —1.

(4) Sea M una variedad y {V,} un recubrimiento abierto de M. Por las buenas pro-
piedades topoldgicas de M, existe un atlas localmente finito y numerable {U;, x;} tal que
{U;} es un refinamiento de {V,} y x;(U;) = R™ para cada i.

(5) Sea M C RP una variedad y ¢ : W — U C M una parametrizacién en = € U.
El espacio vectorial T,M = imd -1,y C RP no depende de la parametrizacion, y se
denonima espacio tangente a M en x. Cada parametrizacién ¢ define la base {0/0%;|, =

dp(o(x))/0x;} de T, M.

B. FORMAS DIFERENCIALES.

Sea M una variedad diferenciable de dimensiéon m. En cada punto x de M tenemos el
espacio tangente T, M y las dlgebras AP(T, M) de formas alternadas de grado p > 0.
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(1) Una forma diferencial w de grado p de M es una aplicacion,

r = w, € NP(T,M).

El primer ejemplo es la diferencial df de una funciéon f : M — R, que en cada punto
es la derivada df, : T,M — R (definida como restriccién de cualquier extensién local
diferenciable de f).

Cualquier forma se expresa localmente en unas coordenadas dadas x; mediante una
formula
Wy = Z Wigooin (T)dKiy o A - NdRy, g
1<iy <--<ir<m
La forma es diferenciable silo son las funciones w;, ;. Siempre lo supondremos (probando-
lo si es necesario).

(2) El espacio vectorial de todas las formas diferenciales de grado p se denota ['?(M).
Para p = 0, T'°(M) denota el conjunto de funciones diferenciables f : M — R. La derivada,
de funciones induce una aplicacién d : T°(M) — T'' (M), que se extiende a formas de grado
arbitrario:

Proposicién 1.1. Eriste una tinica aplicacion lineal d : TP(M) — TPt (M), denominada
diferencial exterior, que cumple:

» Para p =0 es la diferencial de funciones.
= dod=0.
ndwAa)=duNa+ (—1)? wAda, donde p es el grado de w.

(3) Una forma w € I'’(M) se denomina ezacta cuando tiene primitiva, es decir, una
forma « tal que w = da. Se dice que w es cerrada si su diferencial es cero.

Tanto el conjunto de formas exactas, BP(M), como el de formas cerradas, ZF(M),
constituyen subespacios vectoriales de T?(M). Toda forma exacta es cerrada, es decir,

BP(M) C ZP(M)

(4) Sea f : M — N una aplicacién diferenciable. El pullback de f es la aplicacién lineal
f*:TP(N) — I'"(M) definida por

(frw)z(u, ... up) = Wi (da,f(ul), . ,dxf(up)).

Se verifica:

s ffwAa) = fHw) A f(a).

= Sig: N — P esotra funcién diferenciable (g o f)* = f* o g*.
L] Id* - Idrp(M).

w do f* = frod.

(5) La diferencial exterior de una forma con soporte compacto tiene también soporte
compacto, debido al caracter local de d. Por tanto, las formas diferenciales con soporte
compacto son un subespacio I'2(M) de I'’(M). Se denota BP(M) el subespacio de las
p-formas que poseen una primitiva con soporte compacto.

El pullback de una forma diferencial con soporte compacto no tiene por qué tener soporte
compacto, pero si lo tiene cuando f es propia (es decir, la preimagen de un compacto es
compacto). Asi, para aplicaciones propias f* : [?(N) — I'2(M) estd bien definido.
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C. ORIENTACION.

(1) Una orientacidn en un espacio vectorial E de dimensién finita m > 1 es una clase
de equivalencia de bases de E para la relacién: el determinante de la matriz de cambio
de base es positivo. La clase de una base B = {us,...,u;} se denota ¢ = [ug, ..., Up)
y diremos que B es positiva en (. Existen unicamente dos clases de equivalencia que
denominaremos opuestas, ¢ y —C.

(2) Una orientacion de una variedad M es una coleccion (y = {(, : © € M} de
orientaciones (, en cada espacio tangente T, M, tal que para cada punto x € M existe un
sistema de coordenadas x en un entorno U, que cumpla para todo y € U

0

y,...,axm

[Gixl }:Cy'

Y

Diremos que x es compatible con (y,. La variedad M sera orientable cuando exista alguna
orientacién (yy.

(3) Una variedad es orientable si y s6lo si tiene un atlas positivo, es decir, cuyos cambios
de coordenadas tengan todos determinantes jacobianos positivos.

Si la variedad M es conexa, fijada una orientacién (, en el espacio tangente T, M, para
todo x € M existe una cadena finita de abiertos difeomorfos a R™, luego dominios de
coordenadas y orientados, que conecta a con x. Si los cambios de coordenadas consecutivos
son positivos, (, se propaga a (, en T, M. Si (, es independiente de la cadena elegida,
entonces la orientacién (yy = {(,} estd completamente determinada. Y viceversa, si M es
no orientable, entonces hay dos posibilidades:

(i) Para algin = = b, no existe una cadena positiva que conecte a con b.

S *
| .

(ii) Para algun = = b, (;, depende de la cadena elegida.
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(4) Una variedad es orientable si y sélo si existe una forma diferencial de grado méximo
w nunca nula. Esto se debe a que dos expresiones locales de w difieren en un escalar, que
es precisamente el determinante jacobiano del cambio de coordenadas.

(5) Por tltimo, el borde de una variedad orientable es orientable, de la manera bien
conocida siguiente.

Sea ( una orientacién de la variedad M. Sea x € OM. Un vector u € T, M \ T, OM se
llama saliente si en unas coordenadas x en un entorno de x en el que x; > 0, se tiene
dyx(u) € {x1 < 0}. Con ese u definimos la orientacién 9¢, por la relacion ¢, = [u] & [0,].
Se demuestra que esta definicién no depende de las elecciones y que es consistente.

D. INTEGRACION.

La integral se define en variedades orientables para formas diferenciales con soporte
compacto.

(1) Sea U es un abierto de H™ y w = fdx; A-- - Adx,, con f nula fuera de un compacto.

/U /l/

donde la integral del segundo miembro es la integral de Riemann. En general, para M
una variedad orientada de dimensién m tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 1.2. FEzxiste una unica forma lineal

/M:FZ”(M)%R:wH/Mw

con la siguiente propiedad: Si w € ' (M) tiene soporte contenido en U, donde (U, x) es
un sistema de coordenadas de M, entonces [, w =€ [, (x7')*w . Donde e =1 six es

compatible con la orientacion y e = —1 en caso contrario.

Sea OM el borde de M con la orientacién inducida por M. La inclusién natural j :
OM < M induce la restriccién j* : TE(M) — T2(OM). Siw € ™ Y(M), j*w = wl|om
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es una forma diferencial de grado maximo de M, y podemos enunciar un resultado
fundamental:

Teorema 1.3 (Teorema de Stokes). Sea w € T (M), entonces w|gyy € TTHOM),

dw e T"™(M) y
/ dw —/ wlanm -
oM

Una consecuencia inmediata es que en una variedad M sin borde, la integral de una
forma diferencial exacta w € I'”*(M) es nula.

E. ENTORNOS TUBULARES.

A partir del fibrado normal de una variedad sin borde en el espacio afin que la contiene,
es posible construir los entornos tubulares de la variedad. La propiedad maés relevante
es que una variedad sin borde es retracto diferenciable de sus entornos tubulares. La
diferenciabilidad del retracto se pierde para variedades con borde.

Sea M C RP una variedad diferenciable de dimensién m. Para cada x € M denotamos
por N, M el complemento ortogonal de T, M en RP que llamaremos espacio normal. Sean

NM ={(z,u) e M xR?: ue Ny,M} C M xRPCRP XRP | v:(z,u) — x.
El par (NM, v) es el fibrado normal de M en RP, y es una variedad de dimension p.

Teorema 1.4 (Entornos tubulares). Sea M™ C RP una variedad diferenciable sin borde
y sea NM su fibrado normal. Entonces la aplicacion diferenciable

e: NM —RP: (x,u) = x+u

induce un difeomorfismo e|q : Q — W, de un entorno abierto ) de M x {0} en NM sobre
un entorno abierto W de M en RP.

Esto permite definir la retraccién diferenciable 7 : W — M por 7 = v|q o (e]g)~!. En
particular, M es cerrado en W. Ademaés, existe una aplicacién continua positivae : M — R
tal que

T={zeW: |lz=7(2)]] <e(n(2))}
es un entorno de M en RP localmente cerrado y la restriccién w|p : T — M es propia. Si
M es compacta, € se puede tomar constante.

F. HOMOTOPIA.

Con el objetivo de poder aplicar métodos diferenciales a problemas topolégicos debemos
recordar una serie de conceptos.

(1) Dos aplicaciones continuas fy, fi : X — Y son homdtopas si existe una aplicacién
continua
F: X x[0,1] Y :(z,t) = Fy(x)
tal que Fy = fo, F1 = f1. Denotaremos fy ~ f; y diremos que F' es una homotopia entre
fo v fi. La homotopia es una relacion de equivalencia.

Igualmente se consideran homotopias propias entre aplicaciones propias.
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(2) Dos espacios X e Y tienen el mismo tipo de homotopia si existen funciones continuas
fiX—=>Yyg:Y = Xtalesque fog~Idy ygo f~Idy.

(3) Sea X un espacio y A C X. Diremos que A es un retracto de X si existe una
aplicacién continua p : X — A, tal que p(a) = a para todo a € A.

(4) Un espacio X es contrdctil si Idx es hométopa a una constante o equivalentemente,
X tiene el mismo tipo de homotopia que un punto.

(5) El resultado fundamental que necesitaremos mas adelante es el siguiente:

Teorema 1.5. Sean M y N wvariedades diferenciables,

1. Toda aplicacion continua f : M — N es homotopa a una aplicacion diferenciable.

2. Sean fo, f1 : M — N dos aplicaciones diferenciables y homdtopas. Entonces lo son
por una homotopia diferenciable. Si fo, f1 son homadtopas por una homotopia relativa
a un conjunto cerrado A C M, entonces lo son por una homotopia diferenciable
relativa a A.

3. Toda aplicacion continua y propia, f : M — N, es propiamente homdtopa a una
aplicacion diferenciable.

4. Sean fo, f1 : M — N dos aplicaciones diferenciables, propias y homaotopas. Entonces
lo son por una homotopia diferenciable y propia.

2. COMPLEJOS DE COCADENAS

En esta seccion, presentamos una serie de definiciones algebraicas que aplicaremos pos-
teriormente en la construccién de la cohomologia de de Rham.

Una sucesion de espacios vectoriales y aplicaciones lineales

AL BS e
se dice ezacta cuando ker g = im f. Una sucesiéon A* = {AP dP},
1 drl dr drt1

(1) e AP D AP Dy APt Ty AP

de espacios vectoriales y aplicaciones lineales se llama complejo de cocadenas si dP™odP =
0 para todo p. Seréd ezacta si ker d?*! = imdP para todo p. Nétese que los indices son
crecientes. Si los indices fuesen decrecientes, se trataria de un complejo de cadenas.

Una sucesién exacta de la forma
0sALBS S0

se llama sucesion exacta corta. Esta definicion conlleva de forma implicita que f es inyec-
tiva, g es sobreyectiva y ker g = im f. Ademads, es inmediato que se cumple

dim B = dim A 4+ dim C.
Toda sucesién exacta de la forma (1), induce sucesiones exactas cortas
(2) 0 — imd"! — A, — imd” — 0.

Lema 2.1. Sea 0 = AL B % € = 0 una sucesion exacta corta de espacios vectoriales.
St A y C son de dimension finita entonces B también lo es. Ademds, B= A® C.
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Demostracién. Tomemos {a;} y {c;} bases de Ay C, respectivamente. Por ser g sobre-
yectiva, existe b; € B tal que f(b;) = ¢; para cada j. De forma que {f(a;),b;} constituye
una base de B: veamos que dicho conjunto es un sistema generador linealmente inde-
pendiente. Sea b € B, g(b) = Zj Ajc;. Luego, b — Zj Ajb; € kerg = im f. Por tanto,
b—>2;Abj = fla) = 32, @if(a;). Finalmente, probemos la independencia lineal. Sea
Yoioif(a;) + Zj Ajb; = 0 comprobemos que necesariamente todos los coeficientes son
nulos. Aplicando g, se sigue que Zj Aje; = 0, por ser {c;} base de C se tiene \; = 0
para todo j. Por tanto, queda ) .« f(a;) = 0, por ser f inyectiva y los {a;} linealmente
independientes. Concluimos que «; = 0 para todo 1. O]

Sea A* = Homg(A,R) el espacio vectorial dual de A. Obsérvese que si A Iy B % Ces
una sucesion exacta, entonces la sucesion dual

cr 4B LA
también lo es. Es claro que f' o g' = (go f)' = 0. Por otro lado, si ¢ € ker f' entonces
ker g = im f C ker ¢. Luego, ¥ € (im g)*, ¥(g(x)) = ¢(z) esta bien definido. Como todo
operador en im g se puede extender a una aplicacién lineal en todo C' (usando el lema de

. . . . . .z | . |
Zorn en el caso infinito dimensional) tenemos la inclusién ker f* C img'.

Lema 2.2 (Lema de los cinco). Sea el diagrama conmutativo

Ay s Ay 25 4 2
f1 f2 f3
i i

con filas exactas. Si f1, fa, fa, f5 son isomorfismos, entonces, también lo es fs.

N 4
7

2 3 4

Ay =2y A,
@ @
By, s A,

~
g

Demostracion. Comprobemos la inyectividad de f3. Sea x € Aj tal que f3(x) = 0. En-
tonces, fy 0 az(x) = P30 f3(xr) = 0, luego az(x) = 0 por la inyectividad de f;. De-
bido a la exactitud de la cadena superior, existe y € A, tal que © = as(y). Ahora
B2 o fo(y) = f3 0 as(y) = 0, por tanto, fo(y) € ker fo = im ;. Por la sobreyectividad de
fi1, existira z € A tal que fo(y) = 1o fi(2) = fo 0 ai(2), donde la dltima igualdad se
sigue de la conmutatividad. Finalmente, aplicando la inyectividad de f2, y = «a;(2). Por
tanto, = ay 0 ag(z) = 0 por la exactitud.

Analogamente para la sobreyectividad, sea x € Bs. Por ser f; sobreyectiva, existe
y € Ay tal que B3(z) = fi(y). Entonces, f5 0 au(y) = Bao fi(y) = Bao Bs(z) = 0.
Luego, ay(y) = 0, que por exactitud conduce a y = «as(z) para cierto z € As. Ahora,
Bz o f3(2) = faoas(z) = fi(y) = Bs(x), esto es f3(2) — x € ker B3 = im 5. Sea k € By
tal que fo(k) = f3(z) — x. Por la sobreyectividad de fo, & = fo(u) con u € Ay y por
conmutatividad f3 o as(u) = B2 0 fo(u) = f3(2) — x. Lo que concluye, x = f3(z — as(u)).

]
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Definicién 2.3. Sea A* = {AP d’} un complejo de cocadenas. El p-ésimo grupo (vecto-
rial) de cohomologia de A* es:

HP(A*) = ker d? /im dP~.

Los elementos de ker dP se llaman cociclos, los de im dP~! cobordes, y los de HP(A*) clases
de cohomologia.

Observamos que dado un complejo de cocadenas A*, tenemos sucesiones exactas cortas
0 — kerd” - A? — imd” — 0.
Luego, tomando cocientes construimos las sucesiones exactas
0— HP(A*) — A?/imd’~! — imd? — 0.
Lema 2.4. Sean A* y B* complejos de cadenas. Se cumple
HP(A*® B*) = HP(A*) @ H?(B").
Demostracion. Es inmediato que
ker (dp t AP @ BP — APt g Bp+1) = ker (dp AP — ApH) @ ker (dp : BY — BPH),
i (1 AP @ B AP BY) = im (P AP AP) @ im (@ B BY),

lo que prueba el resultado. [

Un morfismo f : A* — B* entre complejos de cocadenas es una familia de aplicaciones
lineales f? : AP — BP| tales que di o fP = fP*! o d". El siguiente diagrama conmutativo
expresa esto:

y AL AN qp A0y el

lfp—l lfﬁ lfp-&-l

1 ! v
- — Brl > BP y AP ——

En adelante, simplificaremos superindices en la notacién, salvo para evitar confusiones.

Comprobamos a continuacion que los morfismos f : A* — B* inducen de forma natural
otros: HP(A*) — HP(B*).

Proposicién 2.5. El morfismo f : A* — B* induce aplicaciones lineales,
[ HP(AY) = HP(B),  la] = [f(a)].

Demostracion. Si a € AP es un cociclo, entonces d o f(a) = f od(a) = 0. Luego, f(a) es
un cociclo. Si a = d(a) es un coborde, entonces f(a) = fod(a) = do f(a), con lo que
f(a) también es un coborde. Por tanto, f transforma cociclos en cociclos y cobordes en
cobordes. Naturalmente, definimos la aplicacién f inducida en los grupos de cohomologia:

flal =1[f(a)],  la] € H"(A),
donde a es un cociclo. Veamos que no depende del representante de la clase de cohomologia

elegido. Sea @’ = a+ d(a), entonces [f(a’)] = [f(a) + fod(a)] = [f(a) +do f(a)] = [f(a)].
Luego, f : HP(A*) — HP(B*) estd bien definida. O]
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Para terminar esta seccién, introducimos una serie de resultados relativos a sucesiones
de complejos de cocadenas que podremos extender a variedades y nos seran de gran
utilidad para demostrar el Teorema de Mayer-Vietoris.

La sucesién de complejos de cocadenas
0= AL B %o
es exacta corta si para todo p la sucesién 0 — AP JoBr % 0P 5010 es.

Definicién 2.6. Sea 0 — A* L B* % O —5 0 una sucesién exacta corta de complejos
de cocadenas. Definimos
o« HP(C*) — HPTH(AY)

como la aplicacién lineal dada por

La definicién anterior establece que para todo b € g~1(c) se tiene que d(b) € im f y
que el elemento a € AP tal que f(a) = d(b) es un cociclo. Ademds, también afirma
que la clase de cohomologia [a] € HPT1(A*) es independiente de la eleccién de b € g~(c).
Sin embargo, esto no es evidente ya que los morfismos f y ¢ no son necesariamente
biyecciones. Explicamos, a continuacién, este abuso de notacién comprobando que 0*
estd bien definida. Para ello es necesario demostrar las siguientes afirmaciones implicitas
en la definicién anterior. Sea [c] € HP(C*),

1. Si b € B? cumple ¢g(b) = cy d(c) = 0. Entonces, d(b) € im f.

Demostracion. god(b) = dog(b) = d(c) = 0, lo que prueba que d(b) € ker g = im f.
0J

2. Sia € AP tal que f(a) = d(b). Se tiene d(a) = 0.
Demostracion. Por la inyectividad de f, basta comprobar f o d(a) = 0. Lo que se

sigue de las propiedades de d, fod(a) =do f(a) =dod(b) =0. O

3. Sean b; € BP con g(b)) = g(by) = ¢, y a; € AP™! con f(a;) = d(b;). Entonces,
ja1] = [az] € HP#(A°)
Demostracion. Como by — by € kerg = im f, existe a € AP tal que f(a) = by — by.
Luego, fod(a) = do f(a) = d(by) — d(by) = f(a; — az). Por ser f inyectiva,
a; = ay + d(a). Concluimos por 2. que [a;] = [asg]. O

Teorema 2.7 (Sucesion exacta larga de cohomologia). Sea 0 — AP Lpr % or o0
una sucesion exacta de complejos de cocadenas. Entonces, la sucesion

oo HP(AN L Hr(BY) S Hr(0) S oA L o (B - -

es exacta.

Dividiremos la demostracion en tres pasos que trataremos como lemas separados.
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Lema 2.8. Para una sucesion exacta corta de complejos de cocadenas, la sucesion
H?(A%) & HP(B*) & HP(C*)

es exacta.

Demostracion. Se sigue de la exactitud de la sucesion corta, que go f =0 : AP — CP. En
efecto, si [a] € HP(A*)

go fla] = glf(a)] = [go fa)] = 0.
Reciprocamente, supongamos que [b] € HP(B*) cumple g[b] = 0. Entonces, g(b) = d(c) con

c € CP~L. Por hipétesis, g : B? — CP es sobreyectiva para todo p, luego existe b € BP~! tal

que g(b) = c. Por tanto, 0 = g(b) —d(c) = g(b) —dog(b) = g(b) —god(b) = g(b—d(b)). Por
formar f y g una sucesién exacta, existe a € AP tal que f(a) = b—d(b). Si a es un p-cociclo,

entonces define una clase de cohomologia [a] € HP(A*) y se verifica f[a] = [b—d(b)] = [b],
probando la exactitud de la cadena del enunciado. Por tanto, para concluir veamos que
a es un cociclo. Por la inyectividad de f : A? — BP para todo p, basta comprobar que
fod(a) =0. Teniendo en cuenta que b es un cociclo y aplicando las propiedades de d:

fod(a)=do f(a) = d(b— d(b)) = d(b) = 0,

hemos terminado. 0

Lema 2.9. La sucesion H?(B*) % HP(C*) z, HPTL(A*) es ezacta.

Demostracion. Sea [b] € HP(B*), entonces 0% o g[b] = 9*[g(b)] = [f~'(d(b))] = 0. Recipro-
camente, supongamos [c] € HP(C*) con 0*[c] = 0. Por ser g : B? — C? sobreyectiva para
todo p, elegimos b € BP tal que g(b) = c. Por otro lado, como

0=0"c] = [f(dlg™ ()] = [£7(d(¥))]
se sigue que existe a € AP, tal que d(b) = fod(a). Luego, d(b— f(a)) =0y g(b— f(a)) =
g(b) = ¢, ya que go f = 0. Lo que concluye, g[b — f(a)] = [¢]. O
Lema 2.10. La sucesion H?(C*) z, HPHL(A%) ER HP™(B*) es exacta.

Demostracion. Sea [¢] € HP(C*), tenemos f o 0*[c] = [d(b)] = 0, donde g(b) = ¢,

por definicion de 9*. Recipocamente, tomamos [a] € HP™(A*) tal que fla] = 0. Lo
que equivale a f(a) = d(b) para cierto b € BP. Entonces, g(b) es un cociclo pues
dog(b) =god(b)=go f(a)=0.Y cumple 0"[g(b)] = [a]. O

Esto concluye la demostracion del Teorema 2.7.

Definicién 2.11. Dos morfismos f,g : A* — B* son homdtopos si existe una aplicacion
lineal s : AP — BP~! tal que

dos+sod=f—qg: AP - BP

para todo p. Diremos que s es un operador de homotopia.
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Lema 2.12. Dados dos morfismos homdtopos f,qg : A* — B*, se cumple:
f=g:HP(A") — HP(B").

Demostracion. Sea [a] € HP(A*)

(f —9)lal = [f(a) = g(a)] = [(d o s + s od)(a)] = [(s o d)(a)] = [s(d(a))] = 0.

3. FORMAS DIFERENCIALES Y COHOMOLOGIA

En esta seccién, definimos la cohomologia de de Rham de una variedad a partir de
los espacios de formas diferenciales I'’(M). Veremos, también, que los pullbacks inducen
aplicaciones entre grupos de cohomologia.

Del teorema de la diferencial exterior, se deduce que la sucesion I'*(M) = {T'?(M), d"}
es un complejo de cocadenas.
Definiciéon 3.1. El p-ésimo grupo de cohomologia de de Rham es el espacio cociente
: 1
HP(M) = lfer(d :TP(M) — TPt (M))
im(d : T'P=Y(M) — I'P(M))

De hecho, HP(M) es un espacio vectorial real, y su dimensién b, se denomina p-ésimo
numero de Betti de M.

Podemos definir un producto bilineal, asociativo y anticonmutativo
HP(M) x HY(M) — HP*(M),
imponiendo [w;] A [wa] = [w1 A ws]. Comprobamos que esté bien definido:

(w1 +dm) A (we + dng) = wy Aws +dny A ws +wi Adng + dng A dng
=wi; Awa +d(m Aws + (=1)Pwi Ang +m1 A dn).

Por lo tanto, H*(M) es un algebra.

Las aplicaciones diferenciables inducen morfismos sobre los complejos de cocadenas
asociados a las formas diferenciales de una variedad. Luego, por la proposicién 2.5 el
morfismo f* induce otro que denotaremos igual f* : HP(N) — HP(M) y cumplirdn
propiedades analogas a las de los pullbacks:

= (] Awa]) = frlwn] A frlws].
= (go f) = frog": H'(P) — H"(M).
» SiId es la identidad en M, entonces Id* es la identidad en HP(M).

Esto nos permite extraer los siguientes resultados:
Corolario 3.2. Para cualquier p > 0, tenemos un funtor contravariante H* de la cate-

goria de variedades diferenciables y funciones diferenciables a la categoria de los espacios
vectoriales reales.
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En particular, cohomologias de de Rham de dos variedades diferenciables difeomorfas
son isomorfas.

Conviene también, particularizar otro resultado de la seccién 1 para el caso de varieda-
des. Sean M, N y L variedades diferenciables y sean f : N — M, g : L — N aplicaciones
diferenciables.

Teorema 3.3 (Sucesién exacta larga de cohomologia). Sea 0 — I'P(M) EAN I'’(N) 7,
I'’(L) — 0 una sucesion exacta de complejos de cocadenas. Entonces, la sucesion

s HYOM) D HY N S L) S g D HPY(N) - -

es exacta.

Asi mismo, la definicion de morfismos hométopos se extiende a los pullbacks.

Por 1ultimo, establecemos un resultado que nos permira calcular el grupo de cohomologia
de una variedad para p = 0.

Proposicién 3.4. Sea M una variedad diferenciable. El grupo H°(M) es el espacio de
funciones constantes en cada componente conexa. Por tanto, dim H°(M) es igual al nime-
ro de componentes coneras.

Demostracién. El grupo de cohomologia H°(M) es el niicleo de la diferencial de funciones,
d:C®(M,R) — T'Y(M). Esto es, se trata del espacio vectorial de las aplicaciones dife-

renciables tales que df = 0. Esto significa que f es constante en cada componente conexa.
OJ

4. SUCESION DE MAYER-VIETORIS

En esta seccion, probaremos el teorema de Mayer-Vietoris que servira para calcular los
grupos de cohomologia de de Rham de diferentes variedades, expresandolas como union
de subvariedades abiertas con una cohomologia més simple.

Sea M una variedad diferenciable y sean U; y Uy abiertos de M tales que M = U; U Us.
Tenemos las inclusiones que se muestran en el siguiente diagrama:

Uy
Ui nNU, M

X
Uz

que inducen pullbacks en los espacios de formas diferenciales de cada variedad:
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(

(U,
2N,
TP (M) I'P(Uy N Us)
TP (Uy)

(

Estos a su vez inducen aplicaciones entre los grupos de cohomologia.

Teorema 4.1. Sean Uy y Uy abiertos de una variedad diferenciable M cuya union sea la
variedad. Parav = 1,2, sean i, y j, las inclusiones consideradas en el diagrama anterior.
Entonces, la sucesion

0 — I?(M) 5 TP (Uy) @ TP (U,) L5 TP(U, N UL) — 0
es exacta, donde

Pw) = (11(w), (W) = (W], wWlen) , JP(wr,wa) = Ji(wr) = Ja(wa).

Demostracion. Comenzamos probando que I? es inyectiva. Seaw € I'P(M), tal que IP(w) =
0, por tanto, ij(w) = i3(w) = 0. Sean x; sistemas de coordenadas cuyos dominios W;
recubran M. Podemos elegir los abiertos W; tales que W; C U; o W; C U,. Tomemos W,
podemos suponer por lo anterior, que W; C U;. Entonces, escribimos w|w, en coordenadas
locales como

wlw, = Z Jiryiy dXiy N - Ndxg, = Z frdxk.

1<i <...<ip<m K

Puesto que W; C Uy, se sigue que w|w, = i}(w)|w, = 0. Luego, w|w, = D5 frdxx =0
si y sélo si fx = 0 para todo K. Entonces, tenemos que w|y, = 0 para todo i. Como los
conjuntos W; constituyen un recubrimiento por abiertos de M concluimos que w = 0.

Pasamos a probar que ker J? = im [?.
JP o IP(w) = jiii(w) — Jaiz(w) = (i 0 j1)"(w) — (i2 © j2)"(w) = wlv,rv, — WloAv, =0

Luego, im I? C ker JP. Para demostrar el contenido inverso tomamos dos p-formas dife-
renciales w, € I'?(M), v = 1,2 tales que JP(wy,ws) = 0. Luego, w1 |v,nv, = w2l|v,nu,, de
forma que podemos definir

{wh ZEEUl,
w =

Wy, T € Us.
Veamos que w es diferenciable. Sea W; un recubrimiento por abiertos de M. Si W; C Uy \Us
o W; C Us\Uj es claro que wlyy, es diferenciable por serlo w,, v = 1,2. Si W;N(UNU3) # 0,
podemos escribir en coordenadas

wilw, =Y.k [xdxk,

walw, =D g IrdxK.
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Como w1|y,nu, = Welvynu, se sigue que fx(x) = gk (x) para x € U; N Us. Definiendo la
funcion diferenciable h : W; — R

) fx, zelU,
hK(x){ gk, ¥ € Us.

Tenemos que w|w, = >, hxdxk es diferenciable. Por tanto, se tiene que w € I'’(M) y
IP(w) = (wy,ws).

Finalmente, veamos que J? es sobreyectiva. Para ello, como M = U; U U,, tomamos
una particién diferenciable de la unidad 6y, 6, subordinada a Uy, U,. Sea « € TP(U; NUsy),
veamos que existen wy, wy tales que JP(wi,wy) = . Para ello usamos las funciones 6;

para extender « a los abiertos U;. El soporte de s, sop,, 02 = {x € M| 6(x) # 0}, cumple
sopys(02) N Uy € Uy N Uy, podemos definir w; € I'?(U;) como

. 92@, x € U1 N UQ,
1710 zel; \ sop,,(2).

Andlogamente, definimos wy € I'P(Us) como

o — —01047 zelUN UQ,
2710, x € Uy \ sop,(6h).

Con esta eleccion, tenemos que JP (w1, ws) = faar+ 6010 = v, obteniendo la sobreyectividad
de JP. O

En la notacién del teorema anterior, es claro que, [Pod =do [Py JPod = do JP. Por
lo tanto, son morfismos.

I:T*(M) — T*(U;) @ I*(Uy),
J:THU) @ T*(Uy) — T* (U, N UY).

Luego el teorema 4.1 proporciona una sucesion exacta de complejos de cocadenas. A
partir del teorema 3.3, obtenemos una sucesion exacta larga de grupos de cohomologia.
Finalmente, el lema 2.4 concluye

HP(I*(Uy) @ I (U2)) = HP(I™(Uh)) © HP(I™(Uz)) = H?(Uy) © H?(Us),
y obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.2 (Mayer-Vietoris). Sea M una variedad diferenciable, y sean Uy, Uy abiertos
de M tales que M = Uy U Us. Entonces, la siguiente sucesion es exacta:

oo HP M) S BHY(UY) @ HY(Us) S HY(U N UR) L5 HPPY (M) — -+ -
donde
I*([w]) = (i), i3[w]) = (wlen], Wlws]) T (i), [wa]) = j7[wr] — d3[wa].

Observacion 4.3. Sea [w] € HP(U;NU,), calculemos 0*[w] € H?(U; UU,). Consideremos
una particién de la unidad {6,6,} subordinada al recubrimiento {U;,U,} de Uy U Us.
Entonces, J?(0w|y,, —01w|y,) = w. Puesto que w es cerrada se cumple que
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Ademas, df; + df; = 0 en Uy U Us. Luego, dfy AN w = —df; Aw en U; U U, y sop(dfa A
w), sop(df; A w) C Uy N Us. Por lo tanto, tenemos

O*w] = [dby N w] = —[df A w] .
Corolario 4.4. §i los abiertos Uy, Uy son disjuntos, entonces
I HP(M) = Hp(Ul U UQ) — Hp(Ul) D Hp(UQ)
es un isomorfismo.
Corolario 4.5. Sea (U,)aca una familia de abiertos de M disjuntos dos a dos y U su
union. Entonces
HY(U) — [ H"(Ua)

es un isomorfismo.

5. HoMoOTOPiA

En esta seccién, obtenemos que los grupos de cohomologia de de Rham constituyen un
invariante topoldgico. Aun més, dos variedades con el mismo tipo de homotopia tienen
grupos de de Rham isomorfos.

La clave para demostrar la invarianza por homotopia consistirda en la construccién de
un operador de homotopia (definicién 2.11).

Lema 5.1. Sea M una variedad diferenciable de dimension m. Para todot € R definimos
la aplicacion diferenciable,
i M—>MxR, z(xt).

Entonces, los morfismos inducidos ij,1; : I'"(M x R) — I'(M) son homdtopos.

Demostracion. La demostracion se reduce a construir un operador lineal s : I'?(M xR) —
P~1(M) tal que
dos+sod=1] —1.
Para poder definir dicho operador resultara esencial entender la expresion local de una
forma diferencial w € I'’(M x R). Sea (U;,x;) un atlas de M y 7 : M x R — M una
proyeccién. Entonces, (77 '(U;), (x;,Idg)) son un atlas de M x R. Para cada z € M
identificamos el espacio tangente T(, ) (M x R) con la suma directa T, M ®R. Sea (z,t) €
M x R, podemos elegir un abierto 7 '(U;) tal que (z,t) € 7 !(U;), entonces tenemos la
siguiente base de AP(T, M & R):
(Ao N AN dXia,) (2.0 1<y <...<a,<m,
(dt VAN dXi’gl VAN dXi,Bpfl)(z,t% 1< 61 < ... < 5p71 <m.
En consecuencia, dada w € I'’(M x R) podemos escribir w|,-1(y,) en coordenadas locales
como

w|7|'_1(Ui) = Z ha(x7 t)dxi7a1 JANKIIRIAN dxi,ap + Zgg(x, t)dt A dxwl A A dxi,ﬁp,1
« B

= Z ho(x,t)dx; o + Z gp(x, t)dt A dx; .
a 5
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Donde h, y gs son funciones C*°(M x R, R). Luego, pasamos a definir el operador s,

1
(SW)x(Xl,...,Xp_l):/O Wz, )(at,Xl,...,Xp_l)dt.

Debido a la linealidad de la integral, el operador s es claramente lineal. Veamos que cumple
la condicién do s+ sod = 1] — 1. Por el cardcter local de la definicién, basta comprobarlo
para w; = w|x-1(y,). Utilizando su expresién en coordenadas locales junto con la linealidad
de s tenemos que

1
(swi) (X1, ..., Xp_1) :Z/ ha (2, 8)d%i 0, A A dxia, (2, X1, ..., Xpo1) dt
N 0

1
+ Z/ gg(zl:,t)dt/\dxlﬁl N /\dxi,ﬁpfl(aleV .. 7Xp71) dt
0
ZZ/ ga(@.t) dxip (X, X, 1) di
8 0
=3 ([ gt dt) dnia (X X0)
B

1
0
Entonces, podemos afirmar que

(3) Swi = Z (/0 gs(z,t) dt) dx; 3.

B

Debido a la linealidad de la diferencial exterior, d conmuta con el sumatorio en 5. Apli-
cando las propiedades de la diferencial exterior junto con el teorema de derivacién bajo
el signo integral, tenemos

1
d(sw;) Zd / gs(z,t) dt) Adx; 5 = Z Iz, / gs(z,t) dt)dx; ; A dx; g

9] t)
_ Z / 05T D) 4 s A s 5
0o Oz
con 1 < 7 < m. Por otro lado, calculamos dw;:

Oha(z,1) v1) Dgs(z, )
d(x)z:gTdt/\d za—l—ZaT”dxi,jAdxi,a_;fthdXZJ/\dxzﬁ
Utilizando la ecuacion (3), es inmediato obtener s(dw;),

s(dw;) =Y (/ % dt)ds;o — Y (/ 9gp(2, 1) dt)dxi ; A dx; .

ox; ;
0 B:] 0 2,7

Comparando esta expresién con la obtenida para d(sw;), concluimos que

1
d(swi)+s(dwi):Z(/0 %dt dx; 0 = Zh (2,1)dx; o — Zh (z,0)dx; o

(67

= iy (wi) — dg(wi).
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En la ultima igualdad, se ha usado la linealidad del pullback junto con su conmutativi-
dad con la diferencial exterior. Por tanto, podemos afirmar que los morfismos ij, 7] son
hométopos. O

Observaciéon 5.2. Del lema 2.12, deducimos que los morfismos inducidos en los grupos
de cohomologia de de Rham coinciden, i =i} : H?(M x R) — H?(M).

Este resultado nos permitira extraer una serie de consecuencias que recogemos a conti-
nuacion.

Teorema 5.3. Sean f,g: M — N aplicaciones diferenciables homdétopas. Entonces, los
morfismos inducidos

frgt  TH(N) = IT(M)
son homdtopos, y f* =g* : H*(N) — H*(M).

Demostracion. Por el teorema 1.5, existe una homotopia diferenciable G : M x [0, 1] — N.
Para poder extenderla a una homotopia F' : M x R — N tal que F oig = f(z) y
F oiy; = g(z), tomamos una funcién diferenciable meseta ¢ : R — [0, 1] con ¢(t) = 0 para
t <1/3y ¢(t) =1 parat > 2/3. Definimos

F:MxR—= N, F(x,t) = G(x, ¢(t)),
y observamos que F(x,t) = f(x) parat < 1/3y F(x,t) = g(x) para t > 2/3. De forma
que F' es la homotopia diferenciable buscada.

Entonces, tenemos el morfismo F* : T?(N) — I'’(M x R), el cual conmuta con la dife-
rencial exterior. Componiendo con el operador s del lema anterior, tenemos el morfismo,
S =soF*:T?(N)— I'"!(M). Veamos que se trata de un operador de homotopia para

Iyg.
doS+Sod=(dos)oF*"+soF od=(dos)oF*+ (sod)oF~
=(dos+sod)oF*=ijoF* —ijoF"=g" — f".
0J

En el teorema anterior, nos hemos restringido a funciones f, g diferenciables. Sin embar-
go, podemos relajar esta condicion para poder aplicar el resultado a funciones continuas.
Por el teorema 1.5, si ¢ : M — N es una funcién continua existe una funcién diferenciable
f+ M — N tal que f ~ ¢. Entonces, por ser la homotopia una relacién de equivalencia
y por el teorema anterior, f*: H*(N) — H*(M) estd univocamente determinada por ¢ y
no depende de la eleccion de f. Luego, podemos introducir la siguiente definicion.

Definicién 5.4. Sea ¢ : M — N una funcién continua entre variedades diferenciables.
Definimos la aplicacién lineal

¢" = f*+ H'(N) = H"(M)
para cualquier funcién f diferenciable homotopa a .

Teorema 5.5. Sean M, N y L variedades diferenciables y p € Z.
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1. Sean ¢g, p1 : M — N aplicaciones continuas y homotopas. Entonces
¢ = @1+ HP(N) — H"(M).

2. Si¢p: M — Nyt : N — L son aplicaciones continuas, entonces (od)* = ¢p*orh* :
HP(L) — HP(M).

3. (Invarianza homotdpica) St M y N tienen el mismo tipo de homotopia, entonces
HP(N) = HP(M). Esto ocurre en particular si M y N son homeomorfas, o si M
es retracto de deformacion de N.

Demostracion. El teorema 1.5 nos garantiza la existencia de funciones diferenciables
fo,fi + M — N tales que ¢, ~ f,, con v = 0,1. Teniendo en cuenta que la ho-
motopia es una relaciéon de equivalencia, aplicamos el teorema anterior a fy yv fi. Por
tanto, f& = fy : HP(N) — HP(M). El resultado de 1. se sigue de la definicién de
¢« HP(N) — HP(M). Para el apartado 2., elegimos aplicaciones diferenciables f y
g tales que f ~ ¢ v g ~ 1. Por tanto, g o f ~ 1 o ¢. Resulta ahora evidente que
(Yoo@) = (go f) = ffog" = ¢*ot*. Finalmente, si M y N tienen el mismo tipo
homotdépico existen aplicaciones continuas f: M — Ny g: N — M tales que fog ~ Idy
y go f ~Idx. Del apartado previo se deduce que f*: H?(N) — HP(M) es la inversa de
g* y, por tanto, un isomorfismo. [

Como senalamos en la introduccién, que los grupos de de Rham solo dependan del tipo
de homotopia es sorprendente, ya que su definicién esta ligada a la estructura diferenciable
y a priori no existen indicios para afirmar que diferentes estructuras diferenciables en una
misma variedad topoldgica den lugar a los mismos grupos de de Rham.

Teorema 5.6 (Lema de Poincaré). Si M es una variedad contrdctil, entonces HP(M) = 0
parap > 1y H' (M) =TR.

Demostracion. Al ser M contréctil, tiene el mismo tipo de homotopia que un punto *.
La invarianza por homotopia de los grupos de cohomologia de de Rham, afirma que
HP(M) = HP(x). Evidentemente, H°(x) = Ry HP(x) = 0 para p > 1. O

Antes de concluir esta seccién, incluimos un par de resultados destacables sobre la
finitud de los grupos de cohomologia.

Teorema 5.7. Sean Uy, ..., U, C R™ abiertos convexos y U = Uy U --- U U,. Entonces,
H?(U) tiene dimension finita.

Demostracion. Observemos que la convexidad se conserva por interseccion y los convexos
son contractiles.

Procedemos por induccion sobre el niimero de abiertos convexos. Si r = 1 la afirmacion
se sigue del Lema de Poincaré. Supuesto cierto para r—1, consideramos V' = U;U- - -UU,_.
Por el Teorema de Mayer-Vietoris tenemos la sucesién exacta

J*

s VAU S HU)S BV e HYU) L HY(VNT,) — -
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donde VNU, =(U;NU)U---U (U,—1 NU,) es unién de r — 1 abiertos convexos. Por la
hipétesis de induccion V' y V N U, cumplen el teorema. Ahora, del lema 2.1 junto con la
ecuacion (2) se sigue que

HP(U) 2 im 0" ®imI*
con dimimo* < dim H?(V N U,) y dimim [* < dim H?(V') & H?(U,). Lo que concluye
que HP(U) es finito dimensional. O

Teorema 5.8. Si M™ es una variedad compacta sin borde, HP(M) es de dimension finita.

Demostracién. Consideramos la variedad M™ inmersa en R™* y elegimos un entorno
tubular W. Por ser M compacta existe un conjunto finito de bolas abiertas Uy, ..., U, en
R™* cuya uniéon U = Uy U - - - U U, satisface M C U C W.

Considerando la inclusién i : M < U y la retracciéon 7 : W — M, se cumple 7|y 0@ =
Id,;. Luego,
i*omly =1dy, « HP(M) — HP(M).
En consecuencia, i* : HP(U) — HP(M) es sobreyectiva y dim H?(M) < dim HP(U) <
00, donde la tultima desigualdad se sigue del teorema anterior.
OJ

Conviene observar que este argumento es valido si M no tiene borde. Si hay borde es
necesario usar collares en lugar de entornos tubulares, tema que no desarrollamos en esta
memoria.

6. CALCULO DE GRUPOS DE COHOMOLOGIA

Con las herramientas introducidas podemos calcular los grupos de cohomologia de al-
gunas variedades.

La cohomologia de R™ y D™ se obtiene del lema de Poincaré: HO = R y HP = 0 si
p= 1

Proposicién 6.1. Sea A un conjunto cerrado arbitrario de R™ tal que A # R™, entonces
existen isomorfismos

HPH(R™\ A x {0}) = HP(R™\ A)  parap>1,
HY(R™\ A x {0}) = H'(R™\ A)/R
HO(R™1\ A x {0}) =R.

Demostracién. Definimos los subespacios abiertos de R = R™ x R,
Uy =R™x (0,00) U(R™\ A) x (—1,00) ,
Uy =R" x (—00,0) U (R™\ A) x (—00,1) .

Entonces, Uy UUs = R™™M\ A x {0} y Uy NU; = (R™\ A) x (—1,1). Veamos que U;
es contractil. Sea ¢ : Uy — Uy con ¢(x1,...,xp41) = (T1,...,Tp, Tpe1 + 1), para todo
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x € Uy, tanto el segmento que une x con ¢(x) como el que une ¢(x) con un punto fijo en
R™ x (0,00) estan contenidos en U;. Por tanto, existen homotopias Idy, ~ ¢ y ¢ ~ cte.
lo que prueba la contractibilidad de U;. Andlogamente, se obtiene que Us; es contractil.
Luego, sus grupos de cohomologia vienen dados por el lema de Poincaré.

Como la proyeccién pr : Uy NU; — (R™\ A) x {0} es un retracto de deformacién,
entonces, Uy NUy y (R™\ A) x {0} 2 R™\ A tienen el mismo tipo de homotopia. Luego,
sus grupos de cohomologia son isomorfos. Por otro lado, al ser U; y Us contréactiles la
sucesion de Mayer-Vietoris

HP(Uy) @ HP(Uy) — HP(Uy N Us) S5 HPP(R™\ A x {0}) — HPTH(Uy) & HPYL(Uy)
nos da que 0* es un isomorfismo para p > 1. Que junto con lo anterior nos permite afirmar
que HPTHY(R™\ A x {0}) = HP(R™\ A) para p > 1.

Consideremos ahora la sucesion exacta

0 — HOR™MN\Ax{0}) 5 HO(U)@H(Uy) L5 HO(U,NU,) L5 HY(R™M\Ax{0}) =0 .

Donde H°(U,) & H®(Us) esté formado por pares de funciones constantes (cy, ¢2). Haciendo
actuar J* tenemos J*(cq, cy) = ¢ — ¢a, es decir, im J* = R. De la exactitud de la sucesién

ker0* =imJ* =R.
Al ser 0* sobreyectivo, obtenemos el segundo isomorfismo del enunciado
HYR™N\ A x {0}) 2 HY (U, NU,)/ ker 0" = H(R™\ A)/R .

La tltima afirmacién del enunciado se sigue de la conexiéon de R™\ A x {0}. O

Corolario 6.2. Para m > 2,

fﬁ@m\wnz{f el

en caso contrario .

Mientras que,

}V®\ND:{? el

en caso contrario .
Ejemplo 6.3. S™! es retracto de deformacién de R™ \ {0} via la aplicacién
x
pZRm\{O}—)Sm_l, fE)—)W
x

Luego ambas variedades tienen el mismo tipo de homotopia y, en consecuencia, sus grupos
de de Rham son isomorfos. Por lo tanto,

R sip=0,
HP(S™) =40 0<p<m,
R sip=m.

A su vez, por ser la banda de Mobius retracto de deformacién de S! conocemos también
sus grupos de cohomologia.
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A continuacién, calculamos los grupos de cohomologia del espacio proyectivo real de

[

dimensién m, P™(R), que es una variedad compacta y conexa. Por conexién H°(P™(R)) =
R.

Ejemplo 6.4. El espacio proyectivo real, P™(R) es el cociente de la esfera S™ por la
identificacién antipodal. La identificacién 7 : S™ — P™(R) es un difeomorfismo local
sobreyectivo y cumple 7(z) = 7(y) siz =y o x = —y.

Por otro lado, la aplicacién antipodal A : S™ — S™, Ar = —uz, induce un morfismo
A* : TP(S™) — TP(S™) que cumple (A*)? = (A?)* = Id*. Un resultado bésico de &lgebra
lineal afirma que al tener A* orden 2, T?(S™) es suma directa de los subespacios propios
correspondientes a autovalores 1 y —1, I'?(S™) = I'?(5™), & I'"(S™)_. Es inmediato que
la diferencial exterior respeta esta descomposicién, pues dado w € I'?(S™); con i = +, —,
A*(dw) = d(A*w) = i dw. Por lo tanto, se preserva al tomar grupos de cohomologia,
HP(S™) = HP(S™), & HP(S™).

Consideremos ahora el isomorfismo local 7* : I'’?(P™(R)) — ['?(S™). Como m o A = T,
se tiene A* o m* = 7*, entonces 7*(I'?(P™(R))) C I'’(S™),. Es mds, esta inclusion es
una igualdad. Pues dado o € T?(S™),, existe w € I?(P™(R))) tal que 7*°w = o y esta
univocamente determinado por

Wr(z) (W1, o W) = 02(V1, ..., V)

para todo x € S™ y w; = d,7m(v;). Por tanto, se sigue que 7* : I?(P™(R)) — I'"(S™), es
un isomorfismo.

Por 1ltimo, veamos que la aplicacién lineal A* : H™(S™) — H™(S™) es la multiplica-
cién por (—1)™*1. Considerando S™ C R™™! toda w € I'"™(S™) se puede expresar como
w = ao con a € R y o definida por

m+1
Oy = Z(—l)H_I dl’l VAN d[L‘i_l VAN dC(]i+1 VANRIERAN dxm—i—l = det(l‘, .. ),
i=1

donde € R™*!. Entonces, tenemos

AN (we)(V1, .-, Um) = wa) (A1), ..., A(vy))

= adet(—x, —vy, —Vp) = (=)™ w, (v, ..., V).

Luego, H™(S™) 2 R coincide con el subespacio propio H™(S™); para i = (—1)™! de la
aplicacién lineal A* : H™(S™) — H™(S™).

Recordando la cohomologia de de Rham de la esfera y teniendo en cuenta lo anterior,
concluimos
R sip=0,
0 O<p<m,
HP(P™(R)) = R
{]R si p = m impar,

0 sip=m par.

Obsérvese que H™ distingue la orientabilidad de P™(R).
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7. TEOREMA DE JORDAN-BROUWER

En esta seccién exponemos cémo utilizando métodos de cohomologia podemos probar
un resultado importante como es el teorema de separaciéon de Jordan-Brouwer.

Teorema 7.1. Sean A # R™ y B # R™ cerrados de R™. Si A y B son homeomorfos,
entonces

HP(R™\ A) = HP(R™\ B) .
Demostracion. Gracias a 6.1, tenemos por induccién en n:
HPF R\ A) = HPR™\ A) p>0,
H™"(R™™\ A) = HY(R™\ A)/R
paran > 1. Andlogamente para B. Veamos que R*™\ A y R*™\ B son homeomorfos. Sea

¢ : A — B un homeomorfismo. Por el teorema de extension de Tietze, podemos extender
¢ a una aplicacion f; : R™ — R™ y definir el siguiente homeomorfismo

hi i R™ xR™ = R" xR™ ;. (z,y) = (z,y + fi(2)) .
De la misma forma, extendemos ¢~! a una aplicacién continua f, : R™ — R™ y definimos
he : R™ X R™ = R™ X R™ ;. (2,9) = (x+ fo(y),y) -

Entonces, podemos considerar el homeomorfismo h = hy' o hy, que cumple h(z,0,,) =
(0yn, @(2)) para z € A. Componiendo con g : R*™ — R*™ | (x,y) — (y,x), obtenemos el
homeomorfismo ¢ : R*™ — R?™. La restriccién ¢|gam\ 4 nos da el homeomorfismo buscado.

Luego, tenemos las siguientes cadenas de isomorfismos
HP(R™\ A) = HPP™(R*™\ A) = HP'™(R*™\ B) = H"(R"\ B) p>0,
HOR™\ A)/R = H™(R*™\ A) = H™(R*™\ B) = H'(R™\ B)/R .

Corolario 7.2. St A, B C R™ son dos conjuntos cerrados homeomorfos, entonces R™\ A
y R™\ B tienen el mismo nimero de componentes conezxas.

Demostracion. Al ser A y B homeomorfos, entonces A, B # R™ o A, B = R™. Puesto que
si A=TR™y B # R™ entonces R™\ A tiene dos componentes conexas, mientras R™*1\ B
tiene solo una, lo que no es posible. En el caso A, B # R™, la afirmacion se sigue del teo-
rema anterior junto con el hecho de que dim H° es el nimero de componentes conexas.
OJ

Teorema 7.3 (Teorema de Jordan-Brouwer). Sea ¥ C R™ (m > 2) homeomorfo a S™!
entonces

(i) R™\ X tiene dos componentes conexas Uy y U,, donde Uy es acotada y Uy no lo es.
(i) X es el conjunto de puntos frontera de Uy y Us.

Llamamos Uy, Uy dominios interior y exterior de X respectivamente.
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Demostracion. Como ¥ compacto, entonces es cerrado. Luego, por el corolario anterior
basta demostrar la existencia de dos componentes conexas para S™ ! C R™.

Las dos componentes conexas de R™\ S™! son
b= {z e R™|||ofl <1}, W ={z € R™||[a]| > 1} .

Tomando r = max,eyx ||z||, tenemos ¥ C B, = {z € R™| ||z|| < r}. Ademas, el conjunto
conexo rW = R™\ B, estara contenido en una de las dos componentes conexas de R™\ 3
y la otra serd acotada. Esto prueba (i).

Seap € Xy V C R™ un entorno abierto de p. El conjunto A = 3\ (X¥NV) es cerrado en
¥ y homeomorfo a un conjunto cerrado propio B de S™~!. Como R™\ B es conexo, por el
corolario anterior también lo serd R™\ A. Luego, dados p; € Uy y pe € U, existe un camino
continuo v : [0,1] — R™\ A con v(0) = p; y v(1) = pe. Por (i), 7 42) = [e1, 2] € (0,1)
es no vacio y cerrado. Tenemos que y(c1),v(c2) € XNV, de forma que podemos encontrar
t1 €10,¢1) y ta € (ca, 1] tales que y(t1) € Uy NV y y(ty) € Uy NV. Esto es, p es un punto
frontera de ambos dominios Uy, Us. ]

Teorema 7.4. Sea X C R™ (m > 2) homeomorfo a S™ ' y sean Uy, Uy los dominios
interitor y exterior de Y. Entonces

R sip=0
0 en caso contrario

R sip=0,m-—1
0 en caso contrario.

HP(Uy) = { HP(Uy) = {

Demostracion. El caso p = 0 se sigue del teorema de Jordan-Brouwer. Sea W = R™\ D™
para p > 0 existen isomorfismos

HP(Uy) @ HP(Uy) = HP(R™\ £) = HP(R™\ S™ 1) = HP(D™) @ HP(W) = HP(W) .
Sean la inclusién i : W — R™ \ {0} y g : R™ \ {0} — W definida por

Entonces, i o g ~ Idgm\foy ¥ g 04 ~ Idy. Luego, R™ \ {0} y W tienen el mismo tipo de
homotopia e i* es un isomorfismo. Por tanto,
R sip=0,m-—1
Hp(w) — 1 p Y m .7
0 en caso contrario.

Garantizando H?(U;) = HP(Uy) = 0 para p ¢ {0,m — 1}. Para concluir veamos que
H™Y(Uy) # 0.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que 0 € U; y que el conjunto acotado
Uy, U Y esta contenido en D™. De modo que tenemos el siguiente diagrama conmutativo
de inclusiones

R™ A {0}

ey

W —— U,
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que induce el diagrama conmutativo

H™H(R™\ {0})

/ |

Hml Hm1U2

donde 7* es un isomorfismo. Entonces, se sigue que dim H™'(U;) > 1. Por otro la-
do, H™ Y(U;) @ H™ Y (Uy) = H™ (W) = R. Luego, necesariamente H™ ' (U;) = 0 y
H™\(U,) = R. O

El teorema anterior muestra que la cohomologia de U; coincide con la de R™ y la de
U, con la de R™ \ {0}. Sin embargo, en general U; y U, no tienen los tipos de homotopia
de esos complementarios. Es decir, el teorema de Schonflies se cumple para cohomologia,
pero no para homotopia en dimension m > 2. El ejemplo mas famoso es la esfera cornuda
de Alezander ¥ C R3, para la que U; no es simplemente conexo.

8. COHOMOLOGIA DE DE RHAM CON SOPORTE COMPACTO

En esta seccion, recopilaremos resultados andlogos a los de las secciones previas para
el espacio lineal de formas diferenciales con soporte compacto I'?(M). Debemos tener
precauciéon a la hora de particularizar los teoremas que se han demostrado para el caso
general ya que en ocasiones el analogo para soporte compacto no sera cierto.

La sucesién I'5(M) = {I'®(M),dP} es también un complejo de cocadenas. Esto nos
permite definir el p-ésimo grupo de cohomologia de de Rham con soporte compacto,
HP(M). Es inmediato que para una variedad M compacta, los grupos de cohomologia con
y sin soporte compacto coinciden, H?(M) = H?(M) para todo p.

Podemos definir un producto bilineal, asociativo y anticonmutativo dotando a H}(M)
de estructura de dlgebra.

Si M es una variedad conexa y no compacta tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 8.1. Sea M una variedad diferenciable conexa y no compacta, entonces el
grupo de cohomologia HY(M) = 0.

Demostracién. El grupo H2(M) estd compuesto por las funciones f € C2° constantes. Por
ser M no compacto, necesariamente f se anulara en algin punto, luego f es idénticamente
nula. OJ

Corolario 8.2. Sea M una variedad diferenciable. La dimensién de H?(M) coincide con
el niumero de componentes conexas compactas.

Esto nos permite afirmar que los H?(M) ya no son invariantes homotépicos, puesto que

HY(R™) # HJ(x).
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Por la proposicion 2.5, los morfismos f* : I'?(N) — I'2(M) propios induciran otros que
denotaremos de la misma forma, f* : H?(N) — HP?(M) con propiedades anélogas a los
pullbacks.

Conviene remarcar que existe otro caso en el que una aplicaciéon induce un morfismo
entre espacios de formas diferenciales con soporte compacto.

Sea la inclusion ¢ : U < M donde U es un subespacio abierto de M. Podemos definir
el operador i, : I'?(U) — I'?(M) que asocia a una p forma con soporte compacto w en U,
la forma con soporte compacto

) wp, sipel,
(taw)p = .
0 sipé¢sopyw.

Es inmediato que 7, o d = d o iy, por lo tanto, 7, induce un morfismo en los grupos de
cohomologia con soporte compacto.

Teorema 8.3. Sean U; y Uy abiertos de una variedad diferenciable M, con M = U, UUs.
Para v = 1,2, consideremos las inclusiones v, : U, — M y 3, : U NUy — U,. Entonces,
la sucesion

0 — TP(U, N Uy) 2 TP(U,) @ T2 (Us) 2 TP(M) — 0

es exacta, donde
Iy(wr, wa) = i1u(wr) + iz(w2) | Ip(w) = (Jre (W), —jos (w))-

La situacion es andloga a la de 4.1, pero hemos sustituido restriccion por extension por
cero, lo que invierte el sentido de los homomorfismos.

r2(th)

y i1x
I2(Uy N Uy) 2 (M)
I2(Us)
Introducimos, ademds, la notacién 9,[w| € HPY(U; N Uy). Tomando w = w; + wy

con w, € I'’(U,) y sopy(w,) C U, (existen por ser I, sobreyectiva), se cumple que
O:[w] = ldwi|v,nus] = —ldwa v, nus]-

Esto da lugar a la siguiente sucesién de Mayer-Vietoris.

Teorema 8.4 (Mayer-Vietoris con soporte compacto). Sea M una variedad diferenciable,
y sean Uy, Us abiertos de M tales que M = Uy U Us. Entonces, la siguiente sucesion es
eracta:

s HY (UL N U,) L HY(UY) @ HP(Us) 25 HP(M) 2 HPPY (U, N Uy) = - -
donde

L(Jw1], [wa]) = drafwn] +daulwa] ,  Ju([w]) = (Jre[w], —jos[w])-
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Corolario 8.5. Sea (U,)aca una familia de abiertos de M disjuntos dos a dos y U su
union. FEntonces
HY(U) = [ [ HE2(Ua)

es un isomorfismo.

En la seccién de homotopia, construimos un operador de homotopia s : I'?(M x R) —
['P~1(M) para demostrar la invarianza homotépica. Por su definicion, se sigue que

s(T?(M x R)) c T2~Y(M) .

Sin embargo para que el operador de homotopia sea propio debemos restringirnos al
dominio M x I,

s:TP(M x I)—=TP(M) .
Esto crea dificultades técnicas cuando M es una variedad con borde. De forma que para
soporte compacto nos restringiremos al caso sin borde, que serd el que nos interesara
cuando estudiemos la relacién entre integral y cohomologia.

Podemos extender 5.3, 5.4, 5.5 para aplicaciones diferenciables o continuas segin co-
rresponda, propiamente homoétopas. Resumimos esto en el siguiente teorema:

Teorema 8.6. Sean M y N variedades diferenciables sin borde. Si f,g : M — N son
aplicaciones continuas y propias, tales que son propiamente homdtopas. Entonces, f* =

g* « HP(N) — HP(M).

Ejemplo 8.7. Calculemos los grupos de cohomologia H?(R™) para m > 1y p < m. Por
8.1, tenemos que H2(R™) = 0.

Veamos que H?(R™) = 0 para 0 < p < m. Identificamos R” = S™\ {p} por proyeccién
estereografica y consideramos la inclusion candnica ¢ : R™ — S™. Basta comprobar que
iv : HP(R™) — HP(S™) = HP(S™) =0
es inyectiva. Sea w € I'2(R™) cerrada. Entonces, i,w = dn para n € I'*"1(5™). Como
w tiene soporte compacto en R™ = S™ \ {p}, elegimos un entorno abierto contractil U
de p en S™ sobre el cual i,w se anule. Reduciendo U si es necesario podemos encontrar
una forma diferencial o« € T?72(U) tal que da = 1 en U. Tomando una funcién meseta
f =1 en un entorno de p y f = 0 fuera de U, tenemos que 77 = n — d(fa) es una
(p -forma diferencial en S™ bien definida que se anula en un entorno de p. Luego,

7

-k

)
1 = f]gm\py € HP(M). Y se cumple d o i*(7) = i* o di) = i* 04y (w) = w.
9. INTEGRAL Y COHOMOLOGI,A

Trataremos ahora la integral de formas y su estrecha relaciéon con la cohomologia. Esto
nos permitira calcular el iltimo grupo de cohomologia tanto en el caso general como con
soporte compacto.

Puesto que la integral sobre una variedad M sin borde de una forma diferencial exacta
w € I'™(M) es nula podemos definir de forma consistente la integral en cohomologia:

Teorema 9.1. Sea M una variedad diferenciable conexa, orientada y sin borde, la integral

/M:Hj”(M)—HR, MH/MW
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es una isomorfismo lineal bien definido. Es decir, una m-forma con soporte compacto es
exacta si y solo si su integral es nula.

Demostracion. La observacion previa nos muestra que la aplicacion estd bien definida.
Dividimos el resto de la demostracion en cuatro pasos.

(1) f,, es una forma lineal no nula.

Sea U C M un abierto de M difeomorfo a R™ y x un sistema de coordenadas asociado
a U que conserve la orientacién. Consideramos en U la m-forma:

w=x"(dry A Ndxy,).

Tomando una funcién meseta 6, con soporte compacto contenido en U y tal que x(sop @) C
R™ no tenga medida nula, podemos extender w a una forma con soporte compacto en
toda la variedad M

O =0x*(dry A Nday) =x((Oox ) dry A+ Ndxy,).

Integrando tenemos

/ (Z):/ (Xﬁl)*(z) :/ (00}{71) dxlA"‘Adxm
M x(U) x(U)

la integral de Riemann de una funcién positiva en un conjunto de medida no nula. Por lo
tanto, [, @ > 0.

Esto demuestra que la aplicacion lineal que hemos definido es sobreyectiva, lo que
ya es interesante. Por ejemplo, para una esfera H"(S™) = H™(S™) = R. Luego, [, :
H™(M) — R es un isomorfismo. En decir, toda m-forma de S™ con integral nula es
exacta.

(2) Para todo m > 0, H™*(R™) = R.

Para m = 0 es inmediato. Luego, sea m > 1 veamos que la aplicacion sobreyectiva

H'(R™) - R
R
es un isomorfismo. Para ello basta probar que dado w € T'*(R™) tal que [, w = 0,
entonces w tiene una primitiva con soporte compacto. Identificamos R™ = S™ \ {p} y
consideramos la inclusién canénica ¢ : R™ < S™ que induce i, : ['2(R™) — I'2(S™) =
I'P(S™). Siw € I'™(R™) entonces i,w € ['7(S™) y

/ i*w:/ w=20.

Por el comentario previo para S™, existe n € I™~1(S™) tal que dn = i,w. Andlogamente
al ejemplo 8.7, como w tiene soporte compacto en R™, podemos suponer que n se anula
en un entorno de {p}. Luego, i*n € H™'(R™) cumple d o i*(n) = w, lo que concluye el
caso de R™.

(3) Veamos un caso algo més general. Sea la forma w € T'""(M) con integral no nula y
soporte contenido en un abierto V' difeomorfo a R™. Queremos comprobar que para todo
a € I™(M) existe a € Ry n € '™ (M) tal que a = aw + dn. Lo que equivale a que la
clase de cohomologia [a] sea proporcional a [w].
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Tomando una particién diferenciable de la unidad {6;} subordinada a un atlas positivo
(Ui, x;) de M, escribimos o = »._, 6;cx, la suma es finita por tener « soporte compacto
y ser la particién de la unidad localmente finita, y sop(6;«) C U;. Como [a] = 7, [6;0]
podemos suponer que « tiene soporte contenido en un abierto V4 difeomorfo a R™.

Entonces, usando la conexién de M, existe una cadena Vg,...,V, = V de abiertos
difeomorfos a R™ y V; N Viyy # 0. Para cada i = 1,...,k, existe w; € I'"(M) una
forma diferencial con integral no nula y con soporte contenido en V;_; N'V;. Por (2), la
proporcionalidad de clases se cumple en V;. Entonces, resulta que ] es proporcional a
[w1], que lo es por recurrencia a [w].

(4) Caso general. Sean w,w;,a € I'™(M) tales que w,w; tienen integral no nula y w
tiene soporte contenido en un abierto difeomorfo a R™. Por (3), tenemos que las clases
de cohomologia cumplen [w;] = Aw] con A # 0y [a] = pfw]. Entonces, [a] = p/A|w:]. Lo
que concluye la demostracién. O

Ademas, utilizando la integral en cada componente conexa, afirmamos que para varie-
dades no conexas el grupo de cohomologia H™(M) es R donde by es el primer nimero
de Betti. Por lo tanto, H" (M) = H°(M). Esto nos permitird introducir la dualidad de
Poincaré més adelante.

Los dos teoremas siguientes se enuncian en el contexto de variedades sin borde.

Teorema 9.2. Sea M una variedad conexa y no orientable, entonces H(M) = 0.

Demostracion. Comenzamos probando la siguiente afirmacién:

(1) Sea w € I'™(M). Si existen a € M y un entorno abierto W, tal que sopw C W,.
Entonces, [w] = 0.

El caso fWa w|Wa = ( es trivial por ser fWa un isomorfismo. Por tanto, supongamos
fWa <,¢J|[/V(1 7& 0

Recordando la caracterizaciéon dada de no orientabilidad, distinguimos dos situaciones.

Up U

W, D sopw,
conexo

F1cura 1. Caso (i)
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Caso (i): Sea Uy, . .., U, 41 una cadena cualquiera entre a y b de abiertos difeomorfos a R™
con cambios consecutivos entre Uy, ..., U, positivos. Tomamos W, = U,.

Por la sobreyectividad de la integral, existen w; € I'"(M) i = 1,...,r — 1, tales que
sopw; CU;NU;jz1y fU wily, # 0. El teorema de cambio de variables garantiza fU_ wily, =

fUi+1

Consideramos también ay, a9 € T7(M) con soporte en abiertos conexos Wiy, Wy C
U, N U,y e integral no nula en dichos abiertos, donde W7, W5 son entornos de puntos
a1, as. Por hipétesis, el cambio en U, NU,; es positivo en aq, luego en Wy, y negativo en
as, luego en Wi.

Ui, - Notese que la integral estd bien definida en cada abierto.

Del teorema anterior se tiene, [w; 1] = a;w;], donde a; = fU_ wi—1/ fU_ w;. Por recurren-
cia, [w] = alw,] con a = [, w/ [;; w, # 0. Entonces,

[w] bl al fW w/ fU a1 7& 0,
bz 042, fWW/fUC‘éQ;AO

Luego, [a1] = by/b1[az]. Por otro lado, como U, es conexo, fijamos la orientacién dada
por (,, p € Wi, compatible con y,. Entonces, se tiene

fUr+1 Q1 _ fUT a1
fUrH az = [y o

Sumando las expresiones obtenidas: 2[a;] = 0. Por tanto, [w] = by [a;] = 0.

[ar] = b [aw] , b=

— —bg/bl .

Wiii 2 S0P @1y
conexo

Figura 2. Caso (i)

Caso (7i): Sean dos cadenas finitas Uy, ..., U, y Vp,...,V, entre a y b de abiertos difeo-
morfos a R™, tal que W, =Uy NV, y b€ U,.NV,, con cambios positivos consecutivos en
cada cadena. Y tal que el cambio entre ambas cadenas sea positivo en a, luego en Uy NV}
y negativo en b, luego en U, N'V.

Anélogamente al caso anterior, existen m-formas con soporte compacto en las intersec-
ciones consecutivas, tales que por recurrencia en cada cadena:

W] = bi [wWrt1], b1 = fUO w/ fUr w1 # 0,
ba [wria] , ba = fvo w/ er W1 # 0,
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donde sop(w,41) C U, N'V,.. Aplicando el teorema de cambio de variables en Uy N Vj y

U, NV,, tenemos
/W:/W, /CU»,‘+1:—\/ Wy41 -
Uo Vo Uy ¢

Luego, by = —by, [w] = by [wr41] = —b1 [wrt1] = —[w]. Lo que prueba [w] = 0.

Esto concluye la demostracién de (1). Sea, ahora, w € I'""(M) arbitraria. Por tener
soporte compacto, existen entornos abiertos Wy, ..., W, que cumplen (1), tales que
sop(w) C Wy, U---UW,, . Tomando el abierto V' = M \ sop(w), existe una particién
diferenciable de la unidad {6;; 6} subordinada a {W,,;V'}, tal que w = __, f;w. Como
sop(f;w) C W,,, tenemos:

,

w] = [Biw] = 0.

i=1

Teorema 9.3. Sea M una variedad conezxa y no compacta, entonces H™ (M) = 0.

Demostracion. En primer lugar, sea w € I'7*(M) con soporte compacto contenido en un
abierto U; C M difeomorfo a R™. Como M no es compacta, existe una cadena infinita
Uy, Uy, Us, ... de abiertos difeomorfos a R™ tales que U; NU; 41 # 0 y conexa, y tal que la
familia {U;} es localmente finita. Elegimos w; € I'"*(M) con sopw; C U;NU;4q € fUi w; # 0.

Por 9.1 existen constantes a; € R y formas n; € T (M) con sopn; C U; tales que en
Ui
w=awy +dn , Wi = Qip1Wit1 + A

para 7 > 1. Entonces,

W= awy +dn =dn + ardny + ajasws = . ..
oo k—1

=dm + ardny + ajadnz + - = Z H a,dny

k=1 r=0

donde ag = 1y el ultimo término esta bien definido por ser la familia {sop 7; };c; localmente
finita. Por tanto, w es exacta.

Sea ahora {6;} una particién diferenciable de la unidad subordinada a un atlas positivo
{U;,x;} de M tal que los dominios U; cumplen U; N U; 11 # 0 y conexa. Entonces, dada

w € I'"™(M) tenemos
w = Z 0;w

donde sop f;w C U;. Por lo anterior, se sigue que #;,w es exacta, 8;w = dn; con sopn; C
sop 0;. Como la familia {6;};c; es localmente finita, se tiene la exactitud de w =), dn; =
d(3>>;m:). Concluyendo que HP(M) = 0. O
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10. INTEGRACION DE 1-FORMAS
Al igual que para el grupo de cohomologia de grado maximo, en el caso de grado 1,
también podemos obtener algunos resultados generales.

En primer lugar, introducimos algo de notacién:

Definicién 10.1. Sea ~ : [a,b] — M un camino diferenciable a trozos y w € T''(M),

definimos la integral de linea
b
forfre s
y [a,b] a

donde v*w = hdt con h : [a,b] — R una funcién diferenciable a trozos.

Teorema 10.2. Sea M™ una variedad diferenciable. Si w € T'Y(M) tiene integral nula en
cualquier lazo diferenciable a trozos, entonces es exacta.

Demostracion. Supongamos primero que M es conexa. Puesto que fw w = 0 para todo lazo
~ diferenciable a trozos, se sigue por las propiedades de la integral, que las integrales de
linea de w no dependen del camino elegido. Luego, dados dos puntos x,y € M, podemos
denotar [ w = [Yw para cualquier camino o de z a y.

Elegimos ahora un punto base a € M y definimos la funcién f: M — R, f(z f w.
Veamos que f es diferenciable y df = w. Para ello, basta comprobarlo localmente

Sean (U, x) unas coordenadas en las que
m
wly = Z w; dx; .
i=1

Para z € U, sea 7 : [0,1] — U el camino diferenciable v(t) = x~!(tx(x)). Tenemos que
v(0) = x710), y(1) = z. Ademds, x; o y(t) = tx;(z) y d(x; 0 v) = x;(x)dt. Luego,

m

(Y'w)e = wyn(dey) = Y (wio7)(t) d(xs o) = Z( wi 0 y)(t) xi(x)dt.

i=1 i=1

Entonces,

/w—/ w—l—/ w—cte—l—/[m] w—cte—l—Z(/ dt>Xz()

que es claramente diferenciable en U, pues el camino v depende diferenciablemente de x
y las funciones w; son diferenciables.

Finalmente, si M no es conexa, lo anterior prueba que en cada componente conexa, Mj,
existe f, € C®(My) tal que dfy, = w|y, . Entonces, tomando f : M — R tal que f = f; en
M, completamos la demostracion. O

Observacién 10.3 (Reparametrizacién de alisamientos). Sea 0 : [a,b] — [a,b] una fun-
cién meseta tal que 0 : (a’,b') — (a,b) es un difeomorfismo creciente.
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Para todo n € T''[a,b], n = h(t)dt, se tiene que
0*n = h(0(t)) &'(t)dt.

b b b’
Jor=[om= o

es simplemente un cambio de variable integral. Ademads, observamos que 6 es hométopa
a la identidad, mediante la homotopia

Luego

Hy(t) = (1—s)t+s0(t): Hyo(t) =t ~ Hy(t) = 0(t).
OJ
Suponemos M conexa y consideramos el grupo fundamental 7, (M, x¢) de M con punto
base xy € M. Sea el espacio vectorial Hom(7; (M, x0), R), definimos la aplicacién
¢: H' (M) — Hom(m (M, x0),R)
tal que dada [w] € H'(M)

olw] : m (M, x0) = R, [o] >—>/w,

donde v es cualquier camino diferenciable a trozos en [o].

Teorema 10.4. Sea M wuna variedad conexa. Para todo xq € M, la aplicacion ¢ :
HY(M) — Hom(m (M, x0),R) es un monomorfismo lineal bien definido.

Demostracion. Comprobemos que ¢ estd bien definida.

(i) Por 1.5, dada [o] € m1 (M, x¢) existe un lazo diferenciable v € [o].

(ii) Veamos que fvw es independiente del representante v € [o] diferenciable a trozos.
Es decir, dados 7,v" € [o], comprobemos que fvw = fv’ w.

Sean a = tp < t; < ... < t, = b tal que 7|y, , ) es diferenciable. Por la observacién
previa, existe 6; : [t;_1,t;] — [ti—1,t;] con las propiedades mencionadas. Definiendo 6 =
U, 0: : [a,b] — [a,b], tenemos que 6 ~ Id.
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[a,b] —— M
|
[, 0]

Entonces, yo00 ~~y

fio= frem forom fome= o

En adelante supondremos « diferenciable, pues yof es localmente constante en las junturas
t;. Ademas, es localmente constante en t = a y t = b cuya imagen corresponde al punto
base xg. Luego, v desciende a 7 : S = [a,b]/a = b — M diferenciable. Andlogamente
para 7'

Puesto que v,7" € [o], existe una homotopia con punto base fijo Hs : v ~ +' que
desciende a Hy : 4 ~ 4 en S! x [0,1]. Por 1.5, como 4,4’ son diferenciables, existe
una homotopia diferenciable F' : S x [0,1] — M, con Fy, = 7 y F, = 7. Para todo
w] € HY(M), F*w € H'(S* x [0,1]) y dF*w = 0. Entonces, aplicando el teorema de
Stokes con la orientacion correcta, concluimos

O:/ dF*w:/ F*w:/ Fl*w—/ Fiw
S1x[0,1] a(S1x[0,1]) Sx{1} S1x{0}
b b
:/ ﬁ,*w_/ &*w:/y’*w—/v*w:/w—/w
S1x{1} S1x{0} a a v v

(iii) Por tltimo, observamos que si [w]| = [@] € H'(M), entonces

/w—/w—/df F(0) = Flz0) = 0.

Comprobamos que ¢[w] es un homomorfismo lineal de grupos, pues dadas [o],[0’] €
w1 (M, xp), se tiene
o] % [0'] = [0 % 0] = [y + 7],
donde 7y € [0] y v € [0'] son lazos diferenciables a trozos. Entonces,

oll(| / w—/w+/w— o)) + olu] ().

Finalmente, veamos que ¢ es inyectiva. Sea ¢[w] = 0, es decir, fyw = 0 para cualquier
lazo diferenciable a trozos - de punto base xy. Si 7' es otro lazo diferenciable a trozos
de punto base g, existe un camino diferenciable a trozos a de extremos zy e 1y, con
reparametrizacion en sentido inverso @, tal que « %' * @& es un lazo diferenciable a trozos
de punto base z. Luego,

Oz/ w:/w+/w—/w:/w
ok & o v a o

para cualquier lazo diferenciable a trozos. Entonces, 10.2 concluye la inyectividad. 0
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Si tuviésemos herramientas mas sofisticadas que escapan esta memoria, se podria de-
mostrar que en realidad ¢ es un isomorfismo.

Corolario 10.5. Sea M una variedad conezxa cuyo grupo fundamental es finito, entonces

H'(M) = 0.

Demostracion. No existen homomorfismos de un grupo finito en R. 0J

Observacién 10.6. Sea M una variedad conexa, y ¢ : H' (M) — Hom(m; (M, z¢), R) el
isomorfismo anterior.

(1) Por ser M conexa, el grupo fundamental no depende del punto base, denotaremos
simplemente 7(M). En general, este grupo no es necesariamente conmutativo. Definimos
el grupo fundamental abelianizado

(M)
(zya—ty=t)
Puesto que para todo [w] € H'(M), ¢lw](zyz~'y™) = dw|(z) + ¢w](y) — olw](z) —
olw](y) = 0, se sigue que

Wab(M) —

Hom(m(M),R) = Hom(7*(M), R).

(2) Sea T' = (x € m®(M)| 3k € Z ,k > 1 tal que 2" = 1) el conjunto de elementos de
torsion de 7w (M). Dado = € T, para todo [w] € HY (M), ké[w](x) = ¢w](z¥) = ¢lw](1) =
0. Entonces,

Hom(n(M),R) = Hom(x®(M)/T, R).

(3) Introduciendo el grupo de homologia singular de grado p de M con coeficientes
enteros, H,(M,Z), se ve que 7®(M) = H;(M,Z). Eliminar la torsién y extender los
escalares Z C R, se traduce algebraicamente en Hy(M,R) = H,(M,Z) ®z R, de forma
que el isomorfismo de integracion, ¢, sobre lazos diferenciables a trozos es:

¢+ H'(M) — Hom(r(M, z0), R) = Hom(H, (M, R),R) = H,(M,R)",

donde * denota el espacio dual. Luego, el teorema 10.4 es el primer paso del teorema de
de Rham: la integracion sobre ciclos de dimension arbitraria es un isomorfismo

¢ HP(M) — H,(M,R)*.
0

Podremos apreciar un paralelismo con la dualidad de Poincaré en la siguiente seccion.

11. DUALIDAD DE POINCARE

En esta seccion, exploraremos la intima relacion que existe entre los grupos de coho-
mologia con y sin soporte compacto. En adelante, trataremos con variedades sin borde.

Sea M™ una variedad orientada. Tenemos el producto bilineal, asociativo y anticonmu-
tativo:
HP(M) x HI(M) — HIP(M) , ([wi], [wa]) = [ Aws] -
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Definicién 11.1. El producto escalar de Poincaré
Py HP(M) x H"P(M) - R, (Jw1], [wea]) r—)/ wy A ws .
M

es una aplicacién bilineal que induce el operador dual de Poincaré
Py s HP(M) — HP(M)"
donde
PP ([w]) : H"P(M) > R, [a] H/ wAa.
M
Teorema 11.2 (Dualidad de Poincaré). Sea M™ una variedad orientable. Para todo p,
el operador de Poincaré Py, es un isomorfismo lineal.
Dividiremos la demostracion en varios pasos.

Lema 11.3. Sea M una variedad orientable.

(i) Sean Uy, Uy abiertos de M, tales que Uy, Uy y Uy N Us satisfacen la dualidad de
Poincaré. Entonces, U = Uy U Uy también la cumple.
(i) Sea (Uy)aca una familia de abiertos de M disjuntos dos a dos y U su union. Si
para todo a € A, Py, es un isomorfismo, entonces Pp; también lo es.
(iii) Todo abierto U C M difeomorfo a R™ satisface la dualidad de Poincaré.

Demostracion. (i) El siguiente diagrama

—— HMU) L HP(U) @ HP(Us) L HNUNU,) -2 HPYYU) ——
J{P{} Jpgl oy, ip;}l o, lpgﬂ

!

! ) _1)pt+1
s HP (U)o BP0 @ B (V) L BP0 n ) S o ) s

: ‘At ecia PP p p :
tiene filas exactas y por hipotesis Pp;, &Py, v Py, Son isomorfismos para todo p. Veamos
que ademds es conmutativo, entonces por el lema de los cinco, Py, es un isomorfismo.

Basta probar la conmutatividad para los dos bloques siguientes:

(1) Sean V. C U C M abiertos. El siguiente diagrama conmuta:
HY(U) —“— H*(V)

g s

HIP(U)* s HI (V)"
Sean [w] € HY(U), [r] € H" (V).
Phoi*(Wlr] = PRl = [ oA,
i o P2 () [7] = P2 () [iu7] :/meﬂzfvz*(wmﬂ) :/Vz'*w/\T.

Donde se ha utilizado que sopy (w A i,7) C sopy (i.7) = sopy (7) e i* o i, = Id.

(2) Veamos, ahora, que
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HY(U,NU,) —L  HPYD)

lpli} 1NU2 lplz}-F !

*(,1);04—13!

Hénip(Ul N Ug) — Hénipil(U)*

es conmutativo.

Sean [w] € HP(U; NUsy), [r] € H™ P~Y(U). Por ser JP : TP(Uy) & IP(Uy) — IP(U; NUs)
sobreyectiva (4.1), w = jj(w1) — j5(w2) donde w, € I'’(U,). Al ser w cerrada, (dwy, dws) €
ker JPT! = im IP*! con IP*! = (if,43) : TPTY(U) — TPTY(U,) & TPTH(U;) . Luego, existe
k € TPTH(U) cerrada tal que i%(k) = dw,. Entonces, 0*[w] = [x] ¥

Py o (Wil = PE (Dl = [ mar.
U
Recordamos de la seccién 8, que 0i[7] = [j5(dn)] = —[j5(dm)] con T = 71 + 7o, 7, €

7=P=1(U,). Ademds, por ser 7 cerrada, sopy, (dr,) C Uy NUs. Definiendo [o] = 8,[7], con
o € I'"P(U; N U,) cerrada,

0" o Pl (W] = Pl ([W]) o] = /U Wi

Veamos que ambas integrales difieren solo en un factor (—1)P*!.

//{/\7'://1/\7‘1%—//1/\7'2:/ dwl/\71+/ dwy A\ T .
U U U U Uy

Como d(w, A T,) = dw, AT, + (—1)Pw, Adr, e [, es un isomorfismo,

(—1)”“/%@/\7:/ wl/\d7'1+/ wa A dTy
U Uy Uz

= / Ji(wy Adm) + / Ja(wa A dTs)
U1NUy

UiNUs

=/ jf(m)Aa—/ J;(Wz)/\UZ/ oho
U1NU> U1NU2 U1NUs

(ii) Se sigue de la conmutatividad del siguiente diagrama.

(iii) Unicamente es necesario comprobar que P : H(U) — H™(U)* es un isomorfismo.
Lo que se reduce a que la aplicacién no sea nula, pues H*(U) = H™(U) = R. Pero la
imagen de la funcién constante 1, que genera H’(U), es el isomorfismo no trivial [
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Teorema 11.4 (Lema de globalizacién). Sea M™ una variedad diferenciable, {V,} un
recubrimiento abierto y U una coleccion de abiertos de M que satisface las siguientes
condiciones:

i) 0eu.
(ii) Todo abierto U C V, difeomorfo a R™ pertece a U.
(iii) Si Uy, Us, Uy NUy €U, entonces Uy U Uy € U.
(iv) La union de abiertos de U, disjuntos dos a dos, estd en U.

Entonces, M pertenece a U.

Demostracion. La demostracién se basa en la siguiente afirmacién:

(1) Sea Uy, Us,,... una sucesion localmente finita de abiertos de M con adherencia
compacta. Si () (),c; Ui € U para todo conjunto [ finito, entonces, |J; U; € U.

En primer lugar, veamos que toda unién finita U; U --- U U pertenece a U. Los casos
k = 1,2 se siguen de (iii) y (*). Supuesto cierto para k — 1, entonces V. =U; U --- U U4
y Uy pertenecen a U. Pero la hipétesis de induccion también se cumple para
k—1
VU =|JUinUs el

i=1
Luego, por (iii) tenemos el resultado para k = m.

Definimos, ahora, de forma inductiva los conjuntos I,,, y los abiertos W,,, ¢ M: I, = {1}
y Wy =U; y param > 2

m—1
Ly ={m}u{ili>m UnWu#0\|J L, W.=[]JU.
j=1

1€1m

Por induccién se sigue que los [, son finitos, pues supuesto cierto para I,,_1, entonces
W,—1 tiene adherencia compacta. Pero por ser la familia (U;);en localmente finita, W, 1
interseca un numero finito de U;. Luego, I, es finito. Es mas, si m > 2 no pertenece a
ningin [ con k < m, entonces, m € I,,,. Por tanto, N es union disjunta de los I,,,.

Como las uniones finitas y el vacio pertenecen a U, W,, e U y
W NWon= )  UnUjeu,
(4,9)EIm X Im+1

donde se ha utilizado ademéds la condicién (x). Nétese que W,,, N Wy, = () para k > m + 2.
Pues en caso contrario, existirfa i € I, tal que U; N W,, # (). Entonces, por definicién de
I, i € I; para cierto j < m + 1.

Usando la condicién (iv), se sigue que los siguientes conjuntos estan en U:

WO = U W wt = U Wam-1 , wOnw = U Won VW -
m=1

m=1 m=1
Por tanto, por (iii) Ui, U; = WO nW® € Y. Lo que prueba (1).

Probemos el caso particular, M = (U, x). Tomando V' = x(U) C R™, podemos encontrar
un recubrimiento localmente finito y numerable {W,} de V. Tal que cada W; C x(V,,) C V/
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es relativamente compacto y es una bola abierta para la norma || ||,
m
W= [](aib;) .
i=1

Es claro que, toda interseccién finita Wi N --- N Wy, es vacia o de la forma [];", (a;, b;),
luego, difeomorfa a R™.

Entonces, la familia {x~*(T¥;)} es un recubrimiento localmente finito y numerable de
U. Tales que los x ' (W;) C V,, son relativamente compactos y cuyas intersecciones finitas
son difeomorfas a R™, luego, por (ii) pertenecen a U. Por tanto, (1) concluye que U € U.

Para el caso general, tenemos que existe un atlas de M localmente finito y numerable
(U;, %;). Tales que los U; son relativamente compactos. Entonces, lo anterior nos asegura
que tanto los U; como sus intersecciones finitas estdn en Y. Finalmente, (1) afirma que
M =JU; esta en U. O

Sea, ahora,
U ={U C M| U abierto, P{, es un isomorfismo para todo p}

v {Va} = M el recubrimiento trivial. El lema anterior nos asegura que la familia U
satisface las condiciones del teorema. Luego, M € U lo que demuestra la dualidad de
Poincaré.

Corolario 11.5. Si M es una variedad orientable y compacta, entonces HP(M) es el dual
de H™7P(M). Por lo tanto, los nimeros de Betti cumplen b, = by,_,.

Corolario 11.6. Si M es orientable y compacta de dimension m = 4k, tenemos la forma
bilineal no degenerada y simétrica:

H? (M) x H*(M) — R.

La signatura de M es la signatura de esta forma bilineal cuando M es conexa. En caso
contrario, la signatura de M es la suma de las signaturas en cada componente conexa.
Constituye un invariante que ha sido estudiado en detalle, inicialmente con el teorema de
Rokhlin y el teorema de la signatura de Hirzebruch. Ademas, interviene en los resultados
profundos que valieron a Donaldson la medalla Fields, en su trabajo sobre variedades
diferenciables de dimensién 4 exdticas, esto es, homeomorfas a R* pero no difeomorfas.

Si la dimensién de M no es miltiplo de 4, la teoria-L. permite generalizar la definicion
anterior. En este contexto, surgen los invariantes de Kervarie para variedades de dimension
4k + 2 o el invariante de de Rham para variedades de dimension 4k + 1.

12. TEOREMA DE KUNNETH

El objetivo de esta seccién es calcular la cohomologia del producto de dos variedades a
partir de la cohomologia de los factores. Seguiremos un método analogo al empleado para
demostrar la dualidad de Poincaré.

Introducimos antes una serie de resultados algebraicos sobre productos tensoriales V' ®
W de espacios vectoriales.
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Lema 12.1. Sea W un espacio vectorial de dimension finita n, y V un espacio vectorial
cualquiera. Sea {e1, ..., e,} una base de W. Entonces, para o« € VW existenvl, ... v" €
V' dnicos tales que oo =377 v @ e

De este resultado se deduce que si {V, }, es una familia de espacios vectoriales y W un
espacio vectorial de dimensién finita. Entonces,

[[Vaew)= Hv

/ g y: ) .
Lema 12.2. Sea A - B = C wuna sucesion exacta de espacios vectoriales y W es un
espacio vectorial de dimension finita. Entonces, la sucesion

CeoWw

A®W f®1d B®W Q®Id

es exacta.

Lo que queremos demostrar es que la cohomologia de un producto cartesiano es el
producto tensorial de cohomologias bajo ciertas hipotesis.

Teorema 12.3 (Kiinneth). Sean M y N wvariedades diferenciables y supongamos que N
tiene una cohomologia de dimension finita. Entonces,

H*(M x N)=H*(M)® H*(N) .
definido como,
HY(M x N) = @5 H"(M)® H'(N)
p+aq=Fk
para 0 < k < dim M + dim N.

Demostracion. Sea U C M un abierto y sean las proyecciones m : U X N — M, w5 :
U x N — N. Definimos el morfismo lineal
Yy :T*U)QT*(N) - T*(U X N), (w®n)r— mjwAmn.

Observamos que ¥y (ZP®29) C ZPTI(U x N) y ¢y (BP @ 29), ¢y (ZP @ BY) C BPH(U x N).
Por tanto, ¢y induce un morfismo en los grupos de cohomologia

Yy H'(U)®@ H*(N) - H*(U x N) .

Nuestro objetivo es demostrar que ), es un isomorfismo. Consideremos para ello la
coleccion

U={0} u{U C M| U abierto, 1y es un isomorfismo} ,

y veamos que cumple las propiedades (i)-(iv) del lema de globalizacién para el recubri-
miento trivial. Esto nos daré el resultado del teorema.

La propiedad (i) es obvia. (ii) es equivalente a demostrar que
tYpm : H*(R™) @ H*(N) — H*(R™ x N)
es un isomorfismo. Lo que a su vez se reduce a comprobarlo iinicamente para

Ypm : HY(R™) ® H?(N) — HP(R™ x N) .



COHOMOLOGIA DE DE RHAM EN VARIEDADES 43

Sin embargo, H*(R™) ® HP(N) = HP(N). Luego, ¥rm(n) = mn. Pero considerando la
inclusién canénica N < R™ x N, m : R™ x N — {0} x N C R™ x N es hométopa a Id
en R™ x N. Por tanto, 73 = Id* : H?(N) — HP(R™ x N) es un isomorfismo.

Para la propiedad (iii), sean Uy, Us, U3y NUs € U. Fijamos n > 0y sea 0 < p < n. A
partir de la sucesién de Mayer-Vietoris

—>Hp(U1UU2) —)Hp(Ul)@Hp(Ug) —)Hp(U1ﬂU2) —)Hp+1(U1UU2) — .-
construimos la sucesién exacta

o= HP (U, UU) @ H"P(N) — (HP(Uy) @ H" P(N)) @ (HP(Uy) @ H" P(N))
— H?(U;NUs) ® H" P(N) = HP™ (U, UUs) @ H* P(N) — -+ -

pues por hipétesis H" P(N) tiene dimensién finita. Sumando en p obtenemos la sucesién
exacta

e @ U U L) © H(N) — @) © HY(N)) & (HP(Us) & H'H(N)

p=0 p=0

P H(UiNT:) @ H"P(N) - @ H (U, UU,) @ H* P(N) — - -

p=0 p=0

Si demostramos que el siguiente diagrama

|

Dp—o H (U1 UU2) ® H"P(N)

|

Byo(H?(U1) & HP(N) & (HP(Uz) @ H' (V) ““5°H" (U x N) & H" (U  N)

|

®Z:O HP(U1NUz) ® H*P(N)

|

@, HP* ' (U1 UUs) @ H"P(N)

:

YU, uU,

H"((U; UU;) x N)

YU, NU,

H*((U; N Us) x N)

YU, UU,

H"+ (U, UT) x N)

es conmutativo, el lema de los cinco nos garantiza que U; U U, € U concluyendo la
propiedad (iii). El inico bloque cuya conmutatividad no es inmediata es

YU nU,

@ZZOHP(UlmU2)®Hn_p(N) Hn((UlﬂU2> XN)

l@* ®Id l@*

B HL(U) UTy) @ HP(N) 2% (U, U Th) x N)
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Sea [w] ® [n] € HP(U; UUy) @ H™P. Entonces

9" o Yy, nu, (W] © [0]) = O [mw A mon]
Yo, © (0" @ 1d)([w] @ [n]) = w1 0 0% [w] Am3[n] .

Consideremos una particién diferenciable de la unidad {6,,6,} subordinada al recubri-
miento {Uy, Uy} de Uy UU,. Entonces, {76, 7702} es una particién subordinada a {U; x
N, Uy x N} de (U; UUs) x N. Recordando el célculo de 0* que obtuvimos en 4.3 y usando
que 7 es cerrada tenemos:
O [riw A myn) = [d((m102)miw A myn)] = [d o Y (62w)] A 3 [1]
= m[d(02w)] A 73 [n] = 77 0 O*[w] Amyn] .

Finalmente, comprobemos que se cumple (iv). Sea {U,} una familia numerable de ele-
mentos de U disjuntos dos a dos. Tenemos el isomorfismo

1 ¢v. : [[H W) © H(N)) = [ H'(Ua x N) .

«

Puesto que H*(N) tiene dimension finita, el comentario posterior a 12.1 nos da el iso-
morfismo ¢ : ([, H* (Uy)) @ H*(N) — [[,(H*(Uy) ® H*(N)). Por otro lado, gracias a
4.5 podemos identificar [[, H*(Uy) = H* (U, Ua) y [1, H* (Ua x N) = H*((U,, Ua) x N).
Combinando todo esto, obtenemos el isomorfismo

([ ¢v.) oo B (| JUs) @ H(N) = H* (| JUa) x N)

que coincide con ¢ v,. Esto concluye (iv).

Por tanto, U cumple las cuatro propiedades del lema de globalizaciéon. De forma que
M € U y ¥y es un isomorfimo. OJ

Ejemplo 12.4. Presentamos algunos ejemplos interesantes consecuencia del teorema de
Kiinneth:

» Producto de esferas: en particular S? x S? que tiene H? = R?. Luego, S? x S? no es
homeomorfo a S*, aunque es simplemente conexo. Esto obliga a formular diferente
la conjetura de Poincaré en dimensién n > 4.

» Toros de revolucién 7™ = S* x --- x S', por induccién en la dimensién m

a7 = RG).

Los toros constituyen un grupo de Lie que juega un papel fundamental en la teoria
de los sistemas integrables, en concreto en el teorema de Arnold-Liouville.

13. CARACTERISTICA DE EULER

Recordamos que dada una variedad M, la dimensién del espacio vectorial H?(M), b,
se denomina p-ésimo numero de Betti. Si M tiene una cohomologia finito-dimensional,
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definimos su caracteristica de Euler:
() = (-1,
p

Lema 13.1. Sean U,V abiertos de una variedad diferenciable. St los grupos de cohomo-
logia de U,V y U NV tienen dimension finita, entonces los de U UV también la tienen

y
X(UUV) =x(U)+x(V) =x(UNV) .

Demostracion. La finito dimensionalidad de la cohomologia de U UV se deduce inmedia-
tamente de la sucesion de Mayer-Vietoris

IS unv) ES e uvy S mroy e mr(v) D e nv) S

Por la exactitud de la sucesion de Mayer-Vietoris tenemos que
dim H?(U UV) = dim(im 8~ ") + dim(im I?),
dim H?(U) @ H?(V) = dim(im I?) 4+ dim(im J?),
dim H?(U NV) = dim(im J?) + dim(im 0”),

donde 0 < p < m con m la dimensién de la variedad. Sustituyendo en la definicién de la
caracteristica de Euler tenemos

x(UUV) = Zm:( 1) dim(im 0P~ 1) + zm: 1)? dim(im I7),
X(U) +x(V) = pzz(—mp dim(im I7) + pzz;(—mp dim(im J?),
x(UNV) = pi:;(—mp dim(im J?) + ;(—1)13 dim(im 07).
Por lo tanto,
X(UUV) =) +x(V) +x(UnV) = f;(—l)p dim(im 0*~") + i(— )P dim(im 0”)

= dim(im9~") 4+ (—1)™ dim(im 0™).

Recordamos que H- (U UV) = H™™ (U UV) = 0. Luego, 9! = 9™ = 0, lo que prueba
la segunda afirmacion. O

A partir del teorema de Kiinneth, se deduce el siguiente resultado:

Corolario 13.2. Sean M y N wvariedades diferenciables con cohomologias de dimension
finita. La caracteristica de Fuler de M x N es:

X(M X N) = x(M) - x(N) .
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Demostracion. Es inmediato que

> (1P dim HP(M x N) =Y (=1)" Y dim H(M) - dim H""*(N)

p p

= (D (=17 dim H1(M)) (Y (~1)" dim H*(N)) ,

q k

donde la primera igualdad se sigue del teorema de Kiinneth. O

Como consecuencia de la dualidad de Poincaré se sigue:

Proposicién 13.3. Sea M una variedad orientada y compacta.

1. Sidim M = 2n+ 1, entonces x(M) = 0.
2. Sidim M = 4n + 2, entonces x(M) es par.

Demostracion. En el caso (1):

X(M) =Y (=1, =Y (=)t Y (= 1banap = D (1) +(=1)*"""P)b, = 0.

Andélogamente para (2) tenemos

V) = 37 (=17, = SO (1P + (=12 P)b, + by

Como ((—1)? + (=1)""T27P) = 42 falta comprobar que by, 11 es par. Para ello considera-
mos el producto escalar de Poincaré

PR H X HM SR, (0], [wa]) / s
M

que es no degenerado y cumple para todo [wi], [ws] € H*"(M):

P (Jwi], [we]) = /

mAw:«wmﬂﬂ/wAm:—%ﬁwwmm»
M

M

Por tanto, P]@”H estd determinado por una matriz by, 11 X bo,y1 antisimétrica y no dege-
nerada. Luego, tiene orden par.

O

Ejemplo 13.4. Finalmente, calculamos la caracteristica de Euler de variedades bien
conocidas:

= La esfera S™ es una variedad compacta. Luego, recordando la cohomologia de la
esfera, tenemos

X(S™) =0 sim impar , X(S™) =2 sim par.
Por lo tanto, para la variedad S™ x S™ se deduce,

X(S™ x S") =4 sim,n pares, X(S™ x S™) =0 en caso contrario.
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= Consideremos el toro de revolucién T™ = St x --- x St. Por induccién en la dimen-
sién m, a partir de 13.2 se sigue

x(T™)=0.
» Dado el espacio proyectivo real P"(R),
X(P™(R)) =0 sim impar , X(P™(R)) =1 sim par.
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