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Estructuras diferenciables

@ Estructura Diferenciable~~ Atlas maximal con cambios de
coordenadas C°.

R'n R'n,
@ Cuestion: Dada M variedad topoldgica~ ;3 lnica estructura
diferenciable salvo difeomorfismo?(Cierto en dimensiones 1,2 y 3).
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0 S"={(x1,...,xn41) | X+ x2, =1},
@ Estructura diferenciable usual dada por las proyecciones
estereograficas (polos Norte y Sur).

@ Problema ligado a la conjetura de Poincaré: si M es homotépica a S”
y tiene dimensién n,jes M homeomorfa a §"?

@ Para el caso de estructuras diferenciables: Si M es homeomorfa a S”
y tiene dimensién n,jes M difeomorfa a §"7
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e m: M — By 3 recubrimiento B = J; U;
e IF y 3¢; : 7 1(U;) — F x B homeomorfismos,

o 7(x) = p2(¢i(x)) ¥x € U; (siendo pp : F x B — B la segunda
proyeccién)

B contractil ~ Fibracién producto (trivial)
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Fibracién de Hopf en S3

o Consideramos S3 = {(z,w) € C? | |22 + |w|> = 1}

o CP=C?\{(0,0)}/ ~, (z,w) ~ (u,v) si 3IX € C tal que

(z,w) = (Au,Av). Siz#0 tenemos [z: w] =[l1:w/z]ysiz=0
[0:w]=[0:1] ~ CP*=CU {0} = S2

7183 = 52, (x,y) > [x: y] ~ fibracién de Hopf de S3

La fibra es S':

M [1:Z]) ={(\A2) €SPy ={NeC| NN?*=1/(1+|z]*)}= St
Todas las fibras estdn enlazadas!

Genera 73(S52) (no es triviall).
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Proyeccidn estereografica de la fibracién de Hopf
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Fibracién de Hopf cuaternidnica

H = R* 4lgebra cuaterniénica

Mismas propiedades fundamentales que C excepto la commutatividad
del producto.

HP! = R* U {oo} = S* recta proyectiva cuaterniénica

7: ST C H? - HP' = S*, (p,q) — [p: q] ~ fibracién de Hopf
cuaternidnica.

La fibra es S3:

m i ([1:a) ={(AAg) e STy ={AeH| A?=1/(1+]q])}=S>
@ Espacio total:

{(p,q,[v:w]) | n(p,q) =[z:w]} C H2 x HP! = R® x S*
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Fibracién en cada carta de HP! = §*

Up =S*\{[1:0]}, U~ =S*\{[0: 1]}

Consideramos las cartas estereograficas ¢+ : Ur — R* = H
or(p:1)=p, ¢-([1:9)) =q

Cambio de cartas ¢_ o ¢ : H\ {0} — H\ {0}, g+~ g%
Fibracién de Hopf cuaterniénica sobre Ux:

Y U) = {(pa.lz: 1) | p=q-2},
mHU-)={(pa[1:w]) | g=p-w}
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Trivializacién en cada carta y aplicaciéon de pegado

@ Trivializaciones del fibrado en cada carta:
pr i H(Uy) = ¢4 (Us) x H, (p,q,[z: 1]) = (2,9),
pr i H(U-) = ¢ (U-) x H, (p, q,[1: w]) = (w, p)
@ Aplicacién de pegado:
p_ op_T_1 o (UinUp) xH — ¢_(Up N Usp) x H,
(z,9) = (2,9, [z:1]) = (g2, 9, [1: 27']) = (271, g2)
@ La primera coordenada solo depende de z ~ identificamos fibras de
cada trivializacién (aunque con cierta torsién)

e Para mantener fibra S3:
P op_T_1 co (Ui NUn) x S2— ¢ (U1 N Us) x S3,

(z,9) — <|qu’, %, [z : 1]) — <|qzz|’|Z|’ 1: zl]> N (217 ’CIZZ|>
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Otras fibraciones

e Dados n,m € Z:

Onm: o (U1 NUz) x S = ¢_(Upn o) x S3
_1 anZm
e ()

@ No necesariamente isomorfos a las fibraciones de Hopf cuaternidnicas
(cuaternios no commutan)

No necesariamente homeomorfos a S’ para todo n,m € Z !

No existen mas formas de pegar estas trivializaciones (salvo isotopia)

Denotamos M, ,, la variedad resultante del anterior pegado (observa
que tenemos un atlas de esa variedad)
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Mym= S'si|n+m|=1

Teorema: Sea M variedad cerrada de dimensién kyseaf : M — R
funcién de Morse. Si f tiene tinicamente dos puntos criticos entonces
M = Sk. Demostracién: Descomposicién de Morse y flujo gradiente.

Re(q)
Morse con dos puntos criticos: (0,1) y (0, —1) (maximo y minimo
absolutos)

Sea fi 1 ¢4 (Uy) x S =R, (z,9) — Es funcién de

Re(wp™')

V1+|w?
Morse sin puntos criticos: Multiplicar por p € S3 es una isometria de
R4 y Re(W)
V14 |w|?
Para n+ m = —1 se tiene que f_(pnm(z,q9)) = fi(z,q) ~
funcién de Morse en M,, ,, con solo dos puntos criticos

Seaf : ¢, (U_)xS® =R, (w,p)+— Es funcién de

no tiene puntos criticos.

El caso n+ m =1 es “dual” del anterior.
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Clases caracteristicas

i Cémo distinguir los fibrados M, ,, para [n+ m| =17 sea 7 : M — B un
fibrado vectorial con fibra F.
e Clase de Euler:
B = B x {0} < M (seccién nula).~» B define una clase de
homologia en M: [B]. El indice de autointerseccién de B, (B, B), en
M define el nimero de Euler del fibrado. El dual de [B] N [B] define
la clase de Euler e(7)

@ Si F es complejo, se definen inductivamente las Clases de Chern:
B'={(x,V)| xe€ B, Ve F\{0}}. Se considera sobre cada (x, V)
la fibra Fy/(V). Las clases de Chern se definen a partir del pullback
de la clase de euler de M’. En nuestro caso cl(Mmm) pertenece a
H?(S*) que es trivial.

o Clases de Pontryagin: Si F es espacio vectorial real
pr(m) = (—1) cox(m @ C) y vive en H**(B).
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Clases caracteristicas de las fibraciones de Hopf

@ Sea a un generador de H*(S*). La clase de Euler de la fibracién de
Hopf estandar es +«

o Se tiene que e(My, ) = £(n+ m)a'y pi(Motm) = F2(n — m)a.

@ Sea Mn m fibrado por discos (8I\A/I,, m = Mn.m).

o Si Mpm es difeomorfo a S’ estandar podemos considerar la variedad
Knm = M, mUs D8. Sea Tn,m €l fibrado tangente de K, .

o Se tiene que p1(7h,m) = £2(n — m)S siendo B un generador de
H*(Kn.m) = Z (por Mayer-Vietoris).
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Teorema de la signatura de Hirzebruch

@ M variedad cerrada de dimensién 8 orientable y C*® y sg(M) es la
signatura de la forma cuadratica de interseccién
H*(M) x H*(M) — Z, entonces:

(M) = 4 (Tea([M]) — (M)

e Como H*(K,.m) = Z se sigue que sg(Kn.m) = +1.

@ Tomando igualdades mod 7 evitamos el término en p», obteniendo
3 = +4(n — m)?>(mod7)~ (n — m)? = 1(mod7).~~ Condicién
necesaria para M, , ser esfera estandar.

e Ejemplo: n=1, m= -2, (1 — (-2))?> =9 # 1(mod7). M; _» es una
esfera exdtica.
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Clasificacién de esferas exéticas (Kervaire y Milnor-1963)

@ Dado n > 4, jcémo saber el nimero de estructuras exdticas?

e El monoide (©,,#): clases de difeomorfismo (con orientacién) de S”
y suma conexa.

@ La clave: h-cobordismo. Para n > 4 clase de h-cobordismo = clase
difeomorfismo ~~ clasificacién usando topologia algebraica.

@ O, es finito y forma grupo abeliano para n > 5. ©7 = 28, son las
esferas exdticas de dimensién mas baja conocidas.
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iPor qué n > 57: El truco de Whitney

@ Para n > 5 todo h-cobordismo es trivial ~» Conjetura de Poincaré

para n > 5.
@ Idea: Usar el truco de Whitney para cancelar asas en una
descomposicién del h-cobordismo.
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i Qué pasa en dimensién 47

@ El truco de Whitney no funciona (aunque si se puede conseguir
topoldgicamente! - M. Freedman 1982).

@ Se desconoce si existen esferas exdticas en dimensién 4.
@ Principal problema: Falta de invariantes pero no de posibles ejemplos:
(Gluck Twists).

Esferas exdticas
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i Qué se sabe hasta ahora?

@ Clases de difeomorfismo de variedades cerradas es a lo sumo
numerable (Cheeger).

(Akbulut 2009): La familia de Cappel-Shaneson es estindar.

(Rasmussen 2004): s-invariante (computable). Si s(M) # 0 entonces
M es exdética (requiere superordenadores).

(Freedman-Gompf-Morrison-Walker 2019): Primeros intentos de
cdlculo sistematico del s-invariante, sin resultados.
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iGracias por vuestra atencién!
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