


TOPOLOGÍA ALGEBRAICA
muy elemental en dimensión muy baja

2ª edición
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Prefacio

Estas notas corresponden a un curso no reglado cuyo objetivo es que un alumno
con unos conocimientos básicos de Topoloǵıa Elemental (subespacios, espacios co-
ciente y productos, compacidad y conexión) se inicie en las ideas de la Topoloǵıa
Algebraica y las aprecie para desear estudiarlas en profundidad. Todo lo que se
incluye ha sido parte en uno u otro momento desde 2010 de los cursos de Topoloǵıa
Elemental impartidos por el tercer autor o de TFGs de alumnos suyos (como los
que en su momento realizaron los dos primeros autores). No se estructuran orde-
nadamente como en una exposición teórica sistemática, sino como unos apuntes
de aula revisados con detalle. El desarrollo de la teoŕıa se detiene cada vez que
se puede obtener un resultado relevante y, confiamos, llamativo para el lector.
Tales altos en el desarrollo teórico no quieren ser distracciones, sino promesas de
que the best is yet to come

1. Se intenta captar la atención con algo más que la
belleza elegante de la teoŕıa en śı, aunque sea tanta. En la práctica del aula ha
resultado bien. A este respecto, indiquemos que las lecciones 0–12, 15–17, 30-31
son el núcleo de un curso cuatrimestral. Las demás son posibles exposiciones
complementarias o temas de trabajo de fin de grado.

En cuanto a objetivos espećıficos, el central es explicar los conceptos de ho-
motoṕıa, deformación, caminos y lazos, y grupo fundamental. También poder
calcular rigurosamente algunos grupos fundamentales importantes: las esferas
y la circunferencia, los espacios proyectivos reales, el toro, los bouquets finitos.
Aqúı se incluyen dos cosas en dimensión arbitraria: las esferas y los espacios
proyectivos reales; se hace porque los argumentos no seŕıan más baratos en di-
mensión 2. Como aplicación se obtienen en dimensión 2 una serie de teoremas
importantes: el fundamental del Álgebra, los de Borsuk-Hirsch (a veces atribui-
dos también a Ulam por su relación con Borsuk), la invarianza del dominio, la
invarianza de la dimensión, la invarianza del borde, el del punto fijo de Brouwer,
el de la esfera despeinada de Brouwer y el de Brouwer-Hopf. También se llega a
demostrar que la esfera no es contráctil.

A continuación el curso se ocupa de los teoremas de Jordan-Schoenflies. En
consonancia con el propósito declarado al principio, se utilizan procedimientos
elementales. Por supuesto se aclara que el teorema de Jordan es válido en di-
mensiones superiores, y que el de Schoenflies no lo es. Abundando en esta pecu-
liaridad se analiza la relación con los teoremas de Riemann y de Carathéodory.
Un teorema importante que se deduce del de Schoenflies es el teorema del anillo.
También se obtiene Jordan-Schoenflies en el plano proyectivo, que tiene un enun-
ciado más sofisticado, pero a nuestro alcance.

1Patti LaBelle/Groover Washington Junior
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Prefacio

La última parte y colofón del curso se dedica a la construcción de superficies
mediante cocientes de una región fundamental y mediante sumas conexas de
planos proyectivos y toros. Se aprovechan estas construcciones para enunciar (sin
demostración) el teorema de clasificación de superficies, y explicar las nociones
de primer grupo de homoloǵıa, orientabilidad, número de Betti, caracteŕıstica de
Euler y dimensión de inmersión.

Al final de cada lección se proponen problemas de dificultad variable, desde
observaciones sencillas a resultados adicionales relevantes: 258 enunciados en
total. Se citan en el texto mediante el śımbolo #, y algunos más dif́ıciles o más
significativos se marcan con un rayo o incluso dos . Además de ser un desaf́ıo
para el lector, estos problemas señalados deben estimular la búsqueda de otras
lecturas. Consideramos los problemas un complemento imprescindible del texto,
junto con unos pocos enlaces (16, incluyendo 13 animaciones verdaderamente
atractivas) que hemos elegido entre los muchos muy interesantes que hay sobre
la materia.

Para terminar hemos incluido una lista reducida de referencias, las que más
directamente hemos utilizado para escribir estas notas.

? ? ?

Esta segunda edición es una revisión muy profunda de la anterior, motivada
por la experiencia de uso en el aula. Se ha reescrito completamente la lección
13 y añadido la 28, y se han mejorado varias demostraciones importantes. Se
ha retocado todo el texto para afinar estilo, precisión y claridad, en bastantes
casos atendiendo las muy atinadas advertencias de los alumnos. También se ha
reformado completamente la colección de problemas: 80 más que en la primera
edición, reordenados y redactados de nuevo casi todos. Y al remaquetar todo el
texto para mejorar el diseño se han añadido códigos QR de las animaciones que
se citan.

Madrid, Majadahonda J.D. Porras, M. Jaenada, J.M. Ruiz

Diciembre de 2021
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caracteŕıstica de Euler, la dimensión de inmersión.

Referencias 137
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Topoloǵıa Algebraica muy elemental

Por ejemplo, al colapsar: (i) un lado de un cuadrado, obtenemos un triángulo,
(ii) un arco del borde de un disco, obtenemos otro disco, (iii) todo el borde de un
disco, obtenemos una esfera.

En estos ejemplos, la proyección canónica no es un homeomorfismo, aunque
X e Y = X/A puedan ser homeomorfos (ejemplos (i) y (ii)). Sin embargo,
al prescindir del conjunto A y su proyección, que es el punto a, śı obtenemos
homeomorfismos: (i) de un cuadrado menos un lado sobre un triángulo menos
un vértice, (ii) de un disco cerrado menos un arco en su borde sobre un disco
cerrado menos un punto en su borde, (iii) de un disco abierto sobre una esfera
menos un punto.

(2) Si identificamos punto a punto los bordes de dos discos, obtenemos una
esfera. Decimos que pegamos dos discos por su borde (sobre cómo se puede hacer
ese pegado punto a punto, véase # 22.2).

Figura 7. Pegado de dos discos.

(3) Identificando punto a punto dos lados de un cuadrado con igual orientación,
obtenemos un cilindro; con orientaciones opuestas, una banda de Moebius.

Figura 8. Cilindro y banda de Moebius.
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§0. Recordatorio de topoloǵıa

The cross-cap

https://www.youtube.com/embed/W-sKLN0VBkk

(6) En dimensión arbitraria podemos hacer lo siguiente. El espacio proyectivo
real Pn(R) es

(i) el cociente de R
n+1 \ {0} por proporcionalidad, luego

(ii) el cociente de la esfera S
n por la identificación antipodal x ⌘ �x, luego

(iii) el cociente de la semiesfera Qn = S
n \ {xn+1 � 0} por identificación

antipodal en su borde, el ecuador En�1 = S
n \ {xn+1 = 0}.

Nótese ahora que por proyección sobre xn+1 = 0 la semiesfera Qn es homeo-
morfa a la bola unidad cerrada D

n ⇢ R
n, y el homeomorfismo transforma el

ecuador de En�1 en el borde S
n�1 de D

n. Aśı, concluimos que Pn(R) es el co-
ciente de la bola unidad cerrada por identificación antipodal en su borde S

n�1.
Como esa identificación define en el borde el espacio proyectivo Pn�1(R), tene-
mos Pn(R) = Bn [ Pn�1(R) (aqúı Bn es la bola abierta).

Como es habitual en topoloǵıa, se utiliza el mismo nombre para espacios ho-
meomorfos. Por ejemplo, una esfera (de dimensión n) es un espacio homeomorfo
a la esfera unidad S

n : x21 + · · · + x2n+1 = 1 de R
n+1. Aqúı nos interesarán

principalmente las esferas de dimensión  2. De hecho, si decimos esfera sin
precisar dimensión, pensamos en una de dimensión 2; una “esfera” de dimensión
1 es una curva de Jordan.

(0.3) Teorema de extensión de Tietze. Toda aplicación continua f : A ! [0, 1]
definida en un cerrado A ⇢ R

n
se extiende a todo R

n
.

Este resultado es válido en condiciones mucho más generales: en lugar del
espacio af́ın R

n basta tener un espacio ambiente X normal y Hausdor↵. La
demostración es más sencilla en el caso de topoloǵıa definida por una distancia,
como para X = R

n, y algo más si como R
n se tiene local compacidad. De

hecho, una extensión f : Rn ! [0, 1] se puede obtener por fórmula expĺıcita (de
Hausdor↵):

f(x) = inf
a2A

⇢
d(x, a)

d(x,A)
(f(a) + 1)� 1

�
si x 2 R

n \A.

La comprobación es un ejercicio (largo pero dif́ıcil).

Se cumplen otras variantes de este teorema, para funciones f con valores en
intervalos arbitrarios, y en toda la recta: f : A ! R.
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§9. Teoremas de Borsuk-Hirsch

(1) Mostrar que una cadena infinita de esferas eX (# 3.7) es un recubridor simplemente
conexo de X.

(2) Definir un isomorfismo ⇡(X) ! Z similar al número de vueltas de la circunferencia.
Recuérdese ahora # 6.10.

El espacio X se llama collar de esferas, y análogamente se definen collares con mayor
número de esferas, todos con grupo fundamental Z.

#12. Sea X un collar de esferas.
(1) Mostrar que S

1 ⇥ S
1 ! S

1 : (x, y) 7! x factoriza a través de una identificación
f : S1 ⇥ S

1 ! X y una retracción ⇢ : X ! A ⇢ X, salvo homeomorfismo A ⇡ S
1.

(2) Estudiar los homomorfismos inducidos entre los grupos fundamentales.

Lección 9. Teoremas de Borsuk-Hirsch

Un conjunto A ⇢ R
n se llama simétrico si es invariante antipodal: x 2 A si

y sólo si �x 2 A. Una aplicación f : A ! A definida en un conjunto simétrico
se llama par si f(�x) = f(x) y se llama impar si f(�x) = �f(x). Con estas
definiciones:

Teorema 9.1 (Teorema de paridad de Borsuk-Hirsch). Denotamos � : [0, 1] ! S
1

el lazo que genera el grupo fundamental, es decir, �(t) = (cos 2⇡t, sen 2⇡t). Sea

f : S1 ! S
1
una aplicación par (resp. impar). Entonces #(f � �) es par (resp.

impar).

[0, 1] S
1

S
1

R

e⌧

� = p|[0, 1] f

p = recubridor exponencial
⌧

Demostración. Para calcular el número de vueltas de ⌧ = f � � elegimos una
elevación e⌧ de ⌧ . Si f es par,

⌧(t+ 1
2) = f(�(t+ 1

2)) = f(��(t)) = f(�(t)) = ⌧(t)

para 0  t  1
2 . Aśı h(t) = e⌧(t + 1

2) � e⌧(t) 2 Z, y como h(t) es una función
continua, es constante, digamos ⌘ k. En consecuencia

#(⌧) = e⌧(1)� e⌧(0) = (e⌧(12) + k)� (e⌧(12)� k) = 2k.

Similarmente, si f es impar

⌧(t+ 1
2) = f(��(t)) = �f(�(t)) = �⌧(t),
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§12. Teoremas de Brouwer

j : S1 ⇢ D
2. Entonces tomando como punto base x0 2 S

1 tenemos

Id⇤ = ⇢⇤ � j⇤ : ⇡(S1, x0) ! ⇡(D2, x0) ! ⇡(S1, x0).

Ésta es la sucesión ¡imposible! Id : Z ! {0} ! Z.

De aqúı se deduce un primer resultado importante de Brouwer:

Teorema 12.2 (Teorema del punto fijo). Toda aplicación continua f : D2 ! D
2

tiene algún punto fijo x = f(x).

Demostración. Supongamos que x 6= f(x) para todo x. Entonces la recta que
pasa por x y f(x) corta a S

1 en dos puntos distintos. El que está del mismo lado
que x (figura 29) es ⇢(x) = x+ �(x� f(x)) con

�=
�hx, x� f(x)i+

p
hx, x� f(x)i2 + kx�f(x)k2(1� kxk2)

kx�f(x)k2 .

En efecto, la ráız con signo negativo da el otro punto de corte, y esto es aśı para
todo x, porque el � que nos interesa es > 0 y el otro < 0, luegoel que nos interesa
es el mayor de ambos.

Figura 29. Retracción sobre la circunferencia.

Claramente ⇢ : D2 ! S
1 es una función continua, y por construcción una re-

tracción. Pero tal retracción no puede existir por el resultado anterior. En suma,
debe ser x = f(x) para algún x.

Ejemplo 12.3. Aśı, lo menos que puede tener una aplicación continua f : D2 ! D
2

es un punto fijo. Es fácil exhibir un ejemplo: cualquier giro de centro el origen.
Pero es esencial en el teorema que D

2 sea el disco cerrado, aśı que lo intere-
sante es encontrar un ejemplo de un f con un único punto fijo en el borde. Una
manera de obtener ese ejemplo es observar que D

2 es la compactificación por un
punto del semiplano superior x � 0. En ese semiplano una traslación horizontal
⌧(x, y) = (x+ 1, 0) es un homeomorfismo sin puntos fijos, y se puede extender a
esa compactificación dejando fijo el punto añadido.

El segundo teorema de Brouwer que probaremos se refiere a la esfera. Recorde-
mos que el plano tangente a la esfera S

2 en un punto x es el plano ortogonal a x,
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§16. Retractos de deformación

Figura 37. Plano con tres agujeros.

(4) La interpolación sirve muy a menudo como en el caso anterior. Supongamos
que tenemos una retracción ⇢ : X ! A de cierto conjunto X ⇢ R

n. Entonces
intentamos definir la deformación

Hs(x) = (1� s)x+ s⇢(x),

Esto será posible cuando para cada x el segmento [x, ⇢(x)] esté totalmente con-
tenido en X. Esta forma particular de convexidad es infrecuente y por ejemplo
nos muestra que la circunferencia es retracto de deformación del cilindro, y lo es
también de la banda de Moebius.

Figura 38. Deformaciones sobre una circunferencia.

En esta figura representamos mediante puntos y flechas cómo se hace la re-
tracción en cada caso: todos los puntos x de un segmento se transforman en el
punto ⇢(x) de intersección del segmento y la circunferencia central del cilindro o
de la banda.

Estos dos espacios tienen pues grupo fundamental Z, pero no son homeomor-
fos: esto tardará aún en poderse probar (problema # 20.2). Por otra parte, la
banda de Moebius es homeomorfa al plano proyectivo menos un punto (# 7.2),
luego P

2 \ {a} también tiene grupo fundamental Z (véase # 16.12).
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§18. Bouquets finitos

Mostrar que esta construcción tiene efectivamente por ĺımite un arco. Ese arco tiene área
positiva para amplitudes adecuadas de las divisiones centrales.

Este arco es un fractal, según denominación acuñada por Mandelbrot. Los fractales
tienen dimensión topológica 1, pero se les atribuye una dimensión métrica entre 1 y 2.
Más ejemplos de estos fenómenos pueden verse en las siguientes animaciones:

Fractal charm: space filling curves

https://www.youtube.com/embed/RU0wScIj36o

#3. Demostrar que un arco cerrado poligonal de R
2 no desconecta a ningún abierto

conexo que lo contenga.

#4. Demostrar que un arco cerrado no desconecta un plano agujereado.

#5. Del problema # 14.4 también se deduce el lema del arco. Comparar los argumentos
de aquel problema y los de la demostración de 17.1.

Lección 18. Bouquets finitos

Ya hemos visto algunos ejemplos de curvas que son retractos de deformación
fuerte del plano con agujeros. Naturalmente todas ellas tienen el mismo grupo
fundamental: el del plano con agujeros. En esta lección vamos a calcularlo con
rigor. Puede considerarse como una introducción modesta al teorema de van

Kampen.

(18.1) Deformaciones de un intervalo. (1) Mediante las interpolaciones lineales
que se representan en la figura siguiente

Figura 42. Deformación de un intervalo.
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Topoloǵıa Algebraica muy elemental

Otra manera de formular esto es que las únicas relaciones ⌧1 ⇤ · · · ⇤ ⌧m ' x0
son las triviales, o aún de otra manera, que si ⌧1 ⇤ · · · ⇤ ⌧m es nulhomótopo en
X entonces cada ⌧i es nulhomótopo en Y o en Z según corresponda. Pero es
preferible razonar en términos del grupo ⇡Y ⇤ ⇡Z , aunque luego se entenderá que
la demostración proporciona la nulhomotoṕıa que decimos.

Demostración. Supongamos pues dada una homotoṕıa (de lazos de base x0) � :
[0, 1]⇥ [0, 1] ! X con �0 = ⌧1 ⇤ · · · ⇤ ⌧m, �1 ⌘ x0. Por compacidad (0.4), existen
0= t0 < t1 < · · ·< tr =1, 0= s0 <s1 < · · ·<sr =1, de manera que cada cuadrado
E`

k = [tk�1, tk]⇥ [s`�1, s`] cumple �(E`
k) ⇢ U o V .

Podemos refinar la partición para que el dominio de cada ⌧i sea unión de
intervalos [tk�1, tk] consecutivos. Además consideramos nuestra deformación Hs :
X ! X, y la homotoṕıa  = H1 � �. Representamos todos estos datos aśı:

Figura 44. Homotoṕıa en un bouquet.

Observamos que por las propiedades de la deformación, la composición ↵i =
H1 � ⌧i sigue siendo un lazo de base x0 en Y o Z según fuera ⌧i, y Hs � ⌧i es una
homotoṕıa, en Y o Z según corresponda, entre ⌧i y ↵i. Por tanto, [⌧1]⇤· · ·⇤[⌧m] =
[↵1] ⇤ · · · ⇤ [↵m] en ⇡Y ⇤ ⇡Z (de hecho ↵1 ⇤ · · · ⇤ ↵m =  |s=s0).

Dicho esto, coloreamos la ret́ıcula asignando una letra Y o Z a los cuadrados
E`

k según dónde estén contenidas sus imágenes: si �(E`
k) ⇢ U (resp. V ).

Figura 45. Recoloreado de la homotoṕıa.
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Figura 55. Dos maneras de pegar dos conos por una generatriz.

#5. Sean X un espacio compacto y C = CaX el cono sobre él, con vértice a (# 1.4).
Mostrar que se puede calcular el invariante ⇡C,a y coincide con ⇡(X,x0). (En realidad
esto cubre todos los casos discutidos en esta lección, pues todos los puntos analizados
tienen esta estructura cónica local.)

Lección 20. El teorema de la curva de Jordan

Recordemos que una curva de Jordan es un conjunto homeomorfo a la circun-
ferencia. En esta lección probamos el célebre:

Teorema 20.1 (Teorema de la curva de Jordan). Una curva de Jordan C ⇢ R
2

desconecta R
2
en dos componentes, de cada una de las cuales es frontera.

Además, una de las componentes de R
2 \ C es acotada y la otra no (14.1(2)).

La acotada se denomina interior de C y la no acotada exterior. T́ıpicamente,
denotaremos U al interior y V al exterior; el compacto D = C [ U es el dominio

de Jordan de C.

Para poner en evidencia que el resultado es engañosamente simple, véase la
curva de Jordan del dibujo.

Figura 56. El teorema de la curva de Jordan.
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§25. Embaldosado de un dominio de Jordan

Figura 78. Región entre poligonales de Jordan.

Ahora, según esos tres casos, un disco suficientemente pequeño centrado en y
queda descompuesto por las poligonales que pasan por y en:

(i) tres componentes conexas, una en el interior de Nk+1
i , otra en el de Nk+1

i�1
y otra en le exterior de Ck+1,

(ii) dos componentes, una en el interior de Nk+1
i , otra en el de Nk+1

i�1 , y

(iii) dos componentes, una en el interior de Nk+1
i y otra en el exterior de Ck+1.

Como el exterior de Ck+1 está excluido por la elección de y, antes de y el camino
� pasa por el interior de un Nk+1

i . Pero el conexo � \ {y} no corta a la frontera
de ese Nk+1

i , luego está totalmente en su interior, y lo está origen x.

Resumimos toda la construcción aśı:

Figura 79. Embaldosado del recinto de Jordan.
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§30. Construcción de superficies

#4. Probar que una curva de Jordan C desconecta P
2 si y sólo si es el borde de un

disco cerrado D ⇢ P
2, si y sólo si es el borde de una banda de Moebius cerrada.

#5. Probar que una curva de Jordan C desconecta (resp. no desconecta) P2 si y sólo si
tiene un entorno homeomorfo a un cilindro circular (resp. a una banda de Moebius).

#6. Sean C,C 0 dos curvas de Jordan disjuntas de P2. Probar que hay un homeomorfismo
de P

2 que las transforma en o bien dos circunferencias de un plano af́ın P
2 \ `, o bien en

una recta de infinito ` y una circunferencia de P
2 \ `.

#7. Buscar dos curvas de Jordan en el toro que no lo desconecten y no representen el
mismo lazo en el grupo fundamental, cuyos complementarios sean homeomorfos. ¿Qué
dice esto de la existencia de un homeomorfismo del toro que transforme una de las curvas
en la otra?

#8. Sea S el toro con dos agujeros de la figura.

Figura 87. Toro con dos agujeros

Buscar dos curvas de Jordan en S que lo desconecten y cuyos complementarios no sean
homeomorfos. Deducir que las curvas no son homeomorfas por un homeomorfismo de S.

Lección 30. Construcción de superficies

Como sabemos, un conjunto M ⇢ R
m es una superficie (topológica) si es

localmente homeomorfo al plano. En esta lección vamos a describir todas las
superficies compactas que existen, aunque esa afirmación de que son todas es un
teorema de calado, que describimos un poco en la última lección de estas notas.

(30.1) Las tres superficies de partida. (1) Se trata de tres espacios que ya
conocemos: la esfera S

2, el toro T
2 = S

1 ⇥ S
1 y el plano proyectivo P

2. Ya
sabemos que los tres son cocientes de un cuadrado, según se ve en la figura
siguiente.

Figura 88. Las tres primeras superficies.
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Topoloǵıa Algebraica muy elemental

(30.5) La relación fundamental P2#T
2 = P

2#K
2. Para probar esta igualdad

utilizaremos una vez más el corta y pega. Calcularemos las dos sumas conexas
involucradas a partir de representaciones de P2 \D, T2 \D y K

2 \D. En la figura
92 anterior hemos visto cómo obtener la de T

2 \D, y de manera completamente
análoga se obtienen las otras dos, en el caso de P2 con una simplificación adicional,
según mostramos a continuación.

Figura 93. Supresión de un disco en P
2.

Aqúı suprimimos el disco D del plano proyectivo P
2 y tras un par de equivalencias

P
2 \D queda representado por el triángulo de la derecha con las identificaciones

que se indican. De la misma manera obtenemos dos pentágonos con ciertas iden-
tificaciones que representan T

2 \D y K
2 \D:

!
!
!

Figura 94. Supresión de un disco en T
2 y K

2.

Pegando ahora la base del triángulo de la figura 93 con los lados horizontales
de cada pentágono de la figura 94, obtenemos las dos sumas conexas P

2#T
2 y

P
2#K

2, con las identificaciones que representamos en la figura siguiente:

Figura 95. Sumas conexas de P
2 con T

2 y con K
2.
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§31. El teorema de clasificación de superficies

(31.5) El género. El entero k de las superficies de nuestra lista las clasifica
topológicamente lo mismo que � y �. Este

k =
n 1

2(2� �) si la superficie es orientable,
2� � si la superficie es no orientable,

se denomina género (topológico) y se denota g.

Si la superficie M es orientable, el género g nos dice cuántos toros hay que
pegar para obtenerla: denotamos M = T (g).

Figura 103. Superficies orientables

Se suele decir que g es el número de agujeros de la superficie. Esto no tiene
nada que ver con la noción introducida de la lección 16 y siguientes.

Análogamente, si M es no orientable, g es el número de planos proyectivos que
deben sumarse para obtener M : denotamos M = P (g).

Figura 104. Superficies no orientables

Aqúı usamos como imagen de P2 la inmersión de Steiner dada en 0.2(5). Insis-
tamos en que esa inmersión no es una imagen homeomorfa del plano proyectivo,
sino de un cociente suyo, que sirve como representación en R

3. El concepto de
agujero en este caso es menos claro... pero siempre hay que dejar algo en que
pensar. (Nótese que cada pieza de P (g) es un P

2 menos un disco, es decir, una
banda de Moebius.)
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2012.

[8] R. Luisto: Proof of the Jordan Curve Theorem.

https://luisto.fi/documents/JordanCurveTheorem.pdf

137



Referencias

[9] R. Maehara: The Jordan Curve Theorem via the Brouwer Fixed Point The-

orem. Am. Math. Monthly 91:10 (1984) 641–643.

[10] M. Manetti: Topologia. Springer-Verlag, Milán 2008.

[11] W.S. Massey: A basic course in Algebraic Topology. Springer-Verlag, New
York 1991.

[12] M.H.A. Newman: Elements of the topology of plane sets of points. University
Press, Cambridge 1964.

[13] E. Outerelo, J.Mª Sánchez Abril: Elementos de topoloǵıa. Sanz y Torres,
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Śımbolos

(1� s)ai + saj 1

Y = X/A 3

K ! T, S1 ⇥ S
1 5

P
2 = P 2(R) 6

Pn(R) = Bn [ Pn�1(R) 7

S
n : x2

1+ · · ·+x2
n+1=1 7

T
n = S

1 ⇥ · · ·⇥ S
1 10

f : P2 ! S
2 10

Hs : f ' g 10
(1�s)f+sg

k(1�s)f+sgk 11

Hs : f 'A g 13

CaX 14

Hs : � ' ⌧ 16

exp(2⇡i✓) = (cos 2⇡✓, sen 2⇡✓) 17

� ⇤ ⌧ 23

�0(t) = �(1� t) 25

⇡(X,x0) 26

⇡(Sn) = {1} 27

h↵[�] = [↵0 ⇤ � ⇤ ↵] 27

f⇤[�] = [f � �] 27

� : ⇡(X,x0) ! [S1, X] 28

⇢ : D2 ! S
1 28

f = p � ef 28

p : eX ! X, p�1(U)=
S

�U� 28

H = p � eH 30

� = p � e� 31

p : Sn ! Pn(R), p�1(U)=U+ [ U� 32

↵(t) = (0 : . . . : sen⇡t : cos⇡t) 32

⇡(Pn(R)) = Z2 32

⇡(SO(3)) = Z2 33

P 3(R) ⇡ SO(3) 34

f : S3 ! SO(3) 34

#� = e�(1)� e�(0) 35

⇡(S1) = Z 36

#� = #(↵0 ⇤ � ⇤ ↵) 37

⇡(R2 \ {0}) = Z 38

f : Sn ! S
1 38

q : R⇥ R ! S
1⇥S

1 38

S
n ! S

1⇥S
1, Pn(R) ! S

1⇥S
1 38

q : R \ {0} ! S
1 ⇥ S

1 38

f(�x) = ±f(x) 39

S
2 6⇢ R

2 40

T
2 ! R

2 41

S
n 6⇢ R

n 42

f(Fr(S)) = Fr(f(S)) 43

f⇤ : ⇡(X,x0) ! ⇡(Y, y0) 45

⇡(X⇥Y ) = ⇡(X)⇥⇡(Y ) 46

⇡(S1⇥S
1) = Z

2 47

⇡(Rn \ {a}) 47

p : P2 ! T
2 48

⇡(SO(4)) = Z2 48

⇢ : D2 ! S
1 48

⇢(x) = x+ �(x� f(x)) 49

S
2 ⇥ S

1 ! SO(3) 50

'k(x) = dist(x,Ck)/
P

` dist(x,C`) 53

R
2 \ h(D2) 57

deg(f : S1 ! S
1) 58

deg(± Id) 59
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de homotoṕıas, 30, 33, 36
de una aplicación
entre circunferencias, 62
entre dos recubridores, 34, 38, 62
entre espacios proyectivos, 34

141




