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RESUMEN. El objetivo de este trabajo es clasificar mediante el grado los tipos de homo-
topia de aplicaciones continuas X — P", siendo X la esfera S™ o el espacio proyectivo
P™. Para ello, estudiaremos los levantamientos de estas aplicaciones a S™ y las homo-
topias entre ellas, asi como las condiciones que estas homotopias deben cumplir para que
den lugar a homotopias entre las aplicaciones originales de P”. Una herramienta de gran
ayuda para este propésito serd el Teorema de Brouwer-Hopf, que clasifica los tipos de
homotopia de aplicaciones continuas de una variedad compacta en la esfera en la esfera.
En las tltimas secciones estudiamos la functorialidad de [Z, -] y hacemos una compa-
rativa entre [S", X] y 7, (X).
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bridores, levantamiento de homotopias, espacio proyectivo real, clasificacién del tipo de
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ABSTRACT. The goal of this work is to classify through the degree the homotopy types
of continuous maps X — P”, where X is the sphere S™ or the projective space P". To
that end, we will study the liftings o this maps to S™ and the homotopies between them,
as well as the conditions that these homotopies must satisfy to give rise to homotopies
between the original maps of P™. A really helpful tool for this end will be the Brouwer-
Hopf Theorem, which classifies the homotopy type of continuous maps from a compact
manifold to the sphere.

In the last sections we study the functoriality of [Z, ] and make a comparison between
[S™, X] and 7, (X).
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1. INTRODUCCION

A lo largo de este trabajo supondremos conocidos los conceptos y resultados que se
estudian en las asignaturas de Variedades Diferenciables y Topologia Algebraica del gra-
do y de Topologia Diferencial del méster, los cuales se pueden encontrar en [GR], [Ha]
y [ORR]. Ademéds, el lector interesado puede encontrar en [OR] una construcciéon mas
general del grado que la presentada en [ORR].

(1.1) Grado de una aplicacién continua. Vamos a recordar la nocién de grado para
fijar la notacién que usaremos en esta memoria. Dada una aplicaciéon continua f : X — Y
entre dos variedades compactas sin borde de igual dimensién, consideremos una aplicacion
diferenciable g : X — Y hométopa a f (la cual existe por [ORR, I11.6.1, I11.8.1]). Tomemos

un valor regular a € Y de g, y sea g *(a) = {z1,...,7,}.
(1) Si X e Y estdn orientadas, se define el grado de f como deg f := Y. sign, f,
siendo sign,,. f = +1 si f conserva la orientacién en x; y sign,. f = —1 si la invierte.

(2) Si alguna de las variedades no estd orientada, se define el grado mddulo 2 de f como
deg, f :=1r mdd 2.

La definicién no depende de las elecciones (se hace como para Y = S™ en [ORR, IV.8.1])
y por tanto el grado es un invariante de homotopia.

Uno de los resultados mas importantes de la Teoria del Grado es el conocido Teorema
de Brouwer-Hopf, el cual nos asegura que dada una variedad compacta X de dimension n,
el tipo de homotopia de una aplicacién continua X — S™ esta univocamente determinado
por su grado si X es orientable y por su grado médulo 2 si no lo es (ver [ORR, VIL.8.2]).
Surge la pregunta de hasta qué punto se puede generalizar este resultado, es decir, qué
pasa si sustituimos la esfera S™ por otra variedad M. Si bien este problema es complicado
en general, en algunos casos el propio Teorema de Brouwer-Hopf nos puede ayudar a
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resolverlo. Vamos a centrarnos en concreto en el caso en el que M es el espacio proyectivo
real de dimensién n, P". Una cuestién parcial en el caso n = 2 se plante6 en [MSE]

Pensamos en clasificar los tipos de homotopia de aplicaciones continuas X — P” para
cualquier variedad compacta X de dimensién n mediante el grado. La estrategia que
nos gustaria utilizar es estudiar los levantamientos de estas aplicaciones a los respectivos
recubridores universales de las variedades y aplicarles el Teorema de Brouwer-Hopf, pues
es sabido que el recubridor universal de P" es (S", 7) siendo 7 la aplicacién cociente de la
relacién de equivalencia x ~ +x para todo = € S”.

Mas detalladamente, el procedimiento seria el siguiente:

Sea, ()? ,p) el recubridor universal de X. Consideremos dos aplicaciones continuas f, g :
X — P". Si estas dos aplicaciones son homodtopas mediante una homotopia H, entonces
también fop y gop son hométopas mediante H o p, y por la propiedad de levantamiento
de homotopias (ver [Ha, 1.30]) existe una homotopia H entre dos levantamientos f y g
de f opy gop respectivamente.

[O,l]xf(iS” X9 s
LT

59 on
0,1] x X > pn X—P

Nos gustaria ahora aplicar la Teoria del Grado para concluir que el grado de ambos
levantamientos coincide, y es aqui donde aparece nuestro primer problema, pues para
hacer esto necesitamos que X sea una variedad compacta, lo cual no tiene porqué pasar.

Reciprocamente, si tenemos dos levantamientos f y g de fopy gop que tienen el mismo
grado, queremos usar el Teorema de Brouwer-Hopf para concluir que ambos levantamien-
tos son hométopos, y luego descender la homotopia entre ellos a una homotopia entre f
y g. Sin embargo, nos volvemos a encontrar con el problema de que X no tiene por qué
ser compacta, y no podemos garantizar que se cumplan las hipétesis de Brouwer-Hopf. Es
més, atn en el caso de que f y g fuesen hométopas, nada nos garantiza que la homotopia
entre ellos se pueda hacer descender a una homotopia entre f y g.

El ultimo problema que tenemos aparece a la hora de buscar representantes de cada
clase de homotopia. De nuevo el problema es que si X no es compacta no podemos aplicar
el Teorema de Brouwer-Hopf como nos gustaria.

Asi que nuestro procedimiento no nos vale en el caso general. Sin embargo, observamos
que el principal obstaculo que tenemos es el hecho de que X no sea compacto, asi que
vamos a centrar nuestra atencién en variedades cuyo espacio recubridor sea una variedad
compacta.

El caso mas sencillo es en el que la propia variedad X es simplemente conexa, es de-
cir, cuando X es la esfera S™, que es el primer caso en el que vemos que el método funciona:

(1.2) Tipos de homotopia [S",P"] de aplicaciones de la esfera en el espacio
proyectivo real. Sea f : S — P una aplicaciéon que podemos suponer diferenciable por
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los resultados de aproximacién de funciones continuas mediante funciones diferenciables
(ver [ORR, I11.6.1,I11.8.1]). Esta aplicacién tiene dos levantamientos f y —f a S™, ya que
al ser S™ simplemente conexa, por [Ha, 1.33] existe un levantamiento f de f, v es obvio que
— f también lo es. Ademds, estos son los tnicos, pues si fes otro levantamiento, entonces
dado un punto zo € S”, se ha de tener f(zg) = £/ (o), y en virtud de [Ha, 1.34], se

tiene f = +f. Vemos que ambos son diferenciables, pues localmente vienen dados por
f = for ! para una inversa por la derecha 7! de 7.

Sn
e
s
Para hacer la clasificacion necesitamos distinguir entre el caso orientable y el no orientable.

Proposicién 1.3. (1) Sin es impar, entonces hay una biyeccién
deg : [S",P"] — 2Z, [f] — deg f

entre el conjunto de clases de homotopia de aplicaciones continuas de S™ en P" y
27.
(2) Sin es par, entonces la apliciéon

[deg| < [S",P"] = N, [f] = | deg f|

es una biyeccion.

Demostracion. Comenzamos con el caso orientable, es decir, cuando n es impar. Lo primero
que vamos a hacer es estudiar la relacion entre el grado de f y el de sus levantamientos.
Para ello, tomemos un valor regular ¢ € P"* de f. Puesto que 7 es un difeomorfismo local
y f = mo f, se tiene que ¢ y —¢ son valores regulares de f, donde 7'(c) = {£¢}. Ademds,
FYe)=F "@UF (~2). Llamemos f (@) = {ar,...,a,} y f (=€) = {b1,...,b;}. Es
sabido que el grado no depende del valor regular escogldo (ver [ORR, IV.8.1(2)]), por lo que
> iy sign, f= Z _y Signy, f = deg f. Por otra parte, observamos que sign, 7 = sign_,

(pues — idgn conserva la orientacién), luego sign,,. f = sign,, fsign, m= sign,,. f para todo
i=1,...,r, ysign, f= signy, f para todo j = 1,...,s. Con todo esto, tenemos

deg f = Z sign,, f + Z signy, f= Z sign,,, f+ Z signy, f=2degf.
i=1 j=1 i=1 j=1

Veamos ahora que el grado caracteriza el tipo de homotopia de una aplicacion continua. En
efecto, si g : S™ — P™ es una aplicaciéon continua homoétopa a f y g es un levantamiento
suyo, entonces por la propiedad de levantamiento de homotopias, 7 es homotopa a un
lavantamiento de g, es decir, a ¢ 6 a —g, y por Brouwer-Hopf deg f = deg(£g). Pero
deg(—ids») = 1, luego, de hecho, deg f = degg, y asi deg f = 2deg f = 2degg = degg.

Reciprocamente, si deg f = deg g, entonces deg f = degg, y por Brouwer- Hopf existe
una homotopia H entre f y g. Componiendo con m, obtenemos una homotopia mo H entre

Iyg

Asi, dos aplicaciones continuas de S™ en P son hométopas si y solo si tienen el mismo
grado. Pero ademas, por el Teorema de Brouwer-Hopf, para cada m € Z existe una
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aplicacién continua f : S* — S™ de grado m, de forma que 7 o f es una aplicacién de
grado 2m. Por tanto, hay aplicaciones continuas de todos los grados pares.

Pasamos ahora al caso no orientable, es decir, cuando n es par. De nuevo tenemos
que dos aplicaciones f,g : S* — P" son hométopas si y solo si f es hométopa a =+g,
siendo f y g levantamientos de f y g respectivamente. Por el Teorema de Brouwer-Hopf,
esto es equivalente a que deg f = deg(£g), y como deg(£g) = +degg (pues en este
caso deg(—idsn) = —1), esto es lo mismo que deg f = 4degg, o en otras palabras,
|deg f| = | degg|. Asi que en este caso el tipo de homotopia de una aplicacién continua
viene caracterizado por el valor absoluto del grado de sus levantamientos. Ademas, al
igual que antes, el Teorema de Brouwer-Hopf nos garantiza la existencia de aplicaciones
cuyos levantamientos tienen grado +m para todo m € N. O

Hemos visto cémo nuestro método sirve para clasificar los tipos de homotopia de apli-
caciones en el caso mas sencillo, cuando la propia variedad X es su recubridor universal.
El siguiente paso sera estudiar el caso en el que X es una variedad cuyo recubridor uni-
versal sea una variedad compacta. En esta memoria vamos a analizar con detalle el caso
en el que X = P", y por tanto X = S". Tiene la dificultad de que debemos preocuparnos
por cuando una homotopia entre aplicaciones S” — S™ puede hacerse descender a una
homotopia entre aplicaciones S™ — P™.

2. APLICACIONES PARES E IMPARES

Dedicamos esta seccién a analizar como son los levantamientos a S™ de aplicaciones
P — P". Por levantamiento de una aplicacion f : P" — P" nos referimos a una aplicacion
f:S* —» S" tal que mo f = fom seglin hemos visto en la introducciéon. También
responderemos a la pregunta de qué deben cumplir las homotopias para que desciendan
a homotopias de P". Veremos que la respuesta en ambos casos la dan las aplicaciones
y homotopias pares e impares. Ademas de esto estudiaremos algunas cuestiones como
la paridad de su grado o la diferenciabilidad de los levantamientos de una aplicacién
diferenciable.

Definicién 2.1. Una aplicacién f : S™ — S™ se dice que es par si cumple f(z) = f(—x)

para todo x € S, y se dice que es impar si f(x) = —f(—z) para todo = € S".

Por ejemplo todos los levantamientos A de aplicaciones h : P* — S™ son pares:

h(z) = h(x(2)) = h(r(—2)) = h(-z).

Proposicién 2.2. Sea f : P — P una aplicacién continua. Entonces existe un leventa-
miento suyo f : S" — S". Ademas, f es o bien par o bien impar.

Reciprocamente, si f : S* — S™ es una aplicacién continua par o impar, entonces existe
una aplicacién continua f : P" — P” tal que f es un levantamiento suyo.
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Demostracion. Comencemos suponiendo que tenemos una aplicacién continua f : P* —
P". Como S™ es simplemante conexa, existe un levantamiento f : S™ — S™ de f o .

Esto quiere decir que dados dos elementos z,y € S" tales [z] = [y] € P, se ha de tener que
[f(z)] = [f(y)], es decir, si tomamos un zo € S" cualquiera, entonces f(zg) = & f(—o).
Pero como S" es conexa y f es continua, se ha de tener o bien f(z) = f(—x) para todo
x € S" o bien f(z) = —f(—x) para todo x € S".

Supongamos ahora que la aplicacién f es par o impar. Consideremos la aplicacién
f:P* — P dada por f([z]) = [f(z)]. Esta aplicacién estd bien definida, y, puesto que
claramente f = f o7 es continua, por la Propiedad universal del cociente, f es también
continua. [

Observacién 2.3. Al igual que ocurria en el caso de aplicaciones S™ — P", si la aplicacion
f P — P es diferenciable, también lo es su levantamiento, pues localmente viene dado
por f = mo for ! donde 7' es una inversa local por la derecha de 7. Igualmente, si
f:S® = S” es un levantamiento diferenciable de f, entonces la aplicacién f también es
diferenciable.

A priori uno podria pensar que cualquier aplicacién del proyectivo puede tener tanto
levantamientos pares como impares. Sin embargo, resulta que la paridad de los levanta-
mientos de una aplicacién continua viene determinada por cémo es el homomorfismo que
esta aplicacion induce en el grupo fundamental de P".

Proposicion 2.4. Sean > 2. Sea f : P" — P" una aplicacién continua y sea f:S* =S
un levantamiento suyo. Entonces f es par si y solo si el homomorfismo inducido por f,
fo i m(P™) = 7 (P™) es el homomorfismo trivial.

Demostracion. Supongamos primero que f es par. Tomemos un punto y, € P" y sea
v [0,1] — P™ un lazo con base y,. Por la propiedad de levantamiento de caminos,
dado my € 7 !(yo) existe un tinico camino 5 : [0,1] — S™ con F(0) = z,. Se tiene que
7(1) = £x4. En cualquier caso, al ser f par, f o7 es un lazo en S” con base f(z), por lo

que su clase en el grupo fundamental de P™ es [f 07| = 0.

yﬂj lﬁ
0,1] P L. pr
Observamos ahora que _
foy=fomoy=mofo7,
de lo que se deduce f.([y]) = m.([f 0 7]) = 0.



HOMOTOPIA DE APLICACIONES EN ESPACIOS PROYECTIVOS REALES 7

Si ahora f es impar, dado un xy € S™, existe un camino 7 : [0,1] — S™ con 7(0) = ¢

y (1) = —xp. Se tiene que 7y := T o ?_es un lazo en P" con base yo := 7(xg). Como f es
impar, 7 07 es un camino en 8 con (F 0 7)(0) = f(xo) y (F 0 9)(L) = f(—z0) = —F (o).
Por tanto, si se tuviese [r o f o7 = [f o7] = 0, existiria una homotopia relativa al

{0,1}, H : [0,1] x [0,1] — P™ entre f o y el camino constante cy(,,). Pero por la propie-
dad de levantamiento de homotopias, H se levantaria a una homotopia relativa al {0, 1},
H:[0,1]x[0,1] - S"entre ro foyy Ci(zy)» 10 cual es imposible. Asf que f.([7]) # 0, y
f« no es el homomorfismo trivial. O

Con esto ya hemos visto como son los levantamientos de aplicaciones continuas en un
espacio proyectivo. Nos centramos ahora en estudiar qué deben cumplir las homotopias
entre estos levantamientos para que desciendan a una homotopia entre las aplicaciones en
el proyectivo.

Una condicién necesaria obvia para que una homotopia H : I x S* — S"™ descienda a
una homotopia [0, 1] x P — P™ es que todas las aplicaciones intermedias H; desciendan a
aplicaciones en el proyectivo, lo que, segin hemos visto, es equivalente a que todas estas
aplicaciones sean pares o impares. Ahora bien, por la continuidad de las homotopias, no
es posible que haya aplicaciones de ambos tipos, es decir, o bien todas las aplicaciones
intermedias son pares o bien son todas impares. Asi pues, las homotopias que nos interesan
son de dos tipos:

Definicién 2.5. Decimos que una homotopia H : [ x S™ — S™ es par si las aplicacines
H,; son pares para todo t € I, y decimos que es impar si todas las aplicaciones H; son
impares.

Proposicién 2.6. Sea H : [0,1] x P* — P" una homotopia, y sea f un levantamiento de
Hy. Entonces existe una homotopia H : [0,1] x 8" — S" que levanta a H con Ho = f, i.e.
moH = H o (idp xm). Ademdas H es o bien par o bien impar.

Reciprocamente, si H : [0,1] x S* — S™ es una homotopia par o impar, entonces H es
un levantamiento de una homotopia H : [0, 1] x S" — §"

Demostracion. Supongamos primero H : [0, 1] x P* — P" es una homotopia y f un levan-
tamiento de Hy. Por la propiedad de levantamiento de homotopias, existe una homotopia
H :[0,1]xS™ — S" que levanta a Ho (idjp 1] X7) y con Hy = f. Ademas, por lo comentado
anteriormente, esta homotopia ha de ser o bien par o bien impar.

Para la segunda parte, definimos la aplicacién H : [0,1] x P* — P™ como Hy([z]) =
[H,(z)]. Por ser H par o impar, esta aplicacién estd bien definida, y cumple que H =
H o (idp ) xm). Ademas, como [0,1] x S es compacto y [0,1] x P"* es Hausdorff, se tiene
que la aplicacién idp x7 : [0,1] x S* — [0,1] x P™ es una identificacién, luego por la

propiedad universal dl cociente, H es continua por serlo H. Il

En este trabajo estudiaremos la existencia de homotopias pares/impares entre aplica-
ciones pares/impares, lo que nos llevara a la siguiente clasificacion.
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Teorema 2.7. (1) Sin es impar, entonces existe una biyeccion
deg : [P",P"] — Z, [f] — deg f.
(2) Sin es par, definimos los conjuntos
[P, 7)o == {[f] € [P", P"] | fi =0}
[P, 7]y = {[f] € [P P"] | £ # 0}

Se tiene [P™,P"] = [P, "]y U [P",P"]y, y las siguentes aplicaciones son biyectivas:

deg, : [P",P")y = Zo,  [f]— %#71(0) méd 2
deg] : [P",P"]; — 2N + 1, [f] — | deg ]|

donde f es un representante diferenciable de [f], f un levantamiento suyo y ¢ un
valor reqular de f.

Acabamos esta seccién estudiando la relacion entre la paridad de una funcién y su
grado. En primer lugar, recordamos el conocido Teorema de Borsuk-Ulam.

Teorema 2.8 (Borsuk-Ulam). Sea f : S — S™ una aplicacion continua impar. Entonces
f tiene grado impar.

Demostracion. Ver [ORR, IV.10.1]. O

En el caso par tenemos el siguiente resultado complementario.

Proposicién 2.9. Sea f : S — S" una aplicacién continua par. Entonces f tiene grado
par. Si ademds n es par, entonces deg f = 0.

Demostracidn. Sea yy € S"™. Se tiene f~!(yo) = {1, ...,z }. Distinguimos dos casos:

(1) Si n es impar se tiene que —ids. conserva la orientacion, luego para cada i €
{1,...,n} tenemos que

d:vzf(cxz) =dy, fo d*ﬂci(_ idS")(Cfxz') = dfxi(f © (_ idS"))(Cﬂ:i) = d*:mf(gf:vi)a
donde (, es la orientacion estdndar de S™ en el punto z. Asi pues, f preserva la
orientacién en ; si y solo si lo hace en —x;, de forma que deg f = Y7 2sign, f =
2%, sign,. f, que es par.

(2) Sin es par, entonces — idgn invierte la orientacién, por lo que

dwzf(C:Bz) = _dxzf © d*%‘(_ 1d§")(<*$z> = d*xz(f © (_ 1d§"))<€*$z> = _d*zif(gfxi)v
de forma que f conserva la orientacion en un punto y la invierte en su opuesto, y
O
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3. CONSTRUCCIONES EXPLICITAS

El objetivo de esta seccién es probar la existencia de aplicaciones impares S” — S™ de
todos los grados impares en cualquier dimensién y la de aplicaciones pares de cualquier
grado par en dimension impar, lo que usaremos més adelante para probar la sobreyecti-
vidad de las aplicaciones deg y |deg| definidas en el Teorema 2.7.

Teorema 3.1. Sea n € N\ {0}. Para cada k € Z impar existe una aplicacion continua
fr:S"™ = S" de grado k.

Demostracion. Consideremos para cada entero positivo k € Z* la funcién

cuya derivada es
hi(t) = ——— i(1—t)~".

Identificando R? con C de forma natural, podemos suponer que S* C R**! = C x R
De esta forma, podemos definir la aplicacién f, : S* — S™ dada por f,(z,z) := (2*,2'),
siendo ' = xhy(||z]|?). Cuando k es impar esta aplicacién es claramente impar, por lo
que si probamos que tiene grado k habremos acabado.

Lo primero que observamos es que h;, esdiferenciable, ya que su radicando no se anula
nunca. Por tanto, f, también es también diferenciable, y podemos calcular su grado a
través de sus valores regulares. Para encontrar estos valores regulares, vamos a estudiar
el determinante Jacobiano de f, en un punto (z,z) y veremos qué condiciones se han de
cumplir para que sea no nulo. Observamos que la matriz Jacobiana es

— A 0
J(va)fk = ( 0 oz’ ) )
ox

- (e 2w

donde

es la matriz de la diferencial de x + yi = 2z — 2F = u(z,y) + v(x,y)i. Como 2* es una

ou __ Ov

aplicacion polinémica, es holomorfa, y por las ecuaciones de Cauchy-Riemann, 5@ = ay Y
Qu — _9u Agf
ox oy’ )
ou\ > ou\>
det(A)=|—) +| = | >0
) (31’) (8y) -
Ademas vemos que det(A) = 0 si y solo si 2¥ = g—z + g—;i = 0, es decir, si y solo si z = 0.

Por tanto, los puntos que nos interesan son aquellos (z,x) tales que z # 0 (y por tanto

]l # 1).
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Si la dimension es n = 1, con esto ya acabamos el estudio de J(z,x)Tk- Supongamos que

n > 1. Si llamamos ¢’ = (2},...,2),_,) y © = (21,...,%,—1), se tiene que
or! 0 he(||z)|?) + 2220, (||=]|?) si =
P Ll =4 ™ U A A
oz, — oz lel) { 210 (|l |?) S i

’ .
por lo que %ix es la matriz (¢ ...c,—1) cuyas columnas son ¢; = hye; + 2hjx;x. De esta

manera, desarrollando el determinante obtenemos

! n—1
det (g—i) = det(hges, ..., hgen_1) + Z det(hgey, ..., 2h .z, . .. hye,_1)
j=1

= h 2 (hy, + 2hiJ2]]?).
Para determinar cuando este determinante es positivo vamos a hacer uso de la igualdad
hi(t)? + 2thi(t)h,(t) = k(1 — ¢)*71, la cual probamos a continuacién. Lo hacemos por
induccién sobre k:
En el caso k = 1 se tiene hy(¢)* + 2thy (t)h)(t) =1 = (1 — )°, y la igualdad es cierta.

Supongamos que se cumple para el caso k—1 y veamos que se cumple para k. En efecto,

hy(t)? + 2thy ()R}, (t) = i(l — )" — tii(l — )t

221—15 —tz - + (1=t =tk —1)(1 —t)+?

= —() + 2thy- 1() SO+ A =) =tk = -1t
=(k-1DA-)+ 1 -t - ( D1 -2
=1-k-DA-"2+ 1) =K1 -,

luego efectivamente se da la igualdad.

Asi pues, tenemos que si ||z]| # 1 (que es el caso que nos interesa), entonces

det(?ai) = he(ll2ll)"=2 (i) + 20 (o)) 211%)

= hie([l2)" = (k(1 = [|2[*)*71) > 0,

y en consecuencia

/
det(Jiz ) [r) = det(A) det(ax > > 0.

Ox
Con esto es facil ver que f, conserva la orientacién en todos los puntos de la forma
(2,0) con z # 0. En efecto, sea v = (z, ). Se tiene que T, ,)S" = L[v]*, y la orientacién
estandar de R™! es (gni1 = {v} & ((z,2), donde (. ) es la orientacién habitual de S"
en (z,x). Como det(Jy . f) > 0, se tlene que la aplicacién lineal J : R — R7F!
cuya matriz respecto de la base candnica es J(m)fk, satisface que J((gn+1) = Cgot1,
y J({v} ® (o) = {J(v)} & J((z0)), asi que si vemos que w = J(v) es un vector
saliente, se habrd de tener J(((..)) = (x), ¥ fir conservard la orientacién en (z,z).
Para ver esto, hacemos un célculo sencillo para obtener J(z,z) = (k2*, ax), donde a =
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hi(||z)?) + 2|z |%h.(||z||?) > 0. En consecuencia, si llamamos u := f,(v) = (¥, h(||z|?))
tenemos que (u,w) = k|z|** + ah(||z]]?)]|z|* > 0, lo que significa que efectivamente w es
saliente.

Una vez que sabemos que f, conserva la orientacién en los puntos de la forma (z, z)
con z # 0, ya solo falta ver como es la preimagen de la imagen de estos puntos. Veamos
que ?,:1(f(z,m)) = {(¢1,2),...,(C, )}, siendo las ¢; las k raices k-ésimas de z* en C.
En efecto, si f,(C,y) = fu(z,2) = (2%, zhie(]|z|?), se ha de tener ¢F = 2*, luego ¢ = ¢
para algin i € {1,...,k}. Ademas, ||y||> = 1 —|¢]* = 1 — |2|* = ||z|?, de forma que
ehi([2]1%) = yhx([[yl1?) = yhe(l|2]1%), y como hy([|z[[?) # 0, ha de ser z = y.

Con todo esto ya estamos en disposicién de calcular el grado de f,:
k k
deg fr = signi, o fr=> 1=F,
i=1 i=1
como queriamos.

Para encontrar funciones con grados negativos basta observar que la composicién oo f,
de f con la simetria o : S" — S" dada por o(z1,...,Tn41) = (—21,...,Zns1) tiene grado

deg(c o F,) = (deg o) (deg Fy) = —F.

Para las funciones pares tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 3.2. Sea n € N impar. Entonces, para cada k € Z existe una aplicacion
continua par fo, : S" — S" de grado 2k.

Demostracién. En primer lugar, si n = 1, entonces la aplicacién f(z) = k?* es par y tiene
grado 2k como hemos probado, en el Teorema 3.1. Supongamos pues que n > 1. Como
P" es una variedad compacta y orientable, por el Teorema de Brouwer-Hopf, para cada
k € 7 existe una aplicacion diferenciable ﬁ : P* — S” de grado k. Sea fy, : S” — S" un
levantamiento de m o fk : P" — P™ (que existe por la Proposicién 2.2).

Fo

ST —=8§"

L)

P mofk P
Como fo;, es un levantamiento de una aplicacién P* — S”, es una aplicacién par. También
podemos observar que (7 o fi). = 7. o (fx). = 0, y aplicar la Proposicién 2.4.

Calculemos ahora el grado de f,,. Como fk es diferenciable y m un difeomorfismo local,
todas nuestras aplicaciones son diferenciables. Sea ¢ € S™ un valor regular de ﬁ; Como
7 es difeomorfismo local, se tiene que c es también valor regular de f,. Sea ﬁ_l(c) =
{n(x1),...,7(x,)}. Por ser f,, par, se tiene que 72_,:(0) ={zy,...,2,,—2x1,...,—2,}. Por
ser n impar, 7 conserva la orientacion en todos los puntos, luego sign ., ﬁ = sign,, for =
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sign_,. fp paratodoi=1,...,r. Asi,

deg for = Z sign,,. for + Zsignﬁm for =2 Zsignﬂ(mi) fr = 2deg fr = 2k.
i=1 i=1 i=1

OJ

Mas adelante veremos que los resultados de esta seccion son suficientes para probar
la existencia de aplicaciones de cualquier grado en dimensiéon impar y es casi suficiente
en dimension par. Sin embargo, en este ultimo caso se necesitan algunos resultados que
estudiaremos en la seccién 5.

4. HOMOTOPIA DE APLICACIONES IMPARES

Dedicamos las dos siguientes secciones a estudiar cuando existe una homotopia par o
impar (segun corresponda) entre dos aplicaciones pares o impares con el mismo grado. En
esta seccion nos centramos en el caso de aplicaciones impares, donde la respuesta es que
siempre existe esta homotopia. La demostracién de este hecho la haremos por induccion
sobre la dimensién de las esferas. Para ello, antes probaremos que se puede suponer que
las dos aplicaciones son diferenciables y conservan hemisferios, y que en tal caso, las
restricciones de estas aplicaciones al ecuador (es decir, el conjunto de puntos de la esfera
cuya tltima coordenada es cero) tienen el mismo grado que las originales, de forma que
la hipétesis de induccién nos dard una homotopia impar entre estas restricciones. Usando
lo que se conoce como suspension de la homotopia entre las restricciones, encontraremos
una homotopia impar entre las aplicaciones originales.

Antes de comenzar con la demostracion, aclaremos lo que significa que una aplicacion
conserve hemisferios.

Definicién 4.1. Sea n > 2 y consideremos la esfera S™. Definimos el hemisferio superior,
hemisferio inferior y ecuador como

H* :=8"N{z,1 >0},

H™:=8"nN {xn—&—l < O}v y

S*ti=S"N{x, 1 =0}
respectivamente.

Sea f :S™ — S™ una aplicacién. Decimos que f conserva hemisferios si f(HT) C HY,
f(H™) C H™, y en consecuencia f(S"1) C S" 1.

Lema 4.2. Sean > 2 y sea f : S — S" una aplicacién continua impar. Entonces f
es homoétopa mediante una homotopia impar a una aplicacién diferenciable impar que
conserva hemisferios.

Demostracion. Lo hacemos en varios pasos.
(1) Podemos suponer que f es diferenciable.

Por los teoremas de aproximacion de aplicaciones continuas por aplicaciones diferenciables,

dado € > 0, si llamamos ¢ := 53, existe una aplicacién diferenciable hs 1 S* — S™ tal que
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|hs — f|| < . Observamos que al ser f impar y cumplir ||f(z)|| = 1 para todo z € S", se
tiene

1hs(x) = hs(=2)|l = |[hs(2) — F(x) — hs (- )+ f(=z) +2f ()]

> 2| f(@)[| = | (@) = hs(z)|| = [[hs(—2) — f(=2)|
> 2 — 24,

Por tanto, si 6 < 1, hs(x) # hs(—z) para todo 2 € S", de forma que podemos definir la
aplicacion

() =

que es impar y diferenciable y cumple

hs(x) — hs(—x) -
[hs(x) — hs(—z)|

how) = F(2) = Fs(=2) + F(=2) + (2 = [Fs(2) = Fs(-2)I|) ()

1hs(2) = hs(—2)]|
< Mhs(@) = F@)|| + [[f(=2) = hs(=2)|| + (2 = (2 = 20)) [ f(=)|
- 2—20
46 20

< —

—2-20 1-9¢
Asi pues, tomando e suficientemente pequeno tendremos que para cada x € S" sera

f(z) # —¢.(x), y la aplicacién

11 =) f(z) +to.(z)|

estard bien definida. Asi tenemos una homotopia impar entre f y f, := ¢, y sustituyendo
f por f,, podemos suponer que f es diferenciable.

16:(x) = F(2)ll =

= E&.

(2) Supuesto que f es diferenciable, podemos suponer que tiene a ¢ = 0,...,0,1) y
—c como valores requlares.

Sea a € H una valor regular de f. Al ser f impar, se tiene que —a € H~ es también valor
regular. Tomemos un entorno abierto y conexo V de a y ¢ tal que VN (=V) = &. Sabemos
que existe una difeotopfa F; tal que Fo(a) = a, Fi(a) = ¢ y la restriccién Filsny es la
identidad para todo ¢ € [0, 1]. Definimos la aplicacién

Fy() si o zeV
Fi(—z) si ze€-V
x siox¢Vu(=V).

La aplicacién H; o f es claramente una homotopia impar entre f y la aplicacién f, =
H, o f,y esta tltima tiene a ¢ (y por tanto a —c) como valores regulares. Asi, podemos
sustituir f por f, para suponer que f tiene a ¢ y —c como valores regulares.
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(3) Supuesto que c y —c son valores requlares de f, podemos suponer que la preimagen
de c estd contenida en H™ vy la preimagen de —c estd contenida en H™ .

Sean T (¢) = {p1,...,p} v F (=¢) = {=p1, ..., —p,}, y supongamos que f ' (c) ¢ H*.
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que p; ¢ H'. Sea 7 un plano que contiene
a la recta Lpi] y tal que £p; ¢ m si j # 1, el cual existe por estar en dimensién mayor
o igual que 2. Llamemos M := 7 N S", que es una circunferencia. Tomamos un punto
g1 € M N H* distinto de —p;. Existe un entorno abierto y conexo V de p; y ¢ tal que
VN(-V)=@ytal que £p; ¢ V si j # 1. En efecto, sea v C M el arco cerrado de
circunferencia que une p; y ¢; y no contiene a —p;. Obviamente £p; ¢ ~y si j # 1, por lo
que la funcién d : v — R dada por d(z) = dist(z, {£pa, ..., £p,}) es continua y positiva.
Por la compacidad de v, existe € := minge, d(z) > 0. Se tiene que

ve=_J (S” N B: (p))

es un entorno abierto y conexo de p; y ¢; que no contiene a £p; si j # 1, y reduciéndolo
si fuera necesario, podemos suponer que V N (

Al igual que en el paso anterior, podemos construir una difeotopfa impar H; que sea
la identidad fuera de V' U (=V) y que mande p; a ¢; y —p1 a —ql, de forma que la
aplicacién f o H, es una homotopia impar entre f y la aplicacién f; := f o Hy, y esta

-1 -1
tltima cumple que f; (¢) = {q1,pa, ..., P, } tiene un punto menos en H~ que f (c). Asf
pues, reiterando este proceso una cantidad finita de veces, acabamos encontrando una
homotopia impar entre f y una aplicacién tal que la preimagen de ¢ estd contenida en H+

(v lade —c en H™). Asf pues, si sustituimos f por f5, podemos suponer que 7_1(0) CH"
—1
yf (=) CH.

(4) Supuesto ?71(0) C HT, probamos que existe una aplicacion diferenciable impar que
conserva hemisferios a la que f es homdtopa mediante una homotopia impar.
Como ¢ ¢ fH )y —c ¢ f(H*), existe un 0 < ¢ < 1 tal que f(H™) C {w,1 < e}y
J(HT) C {zp41 > —€}. Sea A : R — [0,1] una funcién meseta par tal que A4 =0y

Al(=o0,~1]uft,400) = 1. Definimos la aplicacion h:S" — S" dada por

Fr) e (@M@ T0n)
h( )— ||(;[;’,)\($n+1)$”+1)||,
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& &

G 5

donde x = (2/, x,41). Esta aplicacién es impar y cumple que h(x) # —x para todo x € S,
ya que si se diese la igualdad, se tendria que tener 2’ = 0, y por tanto x,, 1 = +1, es decir,
x = +c. Pero A\(1) = 1, por lo que h(&c) = +c. Por tanto, podemos definir la aphcamon

— th(z) + (1 —t)z

i) = ) 2000

[th(z) 4 (1 —t)z|]

que es una homotopia impar entre idg» y h. Asi, la composicién H; o f es una homotopia
impar entre fy f, :=ho f.

Veamos que f4(Hj) C Hty 74(H_)_C H~. En efecto, sea x € H". Entonces, escri-
biendo f = (fi,..., fni1), se tiene que f, ., ,(z) > —¢, y tenemos dos posibilidades:

i f,41(z) > 0, entonces como sabemos que A(f,,;(z)) > 0, se tiene que (ho f),11 =
A(f n+1( 2)) fasa(2) >0,y folz) € HY.

Si —e < f(x) < 0, entonces MFoia(2)) = 0, de forma que (ho f),1(z) =
)‘(fn+1(x))fn+1(x) = 07 y f4(£l)) S H+‘
Anélogamente se ve que f,(H~) C H™.

Este concluye la demostracion. U

Pasamos ahora a probar que la restriccién a S*~! de una aplicacién que conserva he-
misferios tiene el mismo grado que la aplicacién original. Para ello necesitaremos un

importante resultado de la Teoria del Grado cuya demostracion se puede encontrar en
[OR, TI1.1.8].

Proposicién 4.3 (Teorema del Borde). Sea X una variedad compacta y orientada de
dimension n con borde Y y sea N una variedad orientada, conexa y sin borde de dimensién
n — 1. Sea H : X — N una aplicacion diferenciable. Entonces

deg(H[y) = 0.

Con este resultado se puede probar la siguiente proposicion:

Proposicién 4.4. Sean > 2 y sea f : S* — S™ una aplicacion que respeta hemisferios.
Supongamos que ¢ := (0,...,0,1) es un valor regular de f. Se tiene

deg(flsn-1) = deg f.
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Demostracidn. Como ¢ es un valor regular de f con 771(0) = {p1,...,p+}, podemos

tomar un £ > 0 lo suficientemente pequeno para que B := B.(¢) NS™ no corte al ecuador

—1 o Co
y f ~ (B) sea una unién disjunta de entornos B; de los p;, de forma que cada restriccién

f’Bi : BZ — B
es un difeomorfismo. Nétese que ademds los B; no cortan al ecuador, pues si lo hiciesen,
como f(S"7') € S"7!, B también lo cortarfa.

Sean S; := 0B; y S := 0B. Vamos a ver que para cada i € {1,...,r} es
deg(? Si) = Signpi Tv

donde consideramos las orientaciones de S; y S como bordes de B; y B respectivamente.
Para ello, sea a € S un valor regular de f|s,. Como f|p, es un difeomorfismo, (f|s,)™*(a)
consta de un unico punto al que llamamos b;. Basta por tanto comprobar que f conserva
la orientacién en p; si y solo si f|s, lo hace en b;. Sea v; € T}, B; un vector saliente,
y tomemos una base positiva {vs,...,v,} de Tp,S;, es decir, tal que {vi,vq,...,v,} es
una base positiva de T}, B;. Si probamos que dp, f(v1) es un vector saliente se tendra que
{dp, f(v1),dp, f(v2),...,dp, f(v,)} es una base positiva de T, B si y solo si

{dv f(va), -, do f(n)} = {db, (fls)(v2), - - o (Fls.) (va)}

lo es de T,,S, es decir, que f conservard la orientacién en b; si y solo si lo hace f|g,. Como
B; es conexo y f es un difeomorfismo, f conserva la orientacién en p; si y solo si lo hace
en b;, luego esto concluiria el argumento.

Veamos por tanto que dp, f(v;) es saliente. En vista de [ORR, 1.6.7], basta ver que
existen un abierto A C R"!, un entorno U C B de a y una parametrizacién de la forma
@ :[0,0) x A— U tal que dy, f(v1) = dp-1()p(t1,ta, ..., ty) para ciertos ti,to,...,t, € R
con t; < 0. Pero la misma proposicién nos asegura que al ser v; saliente, existe una
parametrizacién ¢ : [0,d) x A — V para cierto entorno V. C B; de b; tal que v; =
dy-10) (1, t2, ... t,) para ti,ts,...,t, € Ry t; < 0, de forma que, al ser flp, un
difeomorfismo,

p:=fo1:[0,0) x A—=U:= f(V)
es una parametrizacion que cumple
dy, f(v1) = dp, f 0 dp-1p)V(t1, Lo, . tn) = dw—l(bi)(? o)(ty,ta, ..., tn)
= dgofl(a)gO(tl, t2, . ;tn)

con t; < 0, luego es la parametrizacion buscada.

Una vez visto que deg(f

s;) = sign,, f, definamos
T
gt >
X=H"\({JBi].
i=1
que es una variedad compacta orientada y conexa de dimension n con borde

Y =s"lu US ,
=1
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donde S"! y los S; son disjuntos dos a dos por serlo S y los B;.

e B:(0)

Sn—l

Sear: HT — S"! la aplicacién dada por r(z', z,41) = ”E La aplicacion 7o (f|x) :

Lol
X — S" ! estd en las condiciones de la Proposicién 4.3, por lo que

deg(ro f)|y = deg(ro flx) |y =0.

Vamos a calcular este grado explicitamente. Sea a € S"~! un valor regular de (r o Dly.

Existe un tnico b € S tal que r(b) = a. Sean (flgn—1)"'(a) = {q1,..., ¢} v f (b)
{b1,...,b}. Se tiene

(ro D) @ = {ar.. .0} U b b,

Observamos que la orientacién de S*~! como parte del borde de X coincide con su orien-
tacién como borde de de H, mientras que la orientacién de cada S; como parte del borde
de X; es la opuesta a la orientacion como borde de B;. De todo esto deducimos que

Pls.) -

Por otra parte, r|s : S — S"! es un difeomorfismo que conserva la orientacién, ya que
no es mas que la composicién de una proyeccion ortogonal con una homotopia. Por tanto

deg <(r o 7)\5) = deg(f

0 = deg(r o f)ly = deg(flsn-1) Zdeg ((ro

s,) para cada i = 1,...,7, y concluimos que

deg(flsn1) Zdeg fls) Zsignpj: deg f.

=1

Con todo esto ya podemos probar el siguiente resultado.
Teorema 4.5. Sea n € N\ {0}. Sean f,g : S" — S" dos aplicaciones impares con
deg f = degg. Entonces existe una homotopia impar entre ellas.
Demostracion. Como habiamos dicho, vamos a demostrarlo por induccion.

En el caso n = 1 estamos tratando con circunferencias. Es sabido que el recubridor
universal de S! es (R, ), siendo ¢ : R — S! la aplicacién dada por s — (cos 27s, sen 27s).
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Sean J/”\,/g\ : R — R levantamientos de f y g, es decir, aplicaciones continuas que hacen
conmutativo el diagrama
fa

R——R

Dado s € R, se tiene que

P(f(s+1) = Flp(s + 1)) = F(e(s)) = @(f(5)),

e igualmente ¢(G(s+1)) = ¢(q(s)). Por tanto f(s+1) = f(s)+d y §(s+1) = §(s)+d' para
ciertos d, d’ € Z,los cuales son independientes del s € R (esto tltimo se puede ver mediante
un argumento estdndar de conexién). Vamos a ver que de hecho d = d’' = deg f = degg.
Lo hacemos para f, pues para g es analogo.

Consideremos la aplicacién g : R — R dada por ﬁd(s) = ds. La aplicacién H,(s) :=

~

tf(s) + (1 — t)ds es una homotopia entre f y hy. Ademds, observamos que para todo
t €10,1],
Ho(s+1)=tf(s+ 1)+ (1 —t)d(s + 1) = t(f(s) +d) + (1 — t)(ds + d)

-~

= tf(s) + (1 — t)ds +d = Hy(s) + d,

de forma que la aplicacién Hy(¢(s)) = @(Hy(s)) estd bien definida. Para ver que es
continua, consideremos una sucesiéon convergente {(t,,x,)}nen en [0,1] x S™ con limite
(to, zo). Tomemos sy € ¢ '(xg). Para cada n € N existe un tnico s, € [30 — %, S0 + %)
tal que x,, = ¢(s,). Como la aplicacién id; X¢ es un homeomorfismo local, la sucesién
{(tn, $n) }nen converge a (to, s9). De esta forma se tiene

H,y, (z,) = Hy,, (o(5)) = o(Hy, (s0)),

y por la continuidad de H y de ¢, esta sucesién converge a
o (Hiy(50)) = Hiy(i2(50)) = Hiy(0).
Vista la continuidad, H es una homotopia entre f y la aplicacién hy dada por
hg(cos 2ms, sen 21s) = hg(p(s)) = gp(/f;(s)) = (cos 27ds, sen 2mds),
de forma que deg f = deg hy, v este Gltimo grado es precisamente d.

Por otro lado, por la imparidad de f y G se tiene que para cada s € R,

~

o (Fls+3) =T (¢ (s+3) = (=) = =T(e(s)) = —(F(5)),

de lo que deducimos que f(s + %) = A(s) +k+ % para cierto k € Z, y de igual forma
g (s + %) =9(s) +l+% para cierto [ € Z. Al igual que antes, k y [ no dependen del s € R.
Se tiene por tanto

F&)+d=fls+1)=F(s+3) +k+1=Ff(s)+2k+1,
y g(s) +d=79(s) + 2l + 1, y concluimos que k = = &L € Z.
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Definimos la homotopia Fy(s) = (1 — t)f(s) + tg(s), que cumple Fy(s + 1) = F)(s) + d
para todo ¢ € [0,1], por lo que al igual que antes, la aplicacién Fi(o(s)) = ¢(F(s)) es una
homotopia, esta vez entre f y g. Ademads, observamos que

E(s—i—%) — Fi(s)+(1—1) (k+3)+t(l+13) :E(s)—l-%%-%,

por lo que

JE— ~

Fi(=¢(s) = Fi (¢ (s+3)) =¢ (B (s + 1))
= (B(s) + 51 +1) = —p(Fils) = ~Fulp(s)).
donde en la pentltima igualdad hemos usado que % € Z. Por tanto F es una homotopia
impar.
Esto concluye el caso n = 1.

Sea ahora n > 2 y supongamos que el resultado se cumple en dimension n — 1. Veamos
que se cumple en dimensién n. Sean pues f, g : S — S” aplicaciones continuas e impares
del mismo grado. Por el Lema 4.2, podemos suponer que tanto f como g son aplicaciones
diferenciables que preservan hemisferios, de forma que la Proposicion 4.4 nos asegura que

deg(flsn—1) = deg f = degg = deg(qg|sn—1),
y por hipdtesis de induccidn, existe una homotopia impar H : I X Sr—t — S*~! entre
flsn=1 ¥ glsn—1. Definimos la suspensidn de H como

c si rz=c
Yi(z) == < sen (%xnﬂ) ¢+ cos (gxnﬂ) Hi(y') si x#=+c
—c si x = —c,

Observamos que esta aplicacién es continua, pues
Mg ) 1,0) e (2) = ¢ = Xy (¢)
Mg ) 10,) X () = —¢ = By (=)

para todo ty € [0,1]. Ademds, se tiene que X;(—x) = —X;(z) para todo t € [0, 1] y todo
s € S™. Por tanto, ¥ es una homotopia impar entre las aplicaciones

Yo(z) = sen (2xy41) ¢ + cos (3zn41) f(Y)
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¥ (x) = sen (%an) ¢+ cos (%xnﬂ) ().
Ademas, todas las aplicaciones ¥J; conservan hemisferios, de lo que se deduce que
So(x) # —f(x) y Ei(z) # —g(x)

para todo x € S". En efecto, si existiese un x € S" tal que Yo(x) = —f(z), se tendria
s € S"1 pero Yy|gn-1 = flgn-1. Igualmente ocurre con g y ¥;. Deducimos por tanto que
las aplicaciones

I(1 =) f () + tXo (@)

son homotopias impares bien definidas entre f y ¥ v entre § y ¥, respectivamente.

En conclusién, concatenando F, Y y G obtenemos una homotopia impar entre f v g.
O

5. HOMOTOPiA DE APLICACIONES PARES

Pasamos ahora a estudiar la existencia de homotopias pares entre aplicaciones pares. La
estrategia que vamos a emplear para clasificar el tipo de homotopia par de una aplicacion
par f : 8" — S" es estudiar el tipo de homotopia de la aplicacion f : P" — S" dada por

f(r(z)) = f(z).
f

SnéSTl

|

]ID'IZ

A diferencia de lo que pasa con las aplicaciones impares, no siempre es posible encontrar
homotopias pares entre aplicaciones pares del mismo grado. La razén tiene que ver con la
no orientabilidad de P" cuando n es par. Vamos a verlo con un ejemplo.

Ejemplo 5.1. Sea n € N\ {0} par. Consideremos la aplicacién
h:S" = S" = (x1,...,2001) — (207 — 1,222, ..., 20100 11).

Como h es claramente diferenciable, podemos estudiar su grado a través sus valores

regulares. Vamos a ver que ¢ := (0,...,0,1) es uno de ellos. En efecto, se tiene que
Eil(c) = {a,—a}, siendo a := (\/Li’ 0,...,0, \/ié) La matriz Jacobiana de h en un punto
es

— 41’1 ‘ 2&32 2$n+1
th_( 0 | 2w 1d, ’
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de forma que det(J,h) = 2"2° > 0y det(J_oh) = (=1)"T12"2° = —2"2° < 0, pues n es
par. Como

es saliente en ¢, un razonamiento analogo al que hicimos en la demostracion del Teorema
3.1 para ver que las aplicaciones f, conservaban la orientacién, muestra que h conserva
la orientacién en a y la invierte en —a, por lo que sign,h = 1 y sign_,h = —1. Asf,
degh =1—1=0, por lo que h es nulhométopa.

Sin embargo, no existe ninguna homotopia par H : I xS — S™ entre h y una aplicacién
constante c,,. En efecto, si existiese dicha homotopia, la aplicacién H:IxP"— S" dada
por H(m(z)) = H(x) estarfa bien definida, y por la propiedad universal del cociente,
serfa continua. Como Hy = h y Hy = ¢y, la aplicacién h:P" — S", 7(x) — h(z) seria
nulhomotopa. Pero deg, h= 1, pues ¢ € S™ es un valor regular de h (por serlo de hy ser
7 un difeomorfismo local), y 77'(c) = {(1: 0: ... : 0 : 1)}. Como P" no es orientable,

el Teorema de Brouwer-Hopf nos asegura que h no es nulhomotopa, en contra de lo que
acabamos de probar.

Este ejemplo muestra perfectamente cudl es el problema: aunque dos aplicaciones pares
f,g:S" — S" tengan el mismo grado, puede ocurrir que las aplicaciones f,g : P* — S”
a las que dan lugar no tengan el mismo grado modulo 2

En realidad, el ejemplo anterior describe completamente la situacion:

Teorema 5.2. Sean € N\{0} par. Entonces toda aplicacion par f : S* — S"™ es homdtopa
mediante una homotopia par o bien a la aplicacion h definida en el ejemplo anterior o
bien a una aplicacion constante.

Demostracion. Como f es par, consideramos la aplicacion f dada por f~o 7 = f. Hay
dos posibilidades: si deg, f = 0, entonces existe una homotopia H : I x P" — S™ entre
f y cualquler aphcamon constante c,,, mientras que si deg, f = 1, entonces tenemos una

homotopia H entre f y h. En cualquier caso, la aplicacion H=Horm:IxS"— S"es una

homotopia que es claramente par entre f y ¢y, en el primer caso y entre fy henelsegundo.
O

Aunque en dimensién par la situacion no es tan buena como nos gustaria, en dimension
impar el grado vuelve a ser suficiente para clasificar las aplicaciones pares salvo homotopia
par.

Teorema 5.3. Sea n € N impar. Si £,G:S* = S" son dos aplicaciones pares continuas
tales que deg f = deggq, entonces existe una homotopia par entre ellos.
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Demostracion. Sean f,ﬁ : P* — S" las aplicaciones asociadas a f y § respectivamente.
Como ya hemos comentado para el caso de dimensién par, si vemos que existe una homo-
topia H entre f v g, se tendra que la aplicacién H = H o es una homotopia par entre
f v g. Probemos por tanto la existencia de la homotopia H.

Gracias al Teorema de Brouwer-Hopf, es suficiente con probar que f y ¢ tienen el
mismo grado. Para ello, vamos a ver que dada una aplicacién continua par cualquiera

h:S" — S”, se tiene deg h = 2degﬁ.

En primer lugar, observamos que podemos suponer que h es diferenciable, pues al igual
que en el paso 1 de la demostracion de 4.2, dado € > 0, si llamamos 4 := 5=, podemos
tomar una aplicacién diferenciable hs : S* — S" tal que ||hs — h|| < J, de forma que la
aplicacion

hs(z) + hs(—2)
125 () + hs(—2)|

o.(z) =
es par y diferenciable y cumple

lps(x) — h(z)|| < e
Asf pues, tomando ¢ suficientemente pequefio como para que ¢g(z) # h(z) para todo
r € S", tendremos que deg h = deg ¢_. Es mas, la aplicacién
— 1 —t)h(z) +to.(z
0y — L= 0() + 1,0
I(1 = t)h(z) + to ()]

es una homotopia par entre h y ¢_, luego desciende a una homotopia entre h y ¢~Sa, de
forma que deg h = deg ¢..

Ya supuesto que h es diferenciable, tomemos un valor regular ¢ € S" de h. Co-
~ 1

mo 7 es difeomorfismo local, ¢ es también valor regular de h. Se tiene que h (¢) =
{@1,..., 20, —x1,...,—x,} para ciertos z; € S*, y h™(c) = {m(z1),...,7(x,)}. Asi,

degh = ZT: sign,, h+ ZT: sign_,. h=2 ZT: sign,., h,
i=1 i=1 i=1

donde la ultima igualdad se sigue de que —idg» conserva la orientacién por ser n impar.
Como h = hom y m conserva la orientacion, se tiene sign, ) h = sign,, h, luego

N r ' _ T . _ 1 _
degh = Z SigN(y,) b = Z sign,. h = 3 deg h.
i=1 i=1
Aplicando esto a f y g concluimos que
~ 1 - 1 _ ~
deg f = S deg f = 5 degg = degy,

como queriamos. O
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6. APLICACIONES P" — P", CASO ORIENTABLE

Estamos ya en condiciones de probar la clasificacion del Teorema 2.7. Comenzamos con
el caso orientable.

Lema 6.1. Sean € N impar. Sea f : P" — P" una aplicacién continua y sea f:S*—> S
un levantamiento suyo. Entonces deg f = deg f.

Demostracion. Como siempre, podemos suponer que tanto f como f son diferenciables,
por lo que podemos calcular su grado a través de sus valores regulares.

Comenzamos observando que dado x € S", como 7 conserva la orientaciéon en todo
puntoy fom =mo f, se tiene

sign,, f = signg, 7sign, [ = sign ) fsign, ™ = sign ) f.

Sea ¢ € P" un valor regular de f, y sea 7 !(¢) = {c,—c}. Sabemos que al ser m
difeomorfismo local, tanto ¢ como —c son valores regulares de f. Ademads se tiene f~1(¢) =

m (7_1(6) u 7_1(—c)>. Distinguimos ahora dos casos.

Si T es impar, sea f(c) = {z1,...,z,}, de forma que f ' (—¢) = {~21,...,—z,} ¥
f1e) ={n(z1),...,m(z,)}. Se tiene

deg? = Z signmi ? = Z Signﬂ_(xi) f = deg f
i=1 i=1

Si ahora f es par, sera

{7_1(0) ={zy,..., e,y U{-21,...,—x,.},

—1

fo=a={y,. .yt U{-y,....—ysh,
de forma que
1@ = {n(x1),...,w(x.), 7(y1), ..., 7(ys)}-

Como f es par, se tiene que f = f o (—idg:) y sabemos que la aplicacién — ids» conserva
la orientacion por estar en dimension impar. Por tanto, tenemos que

Signzi 7 = Signxi (? © (_ 1d§”)) = Sign—xi TSignxi (_ ldS”) = Sign—xi 7

En consecuencia, si calculamos el grado de f usando el valor regular ¢ obtenemos
i=1 i=1 i=1

mientras que si lo hacemos usando —c¢, resulta deg f = 2 ijl sign,_ f. Concluimos por
tanto que

> sign, f =) sign, f,
i=1 j=1
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Asi

deg [ =) sigo [+ signa,) [ =) sign, [+ sien, f
i=1 j=1 i=1 j=1

=2 Z sign,. f=degf.
i=1

Teorema 6.2. Para todo n € N impar, la aplicacion
deg : [P",P"] = Z, [f]+ degf

es una biyeccion.

Demostracion. En primer lugar observamos que la aplicaciéon esté bien definida, pues por
la invarianza por homotopia del grado (ver [ORR, 5.3]), este no depende del representante
de la clase de homotopia escogido.

Para ver la inyectividad, sean f, g : P" — P" dos aplicaciones continuas con el mismo
grado y sean f,g : S" — S levantamientos suyos. Sabemos que f y g son aplicaciones
impares o pares, y por el lema anterior, que tienen el mismo grado. Por tanto, a la vista
del Teorema 2.8 y la Proposicién 2.9, f y § han de ser ambas impares o ambas pares. Asf,
los Teoremas 4.5 y 5.3 nos aseguran la existencia de una homotopia impar o par (segin
corresponda) entre f y g, que por la Proposicién 2.6 desciende a una homotopia entre f

yg.

Por tltimo vemos la sobreyectividad. Dado k € Z, sabemos por los Teoremas 3.1 y 3.2
que existe una aplicacién continua impar o par (segun la paridad de k) f, : S* — §"
de grado k. Por la Proposicién 2.2, esta aplicacion desciende a una aplicacion conti-

nua fr : P* — P" que por el lema anterior tiene grado k, tal y como queriamos.
O

7. APLICACIONES P" — P, CASO NO ORIENTABLE
Acabamos nuestra clasificacion con el caso de dimensién par. Recordemos que en este
caso debiamos considerar los conjuntos
[P, P :={[f] € [P",P"] | [
[P, Py = {[f] € [P, P"] | fi #
que cumplen [P P"| = [P, Py| U [P, P";.

0}
0}

I

Comenzamos con un lema previo.

Lema 7.1. Sea n € N\ {0} par. Sea f : S* — S™ una aplicacién diferenciable par.
Consideremos la aplicacion f : P* — S" que introdujimos en la Seccién 5 y que hace
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conmutativo el diagrama

Ip)n
Sea ¢ € S” un valor regular de f. Se tiene que %#7_1(0) mod 2 = deg, f.

Demostracion. Basta observar que al ser 7 difeomorfismo local, ¢ es un valor regular de

[y ysi
—1
f (o =A{z1,...,xp,—x1,...,—1,},

entonces f~(c) = {m(z1),...,7(x,)}, de forma que #f1(c) = %#771(0). Asi,

deg, f = #f () méd 2= %#7‘1(0) méd 2.

Ahora podemos probar el teorema de clasificacion.

Teorema 7.2. Sea n € N\ {0} par. Las aplicaciones siguientes son biyectivas:
1 - ,
deg, : [P",P"]y — Zo, [f] = E#f (¢) mébd 2
deg| : [P, P")y — 2N + 1, [f] > | deg f]|

donde f es un representante diferenciable de [f] y ¢ € S™ es un valor regular de su
levantamiento f.

Demostracion. Comenzamos con la aplicacién deg, : [P", P"]y — Z,. Lo primero que
observamos es que esta bien definida. Para ello, sean f,g : P* — P" dos aplicaciones
diferenciables homoétopas con f, = g, = 0. Sabemos por la propiedad de levantamiento de
homotopfias que existen dos levantamientos f,q : S* — S™ de f y ¢ que son hométopos. Por
la Proposicién 2.4, sabemos que f y g son pares, luego inducen aplicaciones f,q : P* — S™.
El Teorema 5.2 nos asegura que f y g son hométopas mediante una homotopia par a la
aplicacién h del Ejemplo 5.1 o a una aplicacién constante Cyo- Como no existe ninguna
homotopia par entre h y Cyo» f v g han de ser hométopas mediante una homotopia par
ambas a h o ambas a cyo- Esto quiere decir que las aplicaciones fvy g son ambas homotopas
a la aplicacion 1 inducida por h o ambas hométopas a ¢,,. En cualquier caso, fy g son
hométopas entre si. Asi pues, si tomamos un valor regular ¢ € S* de f y g, el lema anterior
y la invarianza por homotopias del grado nos aseguran que

1 - , ~ - 1, __ ,
§#f (¢) méd 2 =deg, f=deg,g= E#g Y(¢) mod 2.

Pasemos a la inyectividad. Supongamos que f,g : P* — P" son aplicaciones diferen-
ciables tales que deg,[f] = deg,[g]. Sean f,g : S" — S™ levantamientos suyos y sea
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¢ € S™ un valor regular de ambos. Sean fv,ﬁ : P* — S™ las aplicaciones asociadas a f y §
respectivamente. Como

dogy T = S#7 ' (¢) mod 2 = dog ] = deg[g) = ;

S#57'(0) m6d 2 = deg, 3.
se tiene que o bien son f y g ambas hométopas a h o bien son ambas homoétopas a ¢y, de
forma que existen homotopias pares o bien entre f y h y entre gy h, o bien entre f y Cyo ¥
entre g y ¢,,. En cualquier caso, concatenando las homotopias, obtenemos una homotopia
par entre f y g, que por la Proposicion 2.6, desciende a una homotopia entre f y g.

Por ultimo, para la sobreyectividad basta observar que si i : P" — P" es la aplica-
cién descendida de h, entonces deg,[h] = 1, mientras que para cualquier 7(yy) € P", la
aplicacion constante cr(,,) cumple que degy[cx(,,)] = 0.

Pasamos ahora a la aplicacién |deg| : [P",P"]; — 2N + 1. De nuevo la aplicacién estd
bien definida, pues si f,g : P* — P" son aplicaciones continuas hométopas entre si y
£,5:S" — S” son levantamientos suyos, entonces existe, por la propiedad de levanta-
miento de homotopias, una homotopia o bien entre f y g, o bien entre f y —g (obsérvese
que gy —g son los tinicos levantamientos de g). En el primer caso, la invarianza por homo-
topfa del grado nos asegura que deg f = deg g, mientras que en el segundo caso tenemos
deg f = deg(—g) = — degg, donde la tiltima igualdad es por estar en dimensién par. En
cualquier caso, se tiene |deg|([f]) = |deg f| = | degg| = |deg|([g]). Por otro lado, la Pro-
posicién 2.4 nos asegura que los levantamientos de aplicaciones cuya clase de homotopia
estd en [P",P"]; son impares, y por el Teorema de Borsuk-Ulam 2.8 los grados de estos

levantamientos son también impares, de forma que la imagen de |&é§y esta efectivamente
contenida en 2N + 1.

Para la inyectividad, sean f, g : P" — P™ dos aplicaciones continuas tales que | deg fl=
| deg g| para dos levantamientos suyos £,G:S" — S". Se tiene por tanto que deg f = degg
6 deg f = —degg = deg(—g). Como sabemos que f,§y —g son todas aplicaciones impares
por ser levantamientos de aplicaciones en P" cuyo homomorfismo inducido en el grupo
fundamental es no trivial, el Teorema 4.5 nos asegura la existencia de una homotopia
H:[0,1] x P* — P" entre f y g o entre f y —g segin corresponda. En ambos casos, la
Proposicién 2.6 nos da una homotopia H : [0,1] x P* — P" entre f y g.

Acabamos con la sobreyectividad. Dado k € 2N + 1, por el Teorema 3.1 existe una
aplicacion impar f, : S — S™ de grado k. Sea fi : P — P" la aplicacién descendida de
f1 que nos da la Proposicién 2.2. Claramente |deg|([f]) = | deg f,| = k. O

8. EL FUNCTOR [Z, ]

Estudiamos en esta seccién los conjuntos [Z, -] para un espacio topolégico Z fijado. El
functor covariante [Z, -] entre la categoria de espacios topoldgicos y la de los conjuntos es
el siguiente. Dados dos espacios topolégicos X, Y y una aplicacion continua f : X — Y,
podemos definir la aplicacién f, : [Z, X| — [Z,Y] por [g] — [f o g] (no confundir con la
aplicacién inducida entre los grupos fundamentales f, : m(X) — m(Y) que ha aperido
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antes en este trabajo), la cual cumple que (idx). = id;zx] y (ho f)« = h. o fi. Es claro
también que f. sélo depende del tipo de homotopia de f.

Ejemplo 8.1. Un caso en el que es sencillo calcular f, explicitamente es cuando X =Y =
Z = S"™. Sabemos por Brouwer-Hopf que [S",S"] = Z, identificando la clase de homotopia
de una aplicacién con el grado de dicha aplicacion. Asi pues, lo que nos proponemos es
calcular la aplicacion f, : Z — Z que hace conmutativo el diagrama

1deg Ideg
Z - Z

Sea por tanto k € Z y calculemos f.(k). Sea g : S* — S™ una aplicacién de grado k. Se
tiene

f«(k) = fu(deg(g)) = deg(f o g) = deg fdegg = kdeg f.
0

Al igual que en el ejemplo anterior, la aplicacion f, se puede calcular explicitamente en
todos los casos de la siguiente tabla:

I« n impar n par

[S™, S”]—>[S" S| Z—Z 7Z—7
[S*,S" — [S",P"] | Z — Z Z — N

[S” P — [S" S* | 2Z—Z N—Z

[S™, P — [S*,P"] | 2Z — 2Z N—N
["S"]—>[”S”] 7Z— 7 Lo — Lo

[P, S" — [P, P | Z—7Z Lo — 7o U (2N + 1)
PP — [P,SY] | Z— 7 ZoU(N+1) = Z
[P, P — [P",P"] | Z —7Z |ZyU(2N+1)— ZyU (2N +1)

Por ejemplo, todas las aplicaciones de la segunda columna vienen dadas por k£ — k deg f,
lo que se ve en todos los casos como en el ejemplo anterior. Las aplicaciones de la tercera
columna requieren algo mas de trabajo, pero siguen siendo faciles de calcular. Hagamos
un par de casos para mostrar el procedimiento.

Ejemplo 8.2. Comencemos con el caso [S",P"] — [S",P"] (n par). Dada una aplicacién
f +P" — P" debemos calcular la aplicacion inducida f, : N — N. Recordemos que la
identificacion de [S™,P"] provenia de asociar a la clase de homotopia de una aplicacién
continua g : S™ — P" el valor absoluto del grado de un levantamiento g : S* — S™ de g. Asi
pues, dado k € N, f,(k) vendra dado por el valor absoluto del grado de un levantamiento
fogde fog,donde g:S" — P" es una aplicacién continua tal que | degg| = k.

Sea f : S®™ — S™ un levantamiento de f. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

sn —f>Sn 7

J bk
9 IP)TLLIED?’L

St ——



28 ALEJANDRO CALLEJA ARROYO

del que junto con la unicidad de los levantamientos (una vez se ha fijado la imagen de un
punto) deducimos que fog==+fog.
Asi,
fe(k) = |deg f o gl = |deg(f 0g)| = | deg f|| degg| = k| deg f|.

Obsérvese que | deg f| caracteriza la clase de homotopia de f en [P",P"], lo que confirma
que f, solo depende de ese tipo de homotopia.

Ejemplo 8.3. Vamos ahora con el caso mas complicado de la tabla, que es el 1ltimo:
[P P"] — [P™,P"] (n par). En este caso la clase de homotopia de una aplicacién g :
P — P™ en [P, P"] viene dada por el valor absoluto del grado de un levantamiento suyo

G:S™ — S" si g es impar y por deg,[g] si g es par, y lo mismo pasa con la clase de f o g.
Distinguimos dos casos segin la paridad de los levantamientos f : S* — S” de f:

Caso 1: f es impar.

Distinguimos dos subcasos:

(i) Un elemento k& € 2N+1 representa la clase de homotopia de una aplicacién g : P* —
P™ tal que su levantamiento g : " — S" es impar y cumple que |degg| = k. Al
igual que en el ejemplo anterior, tenemos que f o g = +f 07, que es una aplicacién
impar, por lo que en este caso tenemos

f.(k) = |deg T o gl = | deg(+F 07)| = k| deg | € 2N+ 1.

(ii) Un elemento k € Z, representa la clase de una aplicacién g : P* — P" cuyo
levantamiento g es par, y tal que deg,[g] = k. En este caso tenemos que fog =
+f o7 es par, por lo que la imagen por f, de k vendra dada por deg,[f o g]. Vamos
a calcular este valor en funcién de deg,[g].

Sea ¢ € S™ un valor regular de f o g = £ f07g. Se tiene que ¢ es un valor regular de

fryysif (¢)={vi,...,y-}, entonces cada y; es valor regular de g. Nétese que como
f es impar, r lo es también. Para cada i = 1,...,7 serd g '(y;) = {a%,... ,a:i,i}, y
se tiene

deg,g] = 2s; méd 2

para cada ¢ = 1,...,r. Asi pues,

<\ _ , __ 1 ,
deg,[fogl = 3#(fog) () méd2 =3#g ' (f (c) mdd 2,
=1(si+---+s,) méd2 =rdegg mdd 2,
= deg, f deg,[g] = deg,|g] € Z».

Concluimos por tanto que

k|deg f| sike2N+1,
iy = e
k SlkEZQ.

Caso 2: f es par.

Distinguimos de nuevo dos subcasos:
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(i) Un elemento k € 2N + 1 representa la clase de homotopia de una aplicacién g :
P — P" tal que su levantamiento g : S™ — S™ es impar y cumple que |degg| = k.
En este caso f o g = £f0g es par. Por ello, podemos considerar los levantamientos
fv, m :P" — S" de f y f o g respectivamente que introdujimos en la Seccién 5.
Por la unicidad de levantamientos, se ha de tener que fzfq = :l:fo g, de forma que

degy fog= degQ(fo g) = deg, fdegQ g.
Sabemos por el Lema 7.1 que

deg,[f o g] = deg, f o g = deg, f degy g = deg,[f] deg, g.
Observamos que deg, g = deg, g, ya que dado un valor regular ¢ € S" de g, se tiene
que 7(c) es un valor regular de g, y si g '(c) = {x1,...,z,}, entonces g~} (7 (c)) =
{m(z1),...,m(x,)}. Como z; # *xx; si i # j por ser g impar, m(x;) # 7(z;) sii # j,
luego #g '(c) = #g7(r(c)). Ademaés, es inmediato que
deg, g =degg modd 2,
por lo que concluimos que

fi(k) = (k' mdd 2)deg,[f] = deg,[f],
la dltima igualdad porque k es impar por serlo g.
(ii) Un elemento k € Z, representa la clase de una aplicacién g : P* — P™ cuyo
levantamiento g es par, y tal que deg,[g] = k. De nuevo, la aplicacién fog= +£fog
es par, por lo que f,(k) vendrda dada por deg,[f o g]. Los mismos cédlculos que

hemos hecho en el caso 1(ii) nos dan que f.(k) = kdeg, f = 0, donde en este caso
deg, f = 0 por ser f par.

En conclusion,

deg,|fl € Zy sik e 2N+1,
f*(l{?): 4[ ] 2 :
0 sik € Zs.

Recordemos para apreciar mejor esta formula que la aplicacion f es nulhométopa si y
sélo si deg,[f] = 0.

9. [S",X] Y EL GRUPO DE HOMOTOPIA 7, (X).

Pasamos ahora a estudiar una cuestién que surge de manera natural al comparar el
conjunto [Z, X] con el el grupo de homotopia m,(X) (ver el capitulo 4 de [Ha]). Estos
conjuntos no coinciden, pues aunque ambos estan formados por clases de homotopia de
aplicaciones g : S — X, en el grupo fundamental son homotopias de espacios con punto
base. Nuestras cuentas ya lo ponen de manifiesto: si n € N es par, entonces [S", P"] = N
es un semigrupo, mientras que 7, (P") es el grupo Z.

Pero atin obviando la estructura de grupo de m,(X), sigue sin ser cierta la igualdad,
pues como decimos, no son lo mismo las clases de homotopia S™ — X que clases de
homotopia de pares (S", 29) — (X, zp). De nuevo, un contraejemplo es X = P" para n
par.

En efecto, dado 7(Zo) = o € P, se tiene por [Ha, 4.1] que 7, (P", z¢) es isomorfo a
T (S™, To) mediante 7, : m,(S", Tg) — 7, (P", zo). Por tanto, dada una aplicacién continua
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g S" — P" con g(z9) = zp, podemos identificar su clase de homotopia relativa a zo,
[9].0 € mn(P™, 20) con 7 ([g].,) € mn(S™, To), que es la clase de homotopia relativa a
2o del tnico levantamiento g : S” — S™ de g con §(zy) = To. Ademds, por [Ha, 4.25],
9], € T (S",Tp) estd identificado con degg € Z. Asi, tenemos identificado 7, (P™, xy) con
Z mediante la asignacién [g],, — degg.

En resumen, dos aplicaciones g, h : S" — P™ con g(z9) = h(z9) = 2o tienen la misma
clase en 7,(P") si y solo si degg = degh. Sin embargo, a la vista de la Proposicién 1.3,
las aplicaciones g y h son homdétopas si y solo si |degg| = | degh|. Por tanto, tomando
dos aplicaciones g y h con degg = —degh # 0, tendremos que [g] = [h] € [S",P"], pero
[9]z0 # [1]z € ma(P7).

Sin embargo, ain podemos decir algunas cosas sobre la relacion entre [S”, X y m,(X).
Tenemos el sisguiente resultado:

Proposiciéon 9.1. Sea X una variedad diferenciable conexa y sea xy € X. La aplicacién
@ (X, 20) = [S", X], 9]z = [g]

es sobreyectiva.

Demostracion. Sea g : S* — X una aplicacion continua. Tomemos una difeotopia F' :
0,1] x X — X con Fy = idx y Fi(g(20)) = x. Se tiene que F} o g es hométopa a g y
[Fy 0 gl., € mn(X, x0), por lo que

([Frogls) = [Fiog] = [g] € [S", X].

OJ

En ocasiones, la aplicaciéon ® de la proposicién anterior es facil de calcular explicita-
mente. Por ejemplo, de los cédlculos que hemos hecho en esta seccién se deduce que la
aplicacién @ : 7,(S") — [S",S"] se identifica con la aplicacién

b7 7, kv k,
y si n es par, la aplicacién ® : 7, (P") — [S",P"] se identifica con

®:7Z N, k—|k|
En tales casos, esta aplicacién puede ser muy 1til para calcular la aplicaciéon inducida
f« 1 [S", X] — [S™, Y] por una aplicacién continua f : X — Y. Vamos a verlo con un
ejemplo.

Ejemplo 9.2. Sea n € N par. Tomemos dos puntos zg = 7(Zg), yo = 7(7,) € P", y sea

f :P" — P una aplicacién continua con f(zg) = 3. Sea f :=mo f:S§" — P". Tenemos
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el siguiente diagrama conmutativo

71'n(]PmayO) [Sn’]Pm] )
f//
(ST 2
T ( 1‘0) I
T (P", o) ® [S", P

del que conocemos todas las aplicaciones ® y 7, : m,(S™, Tg) — 7, (P™, x0), que ya hemos
comentado que es un isomorfismo. Ademds, es facil ver que =, : [S",S"] — [S",P"] se
identifica con la aplicacion

Tt L — N, k— |k,

pues dada g : S™ — S” continua, su clase de homotopia viene dada por degg € Z, mientras
que la clase [107l,, = m.([7]s,) € [S",P"] estd representada por | deg7]|.

Haciendo las identificaciones correspondientes, el diagrama anterior se convierte en

7 N .
~/ T
7 i 7
f* f*
7 ki N

Si calculamos ﬁ T (S™,To) — m,(P™, yo) tendremos automaticamente las dos aplicacio-
nes f, y la aplicacién f, : [S",S"] — [S",P"]. Vamos por tanto a calcularla.

Sea f : S — S" el tnico levantamiento de f con f(Ty) = ¥,. Dada una aplicacién
continua g : S” — S" con g(zy) = Ty, se tiene que su clase [g],, € m,(S", xy) viene dada
por su grado deg g € Z, mientras que [fog]., € mn(P", w(yo)) se identifica, como ya hemos
visto, con el grado del inico levantamiento de fo g que manda zp a Y, y este no es otro
que f og. Por tanto tenemos que

fo(degg) = deg(f 0 g) = deggdeg f,
de lo que concluimos que nuestra aplicacion es

o Z =7, kv kdeg f.
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Las aplicaciones del diagrama anterior vienen por tanto dadas por

(]

kdeg f i || deg f] -
Ay
A ° k
1. 7.
[}

|kl

Observamos que la aplicaciéon f. : [S",P"] — [S",P"] coincide con la calculada en el
Ejemplo 8.2.

Este es un método alternativo para calcular las aplicaciones inducidas f, : [S", X] —
[S™, Y], pero sobre todo, para mostrar la diferente naturaleza de [S", X| y m,(X).
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