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RESUMEN. El objetivo de este trabajo es proporcionar una demostraciéon completa y
autocontenida del teorema de de Rham, que puede enunciarse de la siguiente manera: la
cohomologia de de Rham es equivalente a la cohomologia singular con coeficientes reales.
Con este fin, haremos uso de herramientas de dreas diversas como el dlgebra homoldgi-
ca, la topologia algebraica o la topologia diferencial —complejos de cadenas, sucesién de
Mayer-Vietoris o grupos de cohomologia sobre una variedad— para finalmente establecer
el resultado de la forma méds directa y explicita posible.
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Vietoris, homologia singular, de Rham.

ABSTRACT. The aim of this work is to provide a complete and self-contained proof of
de Rham’s theorem, which can be stated as follows: de Rham’s cohomology is equivalent
to singular cohomology with real coefficients. To this end, we shall make use of various
tools from different areas such as homological algebra, algebraic topology and differen-
tial topology —cochain complexes, the Mayer-Vietoris sequence or cohomology groups
on a manifold— to finally establish the main result in the most direct and explicit way
possible.
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INTRODUCCION

Histéricamente, se considera que el origen de la topologia algebraica y diferencial se
encuentra en el extenso articulo Analysis Situ, publicado por Henri Poincaré en 1895 —si
bien sus primeros resultados en estas areas fueron anunciados por el propio Poincaré en
1892. Pese a que fueron introducidas en trabajos previos de Poincaré, la primera persona
en investigar sistematicamente las propiedades globales de las formas diferenciales sobre
variedades fue Elie Cartan, en su libro de 1922 Integral Invariants. Fue en este contexto
histérico, motivado por unas conjeturas propuestas por Cartan que conocié mientras tra-
bajaba en su tesis doctoral, que Georges de Rham comenz6 sus trabajos en lo que hoy en
dia se conoce como cohomologia de de Rham. Una de las caracteristicas mas sorprenden-
tes de este objeto, a caballo entre la topologia algebraica y la diferencial, es que, pese a
definirse a partir de formas diferenciales, los grupos de cohomologia de de Rham resultan
ser invariantes topologicos. En particular, el teorema de de Rham, probado por de Rham
en 1931, establece un isomorfismo entre la cohomologia de de Rham y otro invariante de
naturaleza topoldgica, la cohomologia singular con coeficientes reales'.

El objetivo de esta memoria es proporcionar una prueba completa y lo mas autocon-
tenida posible del teorema de de Rham. Con este fin, dividimos nuestro estudio en los
siguientes bloques:

1En rigor, no fue hasta 1950 que de Rham traté de traducir sus resultados al lenguaje de la cohomo-
logia. La prueba original del teorema de de Rham de 1931 utiliza técnicas de la teoria de distribuciones
introducida por Sergéi Sébolev y Laurent Schwartz. Para mas informacion sobre la historia de la topologia
algebraica y diferencial, asi como para la referencia de los hechos histéricos aqui citados, véase [13].
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El primer bloque, que incluye desde la seccién 1 a la 5 inclusive, comprende la definicién
y propiedades bésicas de la cohomologia de de Rham. En la seccién 1 se hace un repa-
so breve de los conocimientos minimos de variedades diferenciales —que se presuponen
conocidos de otras asignaturas del grado en Matematicas— necesarios para formular la
cohomologia de de Rham y algunas de sus propiedades esenciales. Esta seccién termina
con la demostracion del principio de induccion en abiertos, que sera pivotal para la de-
mostracion del teorema de de Rham. La seccién 2 introduce las herramientas del algebra
homoldgica que se utilizaran a lo largo de toda la memoria, mientras que en la seccién 3
se definen los grupos de cohomologia de de Rham como aplicacién particular de la coho-
mologia de cadenas aplicada al complejo de cadenas formado por las formas diferenciales
y la diferencial exterior. Por tltimo, las secciones 4 y 5 se dedican a estudiar algunas
propiedades fundamentales de la cohomologia de de Rham, como son el lema de Poincaré,
la invariancia de los grupos de cohomologia de de Rham bajo homotopias diferenciables
o la existencia de una sucesién exacta larga en cohomologia de de Rham o sucesion de
Mayer-Vietoris. Las referencias principales de este bloque son [1] y [4], suplementadas
extensamente por [2] y [3] entre otras.

El segundo bloque esta dedicado en exclusiva a desarrollar los conceptos y resultados de
topologia algebraica —en particular, de homologia singular— necesarios para lo que sigue;
y comprende las secciones 6, 7 y 8. Estos conocimientos no son habitualmente objeto de
estudio en un primer curso de topologia algebraica a nivel de grado —o, al menos, no
en profundidad—, de tal forma que esta memoria se dedica un espacio considerable a
definir los grupos de homologia singular y probar en detalle algunas de sus propiedades
bésicas. La presentacion que hacemos aqui de la homologia singular tiene, no obstante,
la peculiaridad de que la teoria de homologia singular se desarrolla de forma paralela
para conjuntos afines del espacio euclideo y aplicaciones diferenciables y para espacios
topoldgicos arbitrarios y aplicaciones continuas. Asi, en la seccién 6 se introducen los
grupos de homologia singular, en 7 se introducen los homomorfismos inducidos en ellos
por aplicaciones diferenciables o continuas —segin el caso— y se prueba la invariancia
por homotopia de la homologia singular; y por ultimo en 8 se introduce la sucesion de
Mayer-Vietoris en homologia singular. La referencia bésica de este bloque es [10].

Finalmente, el bloque tercero y tltimo de la memoria —compuesto por las secciones 9,
10 y 11— atna conceptos y resultados de los bloques anteriores, estableciendo conexiones
entre ellos. La analogia formal entre las homologia singular diferenciable y continua que
subyace al bloque anterior conduce a una relacién de isomorfismo entre ambas homologias
en variedades diferenciables, que se demuestra rigurosamente en 9 empleando induccién en
abiertos —junto a otras técnicas de diagram chasing o dlgebra homoldgica como el Lema
de los cinco o la existencia de sucesiones de Mayer-Vietoris en ambos casos. Esta misma
estrategia permite obtener la dualidad de Poincaré y la férmula de Kiinneth —véase [5]—,
y la usaremos aqui para probar el teorema de de Rham en la ultima seccion. La seccion
10 proporciona una primera conexién entre formas diferenciales y cadenas a través de
la integracion de formas en cadenas. Para ello, se generalizan previamente los conceptos
de variedades diferenciables con borde a variedades diferenciables con borde anguloso, se
introduce la integracién de formas para variedades con borde anguloso y se demuestran
las correspondientes generalizaciones del teorema de Stokes —tanto a variedades con
borde anguloso como para cadenas. Finalmente, en la seccién 11 se definen los grupos de
cohomologia singular a partir de los de homologia, se define el homomorfismo de de Rham



a través de integracion en cadenas y se demuestra que el homomorfismo anterior es de
hecho un isomorfismo, lo que establece el teorema de de Rham. Esta tltima prueba reine
conceptos y técnicas de todos los bloques anteriores (induccién en abiertos, integracién
en cadenas, las sucesiones de Mayer-Vietoris segin 5 y 8, etcétera), y supone la sintesis y
culmen de todo lo que la precede. Junto con las referencias anteriormente citadas, se ha
consultado [11] como referencia principal en este iltimo bloque.

1. CONCEPTOS PRELIMINARES

En esta seccién recopilamos terminologia, notaciones y algunos resultados basicos de
asignaturas del grado en Matematicas, por lo que se omiten las demostraciones. La refe-
rencia bésica es [1].

Dado un abierto U C RP, diremos que la aplicacion f : U — RP es diferenciable si tiene
derivadas parciales de todos los 6rdenes y son continuas. De forma més general, diremos
que una aplicacion f : X — Y, siendo X C R? e Y C RY subconjuntos arbitrarios del
espacio afin, es diferenciable si para todo punto x € X existe un entorno abierto U* C RP
del mismo y una aplicacién diferenciable F' : U — R que coincide con f en U N X. Si
la aplicacion f, ademads, es biyectiva y tanto ella como su inversa son diferenciables, se
denomina difeomorfismo. Asi, para subconjuntos arbitarios de R (en adelante, conjuntos
afines) podemos definir aplicaciones y funciones diferenciables.

Una herramienta fundamental para hacer construcciones en conjuntos afines X C RP
son las particiones diferenciables de la unidad:

Definicién y Proposicién 1.1. Sea {U;}ic; un recubrimiento abierto de un conjunto
afin X. Entonces, eziste una familia {6;};cr de funciones diferenciables 0; : X — [0,1]
que satisfacen las siguientes propiedades:

(1) Local-finitud: cada punto x € X tiene un entorno W en el que se anulan todas las
0; salvo una cantidad finita.

(2) Particion de la unidad: la suma ), 0; estd bien definida en todo punto y vale cons-
tantemente 1.

(8) Subordinacion al recubrimiento: para cada i € I, la funcion 0; se anula fuera de U;,
mds aun

sop 0; C U;, donde sop 0; :={x € X : 0;(x) # 0}.

La familia {0;};c; recibe el nombre de particion diferenciable de la unidad subordinada al
recubrimiento {U; }ie;.

La proposicion 1.1 se demuestra a partir de la paracompacidad de RP. Un espacio
topoldgico Hausdorff X se dice paracompacto si todo recubrimiento abierto de X tiene
un refinamiento abierto localmente finito; el teorema anterior es consecuencia de que
todo espacio topoldgico metrizable es paracompacto. Senalemos asimismo que 1.1 incluye
en la condicién (1) que todo conjunto afin X es paracompacto: {V; = sop 6;}icr es un
refinamiento localmente finito de {U; };c;. Ademas, en la condicién (3) incluye una técnica
estdandar de la manipulacién de recubrimientos, denominada shrinking: dado {U,;}icr, el
recubrimiento abierto {V;}ic; cumple V; C Us.
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Una subfamilia de conjuntos afines particularmente importante desde el punto de vista
de la geometria es el de las variedades diferenciables.

Definicién 1.2. Un conjunto M C RP se denomina variedad diferenciable (sumergida),
o simplemente variedad, si cada punto x € M tiene un entorno U C M que es difeomorfo
a un abierto W de un espacio afin. Los difeomorfismos anteriores ¢ : W — U reciben el
nombre de parametrizaciones y sus inversos el de sistemas de coordenadas.

Si cada punto tiene un entorno difeomorfo a un semiespacio cerrado
H™ .= {I‘ = (I1,$2, ,SL’m) eR™: T > 0},

diremos que M es una variedad diferenciable con borde. Un punto de x € M se dice que esté
en el borde de la variedad si se corresponde con un punto de OH™ := {z € R™ : z; = 0}
a través de una parametrizacion.

Observacién 1.3. Puede demostrarse que esta condicién es independiente de la parame-
trizacion considerada (véase [1, 1.4.2]), luego el borde de una variedad esté bien definido.

Se puede dar una definicién aparentemente mas general de variedad diferenciable, como
una variedad topolégica (i.e., un espacio topolégico Hausdorff, II axioma y localmente
homeomorfo a algin R™ —o H™ si tiene borde—) dotada de una estructura diferenciable
maximal, que omite cualquier referencia a un espacio ambiente externo a la variedad. No
obstante, [9, I1.7.4] (o bien [1, I.5.8]) afirma que toda variedad diferenciable en este sentido
es difeomorfa a una variedad sumergida en un espacio afin; en particular el teorema de
inmersion de Whitney afirma que se puede sumergir en R”, con p = 2 dim M + 1 (véase
9, 11.6.1]; de hecho puede conseguirse hasta p = 2 dim M, [1, 1.5.8]). Por esto, en lo
sucesivo consideraremos que todas las variedades estan sumergidas en un espacio afin.

Al ser localmente difeomorfas a un espacio afin R™ (o a un semiespacio H™), las varie-
dades comparten sus propiedades topologicas locales, a saber, toda variedad es localmente
compacta y localmente conexa, y sus componentes conexas son abiertas. Ademas, como
subconjuntos del espacio afin heredan la propiedad de Hausdorff y el II axioma de nume-
rabilidad. Se puede demostrar, aplicando el teorema de la funcién inversa al difeomorfismo
de cambio de coordenadas, que todos las parametrizaciones de una variedad en un punto
estan definidas en espacios afines de la misma dimensién. Esta observacién conduce a
definir la dimension de la variedad en un punto como la dimensién del espacio afin donde
estan definidas sus parametrizaciones. Habitualmente la dimension es la misma en todos
los puntos (por ejemplo cuando la variedad es conexa), por tanto se acostumbra a hablar
de dimensién de la variedad sin hacer referencia a ningtin punto concreto.

A cada punto x € M de una variedad diferenciable le podemos asociar un espacio vec-
torial T, M C RP de dimension igual a la de la variedad M en ese punto. Este espacio
vectorial recibe el nombre de espacio tangente. En efecto, basta considerar una parame-
trizacion ¢ : W C R™ — M con ¢(a) = x y definir T,M := d,p(R™), y se demuestra
que la definicién de T, M es independiente de la parametrizacién. Denotando x = o1,
podemos asignar a 1T, M la base de derivadas parciales {aixih}gil, esto es

0
{ 8Xi = dx(w)@(ez)}

xX
con e; el i-ésimo vector de la base canénica de R™.

1<i<m



A partir de los espacios tangentes, se definen otras construcciones fundamentales sobre
variedades. En particular:

Definicién 1.4. Una forma diferencial de grado p (o simplemente p-forma) en una va-
riedad M es una asignacién w que a cada punto x € M de la variedad le asocia una forma
multilinear alternada de grado p, w,, definida en su espacio tangente T, M.

Dado un sistema de coordenadas locales x : U — R™, se puede expresar de manera
Unica
Wy = g Wi,y () AXgy 2 A o A dXG) o,

1<i1<...<ip<m

o bien, utilizando un multiindice I = (i1, ...,%,), wy = »_;wr(x)dxr,. Los objetos dx;,
constituyen, por definicion, la base dual a la base de las parciales en el espacio tangente,
esto es, son vectores duales en T, M definidos por la condicion

g ] 0 sid#y,

] 11 sii=j.

Diremos que la p-forma w es diferenciable si y solo si lo son las funciones w; : U — R
(escogiendo una familia de dominios de coordenadas que recubran la variedad). Deno-
taremos por ['’(M) al espacio de las p-formas diferenciales diferenciables de M. En lo

sucesivo, se asumira que todas las formas diferenciales son diferenciables salvo mencion
expresa.

A toda funcion diferenciable f : M — R se le puede hacer corresponder una 1-forma
mediante la asignacién =z +— df, = d,f, que se denomina la diferencial de f en x.
Por motivos que seran evidentes cuando introduzcamos la diferencial exterior, definimos
(M) como el conjunto de funciones diferenciables que van de M a R. Por supuesto, dx;
es la diferencial de la funcién x; (la proyeccién sobre la variable i-ésima del sistema de
coordenadas local x : U C M — R™).

Dada una aplicacion diferenciable entre dos variedades f : M — N, podemos definir
una aplicacién lineal asociada entre los espacios de p-formas de ambas variedades, el
pullback de f (denotado f*), mediante la asignacion

fPiTP(N) = TP(M), (ffa)e(ur,..,up) = ape)(def(ur), ..., do f(up)).

Proposiciéon 1.5. Dada una aplicacion diferenciable entre variedades f : M — N, su
pullback satisface

(1) f*(aNB)= f*(a) A f*(5), para dos « y B formas diferenciales cualesquiera.

(2) Sig: N — P es otra aplicacion diferenciable entre variedades, entonces
(gof)'=[f"og"

(3) El pullback de la identidad es la identidad, i.e. Idy; = Idprr(y).

(4) Si a € I"(N) se expresa en coordenadas locales y = (y1, ..., ¥n) como

o= Z oG, dyiy Ao Ay,

1<i1<...<ip<n
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entonces la expresion en coordenadas locales x = (X1,...,X,) de f*(a) es

)= Y (. iof)dfy A Adf;,

1< <. < <n

donde f; =y;o f.

Recordamos la nociéon fundamental de diferencial exterior, que serd la base para cons-
truir la cohomologia de de Rham:

Definicién y Proposiciéon 1.6. Dada una variedad diferenciable M, existe una unica
aplicacion lineal d : T"(M) — T"TY(M), denominada diferencial exterior, que cumple

(1) Para r = 0, la aplicacion d es la diferencial de funciones, i.e. (df), = d,f para
cada f: M — R diferenciable.

(2) dod =0.
(3) d(laAB)=daA B+ (—1)"aAdS, donde r es el grado de c.

Ademas, la diferencial exterior conmuta con el pullback de cualquier aplicacion diferen-
ciable entre variedades, esto es, do f* = f* od.

En relacion a la diferencial exterior, diremos que una forma diferencial es ezacta cuando
es la diferencial de otra, que se dice que es una primitiva suya. Asimismo, una forma se
dird cerrada si su diferencial exterior es nula.

La integracion en variedades diferenciables M se define habitualmente, por convenien-
cia, para formas con soporte compacto, que son aquellas que se anulan idénticamente

fuera de algin compacto K C M. El conjunto de r-formas con soporte compacto se
denota I'7,(M).

En concreto, si M es una variedad diferenciable de dimension m orientada —esto es,
donde para todo x € M se ha fijado una orientacion (, como espacio vectorial en cada
espacio tangente T,M, de tal forma que la asignacién z — (, sea diferenciable*— se
demuestra:

Definicién y Proposicion 1.7. Existe una unica forma lineal

/ :TTN(M) — R; wr—>/w
M M

tal que si =" es el sistema de coordenadas de M correspondiente a una parametrizacion
0 yw se anula fuera de un compacto del dominio U de ¢~!, entonces

(1.7.1) / W= 5/ Y'w,
M e~ ()

donde € = +1 si ¢ es compatible con la orientacion y € = —1 si no lo es.

1

La prueba de 1.7 procede extendiendo la férmula (1.7.1) al caso en que el soporte de w no
esta contenido en ningiin dominio de coordenadas U a través de particiones diferenciables

2La asignacién de orientaciones se dice que es diferenciable si para todo z € M, existe un dominio de
coordenadas U* C M tal que la orientacién ¢, en Ty, M para todo y € U* es la definida por la base de

: lé] o
parciales [a—xl g B




de la unidad. Para céalculos explicitos, no obstante, lo habitual es tratar de buscar un
abierto W fuera del cual se anule w y recubrir W —salvo conjuntos de medida nula— por
una coleccién finita de dominios de coordenadas disjuntos dos a dos.

La generalizacién del Teorema Fundamental del Calculo al caso de variedades es el
llamado teorema de Stokes:

Teorema 1.8 (Teorema de Stokes). Dada una variedad diferenciable orientada con borde
M de dimension m —donde OM tiene la orientacion que hereda como borde de M —, se
cumple que siw € T 1(M), entonces wloy € T (OM), dw € (M) y ademds

/dw:/ wlan-
M oM

Cerramos esta seccion con un resultado de naturaleza topoldgica que sera de utilidad
para establecer el isomorfismo de de Rham: la induccion en abiertos. Al ser un resultado
que no se suele estudiar en el grado, se incluye la demostracion.

Teorema 1.9 (Induccién en abiertos). Sea M una variedad diferenciable de dimension

m y seaV := {Vs}gep un recubrimiento abierto suyo. Supongamos que U es una coleccion

de abiertos de M que satisface las siguientes condiciones:

(a) o el.

(b) Cualquier subconjunto abierto U C Vi difeomorfo a R™ pertenece a U.

(¢) Si Uy, Us, Uy MUy pertenecen a U, entonces Uy UUs € U.

(d) SiUy,Us, ... es una sucesion de subconjuntos abiertos disjuntos dos a dos con U; € U
para todo i € N, entonces U;U; € U.

Entonces M € U.

Demostracion. Dividimos la demostracion del teorema en cuatro pasos, adaptando la
exposicién que se hace en [4].
(1) Uniones finitas. Demostramos en primer lugar por induccién que dado U := U;U- - -U

U, unién finita de abiertos con Uy, N- - -NUy, € U para cualquier {ky, ..., ks} C {1,...,n},
entonces U € Y. Para n = 1 es trivial y para n = 2 es la hipétesis (c) del enunciado.

Para demostrar el caso n > 3, supongamos que el resultado es cierto para n — 1.
Definimos V := Uy U ... UU,, y observamos que

UlﬂV:UUlﬂUV.
v=2

La coleccién (U;NU,)"_, cumple la hipdtesis inductiva —sus intersecciones estan en U,

pues pertenecen a las intersecciones de la familia {Uy, ..., U, }— luego su unién U"_,U; N
U, estda en U. Por la hipétesis (¢) del enunciado, concluimos que

U1UV:OU,,EL{.

v=1



8 DIEGO RUIZ CASES

(2) Uniones numerables adecuadas. Sea U = U2 U una unién localmente finita de
abiertos relativamente compactos® de M cuyas intersecciones Uy, N --- N Uy, € U para
cualquier {ky,...,ks} C N. Veamos que U € U.

La familia (U;NU,);er jes —con I y J subconjuntos finitos de N— satisface la condicién
de que sus intersecciones estan en U, luego aplicando el paso anterior a esta familia

(1.9.1) U vinU;eu.

icl,jed

A continuacién, definimos de forma inductiva una familia de conjuntos de indices I,, y
una familia de abiertos W,, C M. Fijamos I, := {1} y W; := Uy, y para n > 2 definimos

n—1
I, = ({n}U{i:i>n,UiﬂWn,17é®})\U[j Wn::UUi.
j=1 il

De nuevo por induccién, se demuestra que cada I, es finito: en efecto, por definicién Iy
lo es, y si asumimos que I, 1 lo es, W,,_; es relativamente compacto (por ser una unién
finita de conjuntos relativamente compactos). Por ser la familia {Uy }ren localmente finita
y W,_1 relativamente compacto, W,,_; interseca solo a una cantidad finita de ellos, luego
necesariamente [, es finito para todo valor de n € N. Observamos, asimismo, directamente
de la definicién que I; NI, = & si j # k, y ademds si n > 2 no pertenece a ningun I, con
J < m, entonces pertenece a I,, por definicién. De esta forma, concluimos que los {I,, },en
constituyen una particién de los nimeros naturales, esto es

(1.9.2) N = D L.
n=1

Hemos demostrado que las uniones finitas de U; estan en U, luego W,, € U para todo
n € N (en el caso I, = &, W,, = @ € U por la hipétesis (a) del enunciado). Més atin, por
(1.9.1), tenemos que

Won W= |J UnUeu.

(4:5)€ln X In+1

También de la definicién de {I,}nen se sigue que W, "Wy, = @ si k > n+ 2. En
efecto, si la interseccion fuese no vacia, entonces existiria algin ¢ € [, de tal forma que
W, NU; # @, lo que por construccién implica que ¢ € I; para algin j < n + 1. Pero esto
es imposible por ser I, e I; disjuntos, luego necesariamente W, N W), = & si k > n + 2.

La condicién anterior, junto con la hipdtesis (d) del enunciado, garantiza que las tres
uniones disjuntas siguientes

WO = | Wy, WO =] |Wy & WONWO =| |W;nW;4,
j=1

j=1 j=1

3Un conjunto es relativamente compacto si su adherencia es un compacto.



pertenecen todas a U. Aplicando la hipétesis (c¢) del enunciado y teniendo en cuenta
(1.9.2), concluimos finalmente

W@UW®:Umeu
k=1

(3) Dominios de coordenadas. Sea U un dominio de coordenadas contenido en Vj para
algin f € B. Comprobemos que U € U. Por el paso (2) y las hipétesis (a) y (b) del
enunciado, basta demostrar que U es una unién numerable localmente finita de abiertos
relativamente compactos con todas sus intersecciones finitas no vacias difeomorfas a R™.
Una tal descomposicion se conserva por difeomorfismos, luego podemos suponer que el
dominio de coordenadas U es un abierto de R™.

El abierto U es localmente compacto y paracompacto como R™, luego existe una familia
de abiertos relativamente compactos {U; }er tal que para todo i € I, U; C U; C U, de tal

modo que
v=JU.

il

La paracompacidad de U nos permite extraer un refinamiento abierto localmente finito
{W;};es del recubrimiento anterior, y por ser II axioma basta una cantidad numerable
de W; para recubrir U; esto es

U=|]J W

keN

Por la condicién (3) de 1.1 (més precisamente, por la observacién al final del parrafo
siguiente a 1.1) existe un shrinking de {Wk}ren, i.e. un refinamiento {Vj}ren tal que
Vi C Vi C Wi. En particular, V', es compacto para todo k, luego

Tk
Vi C U Ey, con Ej, C W), para todo k v ¢,
=1

donde Fj, es un paralelepipedo abierto II",(a;, b;) cuya adherencia E, es el compacto
17, [ai, b;]. De esta forma

Tk
v=JncUUEBucUW=0U

keN keN (=1 keN

— Tk , - )
luegq U = Uren Uik Ere- Tenemos asi un recubrimiento npmerable {Exe} por abiertos
relativamente compactos y afirmamos que es localmente finito.

En efecto, todo x € U tiene un entorno abierto U tal que I = {k € N: U*NW}, # @&}
es finito. Entonces, si U* N Eyy # @, U NWy # @ v k € I; luego hay una cantidad finita
de indices k. Como para cada k hay a lo mas r, indices ¢, el nimero de paralelepipedos
Eyp que cortan a U” es finito.

Finalmente, cualquier interseccién finita no vacia de FE,’s es difeomorfa a R™: tal

interseccion es otro paralelepipedo abierto, y los paralelepipedos abietos son difeomorfos
a R™.
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(4) La variedad M estd en U: Al igual que en el paso anterior, la estrategia consiste en
escribir M como una unién en las condiciones del paso (2) y concluir de ahi que M € U.

En primer lugar M es union de dominios de coordenadas relativamente compactos de
M contenidos en abiertos de V; advertimos que una interseccién no vacia de una cantidad
finita de dominios de coordenadas es de nuevo un dominio de coordenadas, luego esta en
U por el paso (3). Al ser M II axioma y paracompacta, podemos suponer que la unién es
numerable y localmente finita (obsérvese que al refinar cambiamos un dominio de coor-
denadas relativamente compacto por un abierto dentro de él, luego es otro dominio de
coordenadas relativamente compacto). El paso (2) nos permite concluir que la unién de
todos estos, que no es otra cosa que M, pertenece a U. O

2. COMPLEJOS Y COHOMOLOGIA

Introducimos a continuacién de manera algebraica los grupos de cohomologia. En lo
sucesivo trabajaremos en la categoria de espacios vectoriales sobre R, no obstante, todas
las construcciones son igualmente validas para grupos abelianos —o, més en general,
modulos sobre anillos conmutativos.

Definicién 2.1. Una sucesion de espacios vectoriales
Aalipse
se denomina exacta si ker g = im f.

Maés generalmente, una sucesién A* := {AP dP} de espacios vectoriales y morfismos
lineales de la forma

(2.1.1) oyt T e B gpt T 2

recibe el nombre de complejo de cocadenas si se cumple que dP o dP~! = 0. Se dice que el
complejo de cocadenas es exacto si ademas satisface

kerd” = imdP~' para todo p.

Una sucesién exacta de la forma
(2.1.2) 0ALBSCS0

se denomina exacta corta. La exactitud de (2.1.2) es equivalente a que f sea inyectiva,
g sobreyectiva e im f = ker g. En este caso, el primer teorema de isomorfia de espacios
vectoriales (o de grupos abelianos, etc) nos permite concluir que B/im f = C'.

Asimismo, toda sucesién exacta larga de la forma (2.1.1) induce sucesiones exactas
cortas de la forma _
0—imd” ' <5 A” L imd? — 0.
Definicién 2.2. Dado un complejo de cocadenas A* = {AP dP}, definimos el p-ésimo
grupo de cohomologia (en nuestro caso, espacio vectorial) como

HP(A*) :=kerd”/im dP~".
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Observamos que, por la condicién dP? o dP~! = 0, im dP~! C ker dP, luego el cociente esté
bien definido. Los elementos de ker d?, imdP~! y HP(A*) reciben el nombre de cociclos,
cobordes y clases de cohomologia, respectivamente.

Inspirados en el lenguaje de teoria de categorias, definimos los morfismos de cocadenas
de la manera siguiente:

Definicién 2.3. Un morfismo de cocadenas es una una familia de aplicaciones fP : AP —
BP tales que el diagrama

1 ! dr
y A1 > AP y AP ——
lfp—l lfp lfp-&-l
p—1 p
s prt g 4 perl

es conmutativo, i.e., d o fP = fP*1 o d’ para todo p.

Definiendo los morfismos de cocadenas de la forma anterior, se tiene el siguiente resul-
tado.

Lema 2.4. Los morfismos de cocadenas inducen aplicaciones lineales
f* 1 HP(A*) — HP(B*) para todo p.

Demostracion. Sea a € AP un cociclo, y [a] su correspondiente clase de equivalencia (i.e.,
la] = a +imdP™!). Definimos la aplicacién f* que asigna a cada clase de cohomologia de
HP(A*) una clase de cohomologia de H?(B*) segin

f(lal) = [f*(a)].

Basta demostrar que la asignacién anterior esta bien definida y es lineal. Si demostramos
que la aplicacién estd bien definida, la linealidad de f* se sigue inmediatamente de la
linealidad de fP?, luego es suficiente comprobar la primera condicion.

En primer lugar, si a es un cociclo, por definicién tenemos que
dy o fP(a) = frh o dy(a) = f71(0) =0,

luego f7(a) es un cociclo. Anélogamente, como f? o d " = d% ' o fP~1, f7 lleva cobor-
des a cobordes: supongamos que a; y as son cociclos de tal manera que [a;] = [as], 0
equivalentemente a; — as € im dﬁfl. Por tanto, existe un € AP~! tal que

fP(ar) = fPlaz) = fPlar — ag) = fPodly () = di o f7 ! (x) € imdl;

luego [f?(a1)] = [fP(az)], y en consecuencia la asignacién es independiente del represen-
tante escogido. O

Por analogia con (2.1.2), una sucesidn exacta corta de complejos de cocadenas
(2.4.1) 0 A" LB Lo >0

consiste en complejos de cocadenas A*, B* y C* y morfismos entre ellos f* y ¢* de tal
forma que

0—Ar 2y pr L or 0
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es exacta corta para todo p.

Definicién y Proposicion 2.5. Dada una sucesion exacta corta de complejos de coca-
denas (2.4.1), definimos la aplicacion lineal (en rigor, familia de aplicaciones lineales)

0" HY(CY) — HPH(AY) tal que () = (/) (i (") (@) ]

A priori, no es evidente que la definicién anterior tenga sentido y sea independiente del
representante escogido. [lustramos la situacién con el siguiente diagrama (donde las flechas
diagonales indican la definicién de 9* —para el correspondiente diagrama en cohomologia):

Q
=
F
=
@]

Demostracion. En primer lugar, hemos de demostrar que la expresién que aparece entre
corchetes define una verdadera funcién (médulo la relacién de equivalencia). Desglosamos
la prueba en tres pasos. Las dos primeras indican que la expresién que hay entre corchetes
en la definicién de 0* tiene sentido y nos produce un cociclo, y la tltima justifica que el
resultado es independiente de la eleccién de la preimagen de c.

(1) Dado un cociclo ¢ € C? (i.e., dp,(c) =0), y b € BP tal que gP(b) = ¢ (que existe por
ser gP sobreyectiva), entonces di(b) € im fP*1.

En efecto, por ser g* un morfismo de cocadenas, se sigue
g (b)) = di(g"(b)) = di(c) = 0, ergo diy(b) € ker g™
Pero por exactitud, ker "™ = im fP*! y en consecuencia d%(b) € im fP*,

(2) Dado a € AP*! tal que fP*!(a) = d'3(b), a es un cociclo.
Nuevamente, por definicién de morfismo de cocadenas
PP (a) = d (7 (a) = diy (dp (D) = 0,
al ser un complejo de cocadenas. La inyectividad de fP*? y el hecho de que sea una
aplicacién lineal garantizan d%" (a) = 0.

(3) Dados by, by y ay, a tales que g?(by) = gP(by) = c 'y fP(a;) = db(b;) con i = 1,2;
entonces [a;] = [as] € HPT(A*). Dicho de otra manera, la definicién de 9*([c]) es
independiente de la preimagen de c¢ elegida.

De las condiciones anteriores, se sigue inmediatamente que ¢g?(by — by) = ¢ — ¢ = 0, luego
by — by € ker g? = im fP por exactitud. Sea a € AP tal que fP(a) = by — by. Aplicando la
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definicién de morfismo de cocadenas obtenemos

dpy(by = ba) = dj(f7(a)) = f7"(d}y(a)).

Ahora bien, la condicién fP™(a;) = d'5(b;) implica en particular fP™(a; —as) = diy (b —
bs), lo que junto al cdlculo anterior conduce a fP**(a; —ag) = fP71(d%(a)). La inyectividad
de fPT! garantiza que a; — ay = d%(a), o equivalentemente [a;] = [as).

Hemos comprobado que la férmula que aparece entre corchetes en (2.5) esta bien defi-
nida y es independiente de la preimagen de ¢ elegida. Resta comprobar que la asignacion
que define es lineal e independiente del representante escogido en [c].

La linealidad se sigue de forma inmediata de (3) y la linealidad de las aplicaciones fP
gP vy dP: en efecto, sea ¢; tal que 0*([¢;]) = [a;] v b; tal que ¢gP(b;) = ¢;, para i =1y 2. Por
linealidad de g?, dados a, 8 € R, ab; + by € (¢7) " (acy + Bey). La linealidad de fP*! nos
permite concluir ahora que 0*([ac; + Bea]) = [ay + Pas], luego 0* es un morfismo lineal.

Sean ahora ¢; y cp dos cociclos tales que [c¢;] = [e2]. Queremos ver que, si denotamos
la;] = 0*([c;]) para i = 1y 2, entonces [a;] = [az]. Dados ¢1,ce € CP dos cociclos tales
que [c1] = [co], existe ¢ € CP™1 con ¢ = ¢y + d’é_l(é). Si by y by son tales que ¢P(b1) = ¢4
y gP(by) = ¢y, entonces g?(by — by) = d¥% (). Por sobreyectividad de g”~!, tenemos que
existe b tal que g?~!(b) = ¢. De esta manera

de (€)= dg (g7 (b)) = g (dly ' (b)) = gP(b1 —ba —dy ' (D) =0,

y en consecuencia by — by — A% (b) € kerg? = im fP. Sea @ € AP tal que fP(a) =
by — by — d%_l(b). De nuevo por definicién de morfismo de cocadenas

dpy (b1 — bz) = dpy(by — by — &}y (b)) = dip(f*(a)) = [P+ (d4(a)),

pero, por definicién, fP*(a; — ap) = d3(by — by) —salvo, quizds, sumar un elemen-
to de imd’ al argumento de fP™'. La inyectividad de fP*' nos permite concluir que
a; — ay = d5(a) € imd". De esta forma, [a;] = [as], y por tanto la asignacién 9* no
depende del representante escogido y esta bien definida. [

Tras los preliminares anteriores, enunciamos el resultado central de esta seccién, que
serd pivotal para establecer la sucesién de Mayer-Vietoris.

Teorema 2.6. (Sucesion exacta larga en cohomologia). Sea una sucesion exacta corta de
complejos de cocadenas (2.4.1). Entonces la sucesion

= HP(AY D (B S Br(et) S HRY (AT D BB -

es exacta.

Abordaremos la demostracién del teorema en tres pasos, organizados en forma de lemas.
En todos ellos, partimos de la existencia de una sucesion exacta corta de complejos de

cocadenas 0 — A* i> B* % 0* = 0.

Lema 2.7. La sucesion H?(A*) EAN HP(B*) EAN HP(C*) es ezacta.
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Demostracion. Por ser una sucesion exacta corta de complejos de cocadenas, se tiene
gP o fP =0 para todo p, luego

g o [ ([a]) = g*([f"(a)]) = [¢"(f"(a))] = O
para toda clase de cohomologia [a] € H?(A*); esto prueba im f* C ker g*.

Reciprocamente, consideremos [b] € kerg*, i.e. g*([b]) = 0. De esta forma g¢*(b) =
d% ' (c) para ¢ € CP~'. La aplicacién ¢g”~! es sobreyectiva, luego existe b € BP~! tal
que g"~1(b) = c. El diagrama que determina una sucesién exacta corta de complejos de

cocadenas es conmutativo, luego d%_l(c) = d’gl o gp_l(g) =gPo d%_l(b), y en consecuencia

g*(b—d% (b)) =0 = b—d% " (b) € ker g* = im fP.

Sea a € AP tal que f?(a) = b— d% '(b). En primer lugar, veamos que a es un cociclo.
En efecto, de nuevo por conmutatividad, observamos

SN (a) = dip(fP(a)) = di(b— d%_l(l;)) =0, pues b € kerdy, y d% o d%_l =0.

La inyectividad de f? nos permite concluir del célculo anterior que d% (a) = 0, luego efec-
tivamente a es un cociclo, y por tanto [a] € HP(A*) define una clase de cohomologfa. Més
atn, f*([a]) = [fP(a)] = [b — d% " (b)] = [b], luego ker g* C im f* y concluimos la prueba.

0

Lema 2.8. La sucesion H?(B*) 7, HP(C¥) 2z, HPTY(A*) es ezacta.

Demostracion. Sea [b] € HP(B*). Tenemos que

0"(g"([b])) = 9" ([g" (D)) = [(f*1) " (d5(b))] = O,
luego im ¢g* C ker 9*. Para el otro contenido, consideramos [¢] € HP(C*) tal que 9*([c]) = 0.
La aplicacién ¢gP es sobreyectiva, luego existe b € BP tal que ¢”(b) = c¢. Més atun, la
definicién 2.5 junto con [c] € ker 0* implica que existe a € AP tal que

d(b) = fH(dy(a)) = di(f7(a)) = dj(b— f(a)) =0.

De esta forma, b — fP(a) es un cociclo, lo que junto a ¢g? o f? = 0 implica que
g ([b— fP(a)]) = [¢*?(b— fP(a))] = [¢P(b)] = [c] y ker O* C im g*, lo que concluye la prueba.
O

Lema 2.9. La sucesion HP(C*) L5 HPT1(A*) EAR HPTY(C*) es exacta.

Demostracion. Consideremos [c] € HP(C*). Observamos que, por definicién, f*(9*([c])) =
[d'5(b)] = 0, siendo ¢P(b) = c. Esto demuestra im 9* C ker f*.

Reciprocamente, sea a € APT! un cociclo tal que f*([a]) = 0, o equivalentemente
P (a) = d'%(b) para algin b € BP. En este caso, gP(b) es un cociclo, pues

de(g" (b)) = g" (dj(0)) = g" " (f7(a)) = 0,

p+1 p+1
al ser 0 — Artt L7 pret 90 ovtl ) exacta. Atendiendo a la definicién de 0%,

concluimos que 9*[g?(b)] = [a], luego ker f* C im 0*. O
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Juntando los tres lemas anteriores, completamos la demostracion del teorema 2.6.

Por su utilidad posterior, incluimos a continuacién algunos resultados auxiliares adicio-
nales.

Definicién 2.10. Dados dos morfismos de cocadenas f,g : A* — B*, decimos que son
homdtopos como cocadenas si existe una familia de aplicaciones lineales s : AP — BP~!
satisfaciendo

dpos+sody=f—g: AP — B?

Lema 2.11. Dos morfismos que son homdtopos como cadenas inducen la misma aplica-
cion lineal sobre los grupos de cohomologia, i.e., dados f, g : A* — B* homdtopos como
cocadenas, entonces f* = g* : HP(A*) — HP(B").

Demostracion. Sea [a] € HP(A*), siendo a un cociclo. Entonces

(f* = g)([a]) = [f"(a) = g"(a)] = [dy"" (s(a)) + s(d4(a))] = [dz”"(s(a))] =0,

donde hemos usado que, al ser un cociclo, d"(a) = 0. O

Dados dos complejos de cocadenas A* y B*, podemos construir un tercer complejo como
su “suma directa”, A* @ B*, definido como {A? @ B?, " 5 = (d',d};)} —donde A? ® BP
denota la suma directa usual como espacios vectoriales. La relacién entre los grupos de
cohomologia de los tres complejos es particularmente sencilla:

Lema 2.12. Dados A* y B* complejos de cocadenas, los grupos de cohomologia satisfacen

HP(A* @ B) = H?(A*) @ H?(B")

Demostracion. De la definicion del complejo A* @ B*, se sigue
ker(dhp) = kerd, @ kerdy, & im(dh,p) =imdy ' @imdy ",

lo que implica el resultado. 0J

Concluimos la seccion con el siguiente lema técnico, que serda de utilidad para cons-
truir isomorfismos entre homologias o cohomologias —en particular, para establecer el
isomorfismo de de Rham.

Lema 2.13 (Lema de los cinco). Dado el diagrama conmutativo de espacios vectoriales
y aplicaciones lineales

Ay — Ay 2 Ay s A A
lf 1 lf 2 lf 3 lf 1 lf 5
B, B1 B, B2 By B3 B, Ba Bs

St las filas horizontales son exactas y f1, fa, f1 y f5 son isomorfismos, entonces f3
también es un isomorfismo.

\ \ \ \
7 7 7 7
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Demostracion. Probamos que f3 es un isomorfismo mostrando la inyectividad y sobreyec-
tividad por separado:

(i) Inyectividad: Sea a € Aj tal que f3(as) = 0. Por conmutatividad del tercer cuadrado
del diagrama,

0= B30 f3(az) = faoas(az) = as(asz) =0,
donde la implicacién se sigue de que f; es un isomorfismo —en particular, inyectivo.

Por exactitud de la primera fila, im(ay) = ker(as), luego existe un ay € A, tal que
az = as(ay). La conmutatividad del segundo cuadrado del diagrama implica

0= fs(as) = fs(az(az)) = Ba(f2(a2)),

luego fo(az) € ker By = im ;. De esta forma, existe by € By tal que fo(az) = f1(b1). Al
ser fi un isomorfismo —en particular, sobreyectivo— existe a; € A; tal que fi(a;) = by,
de tal forma que, por la conmutatividad del primer cuadrado del diagrama,

falag) = Bi(br) = Bi(fi(ar)) = falai(ar)) = falag — ai(ar)) = 0.

La inyectividad de f, garantiza que as = ay(ay), de tal modo que az = as(ai(ay)) =
0 por exactitud de la primera fila del diagrama. Esto demuestra que ker f3 = {0}, o
equivalentemente que f3 es inyectiva.

(11) Sobreyectividad: Sea bs € Bs. Por ser f; un isomorfismo —en particular, sobreyectivo—
existe ay € Ay tal que fB3(bs) = fa(aq). Por exactitud de la segunda fila del diagrama y la
conmutatividad del cuarto cuadrado,

0= B4(B3(b3)) = Ba(fa(as)) = fs(au(as)) = au(as) = 0;
donde la ultima implicacién es consecuencia de la inyectividad de f5.

Dado que ker(ay) = im(as3), existe az € Az que satisface aq4 = az(as). La conmutativi-
dad del tercer cuadrado del diagrama implica entonces

B3(b3) = fa(as) = fa(as(as)) = Bs(f3(az)) == b3 — fs(as) € ker B3 = im fa.

En consecuencia, existe by € By tal que by — f3(az) = Pa(b2). La sobreyectividad de f,
garantiza que existe as € A, tal que fa(ag) = by, y en consecuencia por la conmutatividad
del segundo cuadrado,

bs — f3(az) = Ba(falaz)) = fa(aa(az)) = b3 = fs(as + az(as)).

Definiendo a3 := a3+ as(az), hemos probado que dado b3 € Bs arbitrario, existe az € As
tal que by = f3(as), luego f3 es sobreyectiva.

O

3. COHOMOLOGIA DE DE RHAM

Habiendo estudiado las propiedades abstractas de los complejos de cocadenas, podemos
aplicar el formalismo de la seccién anterior para definir la cohomologia de de Rham sobre
una variedad diferenciable.



17

Consideremos una variedad diferenciable M de dimensiéon m. Las propiedades de la
diferencial exterior garantizan que la sucesién de espacios vectoriales

(3.0.1) oo TN M) ST M) ST M) =

es un complejo de cocadenas (pues d o d = 0). La estructura de complejo de cocadenas
nos permite definir la cohomologia sobre el complejo de cocadenas asociado a las formas
diferenciales de una variedad, que recibe el nombre de cohomologia de de Rham.

Definicién 3.1. Sea Z7(M) = kerd” el espacio de las r-formas diferenciales cerradas o
cociclos de (3.0.1), y B"(M) = imd"! el espacio de las r-formas diferenciales exactas o
cobordes de (3.0.1). Se define el r-ésimo grupo (en rigor, espacio vectorial) de cohomologia
de de Rham de M como

H" (M) :=Z"(M)/B"(M).

Observamos que los grupos de cohomologia de de Rham se pueden interpretar, de
manera informal, como una medida algebraica de cuan lejos estan las formas cerradas de
una variedad de ser exactas.

Observacion 3.2. Recordamos que los espacios de formas diferenciales satisfacen (M) =
C®(M,R) y I'"(M) = {0} si r > m. Podemos, no obstante, interpretar que la sucesién
(3.0.1) se extiende indefinidamente a izquierda y derecha (esto es, tiene sentido para todo
r € Z) extendiendo la sucesién por 0 a ambos lados.

Un primer resultado elemental que nos muestra la conexién entre la cohomologia de de
Rham de una variedad y su topologia es el siguiente

Lema 3.3. Dada una variedad diferenciable M, H*(M) = R¢, donde ¢ denota el nimero

“ o

de componentes conexas de M y “ =7 indica que existe un isomorfismo lineal.

Demostracion. De la definicién general de grupos de cohomologia de de Rham, se sigue
que las clases de cohomologia de

HO(M) = 2°(M)/{0} = Z°(M) = {f € C*(M,R) : df = 0}

son las funciones diferenciables que cuya diferencial se anula en cada punto. Esto solo pue-
de ocurrir si la funcién en cuestion es localmente constante, y en consecuencia constante
sobre cada componenete conexa de M.

Suponiendo que el espacio tiene ¢ componentes conexas, elegir un elemento de H®(M)
se reduce a elegir una c-tupla de nimeros reales —uno por cada componente conexa. Esta
asignacién define un isomorfismo lineal H°(M) = R¢, como querfamos ver. O

Sean dos variedades diferenciables M y Ny f: M — N una aplicacion diferenciable
entre ellas. El pullback de f es una familia de aplicaciones f* : I'"(N) — I'"(M) que
satisface la condicion f*od = d o f*. De acuerdo con 2.3, el pullback de una aplicacién
diferenciable es entonces un morfismo de cocadenas para (3.0.1). En consecuencia, por
2.4, la familia de aplicaciones f* induce una familia de aplicaciones entre los grupos
de cohomologia (que denotaremos de la misma forma) f* : H"(N) — H"(M). Hemos
demostrado el siguiente resultado.
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Corolario 3.4. Una aplicacion diferenciable entre variedades f : M — N induce una
familia de aplicaciones lineales f*: H'(N) — H"(M) entre sus grupos de cohomologia.

Observamos que las aplicaciones inducidas sobre los grupos de cohomologia heredan la
propiedad (g o f)* = f* o g* de los respectivos pullbacks. De esta propiedad, junto con
(Idar)* = Idgr(ary, se sigue inmediatamente que si dos variedades M y N son difeomorfas,
sus grupos de cohomologia de de Rham son isomorfos. En otras palabras, la cohomologia
de de Rham es invariante por difeomorfismos. De hecho, veremos un resultado mucho mas
fuerte: que es invariante por homotopias diferenciables.

Para concluir esta seccion, observamos que el producto exterior en formas diferenciales
se puede extender de manera natural a un producto en clases de cohomologia. En efecto,
consideramos

A HP(M) x HY(M) — HPT(M); ([wi], [wa]) = [w1 A ws).

Para ver que el producto estd bien definido sobre clases de cohomologia, basta demostrar
que es independiente del representante escogido, como se sigue del calculo
(w1 + d??l) A (CL)Q -+ d?72) = W1 /\CL)Q + d771 N W9 + w1 A d772 —+ d771 A d772
=w; Awy +d(m Aws + (—=1)Pwy Ang + m Adns);

donde hemos utilizado la tercera propiedad de 1.6 en conjuncién con d od = 0.

4. LEMA DE POINCARE E INVARIANCIA POR HOMOTOPIAS

Una vez definida la cohomologia de de Rham de una variedad diferenciable arbitraria
M, estudiamos los grupos de cohomologia de R".

En particular, la cohomologia de R™ surgira como consecuencia del siguiente resultado:

Teorema 4.1. Sea m : M X R — M la proyeccion usual. La aplicacion inducida entre
grupos de cohomologia, ™ : H*(M) — H*(M x R) es un isomorfismo para todo k € Z.

Demostracion. Consideramos la familia de aplicaciones is : M — M x R, is(z) = (=, s).
Por definicion 7 o ig = Idys, luego ig o 7 = Idgk(py) y 7 es inyectiva.

Para probar la sobreyectividad, consideramos la aplicacién igom : M x R — M x R,
ipom(x,t) = (x,0). El pullback de la aplicacién anterior genera un morfismo de complejos
de cocadenas, formado por una familia de aplicaciones 7* o i : T¥(M x R) — I'*(M x R)
para todo k € Z. Basta comprobar que el morfismo de cocadenas es homdtopo a la
identidad, i.e., que existe una familia de aplicaciones K : T*(M x R) — I'*"1(M x R) tal
que

(4.1.1) Id—7*oij=do K+ K od,
pues en ese caso por la proposicién 2.11 obtendriamos que 7* o ij = Id : H*(M x R) —

H*(M x R) (teniendo en cuenta el abuso de notacién que nos hace denotar de la misma
manera el pullback con la aplicacién que este induce sobre los grupos de cohomologia).

Fijamos un abierto coordenado U C M, y consideramos U x R. Denotamos por ¢ el valor
de la coordenada asociada al factor R en el producto cartesiano M x R, y dt al (pullback
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del) generador global de las 1-formas asociadas al factor R del producto cartesiano. Toda
forma diferenciable w € T*(U x R) se puede escribir como

(4.1.2) W= Zlf](l',t) dX]“‘ZJgJ(.T,t) dt A dxy,
donde I = (iy,...,i) vy J = (J1, ..., Je—1) son multiindices.

Teniendo en cuenta (4.1.2), definimos el operador K : TH(U x R) — I'* (U x R)
mediante la expresién

(4.1.3) K(w) = ZJ(/Ot gJ(a:,f)df> dx.

Una vez hallado un candidato a K, comprobar si se satisface (4.1.1) se reduce a calcular
cada sumando y operar. En primer lugar, a partir de la expresic’)11(4.1.2)7 se tiene

0 d
dwzz afdxz/\d 1+Z fIdf/\d 1+Z dXz/\dt/\dXJa

1uego en consecuencia

K(w) = Zj,i < (f giJ df) dx; Adxy + ZJ gs(x,t)dt A dxy,
K(dw) = X, (fi(w,6) = fi(2,0) dx; = ¥, ( J%(w,f)df) dx; A dxy,

donde el ultimo signo menos se debe a que en la expresion de dw hemos de permutar dx;
y dt para recuperar una expresion escrita de la forma (4.1.2) a la que podamos aplicar la
definicion de K. De esta forma

A (w) + K(dw) = Y (file,t) = fi(2,0) dx; + ) gs(z,1)di Adx,.

Calculamos a continuacion el otro lado de la igualdad en (4.1.1). Si consideramos cada
x; y t como las correspondientes funciones proyeccion, tenemos que

zio (igom)(z,t) = x;(x,0) =2; & tol(igonm)(z,t)=t(x,0)=0.

Aplicando el cuarto apartado de 1.5 para calcular el pullback de una forma en coorde-
nadas locales, tenemos que

moig(w) = (igom) Z fr(z,0)dxy,

Yy en consecuencia
Id(w) — 7 0 if(w) = Z[ (fr(a,t) — fi(x,0)) dx; + ZJgJ(x, t)dt A dx;.

Comparando las expresiones anteriores, obtenemos que se cumple (4.1.1) para U x R.
Para extender el resultado a M x R, observamos que todos los operadores de (4.1.1)
tienen caracter local, esto es, tienen una expresion en coordenadas para cualquier abierto
coordenado. En consecuencia, si podemos extender la definiciéon de K a todo M x R, la
igualdad (4.1.1) quedard demostrada.

Sea w € I'*(M x R). Supongamos que hay dos dominios de coordenadas U y V' (con
sistemas de coordendadas x e y respectivamente) tales que la forma w tiene en cada uno
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de ellos la expresion

wlo = Z[Ji](l“;t) dx;+ > ,9s(x,t)dt Adxy,
wly = fi(y,t) dyr + 3,45 (y, t) dt Ady.

En la interseccion U NV, ambas expresiones han de coincidir, y por independencia lineal,
se debe cumplir

ngj(x, t)ydt Adxy = ngj(y, t)dt Ady,.

Como t y dt no cambian a ambos lados de la igualdad, sustituyendo el producto por dt
por una integral, hallamos que el valor de K(w)|yny es el mismo independientemen-
te del sistema de coordenadas utilizado. De esta forma, podemos definir el operador
K : TH(M x R) — I'"(M x R) sin mas que recubrir la variedad M por abiertos que
sean dominios de coordenadas y definir sobre cada unos de estos abiertos el operador K
como en (4.1.3). O]

Con el resultado anterior, ya estamos en disposicion de calcular todos los grupos de

cohomologia del espacio afin R™ para n arbitrario. Este resultado se conoce como lema de

Poincaré*.

Corolario 4.2 (Lema de Poincaré). La cohomologia de R™ viene dada por

HR™) = R sik=0,
| {0} sik>0.

Demostracion. Empezamos calculando la cohomologia de R. Por el lema 3.3, sabemos que
H°(R) = R. M4ds atin, como la dimensién de R es 1, H*(R) = {0} para k > 1. Resta
considerar el caso k = 1.

Dada una forma w € I''(R), como R tiene una parametrizacién global como variedad
diferenciable (la identidad), podemos afirmar que w = fdz con f : R — R una funcién
real de clase infinito. Definiendo

o(z) = / " it

hallamos que dg = w, luego H'(R) = {0}. En suma, hemos obtenido que

HE(R) = R sik=0,
] {0} sik>0.

Por el teorema 4.1, se sigue que H*(R!) & H*(R"!) para cualesquiera enteros positivos
k y [, luego razonando por induccién sobre n concluimos que
R sik=0,
{0} sik >0,
para todo n € N. O

HHR") = HH(R) {

4Hay autores que denominan lema de Poincaré al resultado anterior, véase [2].
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El teorema 4.1 nos permite demostrar otros resultados de gran interés; en particular,
que la cohomologia de de Rham es un invariante por homotopias diferenciables.

Definicién 4.3. Dos aplicaciones diferenciables entre variedades f,g : M — N se dicen

diferenciablemente homdtopas (denotado f ~. g) si existe una aplicacién diferenciable
H: M x[0,1] = N tal que H(z,0) = f(z) y H(z,1) = g(z) para todo x € M.

Corolario 4.4. Dos aplicaciones diferenciables entre variedades fo, f1 : M — N dife-
renciablemente homdtopas inducen en cohomologia las mismas aplicaciones lineales, i.e.

fo=fi : H{(N) — H*(M).

Demostracion. Sea H : M x [0,1] — N una homotopia con H(z,0) = fo(x) y H(z,1) =
fi(z) para todo z € M. En la notacién del teorema 4.1, tenemos fo = Hoigy f1 = Hoi;.
Consideremos una funcién diferenciable p : R — [0, 1] tal que p(s) = 0 para s < 0y
p(s) =1 para s > 1; por ejemplo

0 sis <0,
_1
(444) p(S) = (%iﬁ si0<s<l,
1 sis > 1.

La aplicacion K : M x R — N, K(z,s) := H(x, p(s)) es diferenciable por composicién
y satisface fo = K o1y y fi = K o1;. Por definicién de la familia i,, m o 75, = Id,,, luego
iy o = (Idy)* = Idgk(ar) para todo s € R. Dado que 7* es un isomorfismo por 4.1,
it =1if = (7*)~!, y en consecuencia f = ff = (7*)"! o K*. O

Definicién 4.5. Una aplicacion diferenciable f : M — N es una equivalencia homotépica
diferenciable si existe otra aplicacion g : N — M tal que fo g~y Idy v go f ~s Idyy.

En particular, por la definicién de pullback y 4.4, f*og* = (go f)* = Idgry ¥y
g o f* = (fog)* =Idyru), luego tenemos:

Corolario 4.6. Las aplicaciones lineales inducidas f* : H*(N) — H*(M) por una equi-
valencia homotopica diferenciable f: M — N son isomorfismos.

Observacion 4.7. Consideremos el conjunto {0} C RP para algin p > 0. Este conjun-
to tiene trivialmente estructura de variedad diferenciable 0-dimensional, luego por 3.2
I'*({0}) = {0} para k > 0. Esta observacién, junto con 3.3, nos permite concluir

H*({0}) ’5{ {SR} S;ikkzzol.

Por 4.6, cualquier variedad diferenciable diferenciablemente contractil —i.e., tal que
la identidad es diferenciablemente homotopa a una aplicacion constante; o equivalente-
mente que sea homotopicamente equivalente a un espacio unipuntual por una homotopia
diferenciable— tendra grupos de cohomologia de de Rham isomorfos a los anteriores.
En particular, el espacio afin R™ es diferenciablemente contractil; basta tomar como
equivalencias de homotopia diferenciables las aplicaciones inclusién j : {0} — R™ y
[ R™ = {0}, con foj =Idjoy y jof ~o Idrm a través de la homotopia H(z,t) = (1—t)x.
De esta forma, obtenemos de nuevo 4.2 a partir de 4.6.
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5. LA SUCESION DE MAYER-VIETORIS

Comenzamos con el siguiente resultado previo:

Teorema 5.1. Sea M una variedad diferenciable y {Uy,Us} un recubrimiento abierto
de M. Para v = 1,2, consideramos las correspondientes inclusiones i, : U, — M vy
Jy:UiNUy — U,. La sucesion

Ik Jk
(5.1.1) 0— I'"(M) — TFU) @ TF(Us) = THU, N Uy) — 0

es exacta, donde I*(w) = (i{(w), i5(@)) y J*(wr,wa) = Ji(wr) — Ji(wn).

Demostracion. Dado un abierto N C M, la inclusiéon ¢ : N — M induce, por el pullback
¢* : TH(M) — T*(N), larestriccién de las formas diferenciales de M a N. En efecto, fijando
un sistema de coordenadas locales, al ser ¢ una inclusién se verifica que ¢*(dx;) = dxy,
luego por 1.5 tenemos que

si w= Zlf[($) dx; entonces ¢*(w) = Z[(f[ o @) dx;.

Recubriendo N por dominios de coordenadas, la férmula anterior demuestra que ¢*(w) =
w|y. Hecha esta observacién, se sigue la inyectividad de I*: consideremos una particién
diferenciable de la unidad {6y, 6>} subordinada al recubrimiento {U, Uz}, de tal forma que
sop 0, C U,. Las propiedades de las particiones diferenciables de la unidad nos permiten
escribir

(5.1.2) w = O1wly, + bawly, = 013} (W) + Oais(w).

Si I*(w) = 0, entonces por definicién it (w) = i5(w) = 0. Por (5.1.2), esto implica w = 0,
y en consecuencia I* es inyectiva.

Buscamos ahora establecer ker J*¥ = im I*. En primer lugar, observamos que i; o j; =
1907 =7 :U NUy; — M, donde j es la inclusion. La igualdad de las aplicaciones i, o j,
implica la igualdad de los pullbacks, luego

JFo IMw) = ji o dj(w) = j3 0 i3(w) = j"(w) = j"(w) = 0,
lo que demuestra im I* C ker J*. Para el otro contenido, observamos que dados w, €
I'*(U,) para v = 1,2, J*¥(w;,ws) = 0 implica que ji(w;) = j3(ws). A su vez, esto implica
que wi|p,ru, = waltyno,. Andlogamente a (5.1.2), esto nos permite definir w € TH(M)
mediante
w = 81&)1 + 92&)2,

de tal modo que i}(w) = w; y i5(w) = wy. De esta forma, I*(w) = (w;,ws) y se sigue que
ker J* C im I*.

Resta demostrar que J* es sobreyectiva. Para ello, consideramos w € Fk(Ul N Us).

Apelando nuevamente a la particién diferenciable de la unidad {6;,6-}, definimos
Oow en U; N Us, —thw en Uy NU,,
Wy = .:
! 0 en U \ sop 0, 2 0 en U\ sop 6.

Como sop 6, C U, se sigue que Uy \ Uy C Uy \sop 0y y Us \ Uy C Uy \ sop 6;. Por tanto,
los w,, estan bien definidos, son diferenciables y constituyen una extensién por cero (salvo
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signo) de w a U, y U, respectivamente. De esta forma, w; € I'*(U;) y wy € T*(Us,). Por
ultimo, comprobamos

JF (w1, w2) = ji(w1) = J3 (w2) = wilvinv, — wolvine, = (ow) — (—b1w) = w,

pues 0 (z) + 0o(z) = 1 para todo z € M. De esta forma, comprobamos que J* es sobre-
yectiva, y por tanto la sucesién de (5.1) es exacta. O

El teorema 5.1 garantiza que esa sucesion es exacta corta para todo valor de k entero
positivo o cero, asi que de hecho el teorema anterior define una sucesion exacta corta
de complejos de cocadenas. Mas aun, el teorema 2.6 nos permite extender la sucesion
anterior a una sucesioén exacta larga en grupos de cohomologia. Finalmente, el lema 2.12
nos permite escribir

HATH(Uy) & T*(Uy)) & HY(Uy) @ HF(U,).
Reuniendo los resultados anteriores, hemos obtenido la sucesion exacta larga en coho-
mologia o sucesion de Mayer-Vietoris:

Teorema 5.2. Sea {Uy,Us} un recubrimiento abierto de una variedad diferenciable M.
La sucesion de grupos de cohomologia de de Rham

o HYOD D HYUY) @ HYNU) D HY UL N Uy) S HMYY (M) —
es ezacta larga, donde I"([w]) := (i ([w]), i3([w])) v J*([wi], [wa]) = ji ([w1]) — j3 ([we])-

En los casos en que podamos particionar la variedad M en dos abiertos disjuntos U y
Us,, el resultado anterior se simplifica todavia maés.

Corolario 5.3. Sea {Uy, Uz} un recubrimiento por abiertos disjuntos de M. La aplicacion
I : HY(U, U Uy) — H*(Uy) @ H*(Us)

es un isomorfismo.

Demostracion. Si Uy N Uy = @, entonces Fk’(Ul NUs) = 0. Por el teorema 5.1, la sucesién

0 — D*(M) L5 TR UL @ THU,) — 0

es exacta, luego I* es un isomorfismo entre complejos de cocadenas. Aplicando de nuevo
2.12 para escribir H*(T*(U,) @ T'*(Uy)) & H*(U,) & H*(U,), concluimos que la correspon-
diente aplicacion inducida I* entre grupos de cohomologia es también un isomorfismo,
como queriamos demostrar. O

Observaciéon 5.4. El resultado anterior se puede generalizar a una familia numerable de
abiertos disjuntos dos a dos, incluso sin utilizar 5.2; de tal modo que se satisface

B (| Us) = [ H"(Us).

keN keN

En efecto, los pullbacks de las inclusiones i, : Uy — UrenUy inducen el isomorfismo en
n-formas diferenciales a través de la aplicacién

(5.4.3) S*rwe (w,isw, ... ) = (W]oy, Woy, - - )-
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La asignacién anterior define un isomorfismo de I'""(UgenUy) en ], oy I (Us; R): basta
tomar una particién diferenciable de la unidad {6y }ren subordinada a {Uy}reny —Visto
como recubrimiento por abiertos de si mismo— y observar que

W = Z@kwhjk = 91W|U1 +02W|U2 + .. .y
keN

—que estd bien definido por la local-finitud de las particiones diferenciables, (1) en 1.1.

La igualdad anterior muestra que el nucleo de (5.4.3) es trivial y que una coleccién
de n-formas en cada uno de los U; determina una n-forma en la unién que se relaciona
con las anteriores por restriccién. De esta forma, (5.4.3) es un isomorfismo, y por tanto
promociona a un isomorfismo a nivel de cohomologia.

6. HOMOLOGIA SINGULAR

En el espacio afin R™, el concepto de n-simplice es la generalizacion natural de los
tridngulos en dos dimensiones. Consideremos n+ 1 puntos vy, ..., v, € R™ tales que el con-
junto {v; — vy, ..., v, —vp } es linealmente independiente. El n-simplice de vértices vy, ..., Up;
que denotamos [vg, ..., U], es por definicién el menor conjunto convexo que contiene a los
puntos vy, ..., v,. El n-simplice estandar se define como

(6.0.1)  A™:={(to,....,tn) € R*"1: Zti =1,t; >0,Vi=0,1,..n} = [eg, €1,...,€),

i=0
denotando por eg, e, ..., e, a los vectores de la base estdndar de R"*!,
El homeomorfismo afin candnico
n
(6.0.2) A" = [vo, -, vnl; (toy - tn) = D Ly,
i=0
que manda e; — v; parai € {0,1,...,n}, nos permite identificar cualquier n-simplice con

A", Notese, ademas, que el homeomorfismo anterior es de hecho un difeomorfismo.

Una vez definido el concepto de n-simplice en el espacio afin, extendemos el concepto
a variedades diferenciables:

Definicién 6.1. Un n-simplice singular diferenciable definido en conjunto afin X es una
aplicacion diferenciable o : A™ — X.

Cuando no haya lugar a confusion, llamaremos simplemente n-simplices diferenciables
a los n-simplices singulares diferenciables. Por conveniencia llamaremos también n-simpli-
ce diferenciable a cualquier aplicacién diferenciable o : [v,...,v,] = X, que se puede
convertir en un n-simplice segtin 6.1 componiendo con (6.0.2) y viceversa.

Definimos el conjunto de n-cadenas diferenciables C,,(X) como el grupo abeliano libre
generado por los n-simplices diferenciables, esto es, el grupo cuyos elementos son las sumas
formales finitas

(6.1.3) Z,k‘ﬂu con k; € Z y o; un n-simplice diferenciable.
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Observacién 6.2. Es habitual denotar el conjunto de n-cadenas diferenciables como
C,(X;Z), indicando explicitamente la eleccién de Z para los coeficientes. Tal como sugiere
la notacién, es posible desarrollar la teoria imponiendo la condiciéon k; € G para todo i
en (6.1.3), siendo G un grupo abeliano cualquiera —en el caso de que G tenga estructura
de anillo conmutativo, C,(X;G) tiene estructura de G-mdédulo. La teoria de homologia
que surge en este caso recibe el nombre de homologia con coeficientes en G. En este
texto unicamente consideramos el caso de cadenas con coeficientes enteros, asi que en lo
sucesivo denotaremos por simplicidad C),(X ) —y andlogamente para grupos homologia—,
entendiéndose por defecto que los coeficientes siempre estdn definidos en Z.

Definicién 6.3. El operador borde 0 : C,(X) — C,_1(X) se define sobre n-simplices

diferenciables como
n

d(o) == Z(—l)i(ﬂ [00 -+ 3eeesUn]

1=0

donde identificamos [vg, ..., ;, ..., v,] con A" via (6.0.2), y se extiende a cadenas por
linealidad.

Proposicién 6.4. El operador borde satisface 0 o 0 = 0.

Demostracion. Por linealidad, es suficiente demostrar que 0(d(¢)) = 0 para todo n-
simplice singular diferenciable.

va]» aplicando de nuevo el operador borde se

----- e

sigue

A0() = D (1Y (1) 0l ity o) + D (1 T (1) 0ty in-

J<i j>i

Observando que (—1)’~! = (=1)(—1)7, e intercambiando 7 y j en el segundo sumando,
concluimos que la suma anterior se anula, como queriamos demostrar. [

La proposiciéon anterior pone de manifiesto la dualidad entre los conceptos anteriores y
los correspondientes a la cohomologia. Segiin esta dualidad, la sucesién de grupos abelianos
y homomorfismos

(6.4.1) o Ot (X)) D (X)) S O (X)) = o (X)) S0

es un complejo de cadenas, pues satisface 0 od = 0. El resto de terminologia se adapta de
forma similar.

En particular, la condicién d o 0 = 0 es equivalente a im 0,1 C ker d,,. De esta forma,
podemos definir el n-ésimo grupo de homologia singular diferenciable de X como

(6.4.2) H,(X) :=ker0,/im 0,4+,
—siguiendo el criterio de notacién establecido en 6.2.

Una vez definidos los grupos de homologia, pasamos a demostrar algunas propiedades
bésicas de los mismos.
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Proposicién 6.5. Sea {X,}aca la familia de componentes conexas por caminos® diferen-
ciables del conjunto afin X. Hay un isomorfismo

H,(X) = P Ha(X.).

a€N

Observacién 6.6. Para variedades diferenciables —que es el caso que ma&as nos va a
interesar en secciones sucesivas— las componentes conexas por caminos diferenciables
coinciden con las componentes conexas usuales, pues al ser localmente difeomorfas al
espacio afin son en particular localmente conexas por caminos diferenciables.

Demostracion. Para cada simplice singular diferenciable o : A™ — X existe un tnico
a € A tal que o(A") C X, por tanto o € C,,(X,). De esta forma, para cada cadena
c € C,(X) existe una tnica forma de escribirla ¢ =) ¢4, con ¢, € C,(X,), esto es

Co(X) = P Cu(Xa).

a€EA

El operador borde, por definicion, respeta esta division, i.e. 9(C,,(X,)) C Cp,_1(X,). En
particular, ker 0,, e im 0,41 tienen descomposiciones similares como suma directa, luego

H,(X) = P Ha(X.).

a€N

Observacién 6.7. Los caminos diferenciables introducen alguna sutileza adicional a la
hora de concatenar caminos:

Supongamos que ¢ es un camino diferenciable que conecta a con b y 7 otro camino
diferenciable que conecta b con ¢ —donde ambos caminos tienen imagen contenida en un
cierto conjunto afin X. La concatenacién ¢ * 7 no tiene por qué ser diferenciable en la
juntura o punto de unién de ambos caminos. Esta dificultad puede resolverse, no obstante,
reparametrizando ¢ y 7 por funciones meseta adecuadas —construidas de forma andloga
a como se contruyé (4.4.4)—, de tal forma que obtengamos caminos reparametrizados o’
y 7' (respectivamente) con misma imagen pero localmente constantes en los extremos. En
este caso, o’ x 7’ es localmente constante en la juntura, luego diferenciable.

Proposicién 6.8. Si X es un conjunto afin no vacio y conexo por caminos diferenciables,
entonces Ho(X) = 7.

Demostracion. En (6.4.1), hemos definido C,,(X) = 0 paran < 0. De esta forma, Hy(X) =
Co(X)/im 9. Consideremos el homomorfismo

e:Co(X) = Z; Zka — Zk

La aplicacién anterior es sobreyectiva (basta considerar todas las cadenas generadas
por un tnico simplice), luego por el primer teorema de isomorfia de grupos basta probar
kere = im0;.

5El requisito de conexién por caminos es natural en este contexto: los 1-simplices no son otra cosa que
caminos diferenciables.
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Observamos en primer lugar que para un l-simplice o, d(0) = 0|} — 0[], luego
€0(0) = €(0lje;] — 0ley)) = 1 =1 = 0. Se sigue pues que imd; C kere. Para probar
kere C im 0, tomamos una cadena cualquiera del nicleo de €, de modo que (). k;0;) =
> ki = 0. Cada uno de los o; en la igualdad anterior son O-simplices, esto es, puntos en
X. Sea 7; : [0,1] — X un camino diferenciable que va desde un punto cualquiera xy € X
a 0;(eg), y sea oy el O-simplice de imagen . Recordando que ey = (1,0), ¢; = (0,1) € R?
y precomponiendo con la inversa del difeomorfismo lineal ¢ — (1 — t)eq + te; (que va
desde [0,1] a [eq, e1]), observamos que 7; : [eg,e1] — X es un l-simplice. De esta forma,
OT; = Tilje] — Tiljeo] = 0 — 00, luego

8(211@71) = Ziki‘” — Zik’iao = Zikﬂz”

pues > . k; = 0. De la construccién de los 7; y la igualdad anterior se sigue kere C im 0.
OJ

Ejemplo 6.9. Consideremos el espacio formado por un solo punto, que identificamos con
{0} C R™ para algin m > 0 entero.

Para cada n > 0, existe un unico n-simplice diferenciable o, : A" — {0} —el idéntica-
mente nulo— luego C,({0}) = Z y

0) = 3~V ={ S

— On—1 Sin es par.
1=

El operador 0 va alternando entre ser un isomorfismo o la aplicacién idénticamente nula
en el complejo de cadenas asociado a {0},

L7275 72%72572%7 50

de tal forma que H,({0}) = {0} paran > 0y Hy({0}) = Z directamente de la definicién
(6.4.2). Este calculo se extiende inmediatamente, aplicando 6.5, al caso del espacio formado
por una cantidad finita de puntos.

La definicién de grupos de homologia y los resultados anteriores son igualmente vali-
dos, con las mismas demostraciones, en la categoria topoldgica sin méas que sustituir la
diferenciabilidad por continuidad. Asi, tenemos los grupos de homologia singular (sin el
epiteto “diferenciable”).

7. INVARIANCIA HOMOTOPICA DE LA HOMOLOGIA SINGULAR

Al igual que en el caso de la cohomologia de de Rham, los grupos de homologia singular
diferenciable son invariantes por homotopias diferenciables.

Definicién 7.1. Dada una aplicacién diferenciable f : X — Y entre conjuntos afines X e
Y, el homomorfismo inducido en cadenas fu : Cp(X) — C,(Y) asigna a cada n-simplice
diferenciable o : A™ — X la composicion foo : A™ = Y, y se extiendiende por linealidad
a cadenas diferenciables arbitrarias.
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El homomorfismo inducido en cadenas conmuta con el operador borde; basta observar
que para un n-simplice diferenciable arbitrario o

n

(7.1.1)  f40(0) = f#(Z(—l)ial[UO,_..,@,L-,...,U”]) =Y (=1 © 0)liwp,..,.oa) = Of1(0),

i=0 =0

y como los n-simplices diferenciables son base de las cadenas, tenemos fz 00 = do fy.

Podemos reformular el resultado anterior diciendo que el diagrama

s Co(X) 25 C(X) —2 Oy (X)) —— ..

|1+ |+ |7+

s Con (V) =25 G (Y) —2 Oy (Y) —— ...

es conmutativo.

Por la condicién fu 00 = do f4, al igual que en el caso de la cohomologia diremos que
f# (entendida ahora como la coleccién de todas las aplicaciones fu : C,(X) = C,(Y)
paran € N) es un morfismo de cadenas. La prueba del lema 2.4 sigue siendo vélida en este
contexto sin mas que cambiar d por 9 e identificar AP~* y B~ con C,,;(X) vy Crpi(Y),
respectivamente (para i = —1,0,1). Concluimos pues:

Proposicién 7.2. El morfismo de cadenas fy induce homomorfismos entre los grupos de
homologia f. : H,(X) — H,(Y), con fi([c]) == [f«(c)].

Los homomorfismos inducidos en los grupos de homologia satisfacen las siguientes pro-
piedades inmediatas:

» (fog).= fiog. para aplicaciones entre conjuntos afines g : X - Yy f:Y — Z.

Basta observar que es indistinto escribir fo(goo) = (f og) oo por asociatividad
de la composicion.

» (Idx). =1Idg,(x), con Idy : X — X la identidad en el conjunto X.

Las dos propiedades anteriores implican que dos conjuntos afines difeomorfos tienen
grupos de homologia isomorfos. Mas atin, las definiciones 4.3 y 4.5 se generalizan de forma
inmediata para conjuntos afines generales, y como dijimos antes, se tiene un resultado
mejor para homotopia diferenciable.

Teorema 7.3. Dos aplicaciones diferenciables f,qg: X — Y diferenciablemente homoto-
pas inducen en homologia los mismos homomorfismos, i.e. f. = g, : H,(X) — H,(Y).

Demostracion. La idea de la prueba es explotar el andlogo en homologia singular del lema
2.11; esto es, buscar un operador P : C,,(X) — C11(Y) (lamado operador prisma) que
satisfaga la relaciéon

(731) 8oP+P08:g#—f#,
y de aqui se seguird el resultado.

Para definir el operador prisma, que necesariamente estara relacionado con la homotopia
entre fy g, debemos en primer lugar determinar como subdividir A™ x [0, 1] en simplices,
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pues P es un operador que actiia entre cadenas. Sea A" x {0} := [vg, ..., v,] y A" x {1} :=
[wo, . . ., wy]. Afirmamos que se puede subdividir A™ x [0, 1] en (n + 1)-simplices como
(7.3.2) A" x [0,1] = U[vo,...,vi,wi,...,wn].

i=0

Para demostrar la inclusién “2” en (7.3.2), observamos que A" x [0, 1] es un conjunto
convexo (por ser producto de convexos) que contiene a todos los puntos v’s y w’s. Al
ser los simplices los minimos conjuntos convexos que contienen a sus vértices, se sigue
[V, -+« Vs Wy, . wy,] C A™ x [0,1] para todo @ € {0,1,...,n}. Para probar “C”, sea
(p,t) € A™ x [0,1]. Supongamos que (p,t) no esta ni en A” x {0} ni en A" x {1} (pues
en tal caso estaria en [vg,. .., U, Wy] O [Ug, o, ..., w,], respectivamente). Podemos pasar
de [vg,...,v,] & [wo,...,w,] considerando la sucesién de m-simplices que sustituye el
ultimo vértice v por su correspondiente w: de [vo, .. .,v,], pasamos a [vo, ..., V,_1, wy]; de
[V0, s Un_1, W] & [Vg, ..., Up_2, Wy_1, Ww,]; etcétera. El segmento
(7.3.3) [(p. ) : A€ 0,1]}
pertenece a A" x [0,1] por convexidad y corta a [vg,...,v,] v [wo,...,w,] en 0 y 1
respectivamente. Por la condicién 0 < ¢ < 1, existe un valor de i tal que (7.3.3) corta a
[V0, « oy Uiy Wity - -, W] para Xy < tyavg,...,0_1,W;, ..., wy,] para g >t (el caso Ay =t
0 Ay = t implica que (p, t) estd en alguno de los n-simplices intermedios, luego en particular
en el lado derecho de (7.3.2) y hemos terminado). El (n+1)-simplice [vg, . .., v, Wi, . . . , W]
es el menor convexo que contiene a [vg, ..., Vi, Wit1, .., Wy] ¥ [Voy -+, Vit1, Wi,y ..., Wy], €n
particular contiene al segmento {(p,A\) : Ay < A < A\ }. En consecuencia existe un i tal
que (p,t) € [vo, ..., v, w;, ..., w,| v por tanto se satisface (7.3.2).

Sea una homotopia diferenciable H : X x [0,1] — Y entre f y g. Dado un simplice
diferenciable o : A" — X, consideramos la Composicién

A" x [0,1] 2% X x 0,1 & v.

Definimos los operadores prisma como

(7.3.4) P(o) = (=1)"H 0 (0 X 1) op,.ut,1,-0]

lo que es admisible, pues H o (¢ x Id) es diferenciable.
Componiendo con el operador borde, se sigue
do P<0) = Z<_1)j(_1)iH © (J X Id)|['U()w--ﬂ}j7---7Ui7wi7---7wn]
j<i
+ Z J+1 H o (U X Id)|[vo,...,vi,wi,...,d)j,...,wn}7
j>t
y en el orden inverso
Po 6(0) = Z(_l)jp(0|[vo,...,ﬁj,...,vn]> = Z(_l)i(_l)jH © (0 X Id)|[vo,.-.,vi,wi7...,wj,...,wn]
J i<j

+ Z ]H o (J X Id)| (V050305 3o e ey V3 Wiy Wi ] *

i>]
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Sumando las expresiones anteriores, los términos con j # ¢ se anulan, luego

JoP(o)+ Pod(o) = ZiH o (0 x Id)|fwe,...00w5,...0n] — ZiH o (o x Id)|w,....vs105,....100]
= H o (0 x 1d)|uy,...w,) — H 0 (0 X 1d)|1ug.....00)
=goo—foo=gy(o)— fulo),

lo que demuestra (7.3.1).

Para concluir la demostracién, basta imitar la prueba del lema 2.11: si v € C,(X) es un
ciclo (i.e., pertenece a ker d), entonces gu(a) — fu(a) = O(P(a)) + P(0()) = O(P()).
Por tanto, gx(a) — fx() es un borde, lo que significa que 0 = [gx — f4] = g — fi, y en
consecuencia ambas aplicaciones inducidas son la misma. O

Por el teorema 7.3, si f es una equivalencia homotopica segin 4.5, f,0g. = (fog). =
Idp, vy ¥y g« © f« = (g0 f)« = Idm,(x), luego tenemos:

Corolario 7.4. Los homomorfismos inducidos f, : H,(X) — H,(Y) por una equivalencia
homotopica diferenciable f: X —'Y son isomorfismos.

El corolario anterior, junto con el ejemplo 6.9, proporciona el siguiente resultado:
Corolario 7.5. Si X es diferenciablemente contrdctil, se tiene que

~ | {0} paran>1
Ha(X) = { Z  paran =0.
En particular, el grupo ciclico Hy(X) estd generado por cualquier 0-simplice.

Demostracion. Unicamente resta demostrar el iltimo aserto. Esto tltimo es consecuencia
de que dos 0-simplices cualesquiera son iguales en Hy(X), pues dados a,b € X existe un
camino diferenciable que los conecta.

En efecto, dada F; : X — X una homotopia diferenciable tal que Fy = Idx y F} = xg
—donde zy denota aqui el camino constantemente zy € X—, entonces Fy(a) y Fi(b) son
caminos diferenciables que conectan a con xy y b con zy respectivamente. Concatenando
el primer camino con el inverso del segundo —reparametrizando si es preciso como se
indica en 6.7— hallamos un camino diferenciable que conecta a con b, 7 := Fy(a)  Fy(b).
Denotando por o, y 03 los 0-simplices diferenciables de X que se identifican con los puntos
a y b, el argumento anterior muestra que 07 = o, — 0,; en consecuencia dos 0-simplices
diferenciables en X cualesquiera son iguales en homologia, y por tanto cualquier 0-simpli-

ce da lugar al generador de Hy(X). O

Ejemplo 7.6. Como se muestra en 4.7, el espacio afin R™ es diferenciablemente contractil
para cualquier m. De esta forma, la homologia singular diferenciable del espacio afin es
la dada por 7.5.

Al igual que en la seccién anterior, si bien hemos enunciado los resultados y las cons-
trucciones para conjuntos afines y aplicaciones diferenciables, solo hemos hecho uso en
las demostraciones de propiedades que cumplen tanto las funciones continuas como las
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diferenciables. De este modo, todos los enunciados y construcciones son validos (y con las
mismas demostraciones) para homologia singular.

8. LA SUCESION DE MAYER-VIETORIS EN HOMOLOGIA

Tal como se sugiere en (6.4.1), definimos un complejo de cadenas como una sucesién
A, = {A,, 0} de grupos abelianos y homomorfismos

o A DA, S A >
tal que 0 o0 = 0.

Todos los conceptos y resultados de la secciéon 2 son de naturaleza puramente algebraica,
y con el cambio adecuado de notacién se cumplen para los grupos de homologia. En
particular, el teorema 2.6 da lugar a la sucesion exacta larga en homologia:

Teorema 8.1. Dada una sucesion exacta corta de complejos de cadenas 0 — A, % B, L
C, — 0, la sucesion

(8.1.1) oo Ho(A) 2 Hy(B) 2 Hy(C) 2 Hy (A 2 Hy y(B,) — ...

es exacta.

El operador ¢, que aparece en (8.1.1) se define por analogia con el operarador 0* de
2.5, esto es, como

(8.1.2) 0.+ Hy(Ch) — Hy1(A,) tal que 6,([c]) == [i7'(9(i " (c))] -

De nuevo, la prueba de que (8.1.2) estd bien definida y es independiente del represen-
tante es la misma que en 2.5.

Sea un recubrimiento abierto U := {U,};c; de X, y sea CY%(X) el subgrupo de C,(X)
formado por cadenas de la forma ), k;o;, de tal forma que cada o; tiene su imagen
contenida en un abierto de U. El operador borde respeta esta relaciéon de pertenencia,
luego lleva C%(X) a CY | (X). En consecuencia, los grupos C%(X) forman un complejo
de cadenas, que da lugar a unos grupos de homologia H%(X).

Proposicién 8.2. La inclusién i : C%(X) — C,(X) es una equivalencia homotdpica de
cadenas; esto es, existe un morfismo de cadenas p : Cp(X) — CY(X) tal que iop y

p ot son homdtopos como cadenas a la identidad. En consecuencia, la inclusion induce
isomorfismos H4(X) = H,(X) para todo n € N.

Demostracion. La prueba de este resultado es larga y técnica. Desarrollaremos la prueba
en cuatro etapas, siguiendo la demostracién que se hace en [10].

(1) Subdivision baricéntrica de simplices afines. Esta primera parte es estrictamente

geométrica. El baricentro de un simplice [vg, vy, ..., v,] de R™ es el punto
n
o 1
(8.2.1) b= Lo
=0
Definimos la subdivision baricéntrica del n-simplice [vg, vy, ..., v,] en n-simplices de

la forma [b,wg, w1, ..., w, 1] inductivamente a partir de las condiciones siguientes: (i)
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los [wg, wq, ..., w,_1] son todos los posibles (n — 1)-simplices definidos por subdivisién
baricéntrica de la “caras” [vg, ..., 0, ...,v,] v (ii) en el caso n = 0, se tiene por definicién
que la subdivisién baricéntrica de [vg] es el propio [vy]. De esta definicién, se sigue que
los vértices de los n-simplices que forman la subdivisién baricéntrica de [vy, ..., v,] son
(ademads de los propios v;) los baricentros de todos los posibles sub-simplices [v;,, ..., v;,].

El objetivo de la subdivisién baricéntrica para simplices del espacio afin es obtener n-
simplices de tamano arbitrariamente pequeno. Al estar en el espacio euclideo, utilizamos
como medida el didmetro, i.e., el maximo de la distancia entre dos puntos cualesquiera de
su interior. Para dos puntos arbitrarios v y Y. t;v; de [v, ..., v,], utilizando que ), t; =1

y t; > 0 para todo 1,

v — thvz
i

Por tanto, dado un punto arbitario del simplice v, el punto mas alejado de él en el
simplice es uno de los vértices. Concluimos entonces que el diametro se alcanza para la
distancia entre dos de los vértices del simplice.

(8.2.2)

< ZtiHv — ] < mjéva — ij )
i

Fijados dos vértices w; y wy, de la subdivisién baricéntrica de [v,...,v,], afirmamos
que su distancia es a lo sumo n/(n + 1) veces el didmetro de [v, ..., v,]. Los casos n =0
y n = 1 se cumplen de forma inmediata. Para el caso general, distinguimos dos posi-
bilidades: si ni w; ni wy son el baricentro de [vy,...,v,], podemos suponer que ambos
son vértices v, del simplice original (pues hemos visto en (8.2.2) que la distancia entre
puntos de un simplice es méxima para un par de vértices). Entonces, existird un i tal

que wj, wy € [vo, ..., 0, ..., 0], luego se sigue el resultado por la hipétesis de induccién.
En caso contrario, podemos suponer sin perder generalidad que w; = b, y por (8.2.2)
podemos tomar wy = v;. Sea b; el baricentro de [vg, ..., 0, ..., v,], haciendo uso de (8.2.1)

(aplicada a by b;) tenemos que
_ 1 n
b= vt b
La igualdad anterior prueba que b esta en el segmento de extremos v; y b;, y ademas

16— will =

n
— Uit b

HLHUZ' = nLHHbz — U@H < nLH IIlJéX(’Uj — Ui)

y en consecuencia la distancia entre w; y wy esta acotada superiormente por n/(n + 1)
veces el didmetro de [vg, ..., v,].

Observamos finalmente que

. n T
(8.2.3) Thﬁrg(} <n n 1> =0 paratodon €N,

luego la acotacion anterior garantiza que podemos dividir el simplice original en simplices
arbitrariamente pequenos aplicando sucesivamente la division baricéntrica.

(2) Division baricéntrica de cadenas afines. A continuacién, buscamos definir un ope-
rador S : C,(X) — C,(X) de divisién tal que S y la identidad sean hométopos como
cadenas.

Consideramos en primer lugar un caso restringido: dado un conjunto convexo Y en
un espacio euclideo, las aplicaciones afines (luego diferenciables) A™ — Y forman un
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subgrupo propio del grupo de cadenas C,,(Y"), que denotamos LC,,(Y"). El operador borde
manda cadenas afines a cadenas afines, luego los LC,,(Y’) son un subcomplejo del complejo
de cadenas de Y.

Podemos identificar de manera univoca una aplicacién afin A : A™ — Y por [wy, . . ., wy],
donde w; := A(e;). Para evitar tener que hacer distinciones para el caso n = 0, definimos
LC_1(Y) = Z el grupo ciclico generado por el simplice vacio [@] (entendiéndose que
Olwy] = [@] para todo 0-simplice).

Dado un punto b € Y, definimos el homomorfismo b : LC,(Y) — LC,.1(Y) que actia
sobre elementos de la base como b([wo, ..., w,]) = [b,wy,...,w,]. Aplicando el operador
borde (identificando w_; = b)

n+1

Ab([wo, . .., wy]) = Z(—w’[b, Wo, . . Wi, . . ., W]
:[wg,...,wn]— (— ) [b, Wy« ooy Wiy ooy W
= [wo, ..., w,| — ( [wo,..., wy)),

luego extendiendo por linealidad a todo LC,,(Y') se sigue que dob+bod =

Definimos S : LC,(Y) — LC,(Y') por induccién en n. Para el caso inicial n = —1, im-
ponemos S([@]) = [@] (i.e., actia como la identidad en LC_;(Y')). Para el caso general,
dado un generador A\ : A" — Y de LC,(Y), denotamos por by a la imagen del baricen-
tro de A" y al correspondiente homomorfismo asociado. El operador S queda definido
inductivamente por la condicién S(A\) = by(SON) sobre generadores A de LC,(Y), que
(atendiendo a la definicién original de subdivisién baricéntrica del apartado anterior) no
es otra cosa que la suma de los n-simplices diferenciables de la subdivision baricéntrica
de A con signos alternados. El operador S satisface ademas la condicion 0o .S = Sod : en
LC_1(Y) el operador S actia como la identidad, luego se satisface trivialmente; y supues-
to probado para n — 1, tenemos (utilizando la hipdtesis de induccién y las propiedades de
by)

OS(A) = Ob\(SON) = S(ON) — byO(SON) = S(OX) — bySI(ON) = S(ON),

y en consecuencia S es un morfismo de cadenas.

Finalmente, construimos un operador 7' : LC,(Y) — LC,41(Y’) como una homotopia
de cadenas entre S e Id, representada en el diagrama

—— LCu (V) =2 LC,(Y) =2 LC,_y(Y) — ...

I

—— LCu (V) =2 LC(Y) —2— LCy —— ...

Anélogamente a .S, definimos T de modo inductivo. Para n = —1, fijamos T' = 0; y para
n > 0 lo definimos por la condiciéon T'(\) = by(A—T09(N)) (para A generador de LC,,(Y)).
La condicién de homotopia de cadenas 0 o T + T o 0 = Id —S se satisface trivialmente

paran = —1, y paran > 0 se sigue (utilizando la hipdtesis de induccién y las propiedades
de S y b)\)

OT(N) = Oby(A — TON) = A — TOX — byd(A — TON) = A — TOX — by(OX — OT(DN))
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=A—TOXN—b\(S(ON) + TIO(ON)) =X —TOX — S(N);
que extendido por linealidad a toda cadena de LC,,(Y") demuestra que 7" es una homotopia

de cadenas. Nétese, en particular, que el diagrama anterior no es conmutativo, pues eso
implicaria 0o T = 1d — 5.

(3) Division baricéntrica de cadenas arbitrarias. Como hemos visto en el punto anterior,
SA™ es la suma de los n-simplices diferenciables que forman la subdivision baricéntrica
de A™ con signos alternados. Definimos en general el operador de divisién S : C,,(X) —
C,(X) por su actuacién sobre simplices singulares diferenciables o

(8.2.4) S(o) = oxSA™.
Por ser o diferenciable, lo es S(o).
El operador S es un morfismo de cadenas, pues

9S(0) = Do xSA" = 0 4,ISA™ = ¢, SOA" = U#S(Z(—lm’;)

i

= (1)iopSA =) (=1)'S(olay) = S(Zi(_l)igy@ = S(90).

Similarmente, definimos el operador 7' : C,(X) — C,(X) que actia sobre simplices
diferenciables por la férmula T'(0) = 0T A". Este operador 7', al igual que su andlogo
en el punto anterior, define una homotopia de cadenas entre la identidad y S, pues

I (o) = 0oy TA" = 040T A"
=0y (A" = SA" —TOA") =0 — S(0) —04TOA" =0 — S(0) —T(0(0)),
donde en el tltimo paso hemos desarrollado 04 TOA™ como en el caso de S.

(4) Division baricéntrica iterada. Podemos construir una homotopia de cadenas entre
Id y S™ definida por D,, := 2?;61 TS* pues

m—1 m—1 m—1
0Dy, + D0 =Y (OTS' +TS'0) =Y (ITS' + TSy =Y (9T +T0)S"
=0 =0 =0
m—1 m—1
=) (1d-9)S Z — ) =1d —S™,
i=0 1=0

Como hemos visto anteriormente, el operador S actia sobre simplices diferenciables o
sumando con signos alternados los sub-simplices que forman la subdivision baricéntrica
de o. Por (8.2.3), iterando el operador se sigue que S™A" da lugar simplices de didmetro
arbitrariamente pequeno al tomar valores cada vez mayores de m. En particular, si ¢ > 0
es el nimero de Lebesgue del recubrimiento abierto {c ™' (U;)};c; de A", existe un m tal
que S™(c) € C¥(X). Este valor depende de ¢, y en consecuencia de o, luego definimos
m(o) como el minimo valor de m tal que se cumple la condicién anterior.

Definimos D : C,(X) = Cp1(X) por D(0) := Dyy)(0) para todo n-simplice dife-
renciable ¢ : A" — X. Como indica el enunciado, buscamos un morfismo de cadenas
p: Ch(X) — CY(X) que sea inverso en homotopia de la inclusién i : C%(X) — C,(X).
Por 2.10, para que p sea inverso homotopico de ¢ por la derecha, es suficiente demostrar

(8.2.5) doD+Dod=1Id—iop.
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Para que se cumpla (8.2.5), basta definir p : C,(X) — C,(X) por la férmula p :=
Id —0o D — Do0 (omitiendo en lo sucesivo el signo de composicién para aligerar notacién)
y comprobar que p es un morfismo de cadenas y que manda cadenas de C,,(X) en cadenas

u
de C(X).
La condicién de ser morfismo de cadenas se comprueba facilmente, pues

dp(o) = 0o — 0?Do — 0Ddo = Do — IDIo

dop=pod.
P(@U):30—0D80—D020:80—8D00}:> cp=pe

Para comprobar que p manda cadenas de C,(X) en cadenas de C%(X), observamos
que

p(oc) =0 —0Do — D(00) = 0 — ODy(sy0 — D(00) = S™(0) + Du(r)(00) — D(00),
donde hemos utilizado que 0D,,, + D,,,0 = Id —S™.

Por definicién de m(c), S™)(g) € C¥(X). El término D,,(,)(90) — D(do) se puede
escribir como combinacién lineal de términos de la forma Dy,5)(0;) — Dino,)(0j) con
0j = Olieg,..éjmen)s Tu€g0 m(0o;) < m(o). De la definicion de D,,, se sigue que estas
diferencias son sumas de términos 7'S*(c;) con i > m(c;) y en consecuencia su imagen

estd en C%(X); pues S'(0;) € C¥ (X) y T manda cadenas de C% (X) en cadenas de
cu.

Restringiendo el codominio de p a C%(X), hemos demostrado (8.2.5). Més atin, poi = Id,
pues m (o) = 0 para todo o € C%(X) (y en consecuencia D es idénticamente nulo al ser
Dq una suma sobre un conjunto de indices vacio). De esta forma, p es también inversa ho-
motopica de la inclusion por la izquierda, y por tanto ¢ y p son inversas homotodpicas una de

la otra. El ultimo aserto de la proposicién es consecuencia inmediata de lo anterior y 2.11.
O

Sea X un conjunto afin y A, B C X tales que AUB = X. Denotando como Cn(A+B) =
CYU(X), conU = {A, B}, el anélogo al teorema 5.1 para el caso de homologfa es inmediato:

Lema 8.3. En las hipotesis anteriores, la sucesion
0— Co(ANB) S Cu(A) @ Co(B) S Co(A+ B) = 0
es exacta corta, donde ¢(x) = (x,—x) y(z,y) =z +y.

Aplicando el teorema 8.1 a la sucesion exacta corta del lema 8.3, y utilizando que la
proposicién 8.2 implica que la inclusién i : C, (A + B) — C,(X) induce un isomorfismo
sobre los grupos de homologia, obtenemos la sucesion de Mayer-Vietoris en homologia:

Teorema 8.4. La sucesion
.= H(ANB) 2 Hy(A) & Hy(B) 2 Ho(X) 2 H, (AN B) — ...
es exacta.

Observacién 8.5. Al igual que en las secciones anteriores, los resultados y demostraciones
son validos sin modificaciones para homologia singular continua.
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9. ISOMORFISMO NATURAL ENTRE LAS HOMOLOGIAS SINGULARES

Hasta ahora, hemos desarrollado paralelamente dos teorias de homologia singular para
conjuntos afines X C R™: por un lado, la diferenciable, cuyos grupos en adelante denota-
mos por H>(X) para evitar confusién; y por otro la continua, con grupos de homologia
H,(X). Para variedades diferenciables, ambas homologfas son la misma. Lo demostra-
mos aqui utilizando la induccién en abiertos, que consideramos la estrategia mas natural,
aunque en la literatura consultada solo aparece sugerida en [2].

Todo simplice singular diferenciable definido en una variedad diferenciable M es, en
particular, un simplice singular (continuo), luego la inclusién i : C°(M) — C, (M) esta
bien definida para todo n € N U {0}. La demostracién (7.1.1) y la discusién que sigue
hasta la proposicién 7.2 inclusive se adaptan de forma inmediata a la inclusién anterior;
en consecuencia, la inclusion define un homomorfismo en grupos de homologia

b HE(M) — Hy (M); [c] = [i(0)] = [c].
El homomorfismo anterior nos da, de hecho, la equivalencia que buscamos:

Teorema 9.1. La aplicacion i, : H(M) — H, (M) es un isomorfismo.

Demostracion. Procedemos por induccién en abiertos (teorema 1.9). Fijamos un recubri-
miento V = {Vs}sep de M por dominios de coordenadas y definimos ¢ como la coleccién
de abiertos W C M tales que i, : H°(W) — H,(W) es un isomorfismo (junto con la
condicién & € U).

La condicién (a) de 1.9 se tiene por definicién. Para (b), dado que un abierto U difeo-
morfo a R™ es contractil, estamos en las condiciones de 7.5. Se sigue que H*(U) = {0}
y H,(U) = {0} para n > 1, luego i, : H°(U) — H,(U) es trivialmente un isomorfismo.
En el caso n = 0 sabemos que tanto H{°(U) como Hy(U) estan generados por la clase
de cualquier 0-simplice. Como i, : H®(U) — Hy(U) manda (clases de) O-simplices en
O-simplices, necesariamente ha de ser un isomorfismo. En ambos casos se satisface (b).

Para demostrar (c), sean Uy, U, € U tales que Uy N Uy € U, y queremos probar que
U, UU; € U. Consideremos simultaneamente las sucesiones de Mayer-Vietoris para la
homologia singular diferenciable y la homologia singular continua —segtn 8.4—, como se
muestra en el diagrama

HR(U, N Uy) —2 HR(UY) @ HX(Us) —2s HX(U, UUs) —2s

H(Uy NUy) —2 s H,(Uy) @ H,(Un) —2s Ho (U UTy) —2s

H (Ui N Uy) —2s H2 (Uy) @ HZ2 (Us)

li* li*EBi*

Hn,1<U1 N UQ) L) Hn,1<U1> ©® anl(UQ).

Por el Lema de los cinco 2.13, dado que 7, es un isomorfismo cuando se toma por
variedad Uy, Uy o Uy N Uy —y por tanto también lo es i, & i,, que se define como (i, @
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i) ([ua], [ug]) == (ix[u1], ix[us]), para todo [ui] € H°(Uy) v [ug] € H(Us)— basta probar
que el diagrama anterior es conmutativo para demostrar que i, : H>*(U; UU,) — H, (U3 U
Us) es un isomorfismo.

Antes de proceder a probar la conmutatividad del diagrama, observamos que, dadas
dos variedades M y Ny f: M — N una aplicacién diferenciable entre ellas, se sigue que

(9.1.1) ix(filo]) = i[f o o] = [f o 0] = filo] = [fi(is[o])
para cualquier n-simplice diferenciable o. Extendiendo por linealidad, (9.1.1) prueba que
1, conmuta con el morfismo inducido en homologia por cualquier aplicacién diferenciable.

Dado [c] € H*(UiNUz), al ser ¢.([c]) = (jix[c], —ja«[c]) —denotando por jy : UyNUz —
Uy y jo : U NUy — Us a las inclusiones— se sigue que

(s @ ) (Plc]) = (ix ® i) (Jrule], —gaule]) = (inaale], —isgailc])
= (Jstale], =gaeiilc]) = u(is[c]),
lo que prueba la conmutatividad del primer cuadrado (por la izquierda) del diagrama.

Similarmente, se prueba la conmutatividad del ltimo cuadrado; y recordando que
Ui([c], [d]) = i14[c] 4124 [d] para cualesquiera [c] € H°(Uy) v [d] € H°(Us) —donde se han
introducido las inclusiones iy : Uy — Uy UUs e iy 1 Uy — Uy U Uy—,

i(:([¢], [d])) = duina[d] + ivinu]d] = 1. (i[]) + dnu(iu]d])
= Yu(ixlc], iu[d]) = . (is ® i.)([d], [d]),

lo que prueba la conmutatividad del segundo cuadrado del diagrama. La conmutatividad
del tercer cuadrado es consecuencia de (9.1.1) —a pesar de que J, solo estd bien definido
en homologia, al ser independiente de representantes y preimagenes podemos utilizar la
expresion entre corchetes en (8.1.2) y razonar como en (9.1.1)—, y por tanto concluimos
que el diagrama completo es conmutativo.

Por el Lema de los cinco 2.13, concluimos a partir del diagrama anterior que U;UU; € U,
luego se satisface la hipétesis (c) de 1.9.

Finalmente, la hipétesis (d) en 1.9 es consecuencia de la proposicién 6.5: dada una
sucesion de abiertos Uy, Us, ... disjuntos dos a dos tales que todos pertenecen a U/, consi-
deramos el siguiente diagrama conmutativo:

o S* o0
Hy (UkeN Up) —— @keN H(Uy)

J- Jss

Sk
Hy(Upen Ur) —— Dyen Hn(Us),

donde S, denotan los isomorfismos definidos en 6.5, y la conmutatividad del diagrama se
sigue de (9.1.1) y de que @i, estd definida por la actuacién componente a componente del
correpondiente homomorfismo ..

Por hipétesis, i, : H°(Uy) — H,(Ux) es un isomorfismo para todo k € N, luego @i, es
también un isomorfismo. De esta forma, leyendo el diagrama anterior en sentido contrario
a las agujas del reloj, hallamos explicitamente una inversa para i, : H°(UpenUy) —
H,,(UgenUy); en consecuencia el homomorfismo anterior es un isomorfismo y UgenUy € U.
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Al estar la coleccién U en las hipétesis del teorema 1.9, concluimos que M € U esto es,
iw: H*(M) — H,(M)

es un isomorfismo, como queriamos demostrar. [

10. INTEGRACION EN CADENAS

Los n-simplices singulares diferenciables que hemos utilizado hasta ahora tienen por
dominio el n-simplice estandar del espacio afin A™. No obstante, el conjunto A™ no tiene
estructura de variedad diferenciable, ni siquiera de variedad diferenciable con borde. Para
poder definir la integracion en cadenas —que sera pivotal para establecer el isomorfismo
de de Rham— hemos de generalizar el concepto de variedad diferenciable para incluir a
este tipo de conjuntos.

La caracteristica que distingue a los conjuntos como el simplice afin estandar A" de
las variedades diferenciables con borde usuales es la presencia de “esquinas” o picos no
diferenciables en el borde de la variedad.

Definicién 10.1. Un conjunto M C RP se denomina wariedad diferenciable con borde
anguloso (o simplemente variedad con borde anguloso) de dimensién m si cada punto
x € M tiene un entorno U C M que es difeomorfo a un abierto relativo W C KT, donde

m

R+ ={(z1,29,...,2p) ER" 12y > 0,29 >0,..., 2, >0}

Los puntos angulosos de @T son, por definicion, aquellos para los que se anulan dos
o mas de sus coordenadas; los del borde son aquellos para los que solo se anula una de
las coordenadas y los interiores son aquellos para los que no se anula ninguna coordena-
dada. Esta clasificacion puede extenderse a variedades diferenciables con borde anguloso
arbitrarias, como mostramos a continuacion.

Lema 10.2. Sea W C RP un subconjunto abierto, A : R? — R wuna aplicacion lineal y
f W = {x e RI: \zx) > 0} C R? una aplicacion diferenciable. Dado x € W tal que
(Ao f)(x) =0, entonces A4, frm) = 0.

Demostracion. Sea x € W tal que (Ao f)(z) = 0. Utilizando la continuidad de la aplicacién
lineal A\, tenemos que, para u € R™ arbitrario,

i A f(x+ tu))
t—0 t

M () = A( i LEH 2O

t—0 t

Al ser f una aplicacion diferenciable, el limite anterior ha de existir. Utilizando asimismo
que A(f(x 4+ tu)) > 0 por definicién de f —para ¢ suficientemente pequeno—, evaluando
el limite a izquierda y derecha

Af(x +tu)) { Ty - AU o

, <0
(10.2.1) lfm M) S
t - )

t—0 t lim; o+

luego A\(d, f(u)) = 0 para todo v € R™, como querfamos demostrar.
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Corolario 10.3. Sea M wuna variedad diferenciable con borde anguloso de dimension
m>2,y sea T € M. Si existe un sistema de coordenadas definido en un entorno de x
YUY — R tal que ¥ (z) es un punto anguloso de R+, entonces para cualquier otro

sistema de coordenadas X, x(x) es un punto anguloso de R+.

Demostracion. La composicion h := 9oy ™! es un difeomorfismo por definicién. Denotamos
a = x(z), y definimos

#Ha:={ie{l,2,...,m}:a; =0}.

Denotamos s := #a > 0, de tal modo que —siendo 71, i», . . ., %, Una cierta permutacién
de los indices 1,2, ..., m—

a€{x;, =0,...,2,, =0,2;,, >0,...,2;, >0} C{z;, =0,24, =0,...,2;,, =0}.
El subespacio vectorial F := {x;, = 0,2;, =0,...,x;, = 0} es trivialmente isomorfo a
R™~%. Por el lema 10.2, si h(a); := (m;0h)(a) = 0, entonces d,h(E) C {x € R™ : z; = 0};
en particular —observando que E'y d,h(FE) son subespacios vectoriales de R™—

(10.3.2) codim(d,h(F)) > #h(a) = codim(E) > #h(a),
donde la implicacién es consecuencia de que d,h es un isomorfismo lineal.

Por definicién codim(F) = #a, luego #a > #h(a). Al ser h(a) = ¥(z), el resulta-
do anterior se reescribe como #x(z) > #v(x); en consecuencia x(x) es un punto an-
guloso. La misma prueba anterior para h := y o¢~! = h™! —tomando en este caso

a = (x)— nos permite concluir #x(z) < #1(z), de tal modo que #x(x) = #(x).
]

El resultado anterior nos permite definir borde y puntos angulosos en variedades con
borde anguloso arbitrarias, de forma andloga a como se define el borde en variedades
diferenciables con borde.

Definicién 10.4. Un punto x € M se dice que estd en el borde de la variedad si se corres-
ponde a través de una parametrizaciéon —luego, por 10.3, de cualquier parametrizacion—
con un punto de algin H; := {(z1,%2,...,2,) € KT : x; = 0}. Si se corresponde con
algin punto de H; N H; (para i # j), se dice que x es un punto anguloso de la variedad;
y si & no esta ni en el borde ni es un punto anguloso se dice que es un punto interior de
la variedad con borde anguloso.

Observacién 10.5. En la prueba del corolario 10.3 se demuestra, de hecho, no solo que
los puntos angulosos estan bien definidos, sino que también lo esté la cantidad

(10.5.3) #Ha = H#YP(x) €{0,1,2,...,m},
para cualquier x € M y cualquier sistema de coordenadas 1) definido en un entorno de
x. Esto permite definir el conjunto 0, M = {x € M : #x = r}, que al ser localmente

difeomorfo a R™™" —basta tomar una familia de parametrizaciones que recubra 0,M y
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restringir sus dominios— tiene estructura de variedad diferenciable sin borde de dimension
m — r. Por construccion, ademas, se satisface M = U,>00,M.

Con la notacién anterior, 9, M se corresponde con el borde de M y dyM = Int(M) con
su interior. De nuevo por restriccion de una familia de parametrizaciones, se comprueba
que OgM U 01 M tiene estructura de variedad diferenciable con borde. Notese también
que toda variedad diferenciable con borde (y en consecuencia toda variedad diferenciable
usual) es una variedad diferenciable con borde anguloso.

Las construcciones habituales en variedades diferenciables —como la derivacién de apli-
caciones diferenciables, orientacién, espacios tangentes o formas diferenciales— se trasla-
dan inmediatamente a variedades diferenciables con borde anguloso.

Obsérvese, no obstante, que el borde de ET no es una variedad diferenciable con borde
anguloso, sino que 8@? = U H;, donde H; si que tiene estructura de variedad diferen-
ciable con borde anguloso de dimensiéon m — 1 (basta identificar el subespacio z; = 0 con
—m—1
Ry )

Sea M una variedad diferenciable m-dimensional con borde anguloso orientada —esto
es, con una orientacién fijada para la variedad con borde N := M \ U"™,0,.M, donde
el borde ON = 0;M tiene la orientacién candnica que hereda de N—, y n y w formas
diferenciales de grados m y m—1 (respectivamente) ambas con soporte compacto contenido
dentro de dominios de coordenadas U; C M y Uy C OM, con parametrizaciones asociadas
©1 Y o compatibles con la orientacién de M y OM —esto es, de N y ON. La integral de
7 sobre M se define como

(10.5.4) / n = / P11,
M @1 ()

que esta bien definida al ser RT un subconjunto de R™; mientras que la integral de w
sobre OM se define —atendiendo a la discusién sobre el borde de RT— como

(10.5.5) / W= /gp*w,
oM ZZ:; H; ?

donde cada H; recibe la orientacién inducida como borde del conjunto {z; > 0}.

En particular, si escogemos la orientacion esténdar para el borde de {z; > 0} —esto
es, la definida por la base {ej,es,...,€;,...,e,}—, un vector saliente de T, M \ T,(OM)
viene dado por —e;. Dado que

(10.5.6) det(—es, e1,€0,. .. ,65, ..y em) = (—1),

la orientacién estandar en el borde de {x; > 0} es compatible con la heredada como borde
si y solo si ¢ es par.

Para formas diferenciales con soporte compacto arbitrarias se procede como en el caso
con borde usual: basta recubrir su soporte con una cantidad finita de dominios de coorde-
nadas, emplear las formulas anteriores para cada dominio de coordenadas y utilizar una
particion diferenciable de la unidad para extender el resultado a todo el borde.

Las definiciones (10.5.4) y (10.5.5) permiten demostrar el teorema de Stokes para va-
riedades con borde anguloso:
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Teorema 10.6 (Teorema de Stokes para variedades con borde anguloso). Sea M wuna
variedad diferenciable con borde anguloso orientada de dimension m y con OM con la
orientacion heredada como borde. Sea w una forma diferencial de grado m —1 con soporte
compacto en M. Entonces, se cumple que

/dw:/ wanm
M oM

Demostracion. La prueba procede de forma similar a la prueba del teorema de Stokes en
el caso de variedades diferenciables con borde, segin se lleva a cabo en [1, V.4.1].

Usando sistemas de coordenadas compatibles con la orientacion y particiones diferen-
ciables subordinadas a los dominios de coordenadas de las aplicaciones anteriores como
en la demostracion del caso usual, basta demostrar el siguiente aserto:

. m
Sea o una forma con soporte compacto de grado m—1 de un abierto W de R,_. Entonces
. —m
Jowda= [0 alow (que es cero si el soporte de a no corta a IR ).

Extendiendo por cero a todo @T y escribiendo la forma en coordenadas, tenemos
m
(10.6.7) a:Zakdxl/\---/\dxk/\---/\dxm,
k=1

donde el acento circunflejo indica que ese término se excluye.

La diferencial de la forma (10.6.7) se expresa, tras reordenar las diferenciales, como

m

_, 0ay,
da =) (-1)F 18—9% dx; A= A dx,.
k=1

Como la forma tiene soporte compacto, existe un R > 0 tal que fuera del paralelepipedo
0, R]™ C @T la forma « se anule idénticamente. Calculando como en la prueba usual, se
sigue

/ da = Xm:(—l)’“1 /R~ . /R %(x)dxl dx
RY k=1 0 0 Ok "
Observando que
R
0
ﬁdxk =ap(x1,...,R,...,xm) —ap(z1,...,0,...,Tp)
o Oz

y que la forma a es nula en las caras x;, = R —cogiendo R > 0 suficientemente grande—,
podemos escribir finalmente, tras reordenar las integrales utilizando el teorema de Fubini,

m R R
/ da:Z(—l)k/ / ag(z1,...,0,. .. xp)dey .. dxg .. dX,.
RY k=1 0 0

Por otro lado, tenemos que

R R
/ 04|Hk:(—1)k/ / ag(z1,...,0,.. . xp)dey .. dry . .. dxy,
Hy 0 0
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donde el factor (—1)* aparece porque la orientacién inducida en Hj, es compatible con la
estandar si y solo si k es par, como se muestra en (10.5.6).

Juntando los resultados anteriores y utilizando la definicién (10.5.5), tenemos finalmente

que
/da—Z/H alg, = /0‘|81R+

+
como queriamos demostrar.

O

La integracion en variedades con borde anguloso proporciona una manera natural de
definir la integral de una forma diferencial en n-simplices diferenciables.

Definicién 10.7. Sea M una variedad diferenciable (usual), w una n-forma en M y o un
n-simplice singular diferenciable en M. La integral de w en ¢ se define como

(10.7.8) /Uw = /na*w.

La definicién anterior se sustenta en el hecho de que A™ tiene estructura de variedad
diferenciable con borde anguloso orientada (con la orientacién que hereda Int(A™) al con-
siderarlo como abierto del espacio afin R™), luego la integral sobre A™ estd bien definida.
Para cadenas diferenciables arbitrarias ¢ = Zle ¢;o;, la integral se define como

(10.7.9) [ z [

Un corolario del teorema de Stokes para variedades con borde anguloso es la siguiente
version del teorema de Stokes para cadenas diferenciables.

Teorema 10.8 (Teorema de Stokes para cadenas diferenciables). Sea ¢ una n-cadena
diferenciable definida en una variedad diferenciable M y w una (n—1)-forma diferenciable

en M. Entonces
/ dw = / w
c Oc

Demostracion. Basta demostrar el teorema cuando ¢ es un simplice singular diferenciable
g, el caso general se seguira por linealidad en (10.7.9).

Utilizando que el n-simplice afin estdndar tiene estructura de variedad diferenciable
con borde anguloso, podemos emplear el teorema 10.6. Esto, junto al hecho de que el
pullback de cualquier aplicacion diferenciable conmuta con la diferencial exterior, nos

permite escribir
/dw :/ o dw :/ d(o*w) :/ orw.
o n n 8An

Sean {¢; : i =0,1,...,n} parametrizaciones de las caras del borde del simplice A" —
bien aristas en dimensién 2— donde cada cara se identifica con A”~! mediante el difeomor-
fismo afin candnico (6.0.2), que envia el simplice [eg, €1, ..., €, 1] a [€g, €1, ..., €, ..., En].
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Estas parametrizaciones cubren 0A™ salvo conjuntos de medida cero, asi que unica-
mente resta comprobar si las parametrizaciones preservan o invierten la orientacion.
Para ello, observamos que cada una de las parametrizaciones anteriores se pueden en-
tender como la restriccién de la afinidad —definida en (6.0.2)— F : [eg,e1,...,e,]
€0, €1, ..+, €5y ..., €En, €], cuyo determinante jacobiano es

F F .
det (g_to’ e g—tn) = det(eg,€1,...,€5,...,n,6) = (=1)""".

La orientacién de [eg, . .., e,_1] inducida como borde de [eg, €1, ..., e,] es la orientacién
positiva si y solo si n es par, luego ¢; preserva la orientacién si y solo si i es par (pues

(=" (1) = (=1)").
De esta forma, tenemos que

n

/fw T Z(_l)i/ pioTw = iHV / (00 @)W

An—1 An—1

=0 =0
Y[ w=[w
=0 g0, (oa

donde hemos utilizado la definicién (10.7.8) junto con la definicién del borde de un simpli-
ce diferenciable. O]

11. EL ISOMORFISMO DE DE RHAM

El teorema de Stokes 10.8 proporciona una primera conexién entre homologia y coho-
mologia de de Rham en variedades diferenciables, relacionando formas y cadenas a través
de la integral. No obstante, la relacion entre la homologia singular y la cohomologia de
de Rham es mucho mas estrecha.

Para formular rigurosamente esta relacién, hay que introducir los llamados grupos de co-
homologia singular diferenciable con coeficientes reales. Proporcionaremos una definicién
simplificada, pero suficiente para nuestros propdsitos, siguiendo [8]:

Definicién 11.1. Sea M una variedad diferenciable. El n-ésimo grupo de cohomologia
singular diferenciable con coeficientes reales, denotado H"(M;R), se define como

H"(M;R) := Hom(H,(M),R),
donde Hom(H,,(M),R) denota el conjunto de homomorfismos de grupos de H, (M) en R.
Los grupos de cohomologia singular diferenciable con coeficientes reales —que en reali-

dad son espacios vectoriales— heredan sus propiedades de los grupos de homologia singu-

lar. En particular, toda aplicacion diferenciable F': M — N induce una aplicacion lineal
F*: H"(N;R) — H"(M;R) definida por

(11.1.1) F*(v) :=vo0o F,,

con F, el homomorfismo inducido en grupos de homologia.
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Con la definicién anterior, las aplicaciones inducidas satisfacen las siguientes propieda-

des:

s (FoG)*=G*o F*.
» (Idx)* = Idgn(x;r) para todo n € N.

La cohomologia singular diferenciable hereda asimismo la invariancia por homotopias
diferenciables y la propiedad de Mayer-Vietoris, de tal modo que satisface un resultado
analogo a 5.2°. Anilogamente se define la cohomologia singular continua, que por 9.1 es
isomorfa a la anterior.

Ejemplo 11.2. Si M es una variedad diferenciable diferenciablemente contractil, entonces

n ~ 0 sin>1
H <M;R):{ {]R} sin=0.

En efecto, por 7.5 se tiene que H,(M) = {0} para n > 1, de tal modo que el tnico
homomorfismo de grupos a R es el idénticamente nulo. Asimismo, Hy(M) estd generado
por cualquier (clase cociente de) 0-simplice, digamos [o]. De esta forma, cualquier elemento
v € HY(M;R) queda completamente definido sin mds que fijar el valor v([o]) € R, luego

HY(M;R) 3y~ (o)) €R
define un isomorfismo H°(M;R) = R.

Una vez introducidos los grupos de cohomologia singular con coeficientes reales, esta-
mos en condiciones de definir el homomorfismo de de Rham. Para evitar confusiones, en
adelante denotaremos por HJ,(M) a los grupos de cohomologia de de Rham asociados a
una variedad diferenciable.

Definicién y Proposicion 11.3. Dada una variedad diferenciable M el homomorfismo
de de Rham, T : Hn(M) — H"(M;R), se define por

L)) = / v,

donde [w] € Hip(M) y ¢ es cualquier n-ciclo diferenciable en la clase de homologia [c] €
H,(M) —que eziste por el isomorfismo H,(M) = H*(M).

Demostracion. En primer lugar, demostremos que la definiciéon anterior es independiente
del representante escogido.

Sea ¢ otro n-ciclo de [c] € H, (M), de tal forma que ¢ — & = db para alguna (n + 1)-
cadena diferenciable b (donde la diferenciabilidad se sigue del teorema 9.1). Por linealidad
en (10.7.9) y el teorema 10.8, se sigue

/w—/w:/w:/dwzo,
é & ab b

6Este resultado, asi como las propiedades anteriormente citadas de la cohomologia singular diferenciable
con coeficientes reales, es una consecuencia inmediata de que Hom(—,R) es un funtor contravariante
exacto en la categoria de grupos abelianos (véase [12, 2.9]). Dado que las las combinaciones lineales con
coeficientes reales de aplicaciones de Hom(A,R) siguen siendo elementos de Hom(A4, R) para cualquier
grupo abeliano A, las sucesiones exactas y los morfismos de la categoria de grupos abelianos que surgen
al aplicar el funtor Hom(—,R) promocionan a sucesiones exactas y morfismos en la categoria de espacios
vectoriales con las mismas definiciones.
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pues w, al ser un representante de [w], es una forma cerrada.

Asimismo, dadas ©,0" € [w], existe una (n — 1)-forma « tal que @ = &' + da, luego
aplicando de nuevo 10.8

/@:/®’+/da:/@'+/a:/@’,
g g é é e é

pues al ser ¢ un n-ciclo, se tiene que d¢ = 0.

La linealidad Z[w][c+ ¢/| = Z|w][c] +Z[w][¢/] es una consecuencia inmediata de la defini-
cién (10.7.9), y la linealidad en [w] es una consecuencia de la linealidad en la integral de
formas en general. Concluimos que la aplicacién Z estd bien definida y es un homomor-
fismo lineal. ]

El homomorfismo de de Rham propociona una conexién profunda entre la cohomologia
de de Rham de una variedad diferenciable y su topologia: pese a que en su definicién se
utiliza explicitamente la estructura diferenciable de la variedad, resulta que la cohomologia
de de Rham es un invariante topoldgico. Este es, sucintamente, el contenido del teorema
central de esta memoria, que enunciamos y probamos a continuacion.

Teorema 11.4 (Teorema de de Rham). Dada una variedad diferenciable M de dimension
m y un entero no negativo n, el homomorfismo de de Rham T : Hjjy(M) — H"(M;R) es
un isomorfismo.

Demostracion. Al igual que en la demostracion 9.1, establecemos el isomorfismo por in-
duccién en abiertos (teorema 1.9).

Fijamos un recubrimiento V = {V3}sep de la variedad M por dominios de coordenadas
y definimos U como la familia de abiertos de W C M tales que el homomorfismo de de
Rham Z : H},(W) — H"(W;R) es un isomorfismo —con la condicién adicional de que
@ € U. Basta comprobar que la familia U/ satisface las hipotesis de 1.9 para probar el
teorema.

La condicién (a) de 1.9 se tiene por definicién. Para probar la condicién (b), como la
cohomologia de de Rham es invariante por difeomorfismos y la cohomologia singular con
coeficientes reales también —pues la homologia singular lo es y Hom(—,R) es un funtor
contravariante— basta probar que Z : H},(R™) — H™(R™;R) es un isomorfismo. Para el
caso n > 0, por el Lema de Poincaré 4.2 Hj,(R™) = {0}; y por 11.2 H*(R™;R) = {0},
luego Z es trivialmente un isomorfismo. Para n = 0, observamos que tanto H9(R™) como
H°(R™,R) son linealmente isomorfos a R (respectivamente, de nuevo, por 4.2 y 11.2). Por
otra parte, I°(R™) = C*(R™,R), y en consecuencia H)(R™) es el espacio vectorial de
funciones constantes de R™ en R. Denotando f : R™ — R a la funcion idénticamente 1 y
por o : A = R™ a un generador de Hy(R™), tenemos que

Tiflr) = [ o7 = (Fom)0) =1

luego Z : Hi(R™) — H°(R™;R) es no nulo, y por tanto isomorfismo.

Para probar que se satisface la hipétesis (¢) de 1.9, consideremos Uy, Us € U tales
que Uy NU; € U, basta probar que U; U Uy € U. La prueba se sigue, andlogamente a
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9.1, del Lema de los cinco 2.13, si bien en este caso establecer la conmutatividad del
diagrama requiere mas cuidado. Escribimos las respectivas sucesiones de Mayer-Vietoris
en cohomologia de de Rham y cohomologia singular y las relacionamos como se muestra
en el diagrama

H2Y(Uy) @ Hig Y (Uy) —L— HH U, N Uy) —E— Hi (U, UT,) ——

Jrez s o

H Y (U;R) @ H™ (U R) —2— H™ YUy N Uy R) —— H™(U; UUy;R) ——

Hip(Uy) @ Hip(Us) —5— H3p (U, N Us)

[ Iz

H"(U;R) @ H(Us; R) —2— H™U, N Uy R)

donde las aplicaciones verticales son homomorfismos de de Rham y las filas —al ser
sucesiones de Mayer-Vietoris— son exactas.

El diagrama anterior requiere algunas aclaraciones previas: en primer lugar, al escribir
la sucesién de Mayer-Vietoris en cohomologia singular se ha asumido tacitamente que
existe un isomorfismo

(11.4.2) H'(U;R) @ H'(Us; R) = Hom(H,(U}) @ H,(Us); R).

Mas en general, dados dos grupos abelianos A y B —denotando en ambos la operacion
interna por “+”—, se tiene el isomorfismo

Hom(A;R) & Hom(B;R) = Hom(A & B;R).

En efecto, dados ¢g; € Hom(A4;R) y g2 € Hom(B;R), podemos definir el homomorfismo
g1 D g A® B — R asociado al par (g1, g2) como

(91 @ g2)(a, ) := g1(a) + g2(b),

paratodo a € Ay b € B. Reciprocamente, dado g € Hom(A® B; R), definimos ¢; : A — R
por gi(a) = g(a,0) y g2 : B — R por go(b) := ¢(0,b) para cualesquieraa € Ay b € B, de
tal modo que al homomorfismo g le asignamos el par (gi, g2) v se satisface g = g1 @ g2, lo
que prueba el isomorfismo anterior y en particular (11.4.2).

Una vez explicado el diagrama, probamos que es conmutativo. Comenzando por el
primer cuadrado por la izquierda —que es idéntico al ultimo—, recordamos de 8.3 que
para [c] € H,(U; NUsy) se tiene que ¢.[c] = (ji«[c], —jax[c]) (donde j; : Uy NUy; — Uy y
J2 : Uy MUy = U, son las inclusiones). En consecuencia, para g; & g» € H" }(U;R) @
H" Y (Uy;R) = Hom(H,,_1(U) ® H,_1(Us); R), se tiene que

(0"(91 @ g2))lc] = (91 © g2)(d[c]) = (g1 @ g2)(Jr+[c]; —Jaxlc])
= g1(J1le]) — g2(Ja«[c]) = Jrlanlle] — J3[ga][c]-
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De esta forma, recordando la definicién de J* como J*([w1], [we]) = ji[w1] — ji[wa] (con
[wi] € HjZ'(Uy) v [we] € Hiy' (Us)), para el primer cuadrado del diagrama se satisface

Z(J*([wn], [wa]))ld] = Z(g7lwn] = dalwa))le] = Z(j7[wr])le] = Z(j3[wa])[e]
= Z{wi][jr 0 ] = Zwa][s2 0 ] = Z[wn](f1[c]) — Z{wa] (Jaxlc])
= Ji (Zlwi))ld] = 73 (Z[w2])[e] = ¢*(Z ® T)([wn], [wa)le];

donde se ha utilizado implicitamente que, dado F': M — N una aplicacion diferenciable,
o un p-simplice diferenciable en M y w una p-forma diferenciable en N, se tiene que

/F*w:/ U*F*w:/ (Focr)*w:/ w,
o AP AP Foo
luego

(11.4.3) I(F*(w))[o] = Z(w)[F 0 0] = Z(w)(F.[o]) = F"(Z(w))]a],
siendo el ultimo paso consecuencia de (11.1.1).

Hemos demostrado en consecuencia que el primer y ultimo cuadrados —mnumerados
desde la izquierda— del diagrama son conmutativos.

Para el tercer cuadrado por la izquierda, similarmente al caso anterior, fijamos ([o4], [02]) €
H,(U1)® H,(Us) y [w] € Hjx(Uy UU3). Recordando que 9. ([o1], [02]) = t1.]01] + d2x[02] —
donde iy : Uy — U;UU; e iy : Uy — U;UUs son las inclusiones—, dado g € H™(U; UUs; R)
se sigue que

" 9)([o1], [o2]) = g(:([01], [02])) = g(ir[on] + iau[0a]) = (i1g)[on] + (i29)[oa]-
De la definicién I*[w] = (if[w], i3[w]) dada en 5.1, se sigue que
o I(I"w)(lo1], [o2]) = T @ Z(ir[w], i5[w])([0n], [o2]) = (Z(i7[w]) © Z(i5[w]))([04], [o2])
= Z([wDlon] + Z(i5[w])]o2] = Z[w]lir © 01] + Z[w][ia © 0]
= Twl(ir,[o1]) + Z{w](ize|o2]) = i1 (Z[w])[on] + 35 (Z]w])[o2]
= (" o D)[wl([on], [o2]),

lo que establece la conmutatividad del tercer diagrama por la izquierda (nuevamente, se
ha empleado implicitamente la igualdad (11.4.3)).

Para establecer la conmutatividad del segundo cuadrado del diagrama, recordamos las

definiciones
O w] = [(I)~H(d((J*) " (w))]
(11.4.4)

La conmutatividad del cuadrado se expresa por la condicion
(11.4.5) Z(0*[w])[e] = (6°Z[w])[e] = Z[w](dsle]),
para todo [w] € Hjz'(Uy NUs) v [e] € H,(Uy U Uy)

Sea ¢ un representante de 0*[w] y ¢ un representante de d,[e]. Con esta notacién, la
condicién (11.4.5) se expresa

(11.4.6) /60— - /Cw.
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Atendiendo a las definiciones (11.4.4) —en particular, a su buena definicién e inde-
pendencia de representantes y preimagenes escogidas como se muestra en 2.5— y a la
definicién de los morfismos concretos, podemos asegurar que existen f y f’ cadenas en
Uy y U, tales que (omitiendo las inclusiones para relajar la notacién) [f + f'] = [e] v
c=0df = —0f’; del mismo modo, existen (n — 1)-formas 7, y e en H7x*(Uy) y Hiz'(Uy)
respectivamente tales que w = 1 |v,nvy — Meloynw, ¥ 45 (0) = dny v i3(o) = dns.

De esta forma, aplicando el teorema de Stokes para cadenas (10.8) y las relaciones
anteriores,

/ / / ! / 2 / ! / ?
c of aof of of af’
/dnl /dT}Q_/O /C /C,
f ! f ! e

luego se verifica (11.4.6), y por tanto el segundo cuadrado del diagrama es conmutativo.

Una vez establecida la conmutatividad del diagrama, por hipdtesis la primera, segunda,
cuarta y quinta de las aplicaciones de de Rham verticales son isomorfismos. Por el Lema
de los cinco 2.13, concluimos que el homomorfismo de de Rham Z : HJ(U; U Us) —
H"(Uy UUy; R) es un isomorfismo.

Finalmente, para probar la hipdtesis (d) de 1.9, sea {Uy,Us, ...} C U una sucesion de
abiertos disjuntos dos a dos. La hipdtesis (d) de 1.9 exige que UgenUy C U, 0 equivalen-
temente que Z : Hp(UkenUi) = H™(UkenUi; R) sea un isomorfismo.

Recordamos que por 5.4, se tiene que
Hiz(J Ux) = [ Hir(Ux)
keN keN

a través del isomorfismo S*.

Para el caso de la cohomologia singular, 6.5 muestra que existe un isomorfismo
(11.4.7) H,(| ) Ux) = @5 Ha(Us),
kEN keN
que viene dado —a nivel de cadenas— por la asignacién S, : 0 > (i140,i9.0,...). Mds
aun, se tiene el isomorfismo
(11.4.8) Hom(EP H,,(Uy); R) = | [ Hom(H,,(Uy); R)
keN keN

sin més que asignar a cada v € Hom(ED, . H»(Us);R) la colecciéon de aplicaciones v;
definida como

vlo] :==~(0,0,...,0,0;,0,...),
esto es, ¥ — (7;)jen. La inversa del homomorfismo lineal anterior es aquella que a cada
(7j)jen le asigna la aplicacion

= @%7 i.e., por definicién ~y([o4], [o2], Z viloj]
JEN jEN

—donde, dado que los argumentos toman valores en una suma directa (y por tanto, solo
una cantidad finita de los [0;] pueden ser distintos de cero), la suma esté bien definida.
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Componiendo (11.4.7) y (11.4.8), se sigue que el isomorfismo

H'(|JUsR) = [ H"(Us R)
keN keN

*

estd definido por la asignacién S* : vy +— (i] o v, ... 215 0 Yjye o ), que es formalmente
idéntica a la aplicacion definida en n-formas en 5.4.

De nuevo por 11.4.3 —operando coordenada a coordenada—, se tiene que
Z(S*w))lo] = 5 (Z[w])[o],

esto es, el diagrama

HgR(UkeN Uk) —5 erN Hr(Uk)

|z Jn

H"(Upen Ui R) =2 ooy H*(Ug; R)

es conmutativo. Dado que IIZ —que se define actuando sobre cada coordenada como el
correspondiente homomofismo de de Rham Z— es un isomorfismo por hipétesis, leyen-
do el diagrama anterior en sentido contrario a las agujas del reloj hallamos una expre-
sién explicita para la inversa de Z : HJp(UrenUx) — H™(UrenUx; R). Esto prueba que
UrenUx € U, v por tanto se satisface (d) en 1.9.

Puesto que la coleccion U satisface todas las hipdtesis de 1.9, concluimos que M € U;
esto es,
Z:HJp(M)— H"(M;R)
es un isomorfismo, como queriamos demostrar. O

Notese que el resultado anterior no solo prueba que la cohomologia de de Rham de una
variedad es un invariante topoldgico, sino que ademés permite identificarla explicitamente
con otro invariante topoldgico, su cohomologia singular —esto es, con el conjunto de sus
homomorfismos de la homologia singular a R.
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