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Resumen. El objetivo de este trabajo es proporcionar una demostración completa y
autocontenida del teorema de de Rham, que puede enunciarse de la siguiente manera: la
cohomoloǵıa de de Rham es equivalente a la cohomoloǵıa singular con coeficientes reales.
Con este fin, haremos uso de herramientas de áreas diversas como el álgebra homológi-
ca, la topoloǵıa algebraica o la topoloǵıa diferencial —complejos de cadenas, sucesión de
Mayer-Vietoris o grupos de cohomoloǵıa sobre una variedad— para finalmente establecer
el resultado de la forma más directa y expĺıcita posible.
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Abstract. The aim of this work is to provide a complete and self-contained proof of
de Rham’s theorem, which can be stated as follows: de Rham’s cohomology is equivalent
to singular cohomology with real coefficients. To this end, we shall make use of various
tools from different areas such as homological algebra, algebraic topology and differen-
tial topology —cochain complexes, the Mayer-Vietoris sequence or cohomology groups
on a manifold— to finally establish the main result in the most direct and explicit way
possible.
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Introducción

Históricamente, se considera que el origen de la topoloǵıa algebraica y diferencial se
encuentra en el extenso art́ıculo Analysis Situ, publicado por Henri Poincaré en 1895 —si
bien sus primeros resultados en estas áreas fueron anunciados por el propio Poincaré en
1892. Pese a que fueron introducidas en trabajos previos de Poincaré, la primera persona
en investigar sistemáticamente las propiedades globales de las formas diferenciales sobre
variedades fue Élie Cartan, en su libro de 1922 Integral Invariants. Fue en este contexto
histórico, motivado por unas conjeturas propuestas por Cartan que conoció mientras tra-
bajaba en su tesis doctoral, que Georges de Rham comenzó sus trabajos en lo que hoy en
d́ıa se conoce como cohomoloǵıa de de Rham. Una de las caracteŕısticas más sorprenden-
tes de este objeto, a caballo entre la topoloǵıa algebraica y la diferencial, es que, pese a
definirse a partir de formas diferenciales, los grupos de cohomoloǵıa de de Rham resultan
ser invariantes topológicos. En particular, el teorema de de Rham, probado por de Rham
en 1931, establece un isomorfismo entre la cohomoloǵıa de de Rham y otro invariante de
naturaleza topológica, la cohomoloǵıa singular con coeficientes reales1.

El objetivo de esta memoria es proporcionar una prueba completa y lo más autocon-
tenida posible del teorema de de Rham. Con este fin, dividimos nuestro estudio en los
siguientes bloques:

1En rigor, no fue hasta 1950 que de Rham trató de traducir sus resultados al lenguaje de la cohomo-
loǵıa. La prueba original del teorema de de Rham de 1931 utiliza técnicas de la teoŕıa de distribuciones
introducida por Sergéi Sóbolev y Laurent Schwartz. Para más información sobre la historia de la topoloǵıa
algebraica y diferencial, aśı como para la referencia de los hechos históricos aqúı citados, véase [13].
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El primer bloque, que incluye desde la sección 1 a la 5 inclusive, comprende la definición
y propiedades básicas de la cohomoloǵıa de de Rham. En la sección 1 se hace un repa-
so breve de los conocimientos mı́nimos de variedades diferenciales —que se presuponen
conocidos de otras asignaturas del grado en Matemáticas— necesarios para formular la
cohomoloǵıa de de Rham y algunas de sus propiedades esenciales. Esta sección termina
con la demostración del principio de inducción en abiertos, que será pivotal para la de-
mostración del teorema de de Rham. La sección 2 introduce las herramientas del álgebra
homológica que se utilizarán a lo largo de toda la memoria, mientras que en la sección 3
se definen los grupos de cohomoloǵıa de de Rham como aplicación particular de la coho-
moloǵıa de cadenas aplicada al complejo de cadenas formado por las formas diferenciales
y la diferencial exterior. Por último, las secciones 4 y 5 se dedican a estudiar algunas
propiedades fundamentales de la cohomoloǵıa de de Rham, como son el lema de Poincaré,
la invariancia de los grupos de cohomoloǵıa de de Rham bajo homotoṕıas diferenciables
o la existencia de una sucesión exacta larga en cohomoloǵıa de de Rham o sucesión de
Mayer-Vietoris. Las referencias principales de este bloque son [1] y [4], suplementadas
extensamente por [2] y [3] entre otras.

El segundo bloque está dedicado en exclusiva a desarrollar los conceptos y resultados de
topoloǵıa algebraica —en particular, de homoloǵıa singular— necesarios para lo que sigue;
y comprende las secciones 6, 7 y 8. Estos conocimientos no son habitualmente objeto de
estudio en un primer curso de topoloǵıa algebraica a nivel de grado —o, al menos, no
en profundidad—, de tal forma que esta memoria se dedica un espacio considerable a
definir los grupos de homoloǵıa singular y probar en detalle algunas de sus propiedades
básicas. La presentación que hacemos aqúı de la homoloǵıa singular tiene, no obstante,
la peculiaridad de que la teoŕıa de homoloǵıa singular se desarrolla de forma paralela
para conjuntos afines del espacio eucĺıdeo y aplicaciones diferenciables y para espacios
topológicos arbitrarios y aplicaciones continuas. Aśı, en la sección 6 se introducen los
grupos de homoloǵıa singular, en 7 se introducen los homomorfismos inducidos en ellos
por aplicaciones diferenciables o continuas —según el caso— y se prueba la invariancia
por homotoṕıa de la homoloǵıa singular; y por último en 8 se introduce la sucesión de
Mayer-Vietoris en homoloǵıa singular. La referencia básica de este bloque es [10].

Finalmente, el bloque tercero y último de la memoria —compuesto por las secciones 9,
10 y 11— aúna conceptos y resultados de los bloques anteriores, estableciendo conexiones
entre ellos. La analoǵıa formal entre las homoloǵıa singular diferenciable y continua que
subyace al bloque anterior conduce a una relación de isomorfismo entre ambas homoloǵıas
en variedades diferenciables, que se demuestra rigurosamente en 9 empleando inducción en
abiertos —junto a otras técnicas de diagram chasing o álgebra homológica como el Lema
de los cinco o la existencia de sucesiones de Mayer-Vietoris en ambos casos. Esta misma
estrategia permite obtener la dualidad de Poincaré y la fórmula de Künneth —véase [5]—,
y la usaremos aqúı para probar el teorema de de Rham en la última sección. La sección
10 proporciona una primera conexión entre formas diferenciales y cadenas a través de
la integración de formas en cadenas. Para ello, se generalizan previamente los conceptos
de variedades diferenciables con borde a variedades diferenciables con borde anguloso, se
introduce la integración de formas para variedades con borde anguloso y se demuestran
las correspondientes generalizaciones del teorema de Stokes —tanto a variedades con
borde anguloso como para cadenas. Finalmente, en la sección 11 se definen los grupos de
cohomoloǵıa singular a partir de los de homoloǵıa, se define el homomorfismo de de Rham
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a través de integración en cadenas y se demuestra que el homomorfismo anterior es de
hecho un isomorfismo, lo que establece el teorema de de Rham. Esta última prueba reúne
conceptos y técnicas de todos los bloques anteriores (inducción en abiertos, integración
en cadenas, las sucesiones de Mayer-Vietoris según 5 y 8, etcétera), y supone la śıntesis y
culmen de todo lo que la precede. Junto con las referencias anteriormente citadas, se ha
consultado [11] como referencia principal en este último bloque.

1. Conceptos preliminares

En esta sección recopilamos terminoloǵıa, notaciones y algunos resultados básicos de
asignaturas del grado en Matemáticas, por lo que se omiten las demostraciones. La refe-
rencia básica es [1].

Dado un abierto U ⊂ Rp, diremos que la aplicación f : U → Rp es diferenciable si tiene
derivadas parciales de todos los órdenes y son continuas. De forma más general, diremos
que una aplicación f : X → Y , siendo X ⊂ Rp e Y ⊂ Rq subconjuntos arbitrarios del
espacio af́ın, es diferenciable si para todo punto x ∈ X existe un entorno abierto Ux ⊂ Rp

del mismo y una aplicación diferenciable F : U → Rq que coincide con f en U ∩ X. Si
la aplicación f , además, es biyectiva y tanto ella como su inversa son diferenciables, se
denomina difeomorfismo. Aśı, para subconjuntos arbitarios de Rp (en adelante, conjuntos
afines) podemos definir aplicaciones y funciones diferenciables.

Una herramienta fundamental para hacer construcciones en conjuntos afines X ⊂ Rp

son las particiones diferenciables de la unidad :

Definición y Proposición 1.1. Sea {Ui}i∈I un recubrimiento abierto de un conjunto
af́ın X. Entonces, existe una familia {θi}i∈I de funciones diferenciables θi : X → [0, 1]
que satisfacen las siguientes propiedades:

(1) Local-finitud: cada punto x ∈ X tiene un entorno W en el que se anulan todas las
θi salvo una cantidad finita.

(2) Partición de la unidad: la suma
∑

i θi está bien definida en todo punto y vale cons-
tantemente 1.

(3) Subordinación al recubrimiento: para cada i ∈ I, la función θi se anula fuera de Ui,
más aún

sop θi ⊂ Ui, donde sop θi := {x ∈ X : θi(x) ̸= 0}.
La familia {θi}i∈I recibe el nombre de partición diferenciable de la unidad subordinada al
recubrimiento {Ui}i∈I .

La proposición 1.1 se demuestra a partir de la paracompacidad de Rp. Un espacio
topológico Hausdorff X se dice paracompacto si todo recubrimiento abierto de X tiene
un refinamiento abierto localmente finito; el teorema anterior es consecuencia de que
todo espacio topológico metrizable es paracompacto. Señalemos asimismo que 1.1 incluye
en la condición (1) que todo conjunto af́ın X es paracompacto: {Vi = sop θi}i∈I es un
refinamiento localmente finito de {Ui}i∈I . Además, en la condición (3) incluye una técnica
estándar de la manipulación de recubrimientos, denominada shrinking: dado {Ui}i∈I , el
recubrimiento abierto {Vi}i∈I cumple V i ⊂ Ui.
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Una subfamilia de conjuntos afines particularmente importante desde el punto de vista
de la geometŕıa es el de las variedades diferenciables.

Definición 1.2. Un conjunto M ⊂ Rp se denomina variedad diferenciable (sumergida),
o simplemente variedad, si cada punto x ∈M tiene un entorno U ⊂M que es difeomorfo
a un abierto W de un espacio af́ın. Los difeomorfismos anteriores φ : W → U reciben el
nombre de parametrizaciones y sus inversos el de sistemas de coordenadas.

Si cada punto tiene un entorno difeomorfo a un semiespacio cerrado

Hm := {x = (x1, x2, ..., xm) ∈ Rm : x1 ≥ 0},
diremos queM es una variedad diferenciable con borde. Un punto de x ∈M se dice que está
en el borde de la variedad si se corresponde con un punto de ∂Hm := {x ∈ Rm : x1 = 0}
a través de una parametrización.

Observación 1.3. Puede demostrarse que esta condición es independiente de la parame-
trización considerada (véase [1, I.4.2]), luego el borde de una variedad está bien definido.

Se puede dar una definición aparentemente más general de variedad diferenciable, como
una variedad topológica (i.e., un espacio topológico Hausdorff, II axioma y localmente
homeomorfo a algún Rm —o Hm si tiene borde—) dotada de una estructura diferenciable
maximal, que omite cualquier referencia a un espacio ambiente externo a la variedad. No
obstante, [9, II.7.4] (o bien [1, I.5.8]) afirma que toda variedad diferenciable en este sentido
es difeomorfa a una variedad sumergida en un espacio af́ın; en particular el teorema de
inmersión de Whitney afirma que se puede sumergir en Rp, con p = 2 dim M + 1 (véase
[9, II.6.1]; de hecho puede conseguirse hasta p = 2 dim M , [1, I.5.8]). Por esto, en lo
sucesivo consideraremos que todas las variedades están sumergidas en un espacio af́ın.

Al ser localmente difeomorfas a un espacio af́ın Rm (o a un semiespacio Hm), las varie-
dades comparten sus propiedades topológicas locales, a saber, toda variedad es localmente
compacta y localmente conexa, y sus componentes conexas son abiertas. Además, como
subconjuntos del espacio af́ın heredan la propiedad de Hausdorff y el II axioma de nume-
rabilidad. Se puede demostrar, aplicando el teorema de la función inversa al difeomorfismo
de cambio de coordenadas, que todos las parametrizaciones de una variedad en un punto
están definidas en espacios afines de la misma dimensión. Esta observación conduce a
definir la dimensión de la variedad en un punto como la dimensión del espacio af́ın donde
están definidas sus parametrizaciones. Habitualmente la dimensión es la misma en todos
los puntos (por ejemplo cuando la variedad es conexa), por tanto se acostumbra a hablar
de dimensión de la variedad sin hacer referencia a ningún punto concreto.

A cada punto x ∈M de una variedad diferenciable le podemos asociar un espacio vec-
torial TxM ⊂ Rp de dimensión igual a la de la variedad M en ese punto. Este espacio
vectorial recibe el nombre de espacio tangente. En efecto, basta considerar una parame-
trización φ : W ⊂ Rm −→ M con φ(a) = x y definir TxM := daφ(Rm), y se demuestra
que la definición de TxM es independiente de la parametrización. Denotando x = φ−1,
podemos asignar a TxM la base de derivadas parciales { ∂

∂xi
|x}mi=1, esto es{

∂

∂xi

∣∣∣
x
:= dx(x)φ(ei)

}
1≤i≤m

con ei el i-ésimo vector de la base canónica de Rm.
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A partir de los espacios tangentes, se definen otras construcciones fundamentales sobre
variedades. En particular:

Definición 1.4. Una forma diferencial de grado p (o simplemente p-forma) en una va-
riedadM es una asignación ω que a cada punto x ∈M de la variedad le asocia una forma
multilinear alternada de grado p, ωx, definida en su espacio tangente TxM .

Dado un sistema de coordenadas locales x : U → Rm, se puede expresar de manera
única

ωx =
∑

1≤i1<...<ip≤m

ωi1,...,ip(x) dxi1,x ∧ ... ∧ dxip,x,

o bien, utilizando un multíındice I = (i1, ..., ip), ωx =
∑

I ωI(x) dxI,x. Los objetos dxi,x
constituyen, por definición, la base dual a la base de las parciales en el espacio tangente,
esto es, son vectores duales en TxM definidos por la condición

dxi,x

(
∂

∂xj

∣∣∣
x

)
=

{
0 si i ̸= j,
1 si i = j.

Diremos que la p-forma ω es diferenciable si y solo si lo son las funciones ωI : U → R
(escogiendo una familia de dominios de coordenadas que recubran la variedad). Deno-
taremos por Γp(M) al espacio de las p-formas diferenciales diferenciables de M . En lo
sucesivo, se asumirá que todas las formas diferenciales son diferenciables salvo mención
expresa.

A toda función diferenciable f : M → R se le puede hacer corresponder una 1-forma
mediante la asignación x 7→ dfx := dxf , que se denomina la diferencial de f en x.
Por motivos que serán evidentes cuando introduzcamos la diferencial exterior, definimos
Γ0(M) como el conjunto de funciones diferenciables que van de M a R. Por supuesto, dxi
es la diferencial de la función xi (la proyección sobre la variable i-ésima del sistema de
coordenadas local x : U ⊂M −→ Rm).

Dada una aplicación diferenciable entre dos variedades f : M −→ N , podemos definir
una aplicación lineal asociada entre los espacios de p-formas de ambas variedades, el
pullback de f (denotado f ∗), mediante la asignación

f ∗ : Γp(N) −→ Γp(M), (f ∗α)x(u1, .., up) := αf(x)(dxf(u1), ..., dxf(up)).

Proposición 1.5. Dada una aplicación diferenciable entre variedades f : M −→ N , su
pullback satisface

(1) f ∗(α ∧ β) = f ∗(α) ∧ f ∗(β), para dos α y β formas diferenciales cualesquiera.

(2) Si g : N −→ P es otra aplicación diferenciable entre variedades, entonces

(g ◦ f)∗ = f ∗ ◦ g∗.

(3) El pullback de la identidad es la identidad, i.e. Id∗
M = IdΓr(M).

(4) Si α ∈ Γr(N) se expresa en coordenadas locales y = (y1, ..., yn) como

α =
∑

1≤i1<...<ir≤n

αi1,...,ir dyi1 ∧ ... ∧ dyir ,



6 DIEGO RUIZ CASES

entonces la expresión en coordenadas locales x = (x1, . . . , xm) de f
∗(α) es

f ∗(α) =
∑

1≤i1<...<ir≤n

(αi1,...,ir ◦ f) dfi1 ∧ ... ∧ dfir ,

donde fi = yi ◦ f .

Recordamos la noción fundamental de diferencial exterior, que será la base para cons-
truir la cohomoloǵıa de de Rham:

Definición y Proposición 1.6. Dada una variedad diferenciable M , existe una única
aplicación lineal d : Γr(M) −→ Γr+1(M), denominada diferencial exterior, que cumple

(1) Para r = 0, la aplicación d es la diferencial de funciones, i.e. (df)x = dxf para
cada f :M → R diferenciable.

(2) d ◦ d = 0.

(3) d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)rα ∧ dβ, donde r es el grado de α.

Además, la diferencial exterior conmuta con el pullback de cualquier aplicación diferen-
ciable entre variedades, esto es, d ◦ f ∗ = f ∗ ◦ d.
En relación a la diferencial exterior, diremos que una forma diferencial es exacta cuando

es la diferencial de otra, que se dice que es una primitiva suya. Asimismo, una forma se
dirá cerrada si su diferencial exterior es nula.

La integración en variedades diferenciables M se define habitualmente, por convenien-
cia, para formas con soporte compacto, que son aquellas que se anulan idénticamente
fuera de algún compacto K ⊂ M . El conjunto de r-formas con soporte compacto se
denota Γrc(M).

En concreto, si M es una variedad diferenciable de dimensión m orientada —esto es,
donde para todo x ∈ M se ha fijado una orientación ζx como espacio vectorial en cada
espacio tangente TxM , de tal forma que la asignación x 7→ ζx sea diferenciable2— se
demuestra:

Definición y Proposición 1.7. Existe una única forma lineal∫
M

: Γmc (M) −→ R; ω 7→
∫
M

ω

tal que si φ−1 es el sistema de coordenadas de M correspondiente a una parametrización
φ y ω se anula fuera de un compacto del dominio U de φ−1, entonces

(1.7.1)

∫
M

ω = ε

∫
φ−1(U)

φ∗ω,

donde ε = +1 si φ es compatible con la orientación y ε = −1 si no lo es.

La prueba de 1.7 procede extendiendo la fórmula (1.7.1) al caso en que el soporte de ω no
está contenido en ningún dominio de coordenadas U a través de particiones diferenciables

2La asignación de orientaciones se dice que es diferenciable si para todo x ∈ M , existe un dominio de
coordenadas Ux ⊂ M tal que la orientación ζy en TyM para todo y ∈ Ux es la definida por la base de

parciales [ ∂
∂x1

∣∣
y
, . . . , ∂

∂xm

∣∣
y
].
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de la unidad. Para cálculos expĺıcitos, no obstante, lo habitual es tratar de buscar un
abierto W fuera del cual se anule ω y recubrir W —salvo conjuntos de medida nula— por
una colección finita de dominios de coordenadas disjuntos dos a dos.

La generalización del Teorema Fundamental del Cálculo al caso de variedades es el
llamado teorema de Stokes :

Teorema 1.8 (Teorema de Stokes). Dada una variedad diferenciable orientada con borde
M de dimensión m —donde ∂M tiene la orientación que hereda como borde de M—, se
cumple que si ω ∈ Γm−1

c (M), entonces ω|∂M ∈ Γm−1
c (∂M), dω ∈ Γmc (M) y además∫

M

dω =

∫
∂M

ω|∂M .

Cerramos esta sección con un resultado de naturaleza topológica que será de utilidad
para establecer el isomorfismo de de Rham: la inducción en abiertos. Al ser un resultado
que no se suele estudiar en el grado, se incluye la demostración.

Teorema 1.9 (Inducción en abiertos). Sea M una variedad diferenciable de dimensión
m y sea V := {Vβ}β∈B un recubrimiento abierto suyo. Supongamos que U es una colección
de abiertos de M que satisface las siguientes condiciones:

(a) ∅ ∈ U .
(b) Cualquier subconjunto abierto U ⊂ Vβ difeomorfo a Rm pertenece a U .
(c) Si U1, U2, U1 ∩ U2 pertenecen a U , entonces U1 ∪ U2 ∈ U .
(d) Si U1, U2, ... es una sucesión de subconjuntos abiertos disjuntos dos a dos con Ui ∈ U

para todo i ∈ N, entonces ∪iUi ∈ U .
Entonces M ∈ U .

Demostración. Dividimos la demostración del teorema en cuatro pasos, adaptando la
exposición que se hace en [4].

(1) Uniones finitas. Demostramos en primer lugar por inducción que dado U := U1∪· · ·∪
Un unión finita de abiertos con Uk1∩· · ·∩Uks ∈ U para cualquier {k1, . . . , ks} ⊂ {1, . . . , n},
entonces U ∈ U . Para n = 1 es trivial y para n = 2 es la hipótesis (c) del enunciado.

Para demostrar el caso n ≥ 3, supongamos que el resultado es cierto para n − 1.
Definimos V := U2 ∪ ... ∪ Un, y observamos que

U1 ∩ V =
n⋃
ν=2

U1 ∩ Uν .

La colección (U1∩Uν)nν=2 cumple la hipótesis inductiva —sus intersecciones están en U ,
pues pertenecen a las intersecciones de la familia {U1, . . . , Un}— luego su unión ∪nν=2U1∩
Uν está en U . Por la hipótesis (c) del enunciado, concluimos que

U1 ∪ V =
n⋃
ν=1

Uν ∈ U .
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(2) Uniones numerables adecuadas. Sea U := ∪∞
k=1Uk una unión localmente finita de

abiertos relativamente compactos3 de M cuyas intersecciones Uk1 ∩ · · · ∩ Uks ∈ U para
cualquier {k1, . . . , ks} ⊂ N. Veamos que U ∈ U .
La familia (Ui∩Uj)i∈I,j∈J —con I y J subconjuntos finitos de N— satisface la condición

de que sus intersecciones están en U , luego aplicando el paso anterior a esta familia

(1.9.1)
⋃

i∈I,j∈J

Ui ∩ Uj ∈ U .

A continuación, definimos de forma inductiva una familia de conjuntos de ı́ndices In y
una familia de abiertos Wn ⊂M . Fijamos I1 := {1} y W1 := U1, y para n ≥ 2 definimos

In :=
(
{n} ∪ {i : i > n, Ui ∩Wn−1 ̸= ∅}

)
\
n−1⋃
j=1

Ij, Wn :=
⋃
i∈In

Ui.

De nuevo por inducción, se demuestra que cada In es finito: en efecto, por definición I1
lo es, y si asumimos que In−1 lo es, Wn−1 es relativamente compacto (por ser una unión
finita de conjuntos relativamente compactos). Por ser la familia {Uk}k∈N localmente finita
y Wn−1 relativamente compacto, Wn−1 interseca solo a una cantidad finita de ellos, luego
necesariamente In es finito para todo valor de n ∈ N. Observamos, asimismo, directamente
de la definición que Ij ∩ Ik = ∅ si j ̸= k, y además si n ≥ 2 no pertenece a ningún Ij con
j < n, entonces pertenece a In por definición. De esta forma, concluimos que los {In}n∈N
constituyen una partición de los números naturales, esto es

(1.9.2) N =
∞⊔
n=1

In.

Hemos demostrado que las uniones finitas de Ui están en U , luego Wn ∈ U para todo
n ∈ N (en el caso In = ∅, Wn = ∅ ∈ U por la hipótesis (a) del enunciado). Más aún, por
(1.9.1), tenemos que

Wn ∩Wn+1 =
⋃

(i,j)∈In×In+1

Ui ∩ Uj ∈ U .

También de la definición de {In}n∈N se sigue que Wn ∩ Wk = ∅ si k ≥ n + 2. En
efecto, si la intersección fuese no vaćıa, entonces existiŕıa algún i ∈ Ik de tal forma que
Wn ∩ Ui ̸= ∅, lo que por construcción implica que i ∈ Ij para algún j ≤ n+ 1. Pero esto
es imposible por ser Ik e Ij disjuntos, luego necesariamente Wn ∩Wk = ∅ si k ≥ n+ 2.

La condición anterior, junto con la hipótesis (d) del enunciado, garantiza que las tres
uniones disjuntas siguientes

W (0) :=
∞⊔
j=1

W2j, W (1) :=
∞⊔
j=1

W2j−1 & W (0) ∩W (1) =
∞⊔
j=1

Wj ∩Wj+1

3Un conjunto es relativamente compacto si su adherencia es un compacto.
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pertenecen todas a U . Aplicando la hipótesis (c) del enunciado y teniendo en cuenta
(1.9.2), concluimos finalmente

W (0) ∪W (1) =
∞⋃
k=1

Uk ∈ U .

(3) Dominios de coordenadas. Sea U un dominio de coordenadas contenido en Vβ para
algún β ∈ B. Comprobemos que U ∈ U . Por el paso (2) y las hipótesis (a) y (b) del
enunciado, basta demostrar que U es una unión numerable localmente finita de abiertos
relativamente compactos con todas sus intersecciones finitas no vaćıas difeomorfas a Rm.
Una tal descomposición se conserva por difeomorfismos, luego podemos suponer que el
dominio de coordenadas U es un abierto de Rm.

El abierto U es localmente compacto y paracompacto como Rm, luego existe una familia
de abiertos relativamente compactos {Ui}i∈I tal que para todo i ∈ I, Ui ⊂ U i ⊂ U , de tal
modo que

U =
⋃
i∈I

Ui.

La paracompacidad de U nos permite extraer un refinamiento abierto localmente finito
{Wj}j∈J del recubrimiento anterior, y por ser II axioma basta una cantidad numerable
de Wj para recubrir U ; esto es

U =
⋃
k∈N

Wk.

Por la condición (3) de 1.1 (más precisamente, por la observación al final del párrafo
siguiente a 1.1) existe un shrinking de {Wk}k∈N, i.e. un refinamiento {Vk}k∈N tal que
Vk ⊂ V k ⊂ Wk. En particular, V k es compacto para todo k, luego

V k ⊂
rk⋃
ℓ=1

Ekℓ, con Ekℓ ⊂ Wk para todo k y ℓ,

donde Ekℓ es un paraleleṕıpedo abierto Πn
i=1(ai, bi) cuya adherencia Ekℓ es el compacto

Πn
i=1[ai, bi]. De esta forma

U =
⋃
k∈N

Vk ⊂
⋃
k∈N

rk⋃
ℓ=1

Ekℓ ⊂
⋃
k∈N

Wk = U

luego U =
⋃
k∈N
⋃rk
ℓ=1Ekℓ. Tenemos aśı un recubrimiento numerable {Ekℓ} por abiertos

relativamente compactos y afirmamos que es localmente finito.

En efecto, todo x ∈ U tiene un entorno abierto Ux tal que I = {k ∈ N : Ux ∩Wk ̸= ∅}
es finito. Entonces, si Ux ∩Ekℓ ̸= ∅, Ux ∩Wk ̸= ∅ y k ∈ I; luego hay una cantidad finita
de ı́ndices k. Como para cada k hay a lo más rk ı́ndices ℓ, el número de paraleleṕıpedos
Ekℓ que cortan a Ux es finito.

Finalmente, cualquier intersección finita no vaćıa de Ekℓ’s es difeomorfa a Rm: tal
intersección es otro paraleleṕıpedo abierto, y los paraleleṕıpedos abietos son difeomorfos
a Rm.
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(4) La variedad M está en U : Al igual que en el paso anterior, la estrategia consiste en
escribir M como una unión en las condiciones del paso (2) y concluir de ah́ı que M ∈ U .

En primer lugar M es unión de dominios de coordenadas relativamente compactos de
M contenidos en abiertos de V ; advertimos que una intersección no vaćıa de una cantidad
finita de dominios de coordenadas es de nuevo un dominio de coordenadas, luego está en
U por el paso (3). Al ser M II axioma y paracompacta, podemos suponer que la unión es
numerable y localmente finita (obsérvese que al refinar cambiamos un dominio de coor-
denadas relativamente compacto por un abierto dentro de él, luego es otro dominio de
coordenadas relativamente compacto). El paso (2) nos permite concluir que la unión de
todos estos, que no es otra cosa que M , pertenece a U . □

2. Complejos y cohomoloǵıa

Introducimos a continuación de manera algebraica los grupos de cohomoloǵıa. En lo
sucesivo trabajaremos en la categoŕıa de espacios vectoriales sobre R, no obstante, todas
las construcciones son igualmente válidas para grupos abelianos —o, más en general,
módulos sobre anillos conmutativos.

Definición 2.1. Una sucesión de espacios vectoriales

A
f−→ B

g−→ C

se denomina exacta si ker g = im f .

Más generalmente, una sucesión A∗ := {Ap, dp} de espacios vectoriales y morfismos
lineales de la forma

(2.1.1) . . . −→ Ap−1 dp−1

−−→ Ap
dp−→ Ap+1 dp+1

−−→ Ap+2 −→ . . .

recibe el nombre de complejo de cocadenas si se cumple que dp ◦ dp−1 = 0. Se dice que el
complejo de cocadenas es exacto si además satisface

ker dp = im dp−1 para todo p.

Una sucesión exacta de la forma

(2.1.2) 0 −→ A
f−→ B

g−→ C −→ 0

se denomina exacta corta. La exactitud de (2.1.2) es equivalente a que f sea inyectiva,
g sobreyectiva e im f = ker g. En este caso, el primer teorema de isomorf́ıa de espacios
vectoriales (o de grupos abelianos, etc) nos permite concluir que B/ im f ∼= C.

Asimismo, toda sucesión exacta larga de la forma (2.1.1) induce sucesiones exactas
cortas de la forma

0 −→ im dp−1 i
↪−→ Ap

dp−→ im dp −→ 0.

Definición 2.2. Dado un complejo de cocadenas A∗ = {Ap, dp}, definimos el p-ésimo
grupo de cohomoloǵıa (en nuestro caso, espacio vectorial) como

Hp(A∗) := ker dp/ im dp−1.
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Observamos que, por la condición dp ◦ dp−1 = 0, im dp−1 ⊂ ker dp, luego el cociente está
bien definido. Los elementos de ker dp, im dp−1 y Hp(A∗) reciben el nombre de cociclos,
cobordes y clases de cohomoloǵıa, respectivamente.

Inspirados en el lenguaje de teoŕıa de categoŕıas, definimos los morfismos de cocadenas
de la manera siguiente:

Definición 2.3. Un morfismo de cocadenas es una una familia de aplicaciones fp : Ap −→
Bp tales que el diagrama

. . . Ap−1 Ap Ap+1 . . .

. . . Bp−1 Bp Bp+1 . . .

dp−1

fp−1

dp

fp fp+1

dp−1 dp

es conmutativo, i.e., dpB ◦ fp = fp+1 ◦ dpA para todo p.

Definiendo los morfismos de cocadenas de la forma anterior, se tiene el siguiente resul-
tado.

Lema 2.4. Los morfismos de cocadenas inducen aplicaciones lineales

f ∗ : Hp(A∗) −→ Hp(B∗) para todo p.

Demostración. Sea a ∈ Ap un cociclo, y [a] su correspondiente clase de equivalencia (i.e.,
[a] = a+ im dp−1). Definimos la aplicación f ∗ que asigna a cada clase de cohomoloǵıa de
Hp(A∗) una clase de cohomoloǵıa de Hp(B∗) según

f ∗([a]) := [fp(a)].

Basta demostrar que la asignación anterior está bien definida y es lineal. Si demostramos
que la aplicación está bien definida, la linealidad de f ∗ se sigue inmediatamente de la
linealidad de fp, luego es suficiente comprobar la primera condición.

En primer lugar, si a es un cociclo, por definición tenemos que

dpB ◦ fp(a) = fp+1 ◦ dpA(a) = fp+1(0) = 0,

luego fp(a) es un cociclo. Análogamente, como fp ◦ dp−1
A = dp−1

B ◦ fp−1, fp lleva cobor-
des a cobordes: supongamos que a1 y a2 son cociclos de tal manera que [a1] = [a2], o
equivalentemente a1 − a2 ∈ im dp−1

A . Por tanto, existe un x ∈ Ap−1 tal que

fp(a1)− fp(a2) = fp(a1 − a2) = fp ◦ dp−1
A (x) = dp−1

B ◦ fp−1(x) ∈ im dp−1
B ,

luego [fp(a1)] = [fp(a2)], y en consecuencia la asignación es independiente del represen-
tante escogido. □

Por analoǵıa con (2.1.2), una sucesión exacta corta de complejos de cocadenas

(2.4.1) 0 −→ A∗ f−→ B∗ g−→ C∗ −→ 0

consiste en complejos de cocadenas A∗, B∗ y C∗ y morfismos entre ellos f ∗ y g∗ de tal
forma que

0 −→ Ap
fp−→ Bp gp−→ Cp −→ 0
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es exacta corta para todo p.

Definición y Proposición 2.5. Dada una sucesión exacta corta de complejos de coca-
denas (2.4.1), definimos la aplicación lineal (en rigor, familia de aplicaciones lineales)

∂∗ : Hp(C∗) −→ Hp+1(A∗) tal que ∂∗([c]) :=
[
(fp+1)−1

(
dpB

(
(gp)−1(c)

))]
.

A priori, no es evidente que la definición anterior tenga sentido y sea independiente del
representante escogido. Ilustramos la situación con el siguiente diagrama (donde las flechas
diagonales indican la definición de ∂∗ —para el correspondiente diagrama en cohomoloǵıa):

0 Ap−1 Bp−1 Cp−1 0

0 Ap Bp Cp 0

0 Ap+1 Bp+1 Cp+1 0

fp−1

dp−1
A

gp−1

dp−1
B dp−1

C

fp

dpA

gp

dpB dpC

fp+1 gp+1

Demostración. En primer lugar, hemos de demostrar que la expresión que aparece entre
corchetes define una verdadera función (módulo la relación de equivalencia). Desglosamos
la prueba en tres pasos. Las dos primeras indican que la expresión que hay entre corchetes
en la definición de ∂∗ tiene sentido y nos produce un cociclo, y la última justifica que el
resultado es independiente de la elección de la preimagen de c.

(1) Dado un cociclo c ∈ Cp (i.e., dpC(c) = 0), y b ∈ Bp tal que gp(b) = c (que existe por
ser gp sobreyectiva), entonces dpB(b) ∈ im fp+1.

En efecto, por ser g∗ un morfismo de cocadenas, se sigue

gp+1(dpB(b)) = dpC(g
p(b)) = dpC(c) = 0, ergo dpB(b) ∈ ker gp+1.

Pero por exactitud, ker gp+1 = im fp+1, y en consecuencia dpB(b) ∈ im fp+1.

(2) Dado a ∈ Ap+1 tal que fp+1(a) = dpB(b), a es un cociclo.

Nuevamente, por definición de morfismo de cocadenas

fp+2(dp+1
A (a)) = dp+1

B (fp+1(a)) = dp+1
B (dpB(b)) = 0,

al ser un complejo de cocadenas. La inyectividad de fp+2 y el hecho de que sea una
aplicación lineal garantizan dp+1

A (a) = 0.

(3) Dados b1, b2 y a1, a2 tales que gp(b1) = gp(b2) = c y fp+1(ai) = dpB(bi) con i = 1, 2;
entonces [a1] = [a2] ∈ Hp+1(A∗). Dicho de otra manera, la definición de ∂∗([c]) es
independiente de la preimagen de c elegida.

De las condiciones anteriores, se sigue inmediatamente que gp(b1 − b2) = c− c = 0, luego
b1 − b2 ∈ ker gp = im fp por exactitud. Sea a ∈ Ap tal que fp(a) = b1 − b2. Aplicando la
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definición de morfismo de cocadenas obtenemos

dpB(b1 − b2) = dpB(f
p(a)) = fp+1(dpA(a)).

Ahora bien, la condición fp+1(ai) = dpB(bi) implica en particular fp+1(a1−a2) = dpB(b1−
b2), lo que junto al cálculo anterior conduce a f

p+1(a1−a2) = fp+1(dpA(a)). La inyectividad
de fp+1 garantiza que a1 − a2 = dpA(a), o equivalentemente [a1] = [a2].

Hemos comprobado que la fórmula que aparece entre corchetes en (2.5) está bien defi-
nida y es independiente de la preimagen de c elegida. Resta comprobar que la asignación
que define es lineal e independiente del representante escogido en [c].

La linealidad se sigue de forma inmediata de (3) y la linealidad de las aplicaciones fp+1,
gp y dp: en efecto, sea ci tal que ∂

∗([ci]) = [ai] y bi tal que g
p(bi) = ci, para i = 1 y 2. Por

linealidad de gp, dados α, β ∈ R, αb1+ βb2 ∈ (gp)−1(αc1+ βc2). La linealidad de fp+1 nos
permite concluir ahora que ∂∗([αc1 + βc2]) = [αa1 + βa2], luego ∂

∗ es un morfismo lineal.

Sean ahora c1 y c2 dos cociclos tales que [c1] = [c2]. Queremos ver que, si denotamos
[ai] = ∂∗([ci]) para i = 1 y 2, entonces [a1] = [a2]. Dados c1, c2 ∈ Cp dos cociclos tales
que [c1] = [c2], existe c̃ ∈ Cp−1 con c1 = c2 + dp−1

C (c̃). Si b1 y b2 son tales que gp(b1) = c1
y gp(b2) = c2, entonces g

p(b1 − b2) = dp−1
C (c̃). Por sobreyectividad de gp−1, tenemos que

existe b̃ tal que gp−1(b̃) = c̃. De esta manera

dp−1
C (c̃) = dp−1

C (gp−1(b̃)) = gp(dp−1
B (b̃)) =⇒ gp(b1 − b2 − dp−1

B (b̃)) = 0,

y en consecuencia b1 − b2 − dp−1
B (b̃) ∈ ker gp = im fp. Sea ã ∈ Ap tal que fp(ã) =

b1 − b2 − dp−1
B (b̃). De nuevo por definición de morfismo de cocadenas

dpB(b1 − b2) = dpB(b1 − b2 − dp−1
B (b̃)) = dpB(f

p(ã)) = fp+1(dpA(ã)),

pero, por definición, fp+1(a1 − a2) = dpB(b1 − b2) —salvo, quizás, sumar un elemen-
to de im dpA al argumento de fp+1. La inyectividad de fp+1 nos permite concluir que
a1 − a2 = dpA(ã) ∈ im dpA. De esta forma, [a1] = [a2], y por tanto la asignación ∂∗ no
depende del representante escogido y está bien definida. □

Tras los preliminares anteriores, enunciamos el resultado central de esta sección, que
será pivotal para establecer la sucesión de Mayer-Vietoris.

Teorema 2.6. (Sucesión exacta larga en cohomoloǵıa). Sea una sucesión exacta corta de
complejos de cocadenas (2.4.1). Entonces la sucesión

. . . −→ Hp(A∗)
f∗−→ Hp(B∗)

g∗−→ Hp(C∗)
∂∗−→ Hp+1(A∗)

f∗−→ Hp+1(B∗) −→ . . .

es exacta.

Abordaremos la demostración del teorema en tres pasos, organizados en forma de lemas.
En todos ellos, partimos de la existencia de una sucesión exacta corta de complejos de

cocadenas 0 −→ A∗ f−→ B∗ g−→ C∗ −→ 0.

Lema 2.7. La sucesión Hp(A∗)
f∗−→ Hp(B∗)

g∗−→ Hp(C∗) es exacta.
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Demostración. Por ser una sucesión exacta corta de complejos de cocadenas, se tiene
gp ◦ fp = 0 para todo p, luego

g∗ ◦ f ∗([a]) = g∗([fp(a)]) = [gp(fp(a))] = 0

para toda clase de cohomoloǵıa [a] ∈ Hp(A∗); esto prueba im f ∗ ⊂ ker g∗.

Rećıprocamente, consideremos [b] ∈ ker g∗, i.e. g∗([b]) = 0. De esta forma gp(b) =

dp−1
C (c) para c ∈ Cp−1. La aplicación gp−1 es sobreyectiva, luego existe b̃ ∈ Bp−1 tal

que gp−1(b̃) = c. El diagrama que determina una sucesión exacta corta de complejos de

cocadenas es conmutativo, luego dp−1
C (c) = dp−1

C ◦gp−1(b̃) = gp ◦dp−1
B (b̃), y en consecuencia

gp(b− dp−1
B (b̃)) = 0 =⇒ b− dp−1

B (b̃) ∈ ker gp = im fp.

Sea a ∈ Ap tal que fp(a) = b − dp−1
B (b̃). En primer lugar, veamos que a es un cociclo.

En efecto, de nuevo por conmutatividad, observamos

fp+1(dpA(a)) = dpB(f
p(a)) = dpB(b− dp−1

B (b̃)) = 0, pues b ∈ ker dpB y dpB ◦ dp−1
B = 0.

La inyectividad de fp nos permite concluir del cálculo anterior que dpA(a) = 0, luego efec-
tivamente a es un cociclo, y por tanto [a] ∈ Hp(A∗) define una clase de cohomoloǵıa. Más

aún, f ∗([a]) = [fp(a)] = [b− dp−1
B (b̃)] = [b], luego ker g∗ ⊂ im f ∗ y concluimos la prueba.

□

Lema 2.8. La sucesión Hp(B∗)
g∗−→ Hp(C∗)

∂∗−→ Hp+1(A∗) es exacta.

Demostración. Sea [b] ∈ Hp(B∗). Tenemos que

∂∗(g∗([b])) = ∂∗([gp(b)]) = [(fp+1)−1(dpB(b))] = 0,

luego im g∗ ⊂ ker ∂∗. Para el otro contenido, consideramos [c] ∈ Hp(C∗) tal que ∂∗([c]) = 0.
La aplicación gp es sobreyectiva, luego existe b ∈ Bp tal que gp(b) = c. Más aún, la
definición 2.5 junto con [c] ∈ ker ∂∗ implica que existe a ∈ Ap tal que

dpB(b) = fp+1(dpA(a)) = dpB(f
p(a)) =⇒ dpB(b− fp(a)) = 0.

De esta forma, b − fp(a) es un cociclo, lo que junto a gp ◦ fp = 0 implica que
g∗([b−fp(a)]) = [gp(b−fp(a))] = [gp(b)] = [c] y ker ∂∗ ⊂ im g∗, lo que concluye la prueba.

□

Lema 2.9. La sucesión Hp(C∗)
∂∗−→ Hp+1(A∗)

f∗−→ Hp+1(C∗) es exacta.

Demostración. Consideremos [c] ∈ Hp(C∗). Observamos que, por definición, f ∗(∂∗([c])) =
[dpB(b)] = 0, siendo gp(b) = c. Esto demuestra im ∂∗ ⊂ ker f ∗.

Rećıprocamente, sea a ∈ Ap+1 un cociclo tal que f ∗([a]) = 0, o equivalentemente
fp+1(a) = dpB(b) para algún b ∈ Bp. En este caso, gp(b) es un cociclo, pues

dpC(g
p(b)) = gp+1(dpB(b)) = gp+1(fp+1(a)) = 0,

al ser 0 −→ Ap+1 fp+1

−−→ Bp+1 gp+1

−−→ Cp+1 −→ 0 exacta. Atendiendo a la definición de ∂∗,
concluimos que ∂∗[gp(b)] = [a], luego ker f ∗ ⊂ im ∂∗. □
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Juntando los tres lemas anteriores, completamos la demostración del teorema 2.6.

Por su utilidad posterior, incluimos a continuación algunos resultados auxiliares adicio-
nales.

Definición 2.10. Dados dos morfismos de cocadenas f, g : A∗ −→ B∗, decimos que son
homótopos como cocadenas si existe una familia de aplicaciones lineales s : Ap −→ Bp−1

satisfaciendo

dB ◦ s+ s ◦ dA = f − g : Ap −→ Bp

Lema 2.11. Dos morfismos que son homótopos como cadenas inducen la misma aplica-
ción lineal sobre los grupos de cohomoloǵıa, i.e., dados f, g : A∗ −→ B∗ homótopos como
cocadenas, entonces f ∗ = g∗ : Hp(A∗) −→ Hp(B∗).

Demostración. Sea [a] ∈ Hp(A∗), siendo a un cociclo. Entonces

(f ∗ − g∗)([a]) = [fp(a)− gp(a)] = [dp−1
B (s(a)) + s(dpA(a))] = [dp−1

B (s(a))] = 0,

donde hemos usado que, al ser un cociclo, dpA(a) = 0. □

Dados dos complejos de cocadenas A∗ y B∗, podemos construir un tercer complejo como
su “suma directa”, A∗⊕B∗, definido como {Ap⊕Bp, dpA⊕B := (dpA, d

p
B)} —donde Ap⊕Bp

denota la suma directa usual como espacios vectoriales. La relación entre los grupos de
cohomoloǵıa de los tres complejos es particularmente sencilla:

Lema 2.12. Dados A∗ y B∗ complejos de cocadenas, los grupos de cohomoloǵıa satisfacen

Hp(A∗ ⊕B∗) = Hp(A∗)⊕Hp(B∗)

Demostración. De la definición del complejo A∗ ⊕B∗, se sigue

ker(dpA⊕B) = ker dpA ⊕ ker dpB & im(dp−1
A⊕B) = im dp−1

A ⊕ im dp−1
B ,

lo que implica el resultado. □

Concluimos la sección con el siguiente lema técnico, que será de utilidad para cons-
truir isomorfismos entre homoloǵıas o cohomoloǵıas —en particular, para establecer el
isomorfismo de de Rham.

Lema 2.13 (Lema de los cinco). Dado el diagrama conmutativo de espacios vectoriales
y aplicaciones lineales

A1 A2 A3 A4 A5

B1 B2 B3 B4 B5

α1

f1

α2

f2

α3

f3

α4

f4 f5

β1 β2 β3 β4

Si las filas horizontales son exactas y f1, f2, f4 y f5 son isomorfismos, entonces f3
también es un isomorfismo.
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Demostración. Probamos que f3 es un isomorfismo mostrando la inyectividad y sobreyec-
tividad por separado:

(i) Inyectividad : Sea a ∈ A3 tal que f3(a3) = 0. Por conmutatividad del tercer cuadrado
del diagrama,

0 = β3 ◦ f3(a3) = f4 ◦ α3(a3) =⇒ α3(a3) = 0,

donde la implicación se sigue de que f4 es un isomorfismo —en particular, inyectivo.

Por exactitud de la primera fila, im(α2) = ker(α3), luego existe un a2 ∈ A2 tal que
a3 = α2(a2). La conmutatividad del segundo cuadrado del diagrama implica

0 = f3(a3) = f3(α2(a2)) = β2(f2(a2)),

luego f2(a2) ∈ ker β2 = im β1. De esta forma, existe b1 ∈ B1 tal que f2(a2) = β1(b1). Al
ser f1 un isomorfismo —en particular, sobreyectivo— existe a1 ∈ A1 tal que f1(a1) = b1,
de tal forma que, por la conmutatividad del primer cuadrado del diagrama,

f2(a2) = β1(b1) = β1(f1(a1)) = f2(α1(a1)) =⇒ f2(a2 − α1(a1)) = 0.

La inyectividad de f2 garantiza que a2 = α1(a1), de tal modo que a3 = α2(α1(a1)) =
0 por exactitud de la primera fila del diagrama. Esto demuestra que ker f3 = {0}, o
equivalentemente que f3 es inyectiva.

(ii) Sobreyectividad: Sea b3 ∈ B3. Por ser f4 un isomorfismo—en particular, sobreyectivo—
existe a4 ∈ A4 tal que β3(b3) = f4(a4). Por exactitud de la segunda fila del diagrama y la
conmutatividad del cuarto cuadrado,

0 = β4(β3(b3)) = β4(f4(a4)) = f5(α4(a4)) =⇒ α4(a4) = 0;

donde la última implicación es consecuencia de la inyectividad de f5.

Dado que ker(α4) = im(α3), existe a3 ∈ A3 que satisface a4 = α3(a3). La conmutativi-
dad del tercer cuadrado del diagrama implica entonces

β3(b3) = f4(a4) = f4(α3(a3)) = β3(f3(a3)) =⇒ b3 − f3(a3) ∈ ker β3 = im β2.

En consecuencia, existe b2 ∈ B2 tal que b3 − f3(a3) = β2(b2). La sobreyectividad de f2
garantiza que existe a2 ∈ A2 tal que f2(a2) = b2, y en consecuencia por la conmutatividad
del segundo cuadrado,

b3 − f3(a3) = β2(f2(a2)) = f3(α2(a2)) =⇒ b3 = f3(a3 + α2(a2)).

Definiendo ã3 := a3+α2(a2), hemos probado que dado b3 ∈ B3 arbitrario, existe ã3 ∈ A3

tal que b3 = f3(ã3), luego f3 es sobreyectiva.

□

3. Cohomoloǵıa de de Rham

Habiendo estudiado las propiedades abstractas de los complejos de cocadenas, podemos
aplicar el formalismo de la sección anterior para definir la cohomoloǵıa de de Rham sobre
una variedad diferenciable.
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Consideremos una variedad diferenciable M de dimensión m. Las propiedades de la
diferencial exterior garantizan que la sucesión de espacios vectoriales

(3.0.1) . . . −→ Γr−1(M)
d−→ Γr(M)

d−→ Γr+1(M) −→ . . .

es un complejo de cocadenas (pues d ◦ d = 0). La estructura de complejo de cocadenas
nos permite definir la cohomoloǵıa sobre el complejo de cocadenas asociado a las formas
diferenciales de una variedad, que recibe el nombre de cohomoloǵıa de de Rham.

Definición 3.1. Sea Zr(M) = ker dr el espacio de las r-formas diferenciales cerradas o
cociclos de (3.0.1), y Br(M) = imdr−1 el espacio de las r-formas diferenciales exactas o
cobordes de (3.0.1). Se define el r-ésimo grupo (en rigor, espacio vectorial) de cohomoloǵıa
de de Rham de M como

Hr(M) := Zr(M)/Br(M).

Observamos que los grupos de cohomoloǵıa de de Rham se pueden interpretar, de
manera informal, como una medida algebraica de cuán lejos están las formas cerradas de
una variedad de ser exactas.

Observación 3.2. Recordamos que los espacios de formas diferenciales satisfacen Γ0(M) =
C∞(M,R) y Γr(M) = {0} si r > m. Podemos, no obstante, interpretar que la sucesión
(3.0.1) se extiende indefinidamente a izquierda y derecha (esto es, tiene sentido para todo
r ∈ Z) extendiendo la sucesión por 0 a ambos lados.

Un primer resultado elemental que nos muestra la conexión entre la cohomoloǵıa de de
Rham de una variedad y su topoloǵıa es el siguiente

Lema 3.3. Dada una variedad diferenciable M , H0(M) ∼= Rc, donde c denota el número
de componentes conexas de M y “ ∼=” indica que existe un isomorfismo lineal.

Demostración. De la definición general de grupos de cohomoloǵıa de de Rham, se sigue
que las clases de cohomoloǵıa de

H0(M) = Z0(M)/{0} = Z0(M) = {f ∈ C∞(M,R) : df ≡ 0}
son las funciones diferenciables que cuya diferencial se anula en cada punto. Esto solo pue-
de ocurrir si la función en cuestión es localmente constante, y en consecuencia constante
sobre cada componenete conexa de M .

Suponiendo que el espacio tiene c componentes conexas, elegir un elemento de H0(M)
se reduce a elegir una c-tupla de números reales —uno por cada componente conexa. Esta
asignación define un isomorfismo lineal H0(M) ∼= Rc, como queŕıamos ver. □

Sean dos variedades diferenciables M y N y f : M → N una aplicación diferenciable
entre ellas. El pullback de f es una familia de aplicaciones f ∗ : Γr(N) −→ Γr(M) que
satisface la condición f ∗ ◦ d = d ◦ f ∗. De acuerdo con 2.3, el pullback de una aplicación
diferenciable es entonces un morfismo de cocadenas para (3.0.1). En consecuencia, por
2.4, la familia de aplicaciones f ∗ induce una familia de aplicaciones entre los grupos
de cohomoloǵıa (que denotaremos de la misma forma) f ∗ : Hr(N) −→ Hr(M). Hemos
demostrado el siguiente resultado.
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Corolario 3.4. Una aplicación diferenciable entre variedades f : M −→ N induce una
familia de aplicaciones lineales f ∗ : Hr(N) −→ Hr(M) entre sus grupos de cohomoloǵıa.

Observamos que las aplicaciones inducidas sobre los grupos de cohomoloǵıa heredan la
propiedad (g ◦ f)∗ = f ∗ ◦ g∗ de los respectivos pullbacks. De esta propiedad, junto con
(IdM)∗ = IdHr(M), se sigue inmediatamente que si dos variedades M y N son difeomorfas,
sus grupos de cohomoloǵıa de de Rham son isomorfos. En otras palabras, la cohomoloǵıa
de de Rham es invariante por difeomorfismos. De hecho, veremos un resultado mucho más
fuerte: que es invariante por homotoṕıas diferenciables.

Para concluir esta sección, observamos que el producto exterior en formas diferenciales
se puede extender de manera natural a un producto en clases de cohomoloǵıa. En efecto,
consideramos

∧ : Hp(M)×Hq(M) → Hp+q(M); ([ω1], [ω2]) 7→ [ω1 ∧ ω2].

Para ver que el producto está bien definido sobre clases de cohomoloǵıa, basta demostrar
que es independiente del representante escogido, como se sigue del cálculo

(ω1 + dη1) ∧ (ω2 + dη2) = ω1 ∧ ω2 + dη1 ∧ ω2 + ω1 ∧ dη2 + dη1 ∧ dη2

= ω1 ∧ ω2 + d(η1 ∧ ω2 + (−1)pω1 ∧ η2 + η1 ∧ dη2);

donde hemos utilizado la tercera propiedad de 1.6 en conjunción con d ◦ d = 0.

4. Lema de Poincaré e invariancia por homotoṕıas

Una vez definida la cohomoloǵıa de de Rham de una variedad diferenciable arbitraria
M , estudiamos los grupos de cohomoloǵıa de Rn.

En particular, la cohomoloǵıa de Rn surgirá como consecuencia del siguiente resultado:

Teorema 4.1. Sea π : M × R → M la proyección usual. La aplicación inducida entre
grupos de cohomoloǵıa, π∗ : Hk(M) → Hk(M × R) es un isomorfismo para todo k ∈ Z.

Demostración. Consideramos la familia de aplicaciones is : M → M × R, is(x) = (x, s).
Por definición π ◦ i0 = IdM , luego i∗0 ◦ π∗ = IdHk(M) y π

∗ es inyectiva.

Para probar la sobreyectividad, consideramos la aplicación i0 ◦ π : M × R → M × R,
i0 ◦π(x, t) = (x, 0). El pullback de la aplicación anterior genera un morfismo de complejos
de cocadenas, formado por una familia de aplicaciones π∗ ◦ i∗0 : Γk(M ×R) → Γk(M ×R)
para todo k ∈ Z. Basta comprobar que el morfismo de cocadenas es homótopo a la
identidad, i.e., que existe una familia de aplicaciones K : Γk(M ×R) → Γk−1(M ×R) tal
que

(4.1.1) Id−π∗ ◦ i∗0 = d ◦K +K ◦ d,
pues en ese caso por la proposición 2.11 obtendŕıamos que π∗ ◦ i∗0 = Id : Hk(M × R) →
Hk(M × R) (teniendo en cuenta el abuso de notación que nos hace denotar de la misma
manera el pullback con la aplicación que este induce sobre los grupos de cohomoloǵıa).

Fijamos un abierto coordenado U ⊂M , y consideramos U×R. Denotamos por t el valor
de la coordenada asociada al factor R en el producto cartesiano M ×R, y dt al (pullback
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del) generador global de las 1-formas asociadas al factor R del producto cartesiano. Toda
forma diferenciable ω ∈ Γk(U × R) se puede escribir como

(4.1.2) ω =
∑

I
fI(x, t) dxI +

∑
J
gJ(x, t) dt ∧ dxJ ,

donde I = (i1, ..., ik) y J = (j1, ..., jk−1) son multíındices.

Teniendo en cuenta (4.1.2), definimos el operador K : Γk(U × R) → Γk−1(U × R)
mediante la expresión

(4.1.3) K(ω) :=
∑

J

(∫ t

0

gJ(x, ξ)dξ
)
dxJ .

Una vez hallado un candidato a K, comprobar si se satisface (4.1.1) se reduce a calcular
cada sumando y operar. En primer lugar, a partir de la expresión(4.1.2), se tiene

dω =
∑

I,i

∂fI
∂xi

dxi ∧ dxI +
∑

I

∂fI
∂t

dt ∧ dxI +
∑

J,i

∂gJ
∂xi

dxi ∧ dt ∧ dxJ ,

luego en consecuenciadK(ω) =
∑

J,i

(∫ t
0
∂gJ
∂xi

(x, ξ)dξ
)
dxi ∧ dxJ +

∑
J gJ(x, t) dt ∧ dxJ ,

K(dω) =
∑

I(fI(x, t)− fI(x, 0)) dxI −
∑

J,i

(∫ t
0
∂gJ
∂xi

(x, ξ)dξ
)
dxi ∧ dxJ ,

donde el último signo menos se debe a que en la expresión de dω hemos de permutar dxi
y dt para recuperar una expresión escrita de la forma (4.1.2) a la que podamos aplicar la
definición de K. De esta forma

dK(ω) +K(dω) =
∑

I

(
fI(x, t)− fI(x, 0)

)
dxI +

∑
J
gJ(x, t) dt ∧ dxJ .

Calculamos a continuación el otro lado de la igualdad en (4.1.1). Si consideramos cada
xi y t como las correspondientes funciones proyección, tenemos que

xi ◦ (i0 ◦ π)(x, t) = xi(x, 0) = xi & t ◦ (i0 ◦ π)(x, t) = t(x, 0) = 0.

Aplicando el cuarto apartado de 1.5 para calcular el pullback de una forma en coorde-
nadas locales, tenemos que

π∗ ◦ i∗0(ω) = (i0 ◦ π)∗(ω) =
∑

I
fI(x, 0) dxI ,

y en consecuencia

Id(ω)− π∗ ◦ i∗0(ω) =
∑

I

(
fI(x, t)− fI(x, 0)

)
dxI +

∑
J
gJ(x, t) dt ∧ dxJ .

Comparando las expresiones anteriores, obtenemos que se cumple (4.1.1) para U × R.
Para extender el resultado a M × R, observamos que todos los operadores de (4.1.1)
tienen carácter local, esto es, tienen una expresión en coordenadas para cualquier abierto
coordenado. En consecuencia, si podemos extender la definición de K a todo M × R, la
igualdad (4.1.1) quedará demostrada.

Sea ω ∈ Γk(M × R). Supongamos que hay dos dominios de coordenadas U y V (con
sistemas de coordendadas x e y respectivamente) tales que la forma ω tiene en cada uno
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de ellos la expresión{
ω|U =

∑
IfI(x, t) dxI +

∑
JgJ(x, t) dt ∧ dxJ ,

ω|V =
∑

I f̃I(y, t) dyI +
∑

J g̃J(y, t) dt ∧ dyJ .

En la intersección U ∩V , ambas expresiones han de coincidir, y por independencia lineal,
se debe cumplir ∑

J
gJ(x, t) dt ∧ dxJ =

∑
J
g̃J(y, t) dt ∧ dyJ .

Como t y dt no cambian a ambos lados de la igualdad, sustituyendo el producto por dt
por una integral, hallamos que el valor de K(ω)|U∩V es el mismo independientemen-
te del sistema de coordenadas utilizado. De esta forma, podemos definir el operador
K : Γk(M × R) → Γk(M × R) sin más que recubrir la variedad M por abiertos que
sean dominios de coordenadas y definir sobre cada unos de estos abiertos el operador K
como en (4.1.3). □

Con el resultado anterior, ya estamos en disposición de calcular todos los grupos de
cohomoloǵıa del espacio af́ın Rn para n arbitrario. Este resultado se conoce como lema de
Poincaré4.

Corolario 4.2 (Lema de Poincaré). La cohomoloǵıa de Rn viene dada por

Hk(Rn) ∼=

{
R si k = 0,

{0} si k > 0.

Demostración. Empezamos calculando la cohomoloǵıa de R. Por el lema 3.3, sabemos que
H0(R) ∼= R. Más aún, como la dimensión de R es 1, Hk(R) = {0} para k > 1. Resta
considerar el caso k = 1.

Dada una forma ω ∈ Γ1(R), como R tiene una parametrización global como variedad
diferenciable (la identidad), podemos afirmar que ω = f dx con f : R → R una función
real de clase infinito. Definiendo

g(x) :=

∫ x

0

f(t)dt

hallamos que dg = ω, luego H1(R) = {0}. En suma, hemos obtenido que

Hk(R) ∼=

{
R si k = 0,

{0} si k > 0.

Por el teorema 4.1, se sigue que Hk(Rl) ∼= Hk(Rl+1) para cualesquiera enteros positivos
k y l, luego razonando por inducción sobre n concluimos que

Hk(Rn) ∼= Hk(R) ∼=

{
R si k = 0,

{0} si k > 0,

para todo n ∈ N. □

4Hay autores que denominan lema de Poincaré al resultado anterior, véase [2].
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El teorema 4.1 nos permite demostrar otros resultados de gran interés; en particular,
que la cohomoloǵıa de de Rham es un invariante por homotoṕıas diferenciables.

Definición 4.3. Dos aplicaciones diferenciables entre variedades f, g : M −→ N se dicen
diferenciablemente homótopas (denotado f ∼∞ g) si existe una aplicación diferenciable
H :M × [0, 1] −→ N tal que H(x, 0) = f(x) y H(x, 1) = g(x) para todo x ∈M .

Corolario 4.4. Dos aplicaciones diferenciables entre variedades f0, f1 : M −→ N dife-
renciablemente homótopas inducen en cohomoloǵıa las mismas aplicaciones lineales, i.e.
f ∗
0 = f ∗

1 : Hk(N) −→ Hk(M).

Demostración. Sea H : M × [0, 1] −→ N una homotoṕıa con H(x, 0) = f0(x) y H(x, 1) =
f1(x) para todo x ∈M . En la notación del teorema 4.1, tenemos f0 = H ◦ i0 y f1 = H ◦ i1.
Consideremos una función diferenciable ρ : R −→ [0, 1] tal que ρ(s) = 0 para s ≤ 0 y
ρ(s) = 1 para s ≥ 1; por ejemplo

(4.4.4) ρ(s) =


0 si s ≤ 0,

e−
1
s

e−
1
s +e

− 1
1−s

si 0 < s < 1,

1 si s ≥ 1.

La aplicación K :M ×R −→ N , K(x, s) := H(x, ρ(s)) es diferenciable por composición
y satisface f0 = K ◦ i0 y f1 = K ◦ i1. Por definición de la familia is, π ◦ is = IdM , luego
i∗s ◦ π∗ = (IdM)∗ = IdHk(M) para todo s ∈ R. Dado que π∗ es un isomorfismo por 4.1,
i∗0 = i∗1 = (π∗)−1, y en consecuencia f ∗

0 = f ∗
1 = (π∗)−1 ◦K∗. □

Definición 4.5. Una aplicación diferenciable f :M −→ N es una equivalencia homotópica
diferenciable si existe otra aplicación g : N −→M tal que f ◦ g ∼∞ IdN y g ◦ f ∼∞ IdM .

En particular, por la definición de pullback y 4.4, f ∗ ◦ g∗ = (g ◦ f)∗ = IdHk(M) y
g∗ ◦ f ∗ = (f ◦ g)∗ = IdHk(N), luego tenemos:

Corolario 4.6. Las aplicaciones lineales inducidas f ∗ : Hk(N) −→ Hk(M) por una equi-
valencia homotópica diferenciable f :M −→ N son isomorfismos.

Observación 4.7. Consideremos el conjunto {0} ⊂ Rp para algún p > 0. Este conjun-
to tiene trivialmente estructura de variedad diferenciable 0-dimensional, luego por 3.2
Γk({0}) = {0} para k > 0. Esta observación, junto con 3.3, nos permite concluir

Hk({0}) ∼=
{

R si k = 0
{0} si k ≥ 1.

Por 4.6, cualquier variedad diferenciable diferenciablemente contráctil —i.e., tal que
la identidad es diferenciablemente homótopa a una aplicación constante; o equivalente-
mente que sea homotópicamente equivalente a un espacio unipuntual por una homotoṕıa
diferenciable— tendrá grupos de cohomoloǵıa de de Rham isomorfos a los anteriores.
En particular, el espacio af́ın Rm es diferenciablemente contráctil; basta tomar como
equivalencias de homotoṕıa diferenciables las aplicaciones inclusión j : {0} ↪−→ Rm y
f : Rm −→ {0}, con f◦j = Id{0} y j◦f ∼∞ IdRm a través de la homotoṕıaH(x, t) = (1−t)x.
De esta forma, obtenemos de nuevo 4.2 a partir de 4.6.
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5. La sucesión de Mayer-Vietoris

Comenzamos con el siguiente resultado previo:

Teorema 5.1. Sea M una variedad diferenciable y {U1, U2} un recubrimiento abierto
de M . Para ν = 1, 2, consideramos las correspondientes inclusiones iν : Uν ↪−→ M y
jν : U1 ∩ U2 ↪−→ Uν. La sucesión

(5.1.1) 0 −→ Γk(M)
Ik−→ Γk(U1)⊕ Γk(U2)

Jk

−→ Γk(U1 ∩ U2) −→ 0

es exacta, donde Ik(ω) := (i∗1(ω), i
∗
2(ω)) y J

k(ω1, ω2) := j∗1(ω1)− j∗2(ω2).

Demostración. Dado un abierto N ⊂ M , la inclusión ϕ : N ↪−→ M induce, por el pullback
ϕ∗ : Γk(M) → Γk(N), la restricción de las formas diferenciales deM aN . En efecto, fijando
un sistema de coordenadas locales, al ser ϕ una inclusión se verifica que ϕ∗(dxI) = dxI ,
luego por 1.5 tenemos que

si ω =
∑

I
fI(x) dxI entonces ϕ∗(ω) =

∑
I
(fI ◦ ϕ) dxI .

RecubriendoN por dominios de coordenadas, la fórmula anterior demuestra que ϕ∗(ω) =
ω|N . Hecha esta observación, se sigue la inyectividad de Ik: consideremos una partición
diferenciable de la unidad {θ1, θ2} subordinada al recubrimiento {U1, U2}, de tal forma que
sop θν ⊂ Uν . Las propiedades de las particiones diferenciables de la unidad nos permiten
escribir

(5.1.2) ω = θ1ω|U1 + θ2ω|U2 = θ1i
∗
1(ω) + θ2i

∗
2(ω).

Si Ik(ω) = 0, entonces por definición i∗1(ω) = i∗2(ω) = 0. Por (5.1.2), esto implica ω ≡ 0,
y en consecuencia Ik es inyectiva.

Buscamos ahora establecer ker Jk = im Ik. En primer lugar, observamos que i1 ◦ j1 =
i2 ◦ j2 ≡ j : U1 ∩ U2 ↪−→M , donde j es la inclusión. La igualdad de las aplicaciones iν ◦ jν
implica la igualdad de los pullbacks, luego

Jk ◦ Ik(ω) = j∗1 ◦ i∗1(ω)− j∗2 ◦ i∗2(ω) = j∗(ω)− j∗(ω) = 0,

lo que demuestra im Ik ⊂ ker Jk. Para el otro contenido, observamos que dados ων ∈
Γk(Uν) para ν = 1, 2, Jk(ω1, ω2) = 0 implica que j∗1(ω1) = j∗2(ω2). A su vez, esto implica
que ω1|U1∩U2 = ω2|U1∩U2 . Análogamente a (5.1.2), esto nos permite definir ω ∈ Γk(M)
mediante

ω := θ1ω1 + θ2ω2,

de tal modo que i∗1(ω) = ω1 y i∗2(ω) = ω2. De esta forma, Ik(ω) = (ω1, ω2) y se sigue que
ker Jk ⊂ im Ik.

Resta demostrar que Jk es sobreyectiva. Para ello, consideramos ω ∈ Γk(U1 ∩ U2).
Apelando nuevamente a la partición diferenciable de la unidad {θ1, θ2}, definimos

ω1 :=

{
θ2ω en U1 ∩ U2,

0 en U1 \ sop θ2,
ω2 :=

{
−θ1ω en U1 ∩ U2,

0 en U2 \ sop θ1.

Como sop θν ⊂ Uν , se sigue que U1 \U2 ⊂ U1 \ sop θ2 y U2 \U1 ⊂ U2 \ sop θ1. Por tanto,
los ων están bien definidos, son diferenciables y constituyen una extensión por cero (salvo
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signo) de ω a U1 y U2 respectivamente. De esta forma, ω1 ∈ Γk(U1) y ω2 ∈ Γk(U2). Por
último, comprobamos

Jk(ω1, ω2) = j∗1(ω1)− j∗2(ω2) = ω1|U1∩U2 − ω2|U1∩U2 = (θ2ω)− (−θ1ω) = ω,

pues θ1(x) + θ2(x) = 1 para todo x ∈ M . De esta forma, comprobamos que Jk es sobre-
yectiva, y por tanto la sucesión de (5.1) es exacta. □

El teorema 5.1 garantiza que esa sucesión es exacta corta para todo valor de k entero
positivo o cero, aśı que de hecho el teorema anterior define una sucesión exacta corta
de complejos de cocadenas. Más aún, el teorema 2.6 nos permite extender la sucesión
anterior a una sucesión exacta larga en grupos de cohomoloǵıa. Finalmente, el lema 2.12
nos permite escribir

Hk(Γ∗(U1)⊕ Γ∗(U2)) ∼= Hk(U1)⊕Hk(U2).

Reuniendo los resultados anteriores, hemos obtenido la sucesión exacta larga en coho-
moloǵıa o sucesión de Mayer-Vietoris:

Teorema 5.2. Sea {U1, U2} un recubrimiento abierto de una variedad diferenciable M .
La sucesión de grupos de cohomoloǵıa de de Rham

. . . −→ Hk(M)
I∗−→ Hk(U1)⊕Hk(U2)

J∗
−→ Hk(U1 ∩ U2)

∂∗−→ Hk+1(M) −→ . . .

es exacta larga, donde I∗([ω]) := (i∗1([ω]), i
∗
2([ω])) y J

∗([ω1], [ω2]) = j∗1([ω1])− j∗2([ω2]).

En los casos en que podamos particionar la variedad M en dos abiertos disjuntos U1 y
U2, el resultado anterior se simplifica todav́ıa más.

Corolario 5.3. Sea {U1, U2} un recubrimiento por abiertos disjuntos de M . La aplicación

I∗ : Hk(U1 ∪ U2) −→ Hk(U1)⊕Hk(U2)

es un isomorfismo.

Demostración. Si U1 ∩ U2 = ∅, entonces Γk(U1 ∩ U2) = 0. Por el teorema 5.1, la sucesión

0 −→ Γk(M)
Ik−→ Γk(U1)⊕ Γk(U2) −→ 0

es exacta, luego Ik es un isomorfismo entre complejos de cocadenas. Aplicando de nuevo
2.12 para escribir Hk(Γ∗(U1)⊕Γ∗(U2)) ∼= Hk(U1)⊕Hk(U2), concluimos que la correspon-
diente aplicación inducida I∗ entre grupos de cohomoloǵıa es también un isomorfismo,
como queŕıamos demostrar. □

Observación 5.4. El resultado anterior se puede generalizar a una familia numerable de
abiertos disjuntos dos a dos, incluso sin utilizar 5.2; de tal modo que se satisface

Hn(
⋃
k∈N

Uk) ∼=
∏
k∈N

Hn(Uk).

En efecto, los pullbacks de las inclusiones iℓ : Uℓ ↪−→ ∪k∈NUk inducen el isomorfismo en
n-formas diferenciales a través de la aplicación

(5.4.3) S∗ : ω 7→ (i∗1ω, i
∗
2ω, . . . ) ≡ (ω|U1 , ω|U2 , . . . ).
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La asignación anterior define un isomorfismo de Γn(∪k∈NUk) en
∏

k∈N Γ
n(Uk;R): basta

tomar una partición diferenciable de la unidad {θk}k∈N subordinada a {Uk}k∈N —visto
como recubrimiento por abiertos de śı mismo— y observar que

ω =
∑
k∈N

θkω|Uk
= θ1ω|U1 + θ2ω|U2 + . . . ,

—que está bien definido por la local-finitud de las particiones diferenciables, (1) en 1.1.

La igualdad anterior muestra que el núcleo de (5.4.3) es trivial y que una colección
de n-formas en cada uno de los Uℓ determina una n-forma en la unión que se relaciona
con las anteriores por restricción. De esta forma, (5.4.3) es un isomorfismo, y por tanto
promociona a un isomorfismo a nivel de cohomoloǵıa.

6. Homoloǵıa singular

En el espacio af́ın Rm, el concepto de n-śımplice es la generalización natural de los
triángulos en dos dimensiones. Consideremos n+1 puntos v0, ..., vn ∈ Rm tales que el con-
junto {v1−v0, ..., vn−v0} es linealmente independiente. El n-śımplice de vértices v0, ..., vn;
que denotamos [v0, ..., vn], es por definición el menor conjunto convexo que contiene a los
puntos v0, ..., vn. El n-śımplice estándar se define como

(6.0.1) ∆n := {(t0, ..., tn) ∈ Rn+1 :
n∑
i=0

ti = 1, ti ≥ 0,∀i = 0, 1, ...n} ≡ [e0, e1, . . . , en],

denotando por e0, e1, . . . , en a los vectores de la base estándar de Rn+1.

El homeomorfismo af́ın canónico

(6.0.2) ∆n −→ [v0, . . . , vn]; (t0, . . . , tn) 7→
n∑
i=0

tivi,

que manda ei 7→ vi para i ∈ {0, 1, . . . , n}, nos permite identificar cualquier n-śımplice con
∆n. Nótese, además, que el homeomorfismo anterior es de hecho un difeomorfismo.

Una vez definido el concepto de n-śımplice en el espacio af́ın, extendemos el concepto
a variedades diferenciables:

Definición 6.1. Un n-śımplice singular diferenciable definido en conjunto af́ın X es una
aplicación diferenciable σ : ∆n → X.

Cuando no haya lugar a confusión, llamaremos simplemente n-śımplices diferenciables
a los n-śımplices singulares diferenciables. Por conveniencia llamaremos también n-śımpli-
ce diferenciable a cualquier aplicación diferenciable σ : [v0, . . . , vn] −→ X, que se puede
convertir en un n-śımplice según 6.1 componiendo con (6.0.2) y viceversa.

Definimos el conjunto de n-cadenas diferenciables Cn(X) como el grupo abeliano libre
generado por los n-śımplices diferenciables, esto es, el grupo cuyos elementos son las sumas
formales finitas

(6.1.3)
∑

i
kiσi, con ki ∈ Z y σi un n-śımplice diferenciable.



25

Observación 6.2. Es habitual denotar el conjunto de n-cadenas diferenciables como
Cn(X;Z), indicando expĺıcitamente la elección de Z para los coeficientes. Tal como sugiere
la notación, es posible desarrollar la teoŕıa imponiendo la condición ki ∈ G para todo i
en (6.1.3), siendo G un grupo abeliano cualquiera —en el caso de que G tenga estructura
de anillo conmutativo, Cn(X;G) tiene estructura de G-módulo. La teoŕıa de homoloǵıa
que surge en este caso recibe el nombre de homoloǵıa con coeficientes en G. En este
texto únicamente consideramos el caso de cadenas con coeficientes enteros, aśı que en lo
sucesivo denotaremos por simplicidad Cn(X) —y análogamente para grupos homoloǵıa—,
entendiéndose por defecto que los coeficientes siempre están definidos en Z.

Definición 6.3. El operador borde ∂ : Cn(X) −→ Cn−1(X) se define sobre n-śımplices
diferenciables como

∂(σ) :=
n∑
i=0

(−1)iσ|[v0,...,v̂i,...,vn],

donde identificamos [v0, ..., v̂i, ..., vn] con ∆n−1 v́ıa (6.0.2), y se extiende a cadenas por
linealidad.

Proposición 6.4. El operador borde satisface ∂ ◦ ∂ ≡ 0.

Demostración. Por linealidad, es suficiente demostrar que ∂(∂(σ)) = 0 para todo n-
śımplice singular diferenciable.

Por definición, ∂(σ) =
∑

i(−1)iσ|[v0,...,v̂i,...,vn], aplicando de nuevo el operador borde se
sigue

∂(∂(σ)) =
∑
j<i

(−1)j(−1)iσ|[v0,...,v̂j ,...,v̂i,...,vn] +
∑
j>i

(−1)j−1(−1)iσ|[v0,...,v̂i,...,v̂j ,...,vn].

Observando que (−1)j−1 = (−1)(−1)j, e intercambiando i y j en el segundo sumando,
concluimos que la suma anterior se anula, como queŕıamos demostrar. □

La proposición anterior pone de manifiesto la dualidad entre los conceptos anteriores y
los correspondientes a la cohomoloǵıa. Según esta dualidad, la sucesión de grupos abelianos
y homomorfismos

(6.4.1) . . . −→ Cn+1(X)
∂−→ Cn(X)

∂−→ Cn−1(X) −→ . . . −→ C0(X)
∂−→ 0

es un complejo de cadenas, pues satisface ∂ ◦ ∂ ≡ 0. El resto de terminoloǵıa se adapta de
forma similar.

En particular, la condición ∂ ◦ ∂ ≡ 0 es equivalente a im ∂n+1 ⊂ ker ∂n. De esta forma,
podemos definir el n-ésimo grupo de homoloǵıa singular diferenciable de X como

(6.4.2) Hn(X) := ker ∂n/ im ∂n+1

—siguiendo el criterio de notación establecido en 6.2.

Una vez definidos los grupos de homoloǵıa, pasamos a demostrar algunas propiedades
básicas de los mismos.
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Proposición 6.5. Sea {Xα}α∈Λ la familia de componentes conexas por caminos5 diferen-
ciables del conjunto af́ın X. Hay un isomorfismo

Hn(X) ∼=
⊕
α∈Λ

Hn(Xα).

Observación 6.6. Para variedades diferenciables —que es el caso que más nos va a
interesar en secciones sucesivas— las componentes conexas por caminos diferenciables
coinciden con las componentes conexas usuales, pues al ser localmente difeomorfas al
espacio af́ın son en particular localmente conexas por caminos diferenciables.

Demostración. Para cada śımplice singular diferenciable σ : ∆n −→ X existe un único
α ∈ Λ tal que σ(∆n) ⊂ Xα, por tanto σ ∈ Cn(Xα). De esta forma, para cada cadena
c ∈ Cn(X) existe una única forma de escribirla c =

∑
α cα, con cα ∈ Cn(Xα), esto es

Cn(X) =
⊕
α∈Λ

Cn(Xα).

El operador borde, por definición, respeta esta división, i.e. ∂(Cn(Xα)) ⊂ Cn−1(Xα). En
particular, ker ∂n e im ∂n+1 tienen descomposiciones similares como suma directa, luego

Hn(X) ∼=
⊕
α∈Λ

Hn(Xα).

□

Observación 6.7. Los caminos diferenciables introducen alguna sutileza adicional a la
hora de concatenar caminos:

Supongamos que σ es un camino diferenciable que conecta a con b y τ otro camino
diferenciable que conecta b con c —donde ambos caminos tienen imagen contenida en un
cierto conjunto af́ın X. La concatenación σ ∗ τ no tiene por qué ser diferenciable en la
juntura o punto de unión de ambos caminos. Esta dificultad puede resolverse, no obstante,
reparametrizando σ y τ por funciones meseta adecuadas —construidas de forma análoga
a como se contruyó (4.4.4)—, de tal forma que obtengamos caminos reparametrizados σ′

y τ ′ (respectivamente) con misma imagen pero localmente constantes en los extremos. En
este caso, σ′ ∗ τ ′ es localmente constante en la juntura, luego diferenciable.

Proposición 6.8. Si X es un conjunto af́ın no vaćıo y conexo por caminos diferenciables,
entonces H0(X) ∼= Z.

Demostración. En (6.4.1), hemos definido Cn(X) = 0 para n < 0. De esta forma, H0(X) =
C0(X)/ im ∂1. Consideremos el homomorfismo

ε : C0(X) −→ Z ;
∑

i
kiσi 7→

∑
i
ki.

La aplicación anterior es sobreyectiva (basta considerar todas las cadenas generadas
por un único śımplice), luego por el primer teorema de isomorf́ıa de grupos basta probar
ker ε = im ∂1.

5El requisito de conexión por caminos es natural en este contexto: los 1-śımplices no son otra cosa que
caminos diferenciables.
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Observamos en primer lugar que para un 1-śımplice σ, ∂(σ) = σ|[e1] − σ|[e0], luego
ε∂(σ) = ε(σ|[e1] − σ|[e0]) = 1 − 1 = 0. Se sigue pues que im ∂1 ⊂ ker ε. Para probar
ker ε ⊂ im ∂1, tomamos una cadena cualquiera del núcleo de ε, de modo que ε(

∑
i kiσi) =∑

i ki = 0. Cada uno de los σi en la igualdad anterior son 0-śımplices, esto es, puntos en
X. Sea τi : [0, 1] → X un camino diferenciable que va desde un punto cualquiera x0 ∈ X
a σi(e0), y sea σ0 el 0-śımplice de imagen x0. Recordando que e0 = (1, 0), e1 = (0, 1) ∈ R2

y precomponiendo con la inversa del difeomorfismo lineal t 7→ (1 − t)e0 + te1 (que va
desde [0, 1] a [e0, e1]), observamos que τi : [e0, e1] → X es un 1-śımplice. De esta forma,
∂τi = τi|[e1] − τi|[e0] = σi − σ0, luego

∂
(∑

i
kiτi

)
=
∑

i
kiσi −

∑
i
kiσ0 =

∑
i
kiσi,

pues
∑

i ki = 0. De la construcción de los τi y la igualdad anterior se sigue ker ε ⊂ im ∂1.
□

Ejemplo 6.9. Consideremos el espacio formado por un solo punto, que identificamos con
{0} ⊂ Rm para algún m > 0 entero.

Para cada n ≥ 0, existe un único n-śımplice diferenciable σn : ∆n → {0} —el idéntica-
mente nulo— luego Cn({0}) ∼= Z y

∂(σn) =
n∑
i=0

(−1)iσn−1 =

{
0 si n es impar
σn−1 si n es par.

El operador ∂ va alternando entre ser un isomorfismo o la aplicación idénticamente nula
en el complejo de cadenas asociado a {0},

. . .
0−→ Z

∼=−→ Z 0−→ Z
∼=−→ Z 0−→ Z −→ 0

de tal forma que Hn({0}) = {0} para n > 0 y H0({0}) ∼= Z directamente de la definición
(6.4.2). Este cálculo se extiende inmediatamente, aplicando 6.5, al caso del espacio formado
por una cantidad finita de puntos.

La definición de grupos de homoloǵıa y los resultados anteriores son igualmente váli-
dos, con las mismas demostraciones, en la categoŕıa topológica sin más que sustituir la
diferenciabilidad por continuidad. Aśı, tenemos los grupos de homoloǵıa singular (sin el
eṕıteto “diferenciable”).

7. Invariancia homotópica de la homoloǵıa singular

Al igual que en el caso de la cohomoloǵıa de de Rham, los grupos de homoloǵıa singular
diferenciable son invariantes por homotoṕıas diferenciables.

Definición 7.1. Dada una aplicación diferenciable f : X −→ Y entre conjuntos afines X e
Y , el homomorfismo inducido en cadenas f# : Cn(X) −→ Cn(Y ) asigna a cada n-śımplice
diferenciable σ : ∆n −→ X la composición f ◦σ : ∆n −→ Y , y se extiendiende por linealidad
a cadenas diferenciables arbitrarias.
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El homomorfismo inducido en cadenas conmuta con el operador borde; basta observar
que para un n-śımplice diferenciable arbitrario σ

(7.1.1) f#∂(σ) = f#

( n∑
i=0

(−1)iσ|[v0,...,v̂i,...,vn]
)
=

n∑
i=0

(−1)i(f ◦ σ)|[v0,...,v̂i,...,vn] = ∂f#(σ),

y como los n-śımplices diferenciables son base de las cadenas, tenemos f# ◦ ∂ = ∂ ◦ f#.
Podemos reformular el resultado anterior diciendo que el diagrama

. . . Cn+1(X) Cn(X) Cn−1(X) . . .

. . . Cn+1(Y ) Cn(Y ) Cn−1(Y ) . . .

∂

f#

∂

f# f#

∂ ∂

es conmutativo.

Por la condición f# ◦ ∂ = ∂ ◦ f#, al igual que en el caso de la cohomoloǵıa diremos que
f# (entendida ahora como la colección de todas las aplicaciones f# : Cn(X) −→ Cn(Y )
para n ∈ N) es un morfismo de cadenas. La prueba del lema 2.4 sigue siendo válida en este
contexto sin más que cambiar d por ∂ e identificar Ap−i y Bp−i con Cn+i(X) y Cn+i(Y ),
respectivamente (para i = −1, 0, 1). Concluimos pues:

Proposición 7.2. El morfismo de cadenas f# induce homomorfismos entre los grupos de
homoloǵıa f∗ : Hn(X) −→ Hn(Y ), con f∗([c]) := [f#(c)].

Los homomorfismos inducidos en los grupos de homoloǵıa satisfacen las siguientes pro-
piedades inmediatas:

(f ◦ g)∗ = f∗ ◦ g∗ para aplicaciones entre conjuntos afines g : X −→ Y y f : Y −→ Z.

Basta observar que es indistinto escribir f ◦ (g ◦σ) = (f ◦ g)◦σ por asociatividad
de la composición.

(IdX)∗ = IdHn(X), con IdX : X −→ X la identidad en el conjunto X.

Las dos propiedades anteriores implican que dos conjuntos afines difeomorfos tienen
grupos de homoloǵıa isomorfos. Más aún, las definiciones 4.3 y 4.5 se generalizan de forma
inmediata para conjuntos afines generales, y como dijimos antes, se tiene un resultado
mejor para homotoṕıa diferenciable.

Teorema 7.3. Dos aplicaciones diferenciables f, g : X −→ Y diferenciablemente homóto-
pas inducen en homoloǵıa los mismos homomorfismos, i.e. f∗ = g∗ : Hn(X) −→ Hn(Y ).

Demostración. La idea de la prueba es explotar el análogo en homoloǵıa singular del lema
2.11; esto es, buscar un operador P : Cn(X) −→ Cn+1(Y ) (llamado operador prisma) que
satisfaga la relación

(7.3.1) ∂ ◦ P + P ◦ ∂ = g# − f#,

y de aqúı se seguirá el resultado.

Para definir el operador prisma, que necesariamente estará relacionado con la homotoṕıa
entre f y g, debemos en primer lugar determinar como subdividir ∆n× [0, 1] en śımplices,
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pues P es un operador que actúa entre cadenas. Sea ∆n×{0} := [v0, . . . , vn] y ∆n×{1} :=
[w0, . . . , wn]. Afirmamos que se puede subdividir ∆n × [0, 1] en (n+ 1)-śımplices como

(7.3.2) ∆n × [0, 1] =
n⋃
i=0

[v0, . . . , vi, wi, . . . , wn].

Para demostrar la inclusión “ ⊂” en (7.3.2), observamos que ∆n × [0, 1] es un conjunto
convexo (por ser producto de convexos) que contiene a todos los puntos v’s y w’s. Al
ser los śımplices los mı́nimos conjuntos convexos que contienen a sus vértices, se sigue
[v0, . . . , vi, wi, . . . , wn] ⊂ ∆n × [0, 1] para todo i ∈ {0, 1, . . . , n}. Para probar “⊂”, sea
(p, t) ∈ ∆n × [0, 1]. Supongamos que (p, t) no está ni en ∆n × {0} ni en ∆n × {1} (pues
en tal caso estaŕıa en [v0, . . . , vn, wn] o [v0, w0, . . . , wn], respectivamente). Podemos pasar
de [v0, . . . , vn] a [w0, . . . , wn] considerando la sucesión de n-śımplices que sustituye el
último vértice v por su correspondiente w: de [v0, . . . , vn], pasamos a [v0, . . . , vn−1, wn]; de
[v0, . . . , vn−1, wn] a [v0, . . . , vn−2, wn−1, wn]; etcétera. El segmento

(7.3.3) {(p, λ) : λ ∈ [0, 1]}
pertenece a ∆n × [0, 1] por convexidad y corta a [v0, . . . , vn] y [w0, . . . , wn] en 0 y 1
respectivamente. Por la condición 0 < t < 1, existe un valor de i tal que (7.3.3) corta a
[v0, . . . , vi, wi+1, . . . , wn] para λ1 < t y a [v0, . . . , vi−1, wi, . . . , wn] para λ2 > t (el caso λ1 = t
o λ2 = t implica que (p, t) está en alguno de los n-śımplices intermedios, luego en particular
en el lado derecho de (7.3.2) y hemos terminado). El (n+1)-śımplice [v0, . . . , vi, wi, . . . , wn]
es el menor convexo que contiene a [v0, . . . , vi, wi+1, . . . , wn] y [v0, . . . , vi−1, wi, . . . , wn], en
particular contiene al segmento {(p, λ) : λ1 ≤ λ ≤ λ2}. En consecuencia existe un i tal
que (p, t) ∈ [v0, . . . , vi, wi, . . . , wn] y por tanto se satisface (7.3.2).

Sea una homotoṕıa diferenciable H : X × [0, 1] −→ Y entre f y g. Dado un śımplice
diferenciable σ : ∆n −→ X, consideramos la composición

∆n × [0, 1]
σ×Id−−−→ X × [0, 1]

H−→ Y.

Definimos los operadores prisma como

(7.3.4) P (σ) =
∑

i
(−1)iH ◦ (σ × Id)|[v0,...,vi,wi,...,wn],

lo que es admisible, pues H ◦ (σ × Id) es diferenciable.

Componiendo con el operador borde, se sigue

∂ ◦ P (σ) =
∑
j≤i

(−1)j(−1)iH ◦ (σ × Id)|[v0,...,v̂j ,...,vi,wi,...,wn]

+
∑
j≥i

(−1)j+1(−1)iH ◦ (σ × Id)|[v0,...,vi,wi,...,ŵj ,...,wn],

y en el orden inverso

P ◦ ∂(σ) =
∑
j

(−1)jP (σ|[v0,...,v̂j ,...,vn]) =
∑
i<j

(−1)i(−1)jH ◦ (σ × Id)|[v0,...,vi,wi,...,ŵj ,...,wn]

+
∑
i>j

(−1)i−1(−1)jH ◦ (σ × Id)|[v0,...,v̂j ,...,vi,wi,...,wn].
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Sumando las expresiones anteriores, los términos con j ̸= i se anulan, luego

∂ ◦ P (σ) + P ◦ ∂(σ) =
∑

i
H ◦ (σ × Id)|[v0,...,v̂i,wi,...,wn] −

∑
i
H ◦ (σ × Id)|[v0,...,vi,ŵi,...,wn]

= H ◦ (σ × Id)|[w0,...,wn] −H ◦ (σ × Id)|[v0,...,vn]
= g ◦ σ − f ◦ σ = g#(σ)− f#(σ),

lo que demuestra (7.3.1).

Para concluir la demostración, basta imitar la prueba del lema 2.11: si α ∈ Cn(X) es un
ciclo (i.e., pertenece a ker ∂), entonces g#(α) − f#(α) = ∂(P (α)) + P (∂(α)) = ∂(P (α)).
Por tanto, g#(α)− f#(α) es un borde, lo que significa que 0 ≡ [g# − f#] = g∗ − f∗, y en
consecuencia ambas aplicaciones inducidas son la misma. □

Por el teorema 7.3, si f es una equivalencia homotópica según 4.5, f∗ ◦ g∗ = (f ◦ g)∗ =
IdHn(Y ) y g∗ ◦ f∗ = (g ◦ f)∗ = IdHn(X), luego tenemos:

Corolario 7.4. Los homomorfismos inducidos f∗ : Hn(X) −→ Hn(Y ) por una equivalencia
homotópica diferenciable f : X −→ Y son isomorfismos.

El corolario anterior, junto con el ejemplo 6.9, proporciona el siguiente resultado:

Corolario 7.5. Si X es diferenciablemente contráctil, se tiene que

Hn(X) ∼=
{

{0} para n ≥ 1
Z para n = 0.

En particular, el grupo ćıclico H0(X) está generado por cualquier 0-śımplice.

Demostración. Únicamente resta demostrar el último aserto. Esto último es consecuencia
de que dos 0-śımplices cualesquiera son iguales en H0(X), pues dados a, b ∈ X existe un
camino diferenciable que los conecta.

En efecto, dada Ft : X −→ X una homotoṕıa diferenciable tal que F0 = IdX y F1 ≡ x0
—donde x0 denota aqúı el camino constantemente x0 ∈ X—, entonces Ft(a) y Ft(b) son
caminos diferenciables que conectan a con x0 y b con x0 respectivamente. Concatenando
el primer camino con el inverso del segundo —reparametrizando si es preciso como se
indica en 6.7— hallamos un camino diferenciable que conecta a con b, τ := Ft(a) ∗ Ft(b).
Denotando por σa y σb los 0-śımplices diferenciables de X que se identifican con los puntos
a y b, el argumento anterior muestra que ∂τ = σb − σa; en consecuencia dos 0-śımplices
diferenciables en X cualesquiera son iguales en homoloǵıa, y por tanto cualquier 0-śımpli-
ce da lugar al generador de H0(X). □

Ejemplo 7.6. Como se muestra en 4.7, el espacio af́ın Rm es diferenciablemente contráctil
para cualquier m. De esta forma, la homoloǵıa singular diferenciable del espacio af́ın es
la dada por 7.5.

Al igual que en la sección anterior, si bien hemos enunciado los resultados y las cons-
trucciones para conjuntos afines y aplicaciones diferenciables, solo hemos hecho uso en
las demostraciones de propiedades que cumplen tanto las funciones continuas como las
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diferenciables. De este modo, todos los enunciados y construcciones son válidos (y con las
mismas demostraciones) para homoloǵıa singular.

8. La sucesión de Mayer-Vietoris en homoloǵıa

Tal como se sugiere en (6.4.1), definimos un complejo de cadenas como una sucesión
A∗ := {An, ∂} de grupos abelianos y homomorfismos

. . . −→ An+1
∂−→ An

∂−→ An−1 −→ . . .

tal que ∂ ◦ ∂ ≡ 0.

Todos los conceptos y resultados de la sección 2 son de naturaleza puramente algebraica,
y con el cambio adecuado de notación se cumplen para los grupos de homoloǵıa. En
particular, el teorema 2.6 da lugar a la sucesión exacta larga en homoloǵıa:

Teorema 8.1. Dada una sucesión exacta corta de complejos de cadenas 0 −→ A∗
i−→ B∗

j−→
C∗ −→ 0, la sucesión

(8.1.1) . . . −→ Hn(A∗)
i∗−→ Hn(B∗)

j∗−→ Hn(C∗)
δ∗−→ Hn−1(A∗)

i∗−→ Hn−1(B∗) −→ . . .

es exacta.

El operador δ∗ que aparece en (8.1.1) se define por analoǵıa con el operarador ∂∗ de
2.5, esto es, como

(8.1.2) δ∗ : Hn(C∗) −→ Hn−1(A∗) tal que δ∗([c]) :=
[
i−1(∂(j−1(c))

]
.

De nuevo, la prueba de que (8.1.2) está bien definida y es independiente del represen-
tante es la misma que en 2.5.

Sea un recubrimiento abierto U := {Uj}j∈J de X, y sea CU
n (X) el subgrupo de Cn(X)

formado por cadenas de la forma
∑

i kiσi, de tal forma que cada σi tiene su imagen
contenida en un abierto de U . El operador borde respeta esta relación de pertenencia,
luego lleva CU

n (X) a CU
n−1(X). En consecuencia, los grupos CU

n (X) forman un complejo
de cadenas, que da lugar a unos grupos de homoloǵıa HU

n (X).

Proposición 8.2. La inclusión i : CU
n (X) ↪−→ Cn(X) es una equivalencia homotópica de

cadenas; esto es, existe un morfismo de cadenas ρ : Cn(X) −→ CU
n (X) tal que i ◦ ρ y

ρ ◦ i son homótopos como cadenas a la identidad. En consecuencia, la inclusión induce
isomorfismos HU

n (X) ∼= Hn(X) para todo n ∈ N.

Demostración. La prueba de este resultado es larga y técnica. Desarrollaremos la prueba
en cuatro etapas, siguiendo la demostración que se hace en [10].

(1) Subdivisión baricéntrica de śımplices afines. Esta primera parte es estrictamente
geométrica. El baricentro de un śımplice [v0, v1, . . . , vn] de Rm es el punto

(8.2.1) b :=
n∑
i=0

1
n+1

vi.

Definimos la subdivisión baricéntrica del n-śımplice [v0, v1, . . . , vn] en n-śımplices de
la forma [b, w0, w1, . . . , wn−1] inductivamente a partir de las condiciones siguientes: (i)



32 DIEGO RUIZ CASES

los [w0, w1, . . . , wn−1] son todos los posibles (n − 1)-śımplices definidos por subdivisión
baricéntrica de la “caras” [v0, . . . , v̂i, . . . , vn] y (ii) en el caso n = 0, se tiene por definición
que la subdivisión baricéntrica de [v0] es el propio [v0]. De esta definición, se sigue que
los vértices de los n-śımplices que forman la subdivisión baricéntrica de [v0, . . . , vn] son
(además de los propios vi) los baricentros de todos los posibles sub-śımplices [vi1 , . . . , vik ].

El objetivo de la subdivisión baricéntrica para śımplices del espacio af́ın es obtener n-
śımplices de tamaño arbitrariamente pequeño. Al estar en el espacio eucĺıdeo, utilizamos
como medida el diámetro, i.e., el máximo de la distancia entre dos puntos cualesquiera de
su interior. Para dos puntos arbitrarios v y

∑
i tivi de [v0, . . . , vn], utilizando que

∑
i ti = 1

y ti ≥ 0 para todo i,

(8.2.2)
∥∥∥v −∑

i

tivi

∥∥∥ =
∥∥∥∑

i

ti(v − vi)
∥∥∥ ≤

∑
i

ti∥v − vi∥ ≤ máx
j

∥∥v − vj
∥∥ .

Por tanto, dado un punto arbitario del śımplice v, el punto más alejado de él en el
śımplice es uno de los vértices. Concluimos entonces que el diámetro se alcanza para la
distancia entre dos de los vértices del śımplice.

Fijados dos vértices wj y wk de la subdivisión baricéntrica de [v0, . . . , vn], afirmamos
que su distancia es a lo sumo n/(n+ 1) veces el diámetro de [v0, . . . , vn]. Los casos n = 0
y n = 1 se cumplen de forma inmediata. Para el caso general, distinguimos dos posi-
bilidades: si ni wj ni wk son el baricentro de [v0, . . . , vn], podemos suponer que ambos
son vértices vℓ del śımplice original (pues hemos visto en (8.2.2) que la distancia entre
puntos de un śımplice es máxima para un par de vértices). Entonces, existirá un i tal
que wj, wk ∈ [v0, . . . , v̂i, . . . , vn], luego se sigue el resultado por la hipótesis de inducción.
En caso contrario, podemos suponer sin perder generalidad que wj = b, y por (8.2.2)
podemos tomar wk = vi. Sea bi el baricentro de [v0, . . . , v̂i, . . . , vn], haciendo uso de (8.2.1)
(aplicada a b y bi) tenemos que

b = 1
n+1

vi +
n
n+1

bi.

La igualdad anterior prueba que b está en el segmento de extremos vi y bi, y además

∥b− vi∥ =
∥∥∥ 1
n+1

vi − vi +
n
n+1

bi

∥∥∥ = n
n+1

∥bi − vi∥ ≤ n
n+1

máx
j

(vj − vi)

y en consecuencia la distancia entre wj y wk esta acotada superiormente por n/(n + 1)
veces el diámetro de [v0, . . . , vn].

Observamos finalmente que

(8.2.3) ĺım
r→∞

( n

n+ 1

)r
= 0 para todo n ∈ N,

luego la acotación anterior garantiza que podemos dividir el śımplice original en śımplices
arbitrariamente pequeños aplicando sucesivamente la división baricéntrica.

(2) División baricéntrica de cadenas afines. A continuación, buscamos definir un ope-
rador S : Cn(X) −→ Cn(X) de división tal que S y la identidad sean homótopos como
cadenas.

Consideramos en primer lugar un caso restringido: dado un conjunto convexo Y en
un espacio eucĺıdeo, las aplicaciones afines (luego diferenciables) ∆n −→ Y forman un
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subgrupo propio del grupo de cadenas Cn(Y ), que denotamos LCn(Y ). El operador borde
manda cadenas afines a cadenas afines, luego los LCn(Y ) son un subcomplejo del complejo
de cadenas de Y .

Podemos identificar de manera uńıvoca una aplicación af́ın λ : ∆n −→ Y por [w0, . . . , wn],
donde wi := λ(ei). Para evitar tener que hacer distinciones para el caso n = 0, definimos
LC−1(Y ) = Z el grupo ćıclico generado por el śımplice vaćıo [∅] (entendiéndose que
∂[w0] = [∅] para todo 0-śımplice).

Dado un punto b ∈ Y , definimos el homomorfismo b : LCn(Y ) −→ LCn+1(Y ) que actúa
sobre elementos de la base como b([w0, . . . , wn]) = [b, w0, . . . , wn]. Aplicando el operador
borde (identificando w−1 ≡ b)

∂b([w0, . . . , wn]) =
n+1∑
i=0

(−1)i[b, w0, . . . , ŵi−1, . . . , wn]

= [w0, . . . , wn]−
n∑
j=0

(−1)j[b, w0, . . . , ŵj, . . . , wn]

= [w0, . . . , wn]− b(∂[w0, . . . , wn]),

luego extendiendo por linealidad a todo LCn(Y ) se sigue que ∂ ◦ b+ b ◦ ∂ = Id.

Definimos S : LCn(Y ) −→ LCn(Y ) por inducción en n. Para el caso inicial n = −1, im-
ponemos S([∅]) = [∅] (i.e., actúa como la identidad en LC−1(Y )). Para el caso general,
dado un generador λ : ∆n −→ Y de LCn(Y ), denotamos por bλ a la imagen del baricen-
tro de ∆n y al correspondiente homomorfismo asociado. El operador S queda definido
inductivamente por la condición S(λ) = bλ(S∂λ) sobre generadores λ de LCn(Y ), que
(atendiendo a la definición original de subdivisión baricéntrica del apartado anterior) no
es otra cosa que la suma de los n-śımplices diferenciables de la subdivisión baricéntrica
de λ con signos alternados. El operador S satisface además la condición ∂ ◦S = S ◦ ∂ : en
LC−1(Y ) el operador S actúa como la identidad, luego se satisface trivialmente; y supues-
to probado para n− 1, tenemos (utilizando la hipótesis de inducción y las propiedades de
bλ)

∂S(λ) = ∂bλ(S∂λ) = S(∂λ)− bλ∂(S∂λ) = S(∂λ)− bλS∂(∂λ) = S(∂λ),

y en consecuencia S es un morfismo de cadenas.

Finalmente, construimos un operador T : LCn(Y ) −→ LCn+1(Y ) como una homotoṕıa
de cadenas entre S e Id, representada en el diagrama

. . . LCn+1(Y ) LCn(Y ) LCn−1(Y ) . . .

. . . LCn+1(Y ) LCn(Y ) LCn−1 . . .

∂

Id−S

∂

Id−S
T

Id−S
T

∂ ∂

Análogamente a S, definimos T de modo inductivo. Para n = −1, fijamos T = 0; y para
n ≥ 0 lo definimos por la condición T (λ) = bλ(λ−T∂(λ)) (para λ generador de LCn(Y )).
La condición de homotoṕıa de cadenas ∂ ◦ T + T ◦ ∂ = Id−S se satisface trivialmente
para n = −1, y para n ≥ 0 se sigue (utilizando la hipótesis de inducción y las propiedades
de S y bλ)

∂T (λ) = ∂bλ(λ− T∂λ) = λ− T∂λ− bλ∂(λ− T∂λ) = λ− T∂λ− bλ(∂λ− ∂T (∂λ))
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= λ− T∂λ− bλ(S(∂λ) + T∂(∂λ)) = λ− T∂λ− S(λ);

que extendido por linealidad a toda cadena de LCn(Y ) demuestra que T es una homotoṕıa
de cadenas. Nótese, en particular, que el diagrama anterior no es conmutativo, pues eso
implicaŕıa ∂ ◦ T = Id−S.
(3) División baricéntrica de cadenas arbitrarias. Como hemos visto en el punto anterior,

S∆n es la suma de los n-śımplices diferenciables que forman la subdivisión baricéntrica
de ∆n con signos alternados. Definimos en general el operador de división S : Cn(X) −→
Cn(X) por su actuación sobre śımplices singulares diferenciables σ

(8.2.4) S(σ) = σ#S∆
n.

Por ser σ diferenciable, lo es S(σ).

El operador S es un morfismo de cadenas, pues

∂S(σ) = ∂σ#S∆
n = σ#∂S∆

n = σ#S∂∆
n = σ#S

(∑
i

(−1)i∆n
i

)
=
∑

i
(−1)iσ#S∆

n
i =

∑
i
(−1)iS(σ|∆n

i
) = S

(∑
i
(−1)iσ|∆n

i

)
= S(∂σ).

Similarmente, definimos el operador T : Cn(X) −→ Cn(X) que actúa sobre śımplices
diferenciables por la fórmula T (σ) = σ#T∆

n. Este operador T , al igual que su análogo
en el punto anterior, define una homotoṕıa de cadenas entre la identidad y S, pues

∂T (σ) = ∂σ#T∆
n = σ#∂T∆

n

= σ#(∆
n − S∆n − T∂∆n) = σ − S(σ)− σ#T∂∆

n = σ − S(σ)− T (∂(σ)),

donde en el último paso hemos desarrollado σ#T∂∆
n como en el caso de S.

(4) División baricéntrica iterada. Podemos construir una homotoṕıa de cadenas entre
Id y Sm definida por Dm :=

∑m−1
i=0 TSi, pues

∂Dm +Dm∂ =
m−1∑
i=0

(∂TSi + TSi∂) =
m−1∑
i=0

(∂TSi + T∂Si) =
m−1∑
i=0

(∂T + T∂)Si

=
m−1∑
i=0

(Id−S)Si =
m−1∑
i=0

(Si − Si+1) = Id−Sm.

Como hemos visto anteriormente, el operador S actúa sobre śımplices diferenciables σ
sumando con signos alternados los sub-śımplices que forman la subdivisión baricéntrica
de σ. Por (8.2.3), iterando el operador se sigue que Sm∆n da lugar śımplices de diámetro
arbitrariamente pequeño al tomar valores cada vez mayores de m. En particular, si ε > 0
es el número de Lebesgue del recubrimiento abierto {σ−1(Uj)}j∈J de ∆n, existe un m tal
que Sm(σ) ∈ CU

n (X). Este valor depende de ε, y en consecuencia de σ, luego definimos
m(σ) como el mı́nimo valor de m tal que se cumple la condición anterior.

Definimos D : Cn(X) −→ Cn+1(X) por D(σ) := Dm(σ)(σ) para todo n-śımplice dife-
renciable σ : ∆n −→ X. Como indica el enunciado, buscamos un morfismo de cadenas
ρ : Cn(X) −→ CU

n (X) que sea inverso en homotoṕıa de la inclusión i : CU
n (X) ↪−→ Cn(X).

Por 2.10, para que ρ sea inverso homotópico de i por la derecha, es suficiente demostrar

(8.2.5) ∂ ◦D +D ◦ ∂ = Id−i ◦ ρ.
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Para que se cumpla (8.2.5), basta definir ρ : Cn(X) −→ Cn(X) por la fórmula ρ :=
Id−∂ ◦D−D◦∂ (omitiendo en lo sucesivo el signo de composición para aligerar notación)
y comprobar que ρ es un morfismo de cadenas y que manda cadenas de Cn(X) en cadenas
de CU

n (X).

La condición de ser morfismo de cadenas se comprueba fácilmente, pues

∂ρ(σ) = ∂σ − ∂2Dσ − ∂D∂σ = ∂σ − ∂D∂σ

ρ(∂σ) = ∂σ − ∂D∂σ −D∂2σ = ∂σ − ∂D∂σ

}
=⇒ ∂ ◦ ρ = ρ ◦ ∂.

Para comprobar que ρ manda cadenas de Cn(X) en cadenas de CU
n (X), observamos

que

ρ(σ) = σ − ∂Dσ −D(∂σ) = σ − ∂Dm(σ)σ −D(∂σ) = Sm(σ) +Dm(σ)(∂σ)−D(∂σ),

donde hemos utilizado que ∂Dm +Dm∂ = Id−Sm.
Por definición de m(σ), Sm(σ)(σ) ∈ CU

n (X). El término Dm(σ)(∂σ) − D(∂σ) se puede
escribir como combinación lineal de términos de la forma Dm(σ)(σj) − Dm(σj)(σj) con
σj := σ|[e0,...,êj ,...,en], luego m(σj) ≤ m(σ). De la definición de Dm, se sigue que estas
diferencias son sumas de términos TSi(σj) con i ≥ m(σj) y en consecuencia su imagen
está en CU

n (X); pues Si(σj) ∈ CU
n−1(X) y T manda cadenas de CU

n−1(X) en cadenas de
CU
n .

Restringiendo el codominio de ρ a CU
n (X), hemos demostrado (8.2.5). Más aún, ρ◦i = Id,

pues m(σ) = 0 para todo σ ∈ CU
n (X) (y en consecuencia D es idénticamente nulo al ser

D0 una suma sobre un conjunto de ı́ndices vaćıo). De esta forma, ρ es también inversa ho-
motópica de la inclusión por la izquierda, y por tanto i y ρ son inversas homotópicas una de
la otra. El último aserto de la proposición es consecuencia inmediata de lo anterior y 2.11.

□

SeaX un conjunto af́ın y A,B ⊂ X tales que Å∪B̊ = X. Denotando como Cn(A+B) :=

CU
n (X), con U = {Å, B̊}, el análogo al teorema 5.1 para el caso de homoloǵıa es inmediato:

Lema 8.3. En las hipótesis anteriores, la sucesión

0 −→ Cn(A ∩B)
ϕ−→ Cn(A)⊕ Cn(B)

ψ−→ Cn(A+B) −→ 0

es exacta corta, donde ϕ(x) = (x,−x) y ψ(x, y) = x+ y.

Aplicando el teorema 8.1 a la sucesión exacta corta del lema 8.3, y utilizando que la
proposición 8.2 implica que la inclusión i : Cn(A + B) ↪−→ Cn(X) induce un isomorfismo
sobre los grupos de homoloǵıa, obtenemos la sucesión de Mayer-Vietoris en homoloǵıa:

Teorema 8.4. La sucesión

. . . −→ Hn(A ∩B)
ϕ∗−→ Hn(A)⊕Hn(B)

ψ∗−→ Hn(X)
δ∗−→ Hn−1(A ∩B) −→ . . .

es exacta.

Observación 8.5. Al igual que en las secciones anteriores, los resultados y demostraciones
son válidos sin modificaciones para homoloǵıa singular continua.
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9. Isomorfismo natural entre las homoloǵıas singulares

Hasta ahora, hemos desarrollado paralelamente dos teoŕıas de homoloǵıa singular para
conjuntos afines X ⊂ Rm: por un lado, la diferenciable, cuyos grupos en adelante denota-
mos por H∞

n (X) para evitar confusión; y por otro la continua, con grupos de homoloǵıa
Hn(X). Para variedades diferenciables, ambas homoloǵıas son la misma. Lo demostra-
mos aqúı utilizando la inducción en abiertos, que consideramos la estrategia más natural,
aunque en la literatura consultada solo aparece sugerida en [2].

Todo śımplice singular diferenciable definido en una variedad diferenciable M es, en
particular, un śımplice singular (continuo), luego la inclusión i : C∞

n (M) ↪−→ Cn(M) está
bien definida para todo n ∈ N ∪ {0}. La demostración (7.1.1) y la discusión que sigue
hasta la proposición 7.2 inclusive se adaptan de forma inmediata a la inclusión anterior;
en consecuencia, la inclusión define un homomorfismo en grupos de homoloǵıa

i∗ : H
∞
n (M) −→ Hn(M); [c] 7→ [i(c)] ≡ [c].

El homomorfismo anterior nos da, de hecho, la equivalencia que buscamos:

Teorema 9.1. La aplicación i∗ : H
∞
n (M) −→ Hn(M) es un isomorfismo.

Demostración. Procedemos por inducción en abiertos (teorema 1.9). Fijamos un recubri-
miento V = {Vβ}β∈B de M por dominios de coordenadas y definimos U como la colección
de abiertos W ⊂ M tales que i∗ : H∞

n (W ) −→ Hn(W ) es un isomorfismo (junto con la
condición ∅ ∈ U).
La condición (a) de 1.9 se tiene por definición. Para (b), dado que un abierto U difeo-

morfo a Rm es contráctil, estamos en las condiciones de 7.5. Se sigue que H∞
n (U) = {0}

y Hn(U) = {0} para n ≥ 1, luego i∗ : H∞
n (U) −→ Hn(U) es trivialmente un isomorfismo.

En el caso n = 0 sabemos que tanto H∞
0 (U) como H0(U) están generados por la clase

de cualquier 0-śımplice. Como i∗ : H∞
0 (U) −→ H0(U) manda (clases de) 0-śımplices en

0-śımplices, necesariamente ha de ser un isomorfismo. En ambos casos se satisface (b).

Para demostrar (c), sean U1, U2 ∈ U tales que U1 ∩ U2 ∈ U , y queremos probar que
U1 ∪ U2 ∈ U . Consideremos simultáneamente las sucesiones de Mayer-Vietoris para la
homoloǵıa singular diferenciable y la homoloǵıa singular continua —según 8.4—, como se
muestra en el diagrama

H∞
n (U1 ∩ U2) H∞

n (U1)⊕H∞
n (U2) H∞

n (U1 ∪ U2)

Hn(U1 ∩ U2) Hn(U1)⊕Hn(U2) Hn(U1 ∪ U2)

ϕ∗

i∗

ψ∗

i∗⊕i∗

δ∗

i∗

ϕ∗ ψ∗ δ∗

H∞
n−1(U1 ∩ U2) H∞

n−1(U1)⊕H∞
n−1(U2)

Hn−1(U1 ∩ U2) Hn−1(U1)⊕Hn−1(U2).

ϕ∗

i∗ i∗⊕i∗
ϕ∗

Por el Lema de los cinco 2.13, dado que i∗ es un isomorfismo cuando se toma por
variedad U1, U2 o U1 ∩ U2 —y por tanto también lo es i∗ ⊕ i∗, que se define como (i∗ ⊕
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i∗)([u1], [u2]) := (i∗[u1], i∗[u2]), para todo [u1] ∈ H∞
n (U1) y [u2] ∈ H∞

n (U2)— basta probar
que el diagrama anterior es conmutativo para demostrar que i∗ : H

∞
n (U1∪U2) −→ Hn(U1∪

U2) es un isomorfismo.

Antes de proceder a probar la conmutatividad del diagrama, observamos que, dadas
dos variedades M y N y f :M −→ N una aplicación diferenciable entre ellas, se sigue que

(9.1.1) i∗(f∗[σ]) = i∗[f ◦ σ] = [f ◦ σ] = f∗[σ] = f∗(i∗[σ])

para cualquier n-śımplice diferenciable σ. Extendiendo por linealidad, (9.1.1) prueba que
i∗ conmuta con el morfismo inducido en homoloǵıa por cualquier aplicación diferenciable.

Dado [c] ∈ H∞
n (U1∩U2), al ser ϕ∗([c]) = (j1∗[c],−j2∗[c]) —denotando por j1 : U1∩U2 ↪−→

U1 y j2 : U1 ∩ U2 ↪−→ U2 a las inclusiones— se sigue que

(i∗ ⊕ i∗)(ϕ∗[c]) = (i∗ ⊕ i∗)(j1∗[c],−j2∗[c]) = (i∗j1∗[c],−i∗j2∗[c])
= (j1∗i∗[c],−j2∗i∗[c]) = ϕ∗(i∗[c]),

lo que prueba la conmutatividad del primer cuadrado (por la izquierda) del diagrama.

Similarmente, se prueba la conmutatividad del último cuadrado; y recordando que
ψ∗([c], [d]) = i1∗[c]+ i2∗[d] para cualesquiera [c] ∈ H∞

n (U1) y [d] ∈ H∞
n (U2) —donde se han

introducido las inclusiones i1 : U1 ↪−→ U1 ∪ U2 e i2 : U2 ↪−→ U1 ∪ U2—,

i∗(ψ∗([c], [d])) = i∗i1∗[c] + i∗i2∗[d] = i1∗(i∗[c]) + i2∗(i∗[d])

= ψ∗(i∗[c], i∗[d]) = ψ∗(i∗ ⊕ i∗)([c], [d]),

lo que prueba la conmutatividad del segundo cuadrado del diagrama. La conmutatividad
del tercer cuadrado es consecuencia de (9.1.1) —a pesar de que δ∗ solo está bien definido
en homoloǵıa, al ser independiente de representantes y preimágenes podemos utilizar la
expresión entre corchetes en (8.1.2) y razonar como en (9.1.1)—, y por tanto concluimos
que el diagrama completo es conmutativo.

Por el Lema de los cinco 2.13, concluimos a partir del diagrama anterior que U1∪U2 ∈ U ,
luego se satisface la hipótesis (c) de 1.9.

Finalmente, la hipótesis (d) en 1.9 es consecuencia de la proposición 6.5: dada una
sucesión de abiertos U1, U2, . . . disjuntos dos a dos tales que todos pertenecen a U , consi-
deramos el siguiente diagrama conmutativo:

H∞
n (
⋃
k∈N Uk)

⊕
k∈NH

∞
n (Uk)

Hn(
⋃
k∈N Uk)

⊕
k∈NHn(Uk),

S∗

i∗ ⊕i∗

S∗

donde S∗ denotan los isomorfismos definidos en 6.5, y la conmutatividad del diagrama se
sigue de (9.1.1) y de que ⊕i∗ está definida por la actuación componente a componente del
correpondiente homomorfismo i∗.

Por hipótesis, i∗ : H
∞
n (Uk) −→ Hn(Uk) es un isomorfismo para todo k ∈ N, luego ⊕i∗ es

también un isomorfismo. De esta forma, leyendo el diagrama anterior en sentido contrario
a las agujas del reloj, hallamos expĺıcitamente una inversa para i∗ : H∞

n (∪k∈NUk) −→
Hn(∪k∈NUk); en consecuencia el homomorfismo anterior es un isomorfismo y ∪k∈NUk ∈ U .
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Al estar la colección U en las hipótesis del teorema 1.9, concluimos que M ∈ U ; esto es,

i∗ : H
∞
n (M) −→ Hn(M)

es un isomorfismo, como queŕıamos demostrar. □

10. Integración en cadenas

Los n-śımplices singulares diferenciables que hemos utilizado hasta ahora tienen por
dominio el n-śımplice estándar del espacio af́ın ∆n. No obstante, el conjunto ∆n no tiene
estructura de variedad diferenciable, ni siquiera de variedad diferenciable con borde. Para
poder definir la integración en cadenas —que será pivotal para establecer el isomorfismo
de de Rham— hemos de generalizar el concepto de variedad diferenciable para incluir a
este tipo de conjuntos.

La caracteŕıstica que distingue a los conjuntos como el śımplice af́ın estándar ∆n de
las variedades diferenciables con borde usuales es la presencia de “esquinas” o picos no
diferenciables en el borde de la variedad.

Definición 10.1. Un conjunto M ⊂ Rp se denomina variedad diferenciable con borde
anguloso (o simplemente variedad con borde anguloso) de dimensión m si cada punto
x ∈M tiene un entorno U ⊂M que es difeomorfo a un abierto relativo W ⊂ Rm

+ , donde

Rm

+ := {(x1, x2, . . . , xm) ∈ Rm : x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, . . . , xm ≥ 0}.

Los puntos angulosos de Rm

+ son, por definición, aquellos para los que se anulan dos
o más de sus coordenadas; los del borde son aquellos para los que solo se anula una de
las coordenadas y los interiores son aquellos para los que no se anula ninguna coordena-
dada. Esta clasificación puede extenderse a variedades diferenciables con borde anguloso
arbitrarias, como mostramos a continuación.

Lema 10.2. Sea W ⊂ Rp un subconjunto abierto, λ : Rq −→ R una aplicación lineal y
f : W −→ {x ∈ Rq : λ(x) ≥ 0} ⊂ Rq una aplicación diferenciable. Dado x ∈ W tal que
(λ ◦ f)(x) = 0, entonces λ|dxf(Rm) ≡ 0.

Demostración. Sea x ∈ W tal que (λ◦f)(x) = 0. Utilizando la continuidad de la aplicación
lineal λ, tenemos que, para u ∈ Rm arbitrario,

λ(dxf(u)) = λ
(
ĺım
t→0

f(x+ tu)− f(x)

t

)
= ĺım

t→0

λ(f(x+ tu))

t
.

Al ser f una aplicación diferenciable, el ĺımite anterior ha de existir. Utilizando asimismo
que λ(f(x+ tu)) ≥ 0 por definición de f —para t suficientemente pequeño—, evaluando
el ĺımite a izquierda y derecha

(10.2.1) ĺım
t→0

λ(f(x+ tu))

t
=

{
ĺımt→0−

λ(f(x+tu))
t

≤ 0

ĺımt→0+
λ(f(x+tu))

t
≥ 0,

luego λ(dxf(u)) = 0 para todo u ∈ Rm, como queŕıamos demostrar.
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□

Corolario 10.3. Sea M una variedad diferenciable con borde anguloso de dimensión
m ≥ 2, y sea x ∈ M . Si existe un sistema de coordenadas definido en un entorno de x
ψ : Ux → Rm

+ tal que ψ(x) es un punto anguloso de Rm

+ , entonces para cualquier otro

sistema de coordenadas χ, χ(x) es un punto anguloso de Rm

+ .

Demostración. La composición h := ψ◦χ−1 es un difeomorfismo por definición. Denotamos
a := χ(x), y definimos

#a := {i ∈ {1, 2, . . . ,m} : ai = 0}.

Denotamos s := #a ≥ 0, de tal modo que —siendo i1, i2, . . . , im una cierta permutación
de los ı́ndices 1, 2, . . . ,m—

a ∈ {xi1 = 0, . . . , xis = 0, xis+1 > 0, . . . , xim > 0} ⊂ {xi1 = 0, xi2 = 0, . . . , xis = 0}.

El subespacio vectorial E := {xi1 = 0, xi2 = 0, . . . , xis = 0} es trivialmente isomorfo a
Rm−s. Por el lema 10.2, si h(a)j := (πj ◦h)(a) = 0, entonces dah(E) ⊂ {x ∈ Rm : xj = 0};
en particular —observando que E y dah(E) son subespacios vectoriales de Rm—

(10.3.2) codim(dah(E)) ≥ #h(a) =⇒ codim(E) ≥ #h(a),

donde la implicación es consecuencia de que dah es un isomorfismo lineal.

Por definición codim(E) = #a, luego #a ≥ #h(a). Al ser h(a) = ψ(x), el resulta-
do anterior se reescribe como #χ(x) ≥ #ψ(x); en consecuencia χ(x) es un punto an-

guloso. La misma prueba anterior para h̃ := χ ◦ ψ−1 ≡ h−1 —tomando en este caso
a = ψ(x)— nos permite concluir #χ(x) ≤ #ψ(x), de tal modo que #χ(x) = #ψ(x).

□

El resultado anterior nos permite definir borde y puntos angulosos en variedades con
borde anguloso arbitrarias, de forma análoga a como se define el borde en variedades
diferenciables con borde.

Definición 10.4. Un punto x ∈M se dice que está en el borde de la variedad si se corres-
ponde a través de una parametrización —luego, por 10.3, de cualquier parametrización—
con un punto de algún Hi := {(x1, x2, . . . , xm) ∈ Rm

+ : xi = 0}. Si se corresponde con
algún punto de Hi ∩Hj (para i ̸= j), se dice que x es un punto anguloso de la variedad;
y si x no está ni en el borde ni es un punto anguloso se dice que es un punto interior de
la variedad con borde anguloso.

Observación 10.5. En la prueba del corolario 10.3 se demuestra, de hecho, no solo que
los puntos angulosos están bien definidos, sino que también lo está la cantidad

(10.5.3) #x := #ψ(x) ∈ {0, 1, 2, . . . ,m},

para cualquier x ∈ M y cualquier sistema de coordenadas ψ definido en un entorno de
x. Esto permite definir el conjunto ∂rM := {x ∈ M : #x = r}, que al ser localmente
difeomorfo a Rm−r —basta tomar una familia de parametrizaciones que recubra ∂rM y
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restringir sus dominios— tiene estructura de variedad diferenciable sin borde de dimensión
m− r. Por construcción, además, se satisface M = ∪r≥0∂rM .

Con la notación anterior, ∂1M se corresponde con el borde de M y ∂0M ≡ Int(M) con
su interior. De nuevo por restricción de una familia de parametrizaciones, se comprueba
que ∂0M ∪ ∂1M tiene estructura de variedad diferenciable con borde. Nótese también
que toda variedad diferenciable con borde (y en consecuencia toda variedad diferenciable
usual) es una variedad diferenciable con borde anguloso.

Las construcciones habituales en variedades diferenciables —como la derivación de apli-
caciones diferenciables, orientación, espacios tangentes o formas diferenciales— se trasla-
dan inmediatamente a variedades diferenciables con borde anguloso.

Obsérvese, no obstante, que el borde de Rm

+ no es una variedad diferenciable con borde

anguloso, sino que ∂Rm

+ = ∪mi=1Hi, donde Hi śı que tiene estructura de variedad diferen-
ciable con borde anguloso de dimensión m− 1 (basta identificar el subespacio xi = 0 con

Rm−1

+ ).

Sea M una variedad diferenciable m-dimensional con borde anguloso orientada —esto
es, con una orientación fijada para la variedad con borde N := M \ ∪mr=2∂rM , donde
el borde ∂N ≡ ∂1M tiene la orientación canónica que hereda de N—, y η y ω formas
diferenciales de gradosm ym−1 (respectivamente) ambas con soporte compacto contenido
dentro de dominios de coordenadas U1 ⊂M y U2 ⊂ ∂M , con parametrizaciones asociadas
φ1 y φ2 compatibles con la orientación de M y ∂M —esto es, de N y ∂N . La integral de
η sobre M se define como

(10.5.4)

∫
M

η :=

∫
φ−1
1 (U1)

φ∗
1η,

que está bien definida al ser Rm

+ un subconjunto de Rm; mientras que la integral de ω

sobre ∂M se define —atendiendo a la discusión sobre el borde de Rm

+— como

(10.5.5)

∫
∂M

ω :=
m∑
i=1

∫
Hi

φ∗
2ω,

donde cada Hi recibe la orientación inducida como borde del conjunto {xi ≥ 0}.
En particular, si escogemos la orientación estándar para el borde de {xi ≥ 0} —esto

es, la definida por la base {e1, e2, . . . , êi, . . . , en}—, un vector saliente de TxM \ Ta(∂M)
viene dado por −ei. Dado que

(10.5.6) det(−ei, e1, e2, . . . , êi, . . . , em) = (−1)i,

la orientación estándar en el borde de {xi ≥ 0} es compatible con la heredada como borde
si y solo si i es par.

Para formas diferenciales con soporte compacto arbitrarias se procede como en el caso
con borde usual: basta recubrir su soporte con una cantidad finita de dominios de coorde-
nadas, emplear las fórmulas anteriores para cada dominio de coordenadas y utilizar una
partición diferenciable de la unidad para extender el resultado a todo el borde.

Las definiciones (10.5.4) y (10.5.5) permiten demostrar el teorema de Stokes para va-
riedades con borde anguloso:
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Teorema 10.6 (Teorema de Stokes para variedades con borde anguloso). Sea M una
variedad diferenciable con borde anguloso orientada de dimensión m y con ∂M con la
orientación heredada como borde. Sea ω una forma diferencial de grado m−1 con soporte
compacto en M . Entonces, se cumple que∫

M

dω =

∫
∂M

ω|∂M

Demostración. La prueba procede de forma similar a la prueba del teorema de Stokes en
el caso de variedades diferenciables con borde, según se lleva a cabo en [1, V.4.1].

Usando sistemas de coordenadas compatibles con la orientación y particiones diferen-
ciables subordinadas a los dominios de coordenadas de las aplicaciones anteriores como
en la demostración del caso usual, basta demostrar el siguiente aserto:

Sea α una forma con soporte compacto de grado m−1 de un abiertoW de Rm

+ . Entonces∫
W
dα =

∫
∂W

α|∂W (que es cero si el soporte de α no corta a ∂Rm

+).

Extendiendo por cero a todo Rm

+ y escribiendo la forma en coordenadas, tenemos

(10.6.7) α =
m∑
k=1

ak dx1 ∧ · · · ∧ d̂xk ∧ · · · ∧ dxm,

donde el acento circunflejo indica que ese término se excluye.

La diferencial de la forma (10.6.7) se expresa, tras reordenar las diferenciales, como

dα =
m∑
k=1

(−1)k−1 ∂ak
∂xk

dx1 ∧ · · · ∧ dxm.

Como la forma tiene soporte compacto, existe un R > 0 tal que fuera del paraleleṕıpedo
[0, R]m ⊂ Rm

+ la forma α se anule idénticamente. Calculando como en la prueba usual, se
sigue ∫

Rm
+

dα =
m∑
k=1

(−1)k−1

∫ R

0

· · ·
∫ R

0

∂ak
∂xk

(x)dx1 . . . dxm.

Observando que∫ R

0

∂ak
∂xk

dxk = ak(x1, . . . , R, . . . , xm)− ak(x1, . . . , 0, . . . , xm)

y que la forma α es nula en las caras xk = R —cogiendo R > 0 suficientemente grande—,
podemos escribir finalmente, tras reordenar las integrales utilizando el teorema de Fubini,∫

Rn
+

dα =
m∑
k=1

(−1)k
∫ R

0

· · ·
∫ R

0

ak(x1, . . . , 0, . . . , xm)dx1 . . . d̂xk . . . dxm.

Por otro lado, tenemos que∫
Hk

α|Hk
= (−1)k

∫ R

0

· · ·
∫ R

0

ak(x1, . . . , 0, . . . , xm)dx1 . . . d̂xk . . . dxm,
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donde el factor (−1)k aparece porque la orientación inducida en Hk es compatible con la
estándar si y solo si k es par, como se muestra en (10.5.6).

Juntando los resultados anteriores y utilizando la definición (10.5.5), tenemos finalmente
que ∫

Rn
+

dα =
m∑
k=1

∫
Hk

α|Hk
=

∫
Rm
+

α|∂Rm
+
,

como queŕıamos demostrar.

□

La integración en variedades con borde anguloso proporciona una manera natural de
definir la integral de una forma diferencial en n-śımplices diferenciables.

Definición 10.7. Sea M una variedad diferenciable (usual), ω una n-forma en M y σ un
n-śımplice singular diferenciable en M . La integral de ω en σ se define como

(10.7.8)

∫
σ

ω :=

∫
∆n

σ∗ω.

La definición anterior se sustenta en el hecho de que ∆n tiene estructura de variedad
diferenciable con borde anguloso orientada (con la orientación que hereda Int(∆n) al con-
siderarlo como abierto del espacio af́ın Rn), luego la integral sobre ∆n está bien definida.

Para cadenas diferenciables arbitrarias c =
∑k

i=1 ciσi, la integral se define como

(10.7.9)

∫
c

ω :=
k∑
i=1

ci

∫
σi

ω.

Un corolario del teorema de Stokes para variedades con borde anguloso es la siguiente
versión del teorema de Stokes para cadenas diferenciables.

Teorema 10.8 (Teorema de Stokes para cadenas diferenciables). Sea c una n-cadena
diferenciable definida en una variedad diferenciable M y ω una (n−1)-forma diferenciable
en M . Entonces ∫

c

dω =

∫
∂c

ω.

Demostración. Basta demostrar el teorema cuando c es un śımplice singular diferenciable
σ, el caso general se seguirá por linealidad en (10.7.9).

Utilizando que el n-śımplice af́ın estándar tiene estructura de variedad diferenciable
con borde anguloso, podemos emplear el teorema 10.6. Esto, junto al hecho de que el
pullback de cualquier aplicación diferenciable conmuta con la diferencial exterior, nos
permite escribir ∫

σ

dω =

∫
∆n

σ∗ dω =

∫
∆n

d(σ∗ω) =

∫
∂∆n

σ∗ω.

Sean {φi : i = 0, 1, . . . , n} parametrizaciones de las caras del borde del śımplice ∆n —o
bien aristas en dimensión 2— donde cada cara se identifica con ∆n−1 mediante el difeomor-
fismo af́ın canónico (6.0.2), que env́ıa el śımplice [e0, e1, . . . , en−1] a [e0, e1, . . . , êi, . . . , en].
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Estas parametrizaciones cubren ∂∆n salvo conjuntos de medida cero, aśı que única-
mente resta comprobar si las parametrizaciones preservan o invierten la orientación.
Para ello, observamos que cada una de las parametrizaciones anteriores se pueden en-
tender como la restricción de la afinidad —definida en (6.0.2)— F : [e0, e1, . . . , en] 7→
[e0, e1, . . . , êi, . . . , en, ei], cuyo determinante jacobiano es

det

(
∂F

∂t0
, . . . ,

∂F

∂tn

)
= det(e0, e1, . . . , êi, . . . , en, ei) = (−1)n−i.

La orientación de [e0, . . . , en−1] inducida como borde de [e0, e1, . . . , en] es la orientación
positiva si y solo si n es par, luego φi preserva la orientación si y solo si i es par (pues
(−1)n−i · (−1)n = (−1)i).

De esta forma, tenemos que∫
∂∆n

σ∗ω =
n∑
i=0

(−1)i
∫
∆n−1

φ∗
iσ

∗ω =
n∑
i=0

(−1)i
∫
∆n−1

(σ ◦ φi)∗ω

=
n∑
i=0

(−1)i
∫
σ◦φi

ω =

∫
∂σ

ω,

donde hemos utilizado la definición (10.7.8) junto con la definición del borde de un śımpli-
ce diferenciable. □

11. El isomorfismo de de Rham

El teorema de Stokes 10.8 proporciona una primera conexión entre homoloǵıa y coho-
moloǵıa de de Rham en variedades diferenciables, relacionando formas y cadenas a través
de la integral. No obstante, la relación entre la homoloǵıa singular y la cohomoloǵıa de
de Rham es mucho más estrecha.

Para formular rigurosamente esta relación, hay que introducir los llamados grupos de co-
homoloǵıa singular diferenciable con coeficientes reales. Proporcionaremos una definición
simplificada, pero suficiente para nuestros propósitos, siguiendo [8]:

Definición 11.1. Sea M una variedad diferenciable. El n-ésimo grupo de cohomoloǵıa
singular diferenciable con coeficientes reales, denotado Hn(M ;R), se define como

Hn(M ;R) := Hom(Hn(M),R),

donde Hom(Hn(M),R) denota el conjunto de homomorfismos de grupos de Hn(M) en R.

Los grupos de cohomoloǵıa singular diferenciable con coeficientes reales —que en reali-
dad son espacios vectoriales— heredan sus propiedades de los grupos de homoloǵıa singu-
lar. En particular, toda aplicación diferenciable F : M → N induce una aplicación lineal
F ∗ : Hn(N ;R) → Hn(M ;R) definida por

(11.1.1) F ∗(γ) := γ ◦ F∗,

con F∗ el homomorfismo inducido en grupos de homoloǵıa.
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Con la definición anterior, las aplicaciones inducidas satisfacen las siguientes propieda-
des:

(F ◦G)∗ = G∗ ◦ F ∗.
(IdX)

∗ = IdHn(X;R) para todo n ∈ N.
La cohomoloǵıa singular diferenciable hereda asimismo la invariancia por homotoṕıas

diferenciables y la propiedad de Mayer-Vietoris, de tal modo que satisface un resultado
análogo a 5.26. Análogamente se define la cohomoloǵıa singular continua, que por 9.1 es
isomorfa a la anterior.

Ejemplo 11.2. SiM es una variedad diferenciable diferenciablemente contráctil, entonces

Hn(M ;R) ∼=
{

{0} si n ≥ 1
R si n = 0.

En efecto, por 7.5 se tiene que Hn(M) = {0} para n ≥ 1, de tal modo que el único
homomorfismo de grupos a R es el idénticamente nulo. Asimismo, H0(M) está generado
por cualquier (clase cociente de) 0-śımplice, digamos [σ]. De esta forma, cualquier elemento
γ ∈ H0(M ;R) queda completamente definido sin más que fijar el valor γ([σ]) ∈ R, luego

H0(M ;R) ∋ γ 7→ γ([σ]) ∈ R
define un isomorfismo H0(M ;R) ∼= R.

Una vez introducidos los grupos de cohomoloǵıa singular con coeficientes reales, esta-
mos en condiciones de definir el homomorfismo de de Rham. Para evitar confusiones, en
adelante denotaremos por Hn

dR(M) a los grupos de cohomoloǵıa de de Rham asociados a
una variedad diferenciable.

Definición y Proposición 11.3. Dada una variedad diferenciable M el homomorfismo
de de Rham, I : Hn

dR(M) → Hn(M ;R), se define por

I[ω]([c]) :=
∫
c̃

ω,

donde [ω] ∈ Hn
dR(M) y c̃ es cualquier n-ciclo diferenciable en la clase de homoloǵıa [c] ∈

Hn(M) —que existe por el isomorfismo Hn(M) ∼= H∞
n (M).

Demostración. En primer lugar, demostremos que la definición anterior es independiente
del representante escogido.

Sea c̃′ otro n-ciclo de [c] ∈ Hn(M), de tal forma que c̃ − c̃′ = ∂b̃ para alguna (n + 1)-

cadena diferenciable b̃ (donde la diferenciabilidad se sigue del teorema 9.1). Por linealidad
en (10.7.9) y el teorema 10.8, se sigue∫

c̃

ω −
∫
c̃′
ω =

∫
∂b̃

ω =

∫
b̃

dω = 0,

6Este resultado, aśı como las propiedades anteriormente citadas de la cohomoloǵıa singular diferenciable
con coeficientes reales, es una consecuencia inmediata de que Hom(—,R) es un funtor contravariante
exacto en la categoŕıa de grupos abelianos (véase [12, 2.9]). Dado que las las combinaciones lineales con
coeficientes reales de aplicaciones de Hom(A,R) siguen siendo elementos de Hom(A,R) para cualquier
grupo abeliano A, las sucesiones exactas y los morfismos de la categoŕıa de grupos abelianos que surgen
al aplicar el funtor Hom(—,R) promocionan a sucesiones exactas y morfismos en la categoŕıa de espacios
vectoriales con las mismas definiciones.
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pues ω, al ser un representante de [ω], es una forma cerrada.

Asimismo, dadas ω̃, ω̃′ ∈ [ω], existe una (n − 1)-forma α tal que ω̃ = ω̃′ + dα, luego
aplicando de nuevo 10.8∫

c̃

ω̃ =

∫
c̃

ω̃′ +

∫
c̃

dα =

∫
c̃

ω̃′ +

∫
∂c̃

α =

∫
c̃

ω̃′,

pues al ser c̃ un n-ciclo, se tiene que ∂c̃ = 0.

La linealidad I[ω][c+ c′] = I[ω][c]+I[ω][c′] es una consecuencia inmediata de la defini-
ción (10.7.9), y la linealidad en [ω] es una consecuencia de la linealidad en la integral de
formas en general. Concluimos que la aplicación I está bien definida y es un homomor-
fismo lineal. □

El homomorfismo de de Rham propociona una conexión profunda entre la cohomoloǵıa
de de Rham de una variedad diferenciable y su topoloǵıa: pese a que en su definición se
utiliza expĺıcitamente la estructura diferenciable de la variedad, resulta que la cohomoloǵıa
de de Rham es un invariante topológico. Este es, sucintamente, el contenido del teorema
central de esta memoria, que enunciamos y probamos a continuación.

Teorema 11.4 (Teorema de de Rham). Dada una variedad diferenciableM de dimensión
m y un entero no negativo n, el homomorfismo de de Rham I : Hn

dR(M) → Hn(M ;R) es
un isomorfismo.

Demostración. Al igual que en la demostración 9.1, establecemos el isomorfismo por in-
ducción en abiertos (teorema 1.9).

Fijamos un recubrimiento V = {Vβ}β∈B de la variedadM por dominios de coordenadas
y definimos U como la familia de abiertos de W ⊂ M tales que el homomorfismo de de
Rham I : Hn

dR(W ) → Hn(W ;R) es un isomorfismo —con la condición adicional de que
∅ ∈ U . Basta comprobar que la familia U satisface las hipótesis de 1.9 para probar el
teorema.

La condición (a) de 1.9 se tiene por definición. Para probar la condición (b), como la
cohomoloǵıa de de Rham es invariante por difeomorfismos y la cohomoloǵıa singular con
coeficientes reales también —pues la homoloǵıa singular lo es y Hom(−,R) es un funtor
contravariante— basta probar que I : Hn

dR(Rm) → Hn(Rm;R) es un isomorfismo. Para el
caso n > 0, por el Lema de Poincaré 4.2 Hn

dR(Rm) = {0}; y por 11.2 Hn(Rm;R) = {0},
luego I es trivialmente un isomorfismo. Para n = 0, observamos que tanto H0

dR(Rm) como
H0(Rm,R) son linealmente isomorfos a R (respectivamente, de nuevo, por 4.2 y 11.2). Por
otra parte, Γ0(Rm) = C∞(Rm,R), y en consecuencia H0

dR(Rm) es el espacio vectorial de
funciones constantes de Rm en R. Denotando f : Rm → R a la función idénticamente 1 y
por σ : ∆0 → Rm a un generador de H0(Rm), tenemos que

I[f ][σ] =
∫
∆0

σ∗f = (f ◦ σ)(0) = 1,

luego I : H0
dR(Rm) −→ H0(Rm;R) es no nulo, y por tanto isomorfismo.

Para probar que se satisface la hipótesis (c) de 1.9, consideremos U1, U2 ∈ U tales
que U1 ∩ U2 ∈ U , basta probar que U1 ∪ U2 ∈ U . La prueba se sigue, análogamente a
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9.1, del Lema de los cinco 2.13, si bien en este caso establecer la conmutatividad del
diagrama requiere más cuidado. Escribimos las respectivas sucesiones de Mayer-Vietoris
en cohomoloǵıa de de Rham y cohomoloǵıa singular y las relacionamos como se muestra
en el diagrama

Hn−1
dR (U1)⊕Hn−1

dR (U2) Hn−1
dR (U1 ∩ U2) Hn

dR(U1 ∪ U2)

Hn−1(U1;R)⊕Hn−1(U2;R) Hn−1(U1 ∩ U2;R) Hn(U1 ∪ U2;R)

J∗

I⊕I

∂∗

I

I∗

I

ϕ∗ δ∗ ψ∗

Hn
dR(U1)⊕Hn

dR(U2) Hn
dR(U1 ∩ U2)

Hn(U1;R)⊕Hn(U2;R) Hn(U1 ∩ U2;R)

J∗

I⊕I I

ϕ∗

donde las aplicaciones verticales son homomorfismos de de Rham y las filas —al ser
sucesiones de Mayer-Vietoris— son exactas.

El diagrama anterior requiere algunas aclaraciones previas: en primer lugar, al escribir
la sucesión de Mayer-Vietoris en cohomoloǵıa singular se ha asumido tácitamente que
existe un isomorfismo

(11.4.2) Hr(U1;R)⊕Hr(U2;R) ∼= Hom(Hr(U1)⊕Hr(U2);R).

Más en general, dados dos grupos abelianos A y B —denotando en ambos la operación
interna por “+”—, se tiene el isomorfismo

Hom(A;R)⊕ Hom(B;R) ∼= Hom(A⊕B;R).

En efecto, dados g1 ∈ Hom(A;R) y g2 ∈ Hom(B;R), podemos definir el homomorfismo
g1 ⊕ g2 : A⊕B → R asociado al par (g1, g2) como

(g1 ⊕ g2)(a, b) := g1(a) + g2(b),

para todo a ∈ A y b ∈ B. Rećıprocamente, dado g ∈ Hom(A⊕B;R), definimos g1 : A→ R
por g1(a) := g(a, 0) y g2 : B → R por g2(b) := g(0, b) para cualesquiera a ∈ A y b ∈ B, de
tal modo que al homomorfismo g le asignamos el par (g1, g2) y se satisface g = g1 ⊕ g2, lo
que prueba el isomorfismo anterior y en particular (11.4.2).

Una vez explicado el diagrama, probamos que es conmutativo. Comenzando por el
primer cuadrado por la izquierda —que es idéntico al último—, recordamos de 8.3 que
para [c] ∈ Hn(U1 ∩ U2) se tiene que ϕ∗[c] = (j1∗[c],−j2∗[c]) (donde j1 : U1 ∩ U2 ↪−→ U1 y
j2 : U1 ∩ U2 ↪−→ U2 son las inclusiones). En consecuencia, para g1 ⊕ g2 ∈ Hn−1(U1;R) ⊕
Hn−1(U2;R) ∼= Hom(Hn−1(U1)⊕Hn−1(U2);R), se tiene que

(ϕ∗(g1 ⊕ g2))[c] = (g1 ⊕ g2)(ϕ∗[c]) = (g1 ⊕ g2)(j1∗[c],−j2∗[c])
= g1(j1∗[c])− g2(j2∗[c]) = j∗1 [g1][c]− j∗2 [g2][c].
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De esta forma, recordando la definición de J∗ como J∗([ω1], [ω2]) = j∗1 [ω1]− j∗2 [ω2] (con
[ω1] ∈ Hn−1

dR (U1) y [ω2] ∈ Hn−1
dR (U2)), para el primer cuadrado del diagrama se satisface

I(J∗([ω1], [ω2]))[c] = I(j∗1 [ω1]− j∗2 [ω2])[c] = I(j∗1 [ω1])[c]− I(j∗2 [ω2])[c]

= I[ω1][j1 ◦ c]− I[ω2][j2 ◦ c] = I[ω1](j1∗[c])− I[ω2](j2∗[c])

= j∗1(I[ω1])[c]− j∗2(I[ω2])[c] = ϕ∗(I ⊕ I)([ω1], [ω2])[c],

donde se ha utilizado impĺıcitamente que, dado F :M → N una aplicación diferenciable,
σ un p-śımplice diferenciable en M y ω una p-forma diferenciable en N , se tiene que∫

σ

F ∗ω =

∫
∆p

σ∗F ∗ω =

∫
∆p

(F ◦ σ)∗ω =

∫
F◦σ

ω,

luego

(11.4.3) I(F ∗(ω))[σ] = I(ω)[F ◦ σ] = I(ω)(F∗[σ]) = F ∗(I(ω))[σ],
siendo el último paso consecuencia de (11.1.1).

Hemos demostrado en consecuencia que el primer y último cuadrados —numerados
desde la izquierda— del diagrama son conmutativos.

Para el tercer cuadrado por la izquierda, similarmente al caso anterior, fijamos ([σ1], [σ2]) ∈
Hn(U1)⊕Hn(U2) y [ω] ∈ Hn

dR(U1∪U2). Recordando que ψ∗([σ1], [σ2]) = i1∗[σ1]+ i2∗[σ2] —
donde i1 : U1 ↪−→ U1∪U2 e i2 : U2 ↪−→ U1∪U2 son las inclusiones—, dado g ∈ Hn(U1∪U2;R)
se sigue que

(ψ∗g)([σ1], [σ2]) = g(ψ∗([σ1], [σ2])) = g(i1∗[σ1] + i2∗[σ2]) = (i∗1g)[σ1] + (i∗2g)[σ2].

De la definición I∗[ω] = (i∗1[ω], i
∗
2[ω]) dada en 5.1, se sigue que

I ⊕ I(I∗[ω])([σ1], [σ2]) = I ⊕ I(i∗1[ω], i∗2[ω])([σ1], [σ2]) = (I(i∗1[ω])⊕ I(i∗2[ω]))([σ1], [σ2])
= I(i∗1[ω])[σ1] + I(i∗2[ω])[σ2] = I[ω][i1 ◦ σ1] + I[ω][i2 ◦ σ2]
= I[ω](i1∗ [σ1]) + I[ω](i2∗[σ2]) = i∗1(I[ω])[σ1] + i∗2(I[ω])[σ2]
= (ψ∗ ◦ I)[ω]([σ1], [σ2]),

lo que establece la conmutatividad del tercer diagrama por la izquierda (nuevamente, se
ha empleado impĺıcitamente la igualdad (11.4.3)).

Para establecer la conmutatividad del segundo cuadrado del diagrama, recordamos las
definiciones

(11.4.4)
∂∗[ω] = [(I∗)−1(d((J∗)−1(ω))]

δ∗[e] = [(ϕ)−1(∂((ψ)−1(e)))].

La conmutatividad del cuadrado se expresa por la condición

(11.4.5) I(∂∗[ω])[e] = (δ∗I[ω])[e] = I[ω](δ∗[e]),
para todo [ω] ∈ Hn−1

dR (U1 ∩ U2) y [e] ∈ Hn(U1 ∪ U2)

Sea σ un representante de ∂∗[ω] y c un representante de δ∗[e]. Con esta notación, la
condición (11.4.5) se expresa

(11.4.6)

∫
e

σ =

∫
c

ω.
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Atendiendo a las definiciones (11.4.4) —en particular, a su buena definición e inde-
pendencia de representantes y preimágenes escogidas como se muestra en 2.5— y a la
definición de los morfismos concretos, podemos asegurar que existen f y f ′ cadenas en
U1 y U2 tales que (omitiendo las inclusiones para relajar la notación) [f + f ′] = [e] y
c = ∂f = −∂f ′; del mismo modo, existen (n− 1)-formas η1 y η2 en H

n−1
dR (U1) y H

n−1
dR (U2)

respectivamente tales que ω = η1|U1∩U2 − η2|U1∩U2 y i∗1(σ) = dη1 y i∗2(σ) = dη2.

De esta forma, aplicando el teorema de Stokes para cadenas (10.8) y las relaciones
anteriores,∫

c

ω =

∫
∂f

ω =

∫
∂f

η1 −
∫
∂f

η2 =

∫
∂f

η1 +

∫
∂f ′
η2

=

∫
f

dη1 +

∫
f ′
dη2 =

∫
f

σ +

∫
f ′
σ =

∫
e

σ,

luego se verifica (11.4.6), y por tanto el segundo cuadrado del diagrama es conmutativo.

Una vez establecida la conmutatividad del diagrama, por hipótesis la primera, segunda,
cuarta y quinta de las aplicaciones de de Rham verticales son isomorfismos. Por el Lema
de los cinco 2.13, concluimos que el homomorfismo de de Rham I : Hn

dR(U1 ∪ U2) −→
Hn(U1 ∪ U2;R) es un isomorfismo.

Finalmente, para probar la hipótesis (d) de 1.9, sea {U1, U2, . . . } ⊂ U una sucesión de
abiertos disjuntos dos a dos. La hipótesis (d) de 1.9 exige que ∪k∈NUk ⊂ U , o equivalen-
temente que I : Hn

dR(∪k∈NUk) −→ Hn(∪k∈NUk;R) sea un isomorfismo.

Recordamos que por 5.4, se tiene que

Hn
dR(
⋃
k∈N

Uk) ∼=
∏
k∈N

Hn
dR(Uk)

a través del isomorfismo S∗.

Para el caso de la cohomoloǵıa singular, 6.5 muestra que existe un isomorfismo

(11.4.7) Hn(
⋃
k∈N

Uk) ∼=
⊕
k∈N

Hn(Uk),

que viene dado —a nivel de cadenas— por la asignación S∗ : σ 7→ (i1∗σ, i2∗σ, . . . ). Más
aún, se tiene el isomorfismo

(11.4.8) Hom(
⊕
k∈N

Hn(Uk);R) ∼=
∏
k∈N

Hom(Hn(Uk);R)

sin más que asignar a cada γ ∈ Hom(
⊕

k∈NHn(Uk);R) la colección de aplicaciones γj
definida como

γj[σj] := γ(0, 0, . . . , 0, σj, 0, . . . ),

esto es, γ 7→ (γj)j∈N. La inversa del homomorfismo lineal anterior es aquella que a cada
(γj)j∈N le asigna la aplicación

γ :=
⊕
j∈N

γj; i.e., por definición γ([σ1], [σ2], . . . ) :=
∑
j∈N

γj[σj]

—donde, dado que los argumentos toman valores en una suma directa (y por tanto, solo
una cantidad finita de los [σj] pueden ser distintos de cero), la suma está bien definida.
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Componiendo (11.4.7) y (11.4.8), se sigue que el isomorfismo

Hn(
⋃
k∈N

Uk;R) ∼=
∏
k∈N

Hn(Uk;R)

está definido por la asignación S∗ : γ 7→ (i∗1 ◦ γ1, . . . , i∗j ◦ γj, . . . ), que es formalmente
idéntica a la aplicación definida en n-formas en 5.4.

De nuevo por 11.4.3 —operando coordenada a coordenada—, se tiene que

ΠI(S∗[ω])[σ] = S∗(I[ω])[σ],
esto es, el diagrama

Hn
dR(
⋃
k∈N Uk)

∏
k∈NH

n
dR(Uk)

Hn(
⋃
k∈N Uk;R)

∏
k∈NH

n(Uk;R)

S∗

I ΠI

S∗

es conmutativo. Dado que ΠI —que se define actuando sobre cada coordenada como el
correspondiente homomofismo de de Rham I— es un isomorfismo por hipótesis, leyen-
do el diagrama anterior en sentido contrario a las agujas del reloj hallamos una expre-
sión expĺıcita para la inversa de I : Hn

dR(∪k∈NUk) −→ Hn(∪k∈NUk;R). Esto prueba que
∪k∈NUk ∈ U , y por tanto se satisface (d) en 1.9.

Puesto que la colección U satisface todas las hipótesis de 1.9, concluimos que M ∈ U ;
esto es,

I : Hn
dR(M) → Hn(M ;R)

es un isomorfismo, como queŕıamos demostrar. □

Nótese que el resultado anterior no solo prueba que la cohomoloǵıa de de Rham de una
variedad es un invariante topológico, sino que además permite identificarla expĺıcitamente
con otro invariante topológico, su cohomoloǵıa singular —esto es, con el conjunto de sus
homomorfismos de la homoloǵıa singular a R.
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