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Resumen:

En este trabajo demostramos el Teorema de Poincaré-Hopf para el indice de un campo tangente.
En primer lugar, presentamos varios resultados relevantes acerca de la aproximacién y homotopia
de aplicaciones propias. A continuacién, definimos el grado de Brouwer-Kronecker de una funcién
mediante cohomologia de de Rahm y presentamos el importante teorema del borde. Asi mismo,
estudiamos las singularidades de un campo tangente, en particular no degeneradas, y llegamos a
la nocién de indice de un campo tangente. Con estas herramientas demostramos el Teorema de
Poincaré-Hopf y profundizamos en el estudio de campos gradientes, con especial énfasis en los de
funciones de Morse. Finalmente, lo relacionamos con la caracteristica de Fuler y el teorema de
Gauss-Bonnet.

Palabras clave: aproximacién, homotopia, aplicacién propia, cohomologia de de Rahm, grado de
Brower-Kronecker, indice de un campo tangente tangente, teorema de Poincaré-Hopf, funciones de
Morse, caracteristica de Euler, teorema de Gauss-Bonnet.

Abstract:

In this work we study the Poincaré-Hopf Index Theorem. Firstly, we present several relevant results
regarding the approximation and homotopy of proper mappings. Then, we define the Brouwer-
Kronecker degree using the de Rahm cohomology, and we prove the very significant Boundary
Theorem. Furthermore, we study the singularities of vector fields, in particular non-degenerate,
which lead to the notion of indez of a vector field. We then prove the Poincaré-Hopf Index Theorem
and we study in more detail the gradient fields, in particular those of Morse functions. Finally, we
make a link with the Euler characteristic and the Gauss-Bonnet Theorem.

Keywords: approximation, homotopy, proper mapping, de Rahm cohomology, Brouwer-Kronecker
degree, index of a tangent vector field, Poincaré-Hopf theorem, Morse functions, Euler characteristic,
Gauss-Bonnet Theorem.
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1. Complementos de variedades diferenciables 1

Introduccién

El objetivo ultimo de este trabajo es presentar y demostrar el Teorema de Poincaré-Hopf para
variedades compactas, que establece que el indice de un campo tangente a una variedad orientable
es el grado de la aplicacion de Gauss del borde de un entorno tubular en cualquier espacio afin que
contenga a la variedad. Para ello, todos los resultados necesarios para probar con rigor este teorema
estan recogidos en secciones anteriores.

En primer lugar, comenzamos fijando la notacién a emplear en el trabajo, y presentamos con rigor
los conceptos de punto y valor regular, enunciando también el conocido Teorema de Sard. Tras ello,
estudiamos los entornos tubulares de una variedad, la aprorimacion de funciones continuas por
diferenciables y terminamos con la diferenciabilidad en homotopias.

A continuacién, presentamos la herramienta fundamental para la formulacién del teorema: el grado
de Brouwer-Kronecker. Optamos por definirlo mediante la integral de formas diferenciales. Esta
eleccién nos permitira formular con sencillez su invariancia bajo homotopias y extender la definicion
de aplicaciones diferenciables a continuas. Cerramos este estudio con el Teorema del borde, que
asegura que el grado de una funcién restringida al borde de la variedad es constantemente nulo.

Comenzamos la tercera seccién con una somera presentacién acerca de los campos tangentes a una
variedad. Tras estudiar sus singularidades, tanto degeneradas como no degeneradas, definimos el
indice del campo en los mismos. Ilustramos estos conceptos con varios ejemplos. Tras particularizar
estas nociones a campos gradientes, finalmente enunciamos y demostramos el Teorema de Poincaré-

Hopf.

En la dltima seccién profundizamos en varias aplicaciones del teorema. En primer lugar, expone-
mos varios resultados utiles en el campo de las hipersuperficies afines, llevamos a cabo una sucinta
presentacién acerca de la integracién en variedades y estudiamos el elemento de volumen de las hi-
persuperficies. A continuacién, generalizamos la nocién de caracteristica de FEuler a hipersuperficies
compactas arbitrarias a través de triangulaciones. Finalmente, definimos el concepto de curvatura
integra de una variedad y discutimos de manera rigurosa las ideas detrds de la demostracién del
Teorema de Gauss-Bonnet, cuya férmula homénima relaciona la curvatura integra y la caracteristica
de Euler de una variedad.

1 Complementos de variedades diferenciables

1.1 Preliminares

Este primer apartado pretende servir de punto de partida para la lectura del TFG, estableciendo la
notacion que se utilizara. Asi mismo, también dard la oportunidad de presentar algunos resultados
necesarios para demostrar el Teorema de Poincaré-Hopf.

(1.1.1) Terminologia y notaciones. Son las habituales en cualquier texto de variedades diferen-
ciables o topologia.

e Una wariedad C" diferenciable de dimension m es un espacio localmente C" difeomorfo a un
abierto del espacio afin R™. Se denomina parametrizacion a una aplicacion r veces diferenciable
0:UCR"™ - W C M (donde W es un abierto de la variedad M) y sistema de coordenadas a su
inversa x =@ L : W = U.

En la practica, trabajaremos con aplicaciones y variedades suaves, esto es, de clase C* y sumergidas
en un espacio euclideo, que denotaremos simplemente diferenciables.



1. Complementos de variedades diferenciables 2

e Una variedad diferenciable con borde tiene una definicién andloga, con la dnica diferencia de que
es localmente difeomorfa al semiespacio {(x1,...,zy) € R™ : 21 > 0}

e Nos referiremos a las homotopias H(t,z) : [0,1] x X — X como H(z). Claramente Hy(z) y
H;(x) son las funciones que unimos por la homotopia.

e Sean M y N dos variedades de dimension m, y sean x = (x1, ..., Xm) €y = (¥1, .-, ¥,,,) UNOS sistemas
de coordenadas en M y N respectivamente. Entonces, dada una aplicacién f : M — N podemos
definir sus componentes como f; = y; o f. De esta manera, podemos expresar f en coordenadas de
la manera usual, f = (f1, ..., fm)-

Asi, llamaremos (matriz) jacobiana de f a
o) %)
L@ . P
Ofm Ofm
() - G

y jacobiano a su determinante. (Il

Para definir el grado de Brouwer-Kronecker, y posteriormente enunciar el Teorema de Poincaré-
Hopf, necesitamos los valores regulares. Estos puntos intervienen en el Teorema de la Funcion
Implicita, y el Teorema de Sard nos garantiza que son abundantes. Detallemos todo esto.

Definicion 1.1.2. Sea f : M — N una aplicacién diferenciable. Un punto critico de f es un
punto x € M cuya diferencial d,. f no es suprayectiva. Los puntos que no son criticos se denominan
regulares.

El conjunto de los puntos criticos de una aplicacién diferenciable es cerrado, pues se puede definir
como los ceros de ciertos menores de su jacobiana.

Podemos dar la definicién poniendo el foco en la variedad N:

Definicion 1.1.3. Un punto a € N se llama valor critico de f si alguna de sus preimagenes es un
punto critico, esto es, si existe x € M tal que f(x) = a y = es un punto critico. Si a no es un valor
critico, se dice que es regular.

Asi, el conjunto de los valores criticos de f es la imagen por f de su conjunto de puntos criticos,
pero al contrario que este ltimo, el conjunto de valores criticos no tiene por qué ser cerrado en V.
En el caso particular de que f sea cerrada (por ejemplo, si M es compacta), el conjunto de valores
criticos serd cerrado en N.

Una de las utilidades principales de los valores regulares es definir variedades diferenciables.

Proposicién 1.1.4. Sea f: M — N una funcion diferenciable, y sea a € N\ON un valor regular
de f y de flon. Entonces:

(1) f~Y(a) es una variedad diferenciable, de dimensién dim(M) — dim(N) y con borde f~'(a) N
oM.

(2) Tpf'(a) = ker(d.f) para todo x € f~'(a)
Demostracion. Seap = dim(M), ¢ = dim(NV). Denotamos por ¢ : VCRP - My 6 : W C R? - N

sendas parametrizaciones de M y N en torno a los puntos x € M y f(z) = a € N respectivamente.
Localizando la aplicacién f a través de estas parametrizaciones (esto es, estudiando 7! o f o )
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podemos suponer que f : V C RP — W C RY. La clave ahora es usar el teorema de la funcién
inversa.

Asi, como para cada = € f~!(a) la derivada d,f es suprayectiva, su nicleo E C R? es un espacio
vectorial de dimensién p — ¢q. Como existe un isomorfismo lineal 7 : £ — RP™Y que podemos
extender a una aplicacién lineal suprayectiva g : RP — RP~9  podemos definir la aplicacién h(z) =

(f(2),9(2)) : V — RP.

La aplicacién g es lineal, por lo que se tiene que dyh = (d,f,g) : RP — RP es suprayectiva y, por
tanto, un isomorfismo. Por el teorema de la funcion inversa, h es un difeomorfismo de un entorno
U de z sobre un entorno U’ de h(zx) = (a, g(z)). Escribimos h(f~!(a)) = ({a} x RP=9)N U’ y como
hemos probado que f~!(a) es localmente difeomorfo (via h) a RP~9, hemos terminado.

Usando esta misma h comprobamos que

ToM = (dzh) ™' ({0} x RP™9) = (dy.f) 7 (0) = ker(dz f),

y se cumple (2). O
T.M =RP T,N =R
Rre, 9 S
E
M N
£\ (a) f
/—o—/ _
@ o~
RP R?

Figura 1: Esquema de la prueba.

Por lo visto anteriormente, resulta clara la importancia de los valores regulares. El teorema siguiente
nos permite asegurar que en cualquier abierto de N podremos tomar un valor regular.

Teorema 1.1.5 (Teorema de Sard-Brown). Sea f : M — N una funcion C", con r > dim(M) —

dim(N). Entonces, el conjunto de valores requlares de f es residual' (y en particular, por el teorema
de Buaire, denso) en N.

Demostracion. Ver [5], pags. 63-66. O

1Un conjunto se dice residual si contiene una interseccién numerable de conjuntos densos abiertos.
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1.2 Entornos tubulares

El concepto de entorno tubular es fundamental en el estudio de las variedades, y en particular en
la presentacion del Teorema de Poincaré-Hopf, pues la demostracién del mismo se fundamenta en
llevar el estudio del problema a una estructura (el tubo) totalmente independiente del campo.

La manera de construir este entorno serd la siguiente: primero sumergiremos la variedad en un
espacio euclideo, y después demostraremos que, con unos pocos requerimientos, se puede definir
una retraccion de un entorno que la contenga, sobre ella.

La peculiaridad de esta retraccién es que “proyecta perpendicularmente” cada punto del entorno
sobre el de la variedad que le es més cercano. Esta unién entre lo topoldgico y lo métrico nos
permitira definir un entorno tubular o tubo en torno a la variedad como el conjunto de puntos que
distan de la misma una distancia suficientemente pequena.

Dicho esto, para poder construir esta retraccion necesitamos cartografiar un entorno de la variedad
de una manera que nos permita definir facilmente la retraccion. Esto se conseguira desplazando el
complemento ortogonal al plano tangente en un cierto punto, sobre ese punto.

Proposicion 1.2.1. Sea M C RP un variedad diferenciable sin borde de dimension m. Entonces
el conjunto
vM ={(z,u) e RP xRP: 2z € M,u L T, M}

es una variedad diferenciable sin borde de dimension p, y la aplicacion diferenciable
:vM —RP: (z,u) > x+u
induce un difeomorfismo desde un abierto 2 contenido en M x {0} a otro U contenido en M.

Demostracion. Probaremos cada una de las afirmaciones anteriores por separado:
(a) vM es una variedad diferenciable sin borde de dimension p.

Toda variedad (en particular M) es localmente una intersecciéon completa ([3], pagina 10), es decir,
pueden encontrarse fi,..., f;,q = p — m aplicaciones diferenciables definidas en un cierto abierto
V C RP tales que

i) VAM={zeV: fi(z)=0,.., f;(x) =0}

(ii) La matriz jacobiana J;; = (gj:;) tiene rango ¢ en todo punto de VN M.

Estas dos condiciones permiten asegurar que los ¢ vectores grad, (f;) son perpendiculares a T, M
y ademads independientes, por lo que forman una base del espacio perpendicular a T, M (que de
ahora en adelante llamaremos T, M ).

Asi, podemos definir la siguiente aplicacién:

q
g:(VNM)xRI— (VxRYNVvM : (z,y) — (x,u),u:Zyi grad,.(f;).
i=1

Reciprocamente, es posible expresar las componentes y; en términos de las u;, resolviendo el sistema
lineal anterior, lo que prueba que g no es solo biyectiva, sino que es un difeomorfismo.

Esta construccion es local y replicable en todo punto x € VN M, por lo que concluimos que v M
es localmente difeomorfa a M x R?, que es una variedad producto de dimensiéon m + g = p.
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(b) 0 es un difeomorfismo local en los puntos de la forma (x,0).

El Teorema de inversién local ([3], pdg 6) asegura que (b) es equivalente a que d(, )6 sea un
isomorfismo lineal. Ahora bien, 6 induce las identificaciones:

9|M><{O} M x {O} EM,

Oliayxroars s {x} x TeM* =T, M*.

Por tanto, la imagen de d; )0 contiene tanto a T, M como a T, M, esto es, a todo RP. Como su
dominio v M también tiene dimensién p, es un isomorfismo.

(c) 0 es inyectiva en un entorno 2 de M x {0}

Dado un punto a € M, 0 es un difeomorfismo en un entorno abierto de (a,0), llamémoslo:
U* ={(z,u) e vM : ||z — al|, [Jul| <e(a)},

con £(a) una cantidad positiva.

La unién de estos U* es un entorno abierto de M x {0}, pero puede que 6 no sea inyectiva en él.
Esto se remedia tomando como abierto el conjunto

Q= v Vi={(zuerM:|z—al|ul < je(a)},

pues, si (z,u), (2/,u) € Q tienen la misma imagen, entonces estdn en el mismo U® y han de ser el
mismo punto. En efecto, supongamos que

(z,u) €V Iz = all, llull < 3¢(a),
(,u)e vy |l =d|, W]l < ge(d),

z2+u=2+u,

y, por ejemplo, £(a’) < e(a).

Tenemos que |[u/|| < 3e(a’) < e(a) y
12 —all < |2 = 2| + ||z = all = |lu—u'|| + ||z = a]| < [Jull + [|u']| + ||z — a]| < Fe(a) + 3e(a),

con lo que (2/,u') € U* como se queria, y por la inyectividad de # en U® concluimos que (2/,u') =
(z,u).

Como consecuencia de todo lo anterior, U = 0(2) es un entorno abierto de My 6 : Q — U es un
difeomorfismo. O

Con tanta notacién es facil perder el significado geométrico de la funcién 6. Al desplazar los vec-
tores tangentes a T,M y colocarlos con origen en x, podemos obtener un entorno de x saltando
“perpendicularmente” desde la superficie M. La idea consiste en definir la retracciéon tomando el
punto desde el que hemos saltado.

Definicién 1.2.2. Siguiendo la notacion de la proposicién 1.2.1, la retraccion tubular del abierto
U sobre la variedad M es la aplicacién diferenciable:

p U

— M
y=0(zx,u) — =x
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Figura 2: Representaciéon de un entorno U de x en RP usando el complemento ortogonal al plano
tangente.

Proposicion 1.2.3. Para un abierto U suficientemente pequenio, la retraccion tubular cumple las
siguientes propiedades:

(1) M es cerrado en U
(2) y—p(y) L T,M para todo y € U
(3) dist(y, M) = ||y — p(y)|| para todo y € U
De hecho, (3) caracteriza a p.
Demostracion. Las condiciones (1) y (2) son inmediatas por construccién. Solo queda por demostrar
(3). Para ello, vemos primero que:
Cada punto x € M tiene un entorno U* C U en el que (3) se cumple.

De ser cierto esto, redefiniremos el abierto U como U = |J, U*. Tomamos un entorno compacto
L de z en M cuyo interior en M denotamos W, y tomamos ¢ = 3dist(z, M\W). Ahora, sea
V =Wn{|z—=z| < e}y tomamos § < 3¢ para asegurarnos de que L x {|u| < §} C Q. Entonces,
el entorno buscado es

U* =0(V x {||Ju|| <d}) C W.

En efecto, sea y € U”, por lo que p(y) € V' y |ly — p(y)|| < 6. Dado z € M\L, se tiene
Iz =yl = Iz =2l = [l =yl = 2& = ([lx = pW)]| + llo(y) — yl)
>2—(e+d)=e-0>6>|y—p®l,

y, por tanto, se cumple

ly =zl > |ly — p(y)| si z € M\L,
6> |ly — p(y)|| > dist(y, M) = dist(y, L).

Como L es compacto, dist(y, L) se alcanza para algin z € L. Por tanto, la funcién h : p — [jy — p||?
tiene un minimo global en z y su derivada se anula en T,M, esto es, el gradiente 2(y — z) es
perpendicular a T, M, por lo que si definimos v = y — z se tiene

v 1 T,M
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Se tiene que ||v]| = ||y — z|| = dist(y, L) < 0, por lo que (z,v) € L x {|lu]| < §} C 2. Como 6 es
inyectivaen Qy z+v = p(y)+ (y — p(y) (donde cada sumando es perpendicular al otro) se concluye
que z = p(y) y

dist(y, M) = dist(y, L) = [ly — =l = [ly — p(»)]-

Ademads, como p(y) es el tnico punto de M donde dist(y, M) = ||y — p(y)|| en efecto (3) determina
la retraccion. O

1.3 Aproximacion

En esta seccion demostraremos que toda funcién continua puede aproximarse por otra funcién de
clase C" arbitrariamente préxima, resultado que no se limita a variedades compactas. Para ello,
necesitamos introducir primero un tipo particular de funciones.

Definicion 1.3.1. Una aplicacién continua f : M — N se denomina propia cuando es cerrada y
la imagen inversa de cada punto de N es compacta. Trabajando en variedades diferenciables, estas
dos condiciones son equivalentes a que la imagen inversa de cada conjunto compacto sea compacta.

Nétese que, si la variedad M es compacta, todas las aplicaciones continuas son propias. Esto nos
permitiria enunciar el Teorema de Poincaré-Hopf sin tener en cuenta la definiciéon anterior, pero
presentarla nos abrird la puerta a algunos resultados interesantes més generales.

Que la aplicacién continua sea en particular una homotopia da pie a otra definicion importante:

Definicion 1.3.2. Dos aplicaciones f,g : M — N se dicen propiamente homdtopas si existe
una homotopia propia entre ellas. Esto es, si existe una homotopia H; propia como aplicacién
H:[0,1] x M — N tal que Hy= fy H; = g.

Una vez presentadas estas definiciones, ya podemos estudiar la aproximacién de funciones.

Teorema 1.3.3. Sea X C RP un conjunto localmente cerrado, N C R? una variedad diferenciable
y f: X = N una aplicacion continua. Para cada funcion positiva y continua € : X — R existe una
aplicacion diferenciable g : X — N tal que

| f(z) —g(x)|| <e(x) para cada x € X.

Demostracion. Como X es cerrado en un cierto entorno abierto W C RP, por el Teorema de
extension de Tietze (ver [5], pagina 62), f se puede extender a una aplicacién continua (que por
simplicidad también denotaremos f). La imagen de la aplicacién extendida f no tiene por qué estar
contenida en N. De la misma manera, se puede extender € : W — R a ese mismo abierto, donde
de nuevo la extensién recibe el mismo nombre que la funcién original. Tomando {¢ > 0} por W
podemos suponer que € es positiva en W.

Para demostrar este teorema, en primer lugar aproximaremos la funcién f y luego la retraeremos
a N.

Paso 1: Aproximacion de f. Como f es continua, cada punto z € W tiene un entorno W* Cc W
tal que ||f(z) — f(x)|| < e(2) para cada z € W?. Tomamos ahora una particién diferenciable de la
unidad para el recubrimiento {W?®} de W'y definimos:

h=>Y f(x)0,: W —RP.
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La aplicacién h es diferenciable por la local-finitud de la particion, y para cada z € W se tiene

1) = 7 = |3, F@)oa(2) = (3, 0:(2)) 12|
> 0:(Nf (@)~ )] <e(2),

[N *

donde el paso x es cierto por la desigualdad triangular de la norma (pues las sumas son finitas).
Ademas, si || f(x) — f(z)]| > e(2), entonces z ¢ W?* y se cumple 6,(z) = 0.

Paso 2: Retraccion de la aproximacion. Sea p : U — N una retraccion diferenciable sobre N desde
un abierto U C R?. La funcién &'(x) = dist(f(z), RP\U) es continua y positiva en X. As{, podemos
reemplazar W por {¢' > 0}, o simplemente asumir f(W) C U. Si en el Paso 1 usamos min{e, e’}
se garantiza h(W) C U.

Para cada x € X, tomamos K?® un entorno compacto de x en W. Asi mismo, definimos e, =
min{e(x) : z € K*} > 0, cantidad que estd bien definida porque K* es compacto. El conjunto

VE={yeU:|ply) — f(@)|| < ez}

es un entorno abierto de f(x) = p(f(x)) en RP y contiene una bola centrada en f(x) de radio
0z < €5. Sea B, la bola centrada en f(z) de radio %(&. Por continuidad, en un entorno abierto
A® C f7Y(B,)NK, de x en W se tiene que || f — f(z)|| < 36,. Reemplazando W con U, A%, se puede
asumir que cubren todo W. Sea ahora {(,}, una particién diferenciable de la unidad asociada a
este recubrimiento, y definimos

&= 16.0 W =R
x
Esta funcién es positiva y continua.

Ahora, sustituimos ¢ por min{e,&’,”} en el paso anterior y obtenemos que, como h(W) C U,
g = po h estd bien definida y es diferenciable. Ademas, g es la aproximacién de f que buscamos.
Comprobémoslo:

Sea z € X. Para estimar ||g — f|| utilizamos que (;(z) # 0 Unicamente en una cantidad finita de
puntos (por la local-finitud de la particién diferenciable de la unidad), que llamaremos 1, ...,z €
X. Entonces,

€"(2) = Y 0niCai(2) < fmaxc{dn} = 3,
=1

donde * indica que, para aligerar la notacién, supondremos que d,, es el mayor de todos estos
nimeros. Como z € A™! se tiene que f(z) € By, y por tanto

1h(2) = flz)ll < 1A(z) = f(2) + [1£(2) = flz)]] < €"(2) + 500, < bz,

por lo que h(z) € Vi, y |lp(h(2)) — f(x1)|| < 3ea,. Por otra parte, z € A® también implica

|f(2) — f(z1)|| < ies,, v, por tanto,

lg(z) = F < Mlp(h(2)) = fle)l[ +11f(2) = flzD)l] < ez,

Para terminar, aseguramos que &,, < (z), pues z € A™ C K. ]

Este resultado puede refinarse para concluir que, si la aplicaciéon f es propia, puede encontrarse
una aproximacion suficiente que también sea propia.
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Teorema 1.3.4. Sea X C RP un conjunto localmente cerrado, N C RY una variedad diferenciable
y f: X = N una aplicacion propia. Para cada funcion positiva y continua € : X — R existe una
aplicacion diferenciable propia g : X — N tal que

| f(z) —g(x)|| <e(x) para cada x € X.

Demostracion. El teorema anterior nos garantiza la existencia de una aplicacion diferenciable g
que cumple la condicién de proximidad. Como f es propia, vamos a intentar tomar una funcién
¢ suficientemente pequefia como para que g también lo sea. Asi, sean {V;} y {U;} recubrimientos
localmente finitos de N de manera que V; C U; y V; sea compacto. Entonces, como f es propia los
conjuntos compactos K; = f~1(V;) forman un recubrimiento localmente finito de X. Por tanto,
cada punto z € X posee un entorno W, que tiene interseccién no nula solo con una cantidad finita
de K;’s. Asi, podemos definir el ntimero

Ex = ml’ni dist (Vl, N\UZ)

para los indices con W,;NK; # 0. Como el recubrimiento W, es localmente finito, podemos encontrar
una particién de la unidad {7, } asociada, y definir la funcién continua

= % Z 773:(2')51

Se tiene que si la aproximacién g es construida tomando € < €*, entonces g es propia.

La clave es que para esa g se cumple g(K;) C U; para todos los i. En efecto, sea z € K; = f~1(V,).
Como 7,(z) # 0 implica que z € W, entonces i es uno de los indices de la definicién de ¢,, por lo
que &, < dist (V;, N\U;). Se sigue por tanto

1£(2) — g(2)]| < e*(= (an ))dist (Vi, N\U,) = § dist (V, N\U),

y como f(z) € V;, necesariamente g(z) € U;, como buscamos.

De este tultimo resultado deducimos que g es propia. Sea L € N un compacto. Como la familia
{U;} es localmente finita, L interseca a una cantidad finita de U;. Pero entonces, por la propiedad
descrita, C' = g~1(L) interseca solo a una cantidad finita de K;. Los conjuntos K; cubren X, por
lo que el conjunto cerrado C' esta contenido en la unién de una cantidad finita de ellos. Esa unién
es compacta, y al ser C' cerrado en ella, C' también lo es. O

1.4 Homotopia

Como vimos en la seccién anterior, toda funcién continua puede aproximarse por una diferencia-
ble arbitrariamente préoxima. Ahora, completaremos este resultado asegurando que dos funciones
arbitrariamente proximas son hométopas.

Esto eliminard la diferencia (bajo homotopia) entre aplicaciones continuas y diferenciables, algo
que se probara en extremo 1til una vez que enunciemos la invariancia del grado bajo homotopia.

Proposicion 1.4.1. Sea X C RP un conjunto localmente cerrado, N C R? una variedad dife-
renciable y f : X — N wuna aplicacion continua. Entonces, existe una funcidn continua positiva
e: X — R tal que cualquier aplicacion g : X — N con ||f(z) — g(z)|| < e(z) para todo x € X es
homdtopa a f.
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Demostracion. En principio, cualquier funcién continua g : X — N C R? es homdtopa a f via la
homotopia Hy(x) = (1—1t)f(z)+tg(x). Sin embargo, esta homotopia puede que no tenga la imagen
en N. En ese caso, consideramos una retraccién tubular diferenciable, p : U — N y definimos
e(z) = dist(f(x),R\U) > 0. Si ||f(x) — g(x)|| < e(x) para todo = € X, deducimos que

1f(z) = He(@)|| = || f(z) = (tf (@) + (1 = t)g(x))|| = [1 =t - [|f(z) — g(@)[| < e(),
por lo que Hy(x) € U. Por tanto, podemos definir una homotopia en N como p o Hy. O

Tal y como ocurria en la aproximacién de funciones, el resultado anterior puede refinarse para
demostrar que, si f es propia, g es propiamente hométopa a ella.

Proposiciéon 1.4.2. Sea X C RP un conjunto localmente cerrado, N C R? una variedad diferencia-
ble y f : X — N una aplicacion propia. Entonces, existe una funcion continua positiva € : X — R
tal que cualquier aplicacion continua g : X — N con || f(z) — g(z)|| < e(z) para todo x € X es
propiamente homdtopa a f.

Demostracion. Si f es propia es, en particular, continua. El teorema anterior nos asegura por tanto
que existe una aplicacion diferenciable g hométopa a ella. Repitiendo el Paso 8 de la demostracién
del teorema 1.3.4 para la aplicacién [0,1] x X — N : (t,x) — f(z) se prueba que, si f es una
aplicacién propia, p o Hy también lo es. O

En esta dltima prueba, si f y g son diferenciables, también lo es la homotopia construida. Este
resultado se puede generalizar como sigue:

Proposiciéon 1.4.3. Sea X € RP un conjunto localmente cerrado y sea N C RY una variedad
diferenciable sin borde. Si dos aplicaciones diferenciables f,g: X — N son homdtopas, entonces lo
son via una homotopia diferenciable.

Demostracion. Sea H : [0,1] x X — N una homotopia de niveles Hy = f y H; = g. Por apro-
ximacién, existe una aplicacién diferenciable H' : [0,1] x X — N con ||H — H'|| arbitrariamente
pequena. Por tanto, tenemos una homotopia diferenciable H] pero no necesariamente entre f y g,
simplemente sabemos que || f — Hyl|| y ||lg — H}|| son arbitrariamente pequenos.

Por la proposicién 1.4.2 sabemos que podemos unir con sendas homotopias Fy y G; tanto f a H|,
como Hj con g. Por el teorema 1.3.4 de aproximacién, podemos suponer F; y G; diferenciables.
Asi, solo faltaria comprobar que estas aplicaciones pueden pegarse de manera diferenciable.

Esto se consigue cambiando el argumento ¢ por una funcién meseta diferenciable que se aplane en
0 y 1, por ejemplo:
0(t) =0 sit<

0t)=1 sit>

)

Wb Wl

Asi, definimos la homotopia resultante como

Fy(an () site (03],
H](z) = H(;(gt_l)(:c) site _%, % ,
G0(3t72) (l’) site %, 1.
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Esta modificaciéon permite pegar Fp(;), H é( n Y Gy() de manera que la homotopia resultante H/(x)
es diferenciable, pues las funciones son localmente constantes en las junturas y diferenciables en el
resto. O

Figura 3: Detalle del pegado de dos funciones meseta.

De nuevo, este resultado se puede particularizar para funciones propias.

Proposicion 1.4.4. Sea X € RP un conjunto localmente cerrado y sea N C RY una variedad
diferenciable sin borde. Si dos aplicaciones diferenciables f,g : X — N son propiamente homdtopas,
entonces lo son via una homotopia propia diferenciable.

Demostracion. La version para aplicaciones propias de los teoremas utilizados nos garantizan que,
si f y g son propias, las homotopfas diferenciables F;, H, y Gy de la demostracién anterior son
propias, por lo que la homotopia H}' resultante también lo es. O

2 Grado de Brouwer-Kronecker

En esta seccién construimos el grado de Brouwer-Kronecker. Para ello, comenzaremos con un su-
cinto comentario sobre formas diferenciales que nos permitira entender la definicién de de Rahm,
y estableceremos algunas propiedades interesantes del mismo, principalmente su invariancia por
homotopia y el teorema del borde.

2.1 Integral y cohomologia
Una forma diferencial de grado r en una variedad diferenciable M es una aplicacién
a:xeMw—a, e N (T, M),

donde A" denota las aplicaciones multilineales alternadas de grado r. Si dados r campos tangentes
cualesquiera {X (¥} la aplicacién

a(XW LX) MRz — a, (XD, ., X)),
es diferenciable, se dice que a es una forma diferenciable.

El conjunto de todas las formas diferenciales de grado r se denota I'"(M). En general es 1til limitar
este espacio a las formas lineales de soporte compacto, conjunto que escribimos como I'.(M).
Sin embargo, como ya comentamos en el apartado 1.3, el Teorema de Poincaré-Hopf se enuncia
sobre variedades compactas, en las que I'.(M) = I'"(M), y a la hora de estudiar el teorema esta
apreciacién sera irrelevante.

Sobre el conjunto de las formas diferenciables puede definirse el operador diferencial exterior, que
es la tinica aplicacién lineal d : T*=1(M) — I'*(M) que cumple:
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1. Sir =0, d es la diferencial de funciones.
2. dod =0.
3. dlaNp)=daAB+(-1)"aAdB, donde a € T"(M).

Una k-forma w con soporte compacto se llama cerrada cuando su diferencial exterior es cero, y
exacta cuando existe otra (k — 1)-forma « con soporte compacto tal que w = da. Las k-formas
diferenciales cerradas son un subespacio lineal de I',.(M), y como toda forma exacta es cerrada, las
formas diferenciales exactas forman un subespacio de las cerradas.

Con todo ello, tenemos:

Definicion 2.1.1. El k-ésimo grupo de cohomologia de de Rahm de M es el siguiente espacio
cociente:

k-formas cerradas con soporte compacto
HE(MR) = 4 s pacto}

{k-formas exactas con soporte compacto} -

Para estudiar el grupo de grado méximo m = dim(M) hay que integrar formas y eso requiere
orientar la variedad. Recordamos muy brevemente que M es orientable si tiene un atlas cuyos
cambios de coordenadas tienen todos determinante jacobiano positivo, y entonces cada espacio
tangente de la variedad se orienta consistentemente con la base de derivadas parciales de cualquier
sistema de coordenadas del atlas. El atlas y las bases de cada tangente con esa orientacion se llaman
positivos. Se dice que la variedad estd orientada y que las coordenadas del atlas son compatibles
con la orientacién. Entonces se define en el conjunto I'7*(M) una forma lineal

fM : I'™(M) — R
w —

)

Juw
que recibe el nombre de integral de la forma w. Brevemente, se toman coordenadas x compatibles
con la orientacién y la parametrizacién ¢ = x~! de modo que p*w = f(x)dzy A --- Adxy, y se
calcula me f. Luego estos valores se pegan con una particién de la unidad.

Un resultado bésico es el célebre Teorema de Stokes, que relaciona integrales en una variedad y en
su borde. Eso requiere orientar el borde de una determinada manera. De nuevo recordamos esto
brevemente. Si x € M, entonces T,,0M es un hiperplano de T, M y una base de T,0M es positiva
si precedida de un vector tangente saliente es una base positiva de T, M. Un vector u € T, M\ T, 0M
se llama saliente si en coordenadas locales M : x; > 0 su primera coordenada es negativa.

Tras esta preparacion:

Teorema 2.1.2. Sea M una variedad diferenciable orientada de dimension m, posiblemente con
borde. Sea w una (m — 1)-forma diferenciable con soporte compacto, de manera que dw es una

m-forma diferenciable. Entonces,
/ dw:/ wlon -
M oM

Demostracion. Ver [3], V.4.1. O

En particular, este resultado afirma que si la variedad M no tiene borde (como es hipétesis, por
ejemplo, en el teorema de Poincaré-Hopf), se tiene [, dw = 0 para toda (m—1)-forma diferenciable
w. Este hecho nos permite extender de manera consistente la definicién de integral a clases de formas
en el m-ésimo grupo de cohomologia de de Rahm.
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Asi, si [a] =[], se tiene que oo — 8 = dw para una cierta (m — 1)-forma diferencial w. Usando la
linealidad de la integral, se tiene la siguiente cadena de igualdades:

fo- Lo o[
oL

Proposiciéon 2.1.3. Si M es una variedad conezxa y sin borde de dimension m, la integral

y, por tanto,

Miés aun:

/ cH'(M;R) - R
M
es un isomorfismo lineal.

Demostracion. Los comentarios precedentes nos permiten asegurar que la integral esta bien definida
para clases de formas. Vamos a demostrar que es un isomorfismo lineal o, equivalentemente, que la
dimensién de H"(M) es 1.

Para ello, elegimos una m-forma diferenciable w con integral no nula y con soporte contenido en un
abierto D difeomorfo a R™. Queremos ver que la integral de la clase de cohomologia de cualquier
m-~forma « con soporte compacto es proporcional a la de [w].

En primer lugar, podemos suponer que el soporte de a también estd contenido en un abierto
difeomorfo a R™. Para ello, recubrimos M con abiertos de ese tipo, y mediante una particion
diferenciable de la unidad podemos reescribir @ = Y., 6;oc de manera que el soporte de cada
sumando esté contenido por completo en uno de estos abiertos del recubrimiento. Como la clase de
equivalencia cumple [o] = Y7, [0;a], basta probar que cada [6;a] es proporcional a [w].

Para ello también podemos suponer que el soporte de « estd contenido en D. Asi, como M es
conexa, existe una cadena Uy, Uy, ...,U, = D de abiertos difeomorfos a R™, con sop(a) C Uy y
U;NUj+1 # 0. Para cada i = 1, ..., r, sea w; una forma diferencial con integral no nula y con soporte
contenido en U;_1 N U;. Si la proporcionalidad se cumple para formas con soportes en el mismo
abierto difeomorfo a R™, resulta que [« es proporcional a [w1], que cada [w;] es proporcional a w;1
y que [w,] es proporcional a |w].

SOp w1 sop w
T

e o o SOp w

U() U1 Ur—l UT - D

En definitiva, supondremos que « tiene soporte contenido en D. Extendiendo por cero, podemos
suponer que D es toda la variedad M, y, por iltimo, que es todo R™. Esta generalizacién es 1til,
porque nuestra busqueda del escalar ¢ tal que a — cw tenga una primitiva con soporte compacto se
formula en R™ como un problema de integracion.
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En efecto, si elegimos ¢ para que la forma a — cw tenga integral nula, se escribira
a—cw= f(z)dzy A ... A dxy,,

donde f es una funcién diferenciable con suporte compacto e integral nula. Asi, decir que o — cw
es exacta es decir que f es la divergencia de un campo X = (X7, ..., X;,,)? y su primitiva es

ZXi(—l)i+1dx1 Ao ANdxi—g Adzipg A Adag,.
=1

Por tanto, debemos demostrar que como f tiene soporte compacto e integral nula, se puede encon-
trar el campo X también con soporte compacto.
Para ello, probaremos por induccién sobre n < m la propiedad siguiente:

Sea f(x) = f(x1,...,xm) una funcion diferenciable con soporte compacto. Separamos las coorde-
nadas en © = (y,2) con y = (&1,....,2n) Y 2 = (Tnt1s .-, Tm) Y suponemos que o, f(y,z)dy = 0.

Entonces:
Z awl

para n funciones con soporte compacto Xi(zx), ..., Xn(x)

x) = /_g; f(t,z)dt

que tiene soporte compacto, pues si x es suficientemente pequeno (y sale del soporte compacto de
f), el integrando es 0, y si x es suficientemente grande, el intervalo (—oo,z) contiene a todo el
soporte compacto de f y, por hipdtesis,

—/_lf(t,z)dt—/_j;f(t,z)dt—

En el caso n > 2, supongamos que la propiedad se cumple para n—1. Denotamos y' = (21, ..., Tn—1),
de manera que x = (Y, zp, 2). Sea ¢(y') una funcién diferenciable con soporte compacto e integral
Jgn-1 (¥ )dy’ =1, y definimos

Veamoslo. Para n = 1 basta tomar

@) = f@)=h@) ho) =) [ Fa2)du

La funcién g tiene soporte compacto, por tenerlo f y ¢, y la construccién implica fRn 1 g(y xn, )d
0. Asi, por hipétesis de induccidn, existen n — 1 funciones con soporte compacto Xi(z), .. _1(x )

tales que
Z (@

Por otra parte, podemos escribir h(z) = %X”( ) donde

X,(0) = X 2) =) [ ([ st

funcién que tiene soporte compacto. En efecto, de tenerlo f y ¢ deducimos:

*Esto es, que se cumple la igualdad f(z) = Y7, %f? ().
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1. Si ||y/|| es suficientemente grande, se sale del soporte compacto de ¢ y p(y') = 0.

2. Si ||z|| es suficientemente grande o x,, suficiemente pequeno, pasa lo mismo con el soporte de
fy flut,z)=0

3. Si x, es suficientemente grande

[ ([ stwrsaa= [7 ([ soraa)a- [ so.m-o

En definitiva, las funciones Xi, ..., X;,_1, X, tienen soporte compacto. Derivando bajo el signo

integral, se ve que
n

f@) =Y F @)

i=1

Asi, hemos probado la propiedad auxiliar, lo que completa la demostracién. O

2.2 Definicion de grado para aplicaciones diferenciables

En la seccién anterior demostramos que la integral de formas diferenciales estd bien definida y
que, ademas, es un isomorfismo entre el grupo de cohomologia de de Rahm de grado maximo y los
nameros reales. Para conectar este resultado con el grado de Brouwer-Kronecker de una funcién,
necesitamos una construcciéon auxiliar:

Definicion 2.2.1. Sean M y N dos variedades diferenciables conexas, orientadas y sin borde de
dimensién m. Una aplicacién diferenciable propia f : M — N induce una aplicacién lineal

fr: TEN) — TEM)
w — ffw

7

que recibe el nombre de pull-back de f. Notese que, como f es propia, f* transforma formas con
soporte compacto en formas con soporte compacto.

Se demuestra que los pull-back inducen homomorfismos en el grupo de cohomologia (por sencillez
los denotaremos también f*). En particular, si nos restringimos al grupo de cohomologia de de
Rahm de grado maximo, el teorema 2.1.3 nos permite construir el siguiente diagrama conmutativo:

leE =\ [y
R A R

Que f* arrastre las formas de N a M hace que, comparando sus integrales, podamos definir una
aplicacién lineal A : R — R. Gracias a esto, podemos enunciar el siguiente:

Teorema 2.2.2. Sean M y N dos variedades diferenciables conexas, orientadas y sin borde de
dimension m, y sea f : M — N wuna aplicacion diferenciable propia entre ellas. Entonces, existe

un numero entero d tal que
/ ffw=d / w
M N

para cada m-forma w con soporte compacto en N. Ademds, para cualquier valor reqular a € N de
f tememos que
d= Z sign,, f, 0 si f(a) =0.
z€f~1(a)
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Demostracion. La aplicaciéon A en el diagrama 2.2 es una aplicacion lineal de R a R, luego debe ser
la multiplicacién por un escalar real, que llamaremos §. La conmutatividad se escribe:

freme ]

para cada m-forma w con soporte compacto en N. Gracias al teorema de Sard podemos tomar un
valor regular a de f, y el resultado es cierto si mostramos que

5= > sign,f,
z€f~1(a)
para una cierta m-forma w que construiremos explicitamente.

En primer lugar, puesto que a es un valor regular, su imagen inversa (que supondremos no vacia)
es finita. En efecto, por ser a un valor regular, f~1(a) es una subvariedad de M, y su codimensién
serd la dimensién de N. Como M y N tienen la misma dimensién, dim f~!(a) = 0, y f~!(a) ha
de ser un conjunto de puntos aislados. Como f es propia, f *1(a) es compacto y es por tanto una
cantidad finita de puntos. Escribiremos f~!(a) = {x1, ..., 2, }.

Por el Teorema de la Funcién Inversa, existen entornos disjuntos Uy de xj tales que cada una de
las restricciones f|y, es difeomorfa a un entorno V de aen N,y f~4(V)=U, U...UU,.

Para evitar problemas con puntos arbitrariamente préximos a a pero con mas preimagenes fuera de
los abiertos {U; }, reducimos V' al abierto V'\ f(M\U;U...UU,) y reducimos también sus U; asociados
(por sencillez, seguiremos llamando V' y U; a los abiertos reducidos). Que el nuevo abierto V es,
efectivamente, abierto es consecuencia directa de que f sea cerrada (por ser propia) y la imagen
del cerrado M\U; U ... UU, sea cerrada. Podemos hacer difeomorfo este abierto a R” mediante un
cambio de coordenadas que conserva la orientacion.

Asi, usando cualquiera de estos cambios de coordenadas, llevamos a V' la m-forma
o(x)dzy A oo Adx,,

donde ¢ : R™ — [0, 1] es una funcién meseta diferenciable tal que
w1 sl <,
TN 0 sz > 2

[l =1

Figura 4: Funcién meseta ¢(z).
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Esta construcciéon garantiza que el pull-back puede ser extendido por cero a toda la variedad N
y que tiene soporte compacto. Denotamos esta extension w, y vamos a comprobar que cumple los
requisitos que necesitamos.

Por un lado, como el soporte de w esta contenido en V', tenemos

/Nw:/vwéi/mgp(x)dxl...dmm#0,

donde en la igualdad * el signo aparece por la orientacion de N, y viene dado por el cambio de
variable de las coordenadas de V. Por otra parte, el soporte de la forma f*w estd contenido en
V) = Us, y como los Uy, son disjuntos, tenemos la siguiente igualdad:

fr--x L

Podemos calcular cada sumando usando el difeomorfismo f|y, : Uy — V. De nuevo aparece un
signo inducido por el cambio de variable de las coordenadas en Uy

/ f*WZUk;/w,
U v

donde o, = £1 dependiendo de si fy, preserva o no la orientaciéon®. Para conocer este signo solo
tenemos que comprobar el signo del determinante de la matriz jacobiana de las coordenadas que,
como x € Uy, es

Ok = Signa:k (f)

[, o= o= Sasnain [ o

como estdbamos buscando. De hecho, y puesto que | yw # 0 (como vimos al comienzo de la
demostracion), el entero Y, sign,, (f) estd perfectamente determinado. En el caso de que f~!(a) =
(), podemos tomar V' de manera que VN f(M) = 0 (pues f(M) es cerrado). Asi, f*w = 0, la integral
Jo ffw =0y, en efecto, § = 0. O

y concluimos que

2.3 Definicién de grado para aplicaciones continuas

La seccion anterior nos ha permitido definir el grado de Brouwer-Kronecker de una aplicacién dife-
renciable. A continuacién demostraremos que el grado es invariante por homotopia y asi, utilizando
los resultados del apartado 1.3.4, podremos definir el grado de una aplicacién cualquiera como el
de una aproximacién diferenciable suya.

Proposiciéon 2.3.1. Sean M y N dos variedades diferenciables conexas, orientadas y sin borde,
de dimension m, y sea H : [0,1] x M — N una homotopia propia diferenciable. Entonces,

deg(Ho) = deg(Hy).

Demostracion. Sea w una m-forma diferenciable en N con integral no nula. Consideramos el pull-
back H*w. Se demuestra (ver [3], pdg. 117) que el pull-back conmuta con la diferencial exterior, de
manera que se cumple la igualdad

d(H*w) = H*(dw).

3Como cada Uy es conexo, esta es una propiedad global en Uy.
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Sin embargo, dw = 0, pues w es una forma diferencial de grado maximo, y:

0= / H* (dw) = / d(H*w).
[0,1]x M [0,1]x M

Esta tultima integral puede calcularse usando el Teorema de Stokes. Para ello, ndtese que [0, 1] x M
es una variedad diferenciable de dimensién m + 1 y frontera ({0} x M) U ({1} x M).

My = {1} x M

AN

My = {0} x M

Figura 5: Ejemplo de un cilindro [0,1] x M. Nétese como la orientacién inducida en cada una de
las caras es opuesta.

La orientacién en cada una de las dos componentes conexas del borde 9([0, 1] x M) = My U M; es
opuesta, por lo que la integral anterior se escribe de la siguiente manera:

0:/ d(H*w):/ wa—/ Hjw.
[0,1]x M M M

Por tanto, haciendo uso del teorema 2.2.2 podemos calcular

deg(Ho)/ w:/ ng:/ H{‘w:deg(Hl)/ w,
N M M N

¥, puesto que [ w # 0, concluimos:
deg(Ho) = deg(Hy).

O

Acabamos de demostrar que el grado de una aplicacién es invariante por homotopia diferenciable.
Si unimos esta informacién a la que ya conocemos de la aproximacién y homotopia de funciones,
podemos enunciar al fin el resultado buscado:

Proposicién 2.3.2. Sean M y N dos variedades diferenciables compactas, orientadas vy sin borde
de dimension m, y en el caso de N también conexa. Sea f : M — N una aplicacion propia.
Entonces, todas las aplicaciones diferenciables propias g : M — N propiamente homdtopas a f
tienen el mismo grado, y definimos el grado de f, deg(f) como el de cualquiera de ellas.
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Demostracion. El teorema 1.3.4 y la proposiciéon 1.4.2 nos permiten asegurar que existe una apli-
cacion ¢ diferenciable propia propiamente hométopa a f. Ahora bien, para comprobar que esta
definicién es consistente hemos de verificar que no depende de la aplicacién g escogida.

En efecto, si dos aplicaciones g,¢’ : M — N son propiamente homdétopas a f, son propiamente
hométopas entre si. La proposicién 1.4.4 nos asegura que existe una homotopia H diferenciable
propia tal que Hy = g y H; = ¢'. Por el resultado anterior se concluye que deg(g) = deg(¢’), y la
definicién es correcta. ]

2.4 Teorema del borde
Terminamos el estudio del grado de Brouwer-Kronecker con el siguiente resultado:

Teorema 2.4.1. Sea M una variedad diferenciable orientada y de dimension m + 1, con borde
OM. Sea N una variedad diferenciable orientada y sin borde, de dimension m. Sea H : M — N
una aplicacion propia. Entonces,

deg(H|onr) = 0.

Demostracién. Por la proposicién 1.4.2 existe una funcién positiva € : 9M — RT tal que toda fun-
cién Glapr tal que ||Glaar — Hanr|| < € es propiamente hométopa a H|gpr. Como RT es difeomorfo
a R el teorema de extensién de Tietze nos permite extender esta aplicacién € a otra M — RT.

El teorema 1.3.4 garantiza que para toda funcién positiva y continua & : M — R existe una
aplicacién diferenciable G : M — N tal que ||H(x) — G(z)|| < &(z). En particular, es cierto que
[ H|onr — Glom || < lons = €, luego Hlonr = Glon y deg(Honr) = deg(Glan)-

Por simplicidad, escribiremos f := G|gps. Como M es una variedad de dimensién m + 1, OM es
una variedad de dimension m, y como f es diferenciable, el grado de f es el escalar d que cumple

Ju =)

para toda w forma diferencial de grado maximo en N. Como siempre puede tomarse una forma de
grado maximo con integral no nula en N, vamos a demostrar que el lado izquierdo de la igualdad
siempre es cero, lo que probara el resultado.

En efecto, es cierta la siguiente cadena de igualdades

Fo= | Guloy = / A(G*w) 2 / G (dw) 2 0,
oM oM M M
pues
e (1) es cierto por el Teorema de Stokes.
e (2) es cierto por la conmutatividad entre la diferencial exterior y el pull-back (ver [3], IV.4.4.3).

e (3) es cierto por ser w una forma diferencial de grado méximo en N, por lo que dw = 0.

y queda probada la nulidad del grado. O

3 El teorema de Poincaré-Hopf

En esta seccion estudiaremos las singularidades de campos tangentes sobre una variedad y defi-
niremos el indice de un campo en las mismas. Tras particularizar estos conceptos a los campos
gradientes, podremos enunciar el Teorema de Poincaré-Hopf.



3. El teorema de Poincaré-Hopf 20

3.1 Singularidades en campos tangentes

Comenzaremos este apartado con una breve introduccién a los campos tangentes a una variedad,
estudiaremos sus ceros y definiremos el indice de un campo en uno de ellos. En todo el apartado,
M hard referencia a una variedad diferenciable orientada, sin borde, de dimensiéon m y sumergida
en RP.

(3.1.1) Ceros de un campo tangente tangente. Un campo tangente tangente en M es una
aplicacién diferenciable £ : M — RP tal que £(z) € T, M para todo z € M. Podemos representar £
en coordenadas locales como sigue:

Sea ¢ : U — M una parametrizaciéon de M. Para cada z € U nombramos z = ¢(x). El espacio
tangente T, M estd generado por la base de derivadas parciales

0 Op .
= ) = <1 <
0%, . d:):SO(el) o, (:C), I1<i<m

Por tanto, podemos escribir
m 8 m
€)= o) = D 6l0) 5| =D G@o@ ()
i=1 tlz = !

donde las funciones &; : U — R estan univocamente determinadas y son diferenciables. Asi, consi-
deraremos también la aplicacion diferenciable

E U — R™

Diremos que z = ¢(z) es un cero o singularidad del campo & si &;(x) = 0 para todo i. En ese caso
se cumple:

0 0
d:€ o, | = dz(§0p)(e;) = %j(f °p)(x)
* o~ 0% dp %
=3 5, W)+ Lt @)
N ANy S

Por tanto, tenemos una aplicacién lineal d.€ : T,M — T,M C RP, cuya matriz respecto de la base
de derivadas parciales es la matriz jacobiana J;¢ de la localizacion &.

Por otra parte, el determinante de la aplicacién es un invariante de &:

det(dzf) = det(J:cg)v ng: (gjz (x>> :
J ij

Después de esta preparacion tenemos:

Definicién 3.1.2. Decimos que z es un cero no degenerado de § cuando el determinante det(d&)
es no nulo. Si z es un cero no degenerado, el signo +1 de det(d.£) # 0 recibe el nombre de indice
de & en z y se denota

ind, (&) = signdet(d,&) = sign, ().
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Que z sea no degenerado es equivalente a decir que la localizaciéon £ : U — R™ es un difeomorfismo
local en z, y por tanto localmente inyectivo, de manera que z es un cero aislado.

Para estudiar con la maxima generalidad los ceros de un campo tangente, es necesario considerar
el caso de los ceros degenerados, aquellos en los que det(d.£) = 0.

Proposicién 3.1.3 (Escision de ceros aislados). Sea & : M — RP un campo tangente diferenciable.
Sea 0 un abierto de M donde £ tiene un tnico cero z. Entonces hay un entorno abierto U de z,
con U C Q, y un campo tangente diferenciable ( : M — RP tal que se cumple lo siguiente:

1. U es una variedad diferenciable compacta con borde Z = U\U.
2. (=€ fuera de U
3. ¢ tiene una cantidad finita de ceros en ), todos ellos en U y todos ellos no degenerados.

Diremos que ( es una escision de £ en z.

Demostracion. Puesto que las propiedades a demostrar son locales, podemos suponer ) = R™,
¢ = £y z = 0. Entonces, tomamos un valor regular a de & que cumpla ||al| < ||¢(x)| para
1 <|lz|| < 2. Asi mismo, sea 6 una funcién meseta diferenciable con 0 <0 <10 =1len |z|| <1y
6 =0 en ||z|| > 2. Entonces, tomamos ( =§ —af y U = {x : ||z|| < 2}. Esta eleccién cumple:

1. £ = ( fuera de U y por tanto no tiene ceros fuera de U.
2. &l > llal| > ||laf|| en 1 < ||z|| < 2, y por tanto ¢ no tiene ceros fuera de V := {z : ||z|| < 1}.

3. ¢ =&—aen V, luego los ceros de ¢ en V son los puntos V N &£71(a). Como a es un valor
regular de &, estos ceros son finitos y no degenerados.

Finalmente, U es una bola cerrada en R™, y por tanto es una variedad compacta con borde Z =
U\U = {z : ||z]| = 2}. O

Esta escision es la clave para definir el indice en ceros aislados degenerados. Sin embargo, antes
necesitamos un resultado auxiliar:

Proposicion 3.1.4. Sean W una variedad diferenciable compacta y orientada de dimension m y
X =0W. Sea f: W — R™ una aplicacion diferenciable y sea a € R™\ f(X) un valor regular
de f. Consideramos la aplicacion diferenciable:

g X — S

f(@)—a
T =7 @)=

Entonces, f~1(a) es finito, y el grado de Brower-Kronecker de g es:

deg(g) = Y sign,(f).

zef~1(a)

Demostracion. Como a es un valor regular de f y W es una variedad compacta, el conjunto f~!(a)
es finito, y de la forma f~!(a) = {z1, ..., 7, }. Podemos tomar r entornos disjuntos U}, de los puntos
z1, de manera que las restricciones f |, © Up — B son difeomorfismos sobre una bola abierta B
centrada en a.

Tomamos ahora una bola cerrada D més pequena y contenida en B, y denotamos por .S su frontera.
De nuevo, podemos restringir la funcién f para obtener difeomorfismos

flvi Vo= fY(D)NU, — D, f(OV) = S.
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Sea V' = W\ J,, Vi. Esta es una variedad diferenciable con frontera Y = X U J, 0V}, donde X y
los OV}, tienen la orientacién inducida por V', que es la opuesta a la inducida como frontera de sus
respectivos V.

Como a ¢ f(V), g esté bien definido en V. Por el teorema del borde, deg(G|sy) = 0 y, por tanto,

deg(glx) — > _ deg(glov,) = 0
k

donde el signo negativo se corresponde con la orientacion opuesta de los bordes 0Vi. Ademas, si €
es el radio de la bola cerrada D, se tiene

1 -

y por tanto deg(g|av;, ) = deg(flav; ). Ahora bien

(1) Si signy, ( f) = +1, el difeomorfismo fly, : Vx — D conserva la orientacién. Por tanto,
flav, : OV, — S también preserva la orientacién y tiene grado de Brouwer-Kronecker +1.

(2) Sisign,, ( f) = —1, el difeomorfismo f|y, : Vi — D invierte la orientacién. Por tanto, f|ay, :
0V — S también invierte la orientacion y tiene grado de Brouwer-Kronecker —1.

Por tanto,

deg(gx) =Y _ deg(glov,) = > _ deg(flav,) = Y _ sign,, (f).
k k k
O

Ya estamos en disposiciéon de definir el indice de un campo en un cero degenerado. Para ello,
comenzaremos por estudiar una escision del mismo.

Proposicién 3.1.5. Sea £ : M — RP un campo tangente diferenciable, y sea z € M un cero aislado
de €. Sea  una escision de £ en z, definida en el abierto  C M asociado a una parametrizacion
p de M en z. Entonces

: §
> indee(€) = deg | 1=l
S
donde la suma abarca todos los ceros no degenerados z* de ( y S es una esfera centrada en x =
0~ Y(2). Asi, esta suma no depende de la escision ni de la parametrizacion.

2%
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Denotamos esta suma como el indice de £ en z, y escribimos
ind.(¢) =) _ind.-(¢).
Z*

Si € tiene una cantidad finita de ceros, y todos ellos son aislados, definimos el indice total de £ como
la suma

Ind($) = > ind.(€).

z

Si no hay ceros, el indice es cero.

Demostracion. Sean U C Q el abierto asociado a la escisién, y su frontera Z = U\U. Sean X =
0 YZ) y x* = p~1(2*), de manera que

<
€]

3 13
e

édeg £

€l

1€

)

Z ind+ (¢) = Z sign . () 2 deg

z* X X S

donde

e (1) es cierto por la definicién de indice en un cero no degenerado.

(
(2) es cierto por la proposicién auxiliar 3.1.4.
(

3) es cierto porque ( = ¢ en Z.

e (4) es cierto por el teorema del borde. En efecto, X U S es la frontera de U\ B, donde B es
la bola cerrada de frontera S. Como la orientacién inducida en X es opuesta a la de S, se
cumple

3 £
€l

§

0=deg | = = deg —deg | =
€]l

X S

Asi, el primero de los términos de la cadena de igualdades no depende de ¢ y el ultimo no depende
de (, por lo que ninguno depende de ¢ ni de . O

Ejemplo 3.1.6. Parametrizamos la circunferencia S! mediante
¢ : UCR — S'cR?
0 — (cosb,sinf)’
donde U es un intervalo abierto de longitud 27. De esta manera, el espacio tangente estara generado
por el vector % = (—sinf,cosf) y podemos definir los campos tangentes

0

., 0 B
& =sinf—, & = 50"

00

e El campo &; tiene dos ceros, en los puntos 21 = (1,0) = ¢(0) y 22 = (=1,0) = o(7). El jacobiano
de la localizacion & = sin § es muy sencillo, pues es el escalar J,& = cos#.

Asi, vemos que ambos ceros son no degenerados, y que se cumple

ind;, (¢) = signy(&) =1, ind,, (¢) = sign,.(§) = —1.

e Por otra parte, el campo & nunca se anula.
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2 2
1 1
0 0
1 1
2 2
2 1 0 1 2 -2 1 0 1 2

Figura 6: Campos tangentes a S'. A la izquierda, el campo &;. A la derecha, el campo &. Marcados
en negro estan los ceros del primero.

Si estudiamos el indice total de ambos campos vemos que se cumple:
Ind(&) =14+ (—1) =0, Ind(&) = 0.

Que estas cantidades sean iguales no es casualidad. El teorema de Poincaré-Hopf demuestra que el
indice total de un campo tangente a una superficie depende solo de esta ultima. En el caso de la
circunferencia, el indice es 0, por lo que la cantidad de ceros del mismo ha de ser par.

La propiedad siguiente nos permitird estudiar los ceros de campos mads generales como producto
de otros mas sencillos.

Proposicion 3.1.7. Sean £ y ¢ sendos campos tangentes vectoriales sobre las variedades M y N
respectivamente, y sean x € M ey € N dos ceros aislados. Entonces, £ X ( es un campo de M x N,
z = (z,y) es un cero aislado de £ x ( e

ind, (¢ x ¢) = ind,(§) - indy(().

Demostracion. Dado p € M x N arbitrario, existen a € M y b € N tales que p = (a,b). Como M
y N son variedades diferenciables (de dimensién m y n respectivamente), existen abiertos U C R™
y V C R" y parametrizaciones ¢ : U - W C M y ¢ : V — Y C N sobre entornos abiertos de a
en M y ben N. Claramente, U x V es un abierto de R, W x Y es un entorno abierto de p en
MxNyw=¢px1:UxV =W xY es una parametrizacion de M x N en p.

El espacio tangente a M x N en p es la imagen de la aplicacion dy-1yw = dy-1(4)¢ X dy-15)0, ¥
T,(M x N) =T,M x T,N. Asi, si { y ¢ son campos tangentes sobre M y N, claramente £ x ¢ es
un campo tangente sobre M x N.

Si x (resp. y) es el tnico cero de £ (resp. () en un entorno V¥ (resp. V¥), entonces (z,y) es el inico
cero de £ x ( en V¥ x V¥, Nétese que el reciporoco no es cierto.

Para calcular su indice, consideramos una localizacién ¢ de € y otra ¢ de ¢, de modo que (£, () es
una localizacién de & x (. £ solo depende de las m coordenadas que parametrizan M (idem para ¢
con las n coordenadas restantes), por lo que la matriz jacobiana de £ x ¢ serd diagonal por cajas y

de la forma )
== [ J(&§) 0
Jz(f,C) - ( 0 Jy(g) ) .
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Por tanto, observamos que

ind,(§ x () = signdet(Jz(é_, f)) = signdet(Jx(ﬁ_)) -signdet(Jy(C_)) = ind, (&) - indy((). -

Ejemplo 3.1.8. La parametrizacién usual del toro de revolucién T? es

© R? — T?
(0,6) — (cosf-(R+r cos¢),sinf - (R+r cose),r sinf) ’

sabemos que una base de su espacio tangente son los vectores

= (—=sinf(R+r cosd),cos (R + 1 cos $),0) ,

= (—r cosf sin ¢, —r sinf sin ¢, r cos ) .

Sl g

Pero T? = S! x S! y si & es el campo sobre la circunferencia del ejemplo anterior,

. ,0 0
§=&6X& —s1n9%+3m¢%

es un campo sobre el toro. Puesto que los campos % y a% son perpendiculares entre si observamos
que, de acuerdo con 3.1.7, los ceros de & son pares de ceros de cada uno de los &; con indices:

g

0 +1 | -1
T -1 +1

™

0

Tabla 1: Indice del campo & en los ceros (6, ¢).

2
1
0 (0, 7)
0.‘\
. 20
)
2 7
4 77

4 4

Figura 7: Campo ¢ tangente a T2, con R = 2, r = 1. Los ceros del campo estan marcados en negro.
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Estudiemos con un poco més de detalle la elevacién del campo a R? via ¢.

27 o - ° -0
NN
. NNWF7Z7274
SN
® 7l ° ;///////e\\\\.\.\.\: ¢
e NN
. AN
e %/ N N\
VA gt sl VA AN NN NN
or o - ° —®

o

™

Coordenada radial 6

N
B

Figura 8: Elevacién del campo ¢ al plano. Nétese que el toro T? se define con el cociente de los
lados de este cuadrado, por lo que solo hay cuatro ceros diferentes.

Cero de £ en (0,0)

Coordenada radial 6

Cero de £ en (m,m)

= = 4n/3
RIES I W7
< D N N % \\:Ii‘.//
c o T2 L c ! .;:/71§\‘<:
S 7 T NN S
87 T INNN Som /7/ f \\
-mil3 0 /3 2m/3 T A7/3
Coordenada radial 6 Coordenada radial 6
Cero de £ en (w,0) Cero de £ en (0,m)
= AR
RN R PP R
5 — T N 5 S TN Ny
'% 0 — . — % g = e e e
5 —nN T S 5 NN BRI
Sl NN LLNNN 17O
S AN/ &
2713 T 47/3 -3 0 /3

Coordenada radial 6

Figura 9: Detalle de los ceros de la elevacién del campo ¢ al plano.

En esta figura los dos ceros superiores tienen indice 1 y los inferiores tienen indice —1. Estos
campos son muy comunes, hasta el punto que este tipo de ceros tienen nombres propios. Asi, en
(0,0) tenemos una fuente, en (w, ) un sumidero y en (m,0) y (0,7) los llamados puntos de silla.

Por ultimo, nétese que en un entorno suficientemente pequeno de estos ceros es posible hacer los
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desarrollos de Taylor
sint~tsix~0, sint~=m—tsit=m,

por lo que el campo £ en las inmediaciones de sus ceros es, esencialmente, alguno de los siguientes:

f p 19}
— 0 9 _ 0 _ E=axt —
5 =Ty + y[“)y §= Loy y(ﬂ)y oz yay

NN
N N A

Fuente Sumidero Silla

~ 10 ~ -1 0 ~ 1 0
Jo0§ = ( 01 ) Jo0§ = ( 0 —1 ) Jo0)§ = ( 0 —1 )

ind¢ = signdet Jig 0 = 1 ind¢ = signdet Jip 0 = 1 indo¢ = signdet Jip 0§ = —

3.2 El teorema de Poincaré-Hopf

Una vez que hemos definido la nocién de indice de un campo, podemos demostrar el resultado prin-
cipal de este trabajo: el indice es un invariante de la variedad, independiente del campo empleado
para calcularlo.

Antes de demostrar este resultado, necesitamos hacer unos comentarios acerca de entornos tubula-
res.

(3.2.1) Vectores normales en tubos. Sea M C RP una variedad diferenciable compacta y sin
borde de dimensién m. Entonces, tal y como demuestran las proposiciones 1.2.1 y 1.2.3, M tiene
una retraccién tubular p : U — M tal que = — p(z) es perpendicular a Tpz)M. Consideremos la
funcion diferenciable

T U — R
x|l —p(x)|*

Como z — p(x) es perpendicular a d,p(RP) C T),,) M, se sigue facilmente que

grad, () = 2(z — p(z)).

El gradiente se anula exactamente para x = p(z), por lo que € M y 7(x) = 0. Por tanto, cualquier
e > 0 es un valor regular de 7 y el conjunto N = {x : 7(z) < €} es una variedad diferenciable con
borde ON = {x : 7(x) = e}. También sabemos que grad,(7) es perpendicular a N en zx, por lo

que
_ogrady(r) 1
%) = arad, ()] ~ V&=~ =)

es un campo normal unitario de ON.
Finalmente, teniendo en cuenta que
(i) ||l — p(x)| = dist(z, M) para todo = € U,
(ii) dist(M,R\U) > 0,
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podemos concluir que para ¢ > 0 suficientemente pequeno

N = {z e R? : dist(x, M) < \/e}, ON = {z € RP : dist(z, M) = e}

E=T,,M"

En resumen, N es una variedad diferenciable compacta y llamamos a 1 campo normal en un tubo en
torno a M. Observamos que n(x) es un vector tangente saliente que sirve para definir la orientacién
de ON como borde de N, que es lo que suponemos siempre. O

Asi, ya contamos con todas las herramientas para obtener el resultado central de este trabajo:

Teorema 3.2.2 (Teorema del indice de Poincaré-Hopf). Sea M C RP una variedad diferenciable
compacta, orientada y sin borde, y sea & un campo tangente diferenciable con ceros aislados. Sea
n:ON — SP~1 un campo normal en un tubo en torno a M. Entonces,

Ind(¢) = deg(n).

Demostracion. La proposicion 3.1.3 nos garantiza que podemos separar los ceros de £ y asumir que
son no degenerados. Asi, con la notacién del texto anterior, definimos la aplicacién

f : N — RP
z — z—p(z)+&(p(2))

Aseguramos que 0 es un valor regular de f. En efecto, como x — p(z) y £(p(x)) son perpendiculares,
f(z) = 0siysolosiz=p)y(p(xr)) =0.La primera condicién implica z € M y la segunda,
que z es un cero de &, que llamaremos a. Asi, dado este cero a, se cumple

(1) f=¢&en M, por tanto d, f|r,m = du&,
(2) p =a en el complemento ortogonal a + E de T, M, por lo que d,f|r = Idg.

Esto significa que d,f = Idg @ d,&, por lo que det(d,f) = det(d,&) # 0, ya que a es un cero no
degenerado de &. Esto muestra que 0 es un valor regular de f, sus preimédgenes son los ceros de £ y

> sign, (f) =Y sign, (&) = Ind(€).
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Por otra parte, la proposicién 3.1.4 nos permite asegurar
ol .
g\ - Z Slgna(f)’
11 o

a
por lo que bastarfa con probar que deg(n) = deg (f”ll‘aN> . Esto es cierto porque estas dos aplica-

ciones de ON a SP~! son hométopas, y tienen por tanto el mismo grado.

Para comprobar que estas aplicaciones efectivamente son hométopas, veremos que no tienen image-
nes antipodales. En efecto, sin y ﬁ‘ tuvieran imagen antipodal en algin x € 0N, se cumpliria
ON

—A@) - (2 = p(x)) = = — p(z) + £(p(2)) — A(2) (@)[| > 0.

1
= %”f
Sin embargo, entonces ocurriria (p(z)) = —(1 + A(x))(z — p(x)), lo que es imposible para = ¢ M,
pues {(p(x)) € TyyM y 0 # —(1 + A(x))(x — p(x)) L Ty M. Por tanto, n y wa‘&N no tienen
imagenes antipodales y la homotopia

ton(z)+ (1 —t)
Hy(z) = II;II
[t-nt@) +a -0
estd bien definida porque el denominador nunca se anula. O

Observacién 3.2.3. El lado derecho de la ecuacién Ind(£) = deg(n) no depende del campo tangente
&, es decir, todos los campos de M tienen el mismo indice, que podemos llamar indice de M (aunque
més adelante veremos que tiene un nombre mds conocido). Simétricamente, el lado izquierdo no
depende del tubo, por lo que todas las aplicaciones de Gauss, independientemente del tubo y de la
inmersién, tienen el mismo grado.

Corolario 3.2.4. Todo campo tangente a una variedad diferenciable compacta, orientada y sin
borde de dimension impar tiene indice total nulo.

Demostracion. Sea M una variedad diferenciable que cumple las hipétesis anteriores y sea m su
dimensién. Tomemos un campo £ definido sobre ella con la propiedad de que todos sus ceros sean
no degenerados, y estudiemos el campo —¢£.

Por la definicién de indice en un cero no degenerado, se tiene que

ind,(—¢) = signdet(d.(—¢)) = sign ((—1)™ det(d.£)) = (—1)™ sign (det(d-£)) = (—1)™ ind.(€).

Como los ceros de £ y —¢ son los mismos, sumando ambos extremos de la cadena de igualdades a
todos los ceros z de £ llegamos a que

Ind(—¢) = (~1)" Ind(€).

Por el Teorema de Poincaré-Hopf, el indice no depende del campo, por lo que si m es impar la
ecuacion anterior solo se cumple cuando

Ind(—¢) = Ind(¢) = 0.
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3.3 Campos gradientes

En esta seccién vamos a estudiar un tipo particular de campos tangentes y calcularemos sus indices.
Estos son los campos gradientes:

Proposicion 3.3.1. Sea M C R?P un wvariedad diferenciable sin borde de dimension m, y sea
f: M — R una funcion diferenciable. Entonces, existe un unico campo tangente diferenciable € tal
que

d,f(u) = (u,&;) para todo w € T,M,z € M

donde (-,-) es el producto escalar usual en RP.

Este campo tangente & recibe el nombre de gradiente de f y se denota grad(f).

Nétese que si M es un conjunto abierto de RP, entonces grad(f) = (8‘9—9{1, ey %).

Demostracion. En primer lugar, hacemos notar que para cada z € M la aplicaciéon v — (-, v) es
un isomorfismo lineal de T, M a su espacio dual L(T,M,R) (Teorema de Representacion de Riesz).
Por tanto, £ estd univocamente determinado por la condicién del enunciado, y solo falta comprobar
que este campo es, en efecto, diferenciable. Como esta es una propiedad local, lo demostraremos
localizando el campo con una parametrizacion.

Asi, sea ¢ una parametrizacion de un entorno U de z en M, y x su sistema de coordenadas asociado.
Podemos escribir por tanto

i 0
€|U = ng’ai 5 = (517"'757?1)7
=1 %k

y demostraremos que {} son funciones diferenciables. Tenemos que

=Y (S @ g @) o)
k=1 !

Obtenemos por tanto un sistema lineal donde las incégnitas son los valores {x(x). La matriz del
sistema, que llamararemos G, es la matriz de Gram euclidiana de la base de derivadas parciales,
que es la matriz del producto escalar respecto de esa base. Al ser la matriz asociada a un producto
escalar es definida positiva, y en particular su determinante es estrictamente positivo. Por tanto,
podemos resolver de manera univoca el sistema y encontrar expresiones diferenciables para los

&k O

Nétese cémo los puntos criticos de f : M — R son exactamente los ceros de su gradiente (por
esto los ceros de campos tangentes tangentes se denominan singularidades). Queremos determinar
cudles de estos ceros son no degenerados. Llamaremos a estos ceros puntos criticos no degenerados

de f.

(3.3.2) El jacobiano de un campo gradiente en un cero. Sean f : M — R una funcién
diferenciable y & = grad(f). Sea z un punto critico de f, esto es, un cero de £. Consideremos ahora
una parametrizacién ¢ de un abierto U de z y denotamos por x el punto tal que z = p(x). Al igual
que en la prueba anterior escribimos
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€|U = Zk: ékfikvgz (513 "‘7£m)a
fw) Zk<§g‘i7§7ﬂ>§k-

Estamos interesados en el siguiente jacobiano:

(*) =

_ (o
det(d.&) = det(Jz€), J2€ = ( & (x )> .
Ox; .
17]
Para ello, vamos a derivar las expresiones ():

Jdp Oy
P(fop) axza@ Do Do\ &,
a:cjax_; o, 2 G Gy o,

Como z = ¢(x) es un cero del campo &, la primera suma se anula en x y obtenemos

P*(fop) Oy Dy O,

De nuevo encontramos la matriz de Gram G, y definiendo la matriz hessiana de f o ¢

2 o
He(foy) = (W(@) ,

podemos escribir la suma anterior en forma matricial como sigue:

Hx(f © 90) =Gy Ja:g

Como el determinante de G,y es estrictamente positivo, la igualdad anterior determina univoca-
mente la matriz J,£ y por tanto la aplicacion lineal d.£. Por tanto, tenemos

ind, (&) = sign(J,€) = sign det H,(f o ¢).

Aqui incluimos el caso ind = sign = 0, que significa que z es un cero degenerado de £ o, lo que es
lo mismo, un punto critico degenerado de f. O

Veamos ahora que la definicién de matriz hessiana es intrinseca:

Proposicién 3.3.3. Sean f : M — R una funcion diferenciable y & = grad(f). Sea z un punto
critico de f, esto es, un cero de &. Consideremos ahora una parametrizacion ¢ de un abierto U de
z y denotamos por x el punto tal que z = @(x). Consideramos en T, M la forma cuadrdtica Q,f
cuya matriz respecto a la base {a%i|z} es Hy(f o). Sea uw € T,M un vector tangente definido por
la curva y(t) en M, esto es, v(0) = z, 4/(0) = u. Entonces,

Q=(f)(w) = (f o ¢)"(0).
En particular, Q,(f) no depende de la parametrizacion .

Esta forma cuadratica es el Hessiano de f en z.
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Demostracion. La demostracion es un célculo explicito de la forma. Sean (u1, ..., uy,) las coordena-
das de u en la base de derivadas parciales. Entonces

Z 81'3 axz ) i .

Por otra parte, expresamos la curva 7 en coordenadas mediante el cambio ¥ = ¢~ Loy = (v1, ..., Ym)

de manera que las coordenadas de u son u; = 7/(0). Ahora, calcularemos (f ov)"(0) y veremos que
ambas expresiones coinciden.

En primer lugar,

/ /! a o _ ’
(fon)(t)=((fop)on) () =2 (f;mw) (7() 7 (),
y, por tanto,
" O*(f o _ / / O(fo _ "
(o) =3 e ()30 + 3 A w) 10
Como z = 7(0) es un cero de las derivadas parciales (g ?) , cuando ¢ = 0 obtenemos
Z 8:16@8:5] (3(0) i Z Bxl&c] )i
y, en efecto, Q. (f)(u) = (f o7)"(0). O

El Hessiano se utiliza para definir el indice en un punto critico:

Definicion 3.3.4. Sea f : M — R un funcién diferenciable y sea z € M un punto critico no
degenerado de f. Se llama indice de f en z al indice del Hessiano Q,(f), esto es, el nimero de
autovalores negativos de @, (f). El indice de f en z se denota por ind,(f).

Ya estamos en disposicion de calcular el indice de campos tangentes gradientes:

Proposicién 3.3.5. Sea f: M — R una funcion diferenciable, y sea & = grad(f). Sea z € M un
punto critico no degenerado de f. Entonces,

ind, (¢) = (=1)™%0).
Demostracion. Siguiendo la notacién anterior, sabemos que

ind; (&) = signdet (H,(f o ¢)),

donde H,(f o ¢) es la matriz simétrica de Q,(f) respecto a la base adecuada. El determinante de
una matriz es el producto de sus autovalores, y como el indice ind,(f) es precisamente el nimero
de ellos que son negativos, se sigue el resultado. O
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3.4 Funciones de Morse

Una vez estudiados los campos gradientes, vamos a presentar otra manera de hallar el indice de
una variedad, esta vez haciendo uso de las funciones de Morse.

Definicion 3.4.1. Una funcion de Morse f : M — R es una funcién diferenciable cuyos puntos
criticos son todos no degenerados, esto es, todos los ceros de su gradiente ¢ = grad(f) son no
degenerados.

Como los ceros de una funcién de Morse son no degenerados, son aislados. Ahora bien, si ademés
la variedad M es compacta, entonces la cantidad de puntos criticos es finita y definimos Ind(f) =
> (=1)*ay, donde ay, es el nimero de puntos criticos con indice k.

Por la proposicién 3.3.5, el indice total del gradiente & de f es
Ind(¢) = Y (—1)™%=0),
z
donde los z son los puntos criticos de f. Esto puede ser reescrito como

Ind(¢) = Y (~1)*ay.

k
Denominaremos indice de f al indice de su gradiente y lo denotaremos Ind(f).

Si nos restringimos a variedades diferenciables que cumplan las hipdtesis del Teorema de Poincaré-
Hopf, resulta que Ind(&) solo depende de la variedad M, luego Ind(f) también. Es decir, concluimos
que los indices de todas la funciones de Morse en M coinciden y ese valor es un invariante de la
variedad. Por tanto, para calcular el indice de una variedad nos basta con conocer una funcién de
Morse sobre ella.

Las funciones de Morse no solo tienen buenas propiedades, sino que son muy abundantes. Para ver
que esto es asi, vamos a estudiar un tipo particular de ellas.

Definicion 3.4.2. Sea M C RP una variedad diferenciable sin borde de dimensién m. Para cada
a € RP consideramos la funcién diferenciable

f+ M — R

x — (z,a)

donde (-, -) denota el producto escalar usual. Esta funcién recibe el nombre de funcion altura respecto
al hiperplano perpendicular a a.

Sea M el conjunto de los puntos a tales que f, es una funcién de Morse. Veremos que este conjunto
es denso.

Proposicién 3.4.3. Sea M C R™! una hipersuperficie diferenciable conexa, cerrada y sin borde,
y sea v : M — S™ un campo normal global. Sea a € R™tL. Entonces,

fo + M — R
r — (z,a)
es una funcion de Morse si y solo si ﬁa € S™ es un valor reqular de v y —v.

En particular, el conjunto M de valores para los que f, es una funcién de Morse es denso en R™H1,
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Demostracion. Como comentamos en el apartado anterior, M tiene una ecuacién global que permite
definir v haciendo uso de su gradiente. Por otra parte, como

Faa(x) = (z, Aa) = Nz, a) = Afo(x),
podemos suponer que ||a|| = 1. Busquemos los puntos criticos z de f := f,.

La diferencial d,f = (-,a)|r,a se anula si y solo si a es perpendicular a T, M, esto es, si y solo si
a = tv(z). Supongamos que esto es cierto, y veamos cuando el punto critico z es no degenerado.

En primer lugar, aseguramos que el Hessiano de f es

Q=(f)(u) = (u, Fd-v(u)).

En efecto, sea v : (—e&,&) — M una curva con v(0) = 2z, 7/(0) = u. Entonces, podemos derivar la
funcién

(for)@) = (1(t),a)
dos veces para obtener

Q=(f)(u) = (f 27)"(0) = ("(0),a).
Por otra parte, derivando la identidad (v/(¢),v(y(t))) = 0, vemos que

0= (7" (1), v(7v(1))) + (' (), der (¥ (1)),

que en t = 0 arroja el resultado

(v"(0), v(2)) = (u, —dv(w)).
Como v(z) = +a, entonces (y”(0),a) = (u, Fd,v(u)) y la asuncién se cumple.

Ahora bien, esta asuncién implica que la forma cuadrética Q,(f) tiene, respecto a cualquier base
ortonormal de T, M, la misma matriz que el endomorfismo autoadjunto Fd,v, y por tanto el mismo
determinante. Asi, hemos visto que z es no degenerado si y solo si no es un punto critico de +v.
Esto demuestra la primera parte de la proposicion.

Por tltimo, que el conjunto M es denso es consecuencia del teorema de Sard-Brown. O

4 Teorema de Gauss-Bonnet

En esta ultima seccién vamos a estudiar algunos resultados importantes en cuya demostracién par-
ticipa el teorema de Poincaré-Hopf. En particular, nos restringiremos a hipersuperficies compactas,
donde definiremos los conceptos de curvatura y caracteristica de Gauss.

4.1 Hipersuperficies afines

Una hipersuperficie afin es una variedad diferenciable M de dimensién m sumergida en el espacio
R™*!. Las hipersuperficies se orientan como cualquier variedad, pero también utilizando el concepto
de campo normal que ha aparecido en el teorema de Poincaré-Hopf. Lo recordamos a continuacion.

Definicién 4.1.1. Una aplicacién diferenciable 6 : M — R™T! tal que §(x) es ortogonal a T, M
para todo = € M se denomina campo normal a M. Si ademas ||f(x)|| = 1 para todo z € M, el
campo se denomina unitario y se denota v.
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Es claro que si 6 no tiene ceros, se puede definir el campo unitario 6/||6]|.

La obtencién de un campo normal sin ceros es sencilla localmente. Se toman los campos de derivadas
0

parciales
0 OPm
| = (G2 ) 2 x(0))

de cualquier parametrizacién ¢ con coordenadas x y se define 6(x) como su producto vectorial.
Este 6(x) es un vector ortogonal a todas las derivadas parciales, y no nulo por ser las derivadas
parciales independientes. Ademas, por la regla del sacacorchos,

0 0
{9,8XM,...,8%\$}

La obstruccién para poder pegar estos campos normales y obtener uno sin ceros en toda la variedad
se concentra en la orientabilidad. En efecto, haciendo los 6(x) anteriores unitarios, solo hay dos,
+6(x), y los de coordenadas diferentes se podran pegar si los signos coinciden adecuadamente. Esto
ocurre si y solo si se toman coordenadas de un atlas positivo. Enunciamos sin mas detalles, pues
son bien conocidos:

es una base positiva de R™*1,

Proposicién 4.1.2. Una hipersuperficie es orientable si y solo si admite un campo normal global.

Pero los campos normales y la orientabilidad también tienen una relacién estrecha con la existencia
de ecuaciones y la forma en que M desconecta o no el espacio afin:

Proposicién 4.1.3. Sea M C R™t! una hipersuperficie diferenciable. Entonces, existe un campo

normal sin ceros si y solo si M tiene una ecuacion global en algin entorno abierto suyo.

Demostracion. La condicién necesaria es inmediata. Sea f : U — R una ecuaciéon de M en U y
0(x) = grad(f). Como f|p =0, es dy f|1, 1 = 0 luego 0 es normal, y como d, f # 0 en cada x € M,

0(z) # 0.

Para la condicién suficiente, tomemos una retraccién normal diferenciable p : U — M sobre M.
Por hipétesis, existe un campo normal global sin ceros v, que podemos suponer unitario.

Como el vector z—p(z) es perpendicular a T, M, se cumple la relacién de proporcionalidad x—p(x) =
t-v(p(x)), donde el escalar ¢ puede calcularse como t = (z — p(x),v(p(z))).

Aseguramos que la funcién f: U — R : x +— t es una ecuacién de M en U, pues se cumple:
1. f(x) =0siy solosix = p(z), estoes, z € M.

2. d,f : R™*! — R no es nula (y por tanto es suprayectiva). En efecto:

dmf(u) = <u - dzp(u), V(f)(x)» + <x - p(.’B), dp(x)y(d$p<u))> ue R

ysiz € M,z = p(z) y dep(R™Y) C T, M, luego dyp(u) L v(x) y  — p(x) = 0. Por lo tanto,
como (#(x), ), resulta d f(u) = (u,v(z)), que es no nulo para u = v(x).

O

Resulta de lo anterior que M desconecta el entorno U, pues una ecuacion f debe cambiar de signo
yU\M ={f>0}U{f <0} es una descomposicién en abiertos disjuntos no vacios. El reciproco
también es cierto, pero no lo demostramos, pues requiere otras técnicas. Digamos también que en
realidad las hipersuperficies siempre desconectan, segin el resultado clasico siguiente:
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Teorema 4.1.4. (Teorema de separacion de Jordan) Toda hipersuperficie diferenciable cerrada y
sin borde del espacio afin lo desconecta.

Este resultado tiene diversas pruebas que apelan a una u otra técnica de Topologia Algebraica. En
[4] v [5] se utiliza la teoria del grado que estamos considerando aqui.

Segin hemos dicho, la desconexién permite obtener una ecuacién global, luego toda hipersuperficie
cerrada del espacio afin la tiene y es orientable.

4.2 Elemento de volumen

En este apartado vamos a estudiar la integracién en hipersuperficies. Sea M C R™*! una hipersu-
perficie orientada, compacta, sin borde y conexa de dimension m.

(4.2.1) Forma de volumen. Como comentamos en el apartado anterior, que una hipersuperficie
sea orientable es equivalente a que posea un campo normal unitario global v. En principio existe
una cierta ambigiiedad en la definicién del campo, pues v y —v son opciones igualmente vélidas.
Sin embargo, como M es orientada solo una de ellas es compatible con la orientacion.

Consideremos ahora la forma diferencial de grado maximo

Qpr = det(v, -),
que se denomina elemento de volumen de M. Esta forma €3; es nunca nula, positiva y mide
volimenes en M.

En efecto, dado un punto z € M, sea {uy, ..., U, } una base positiva de T, M. Como u1, ..., Uy, € T, M
son independientes, entonces v(z), uq, ..., U, también lo son. Adn més, como {uj,...,u;,} es una
base positivamente orientada de T, M y v es compatible con la orientacién, {v(z),u1,...,um} es
una base positivamente orientada de R™*! y se cumple

Qpr(ugy ooy ) = det(v,ug, ..., Up,) > 0

Por otra parte, los vectores {v(x),uy, ..., um } determinan un paralelepipedo P en el espacio R+,
Es un resultado muy conocido el hecho de que el volumen de P viene dado por el determinante de
estos vectores:

VOl 11 P = det(v(x), u1, ..., Um).

Ahora bien, el vector v(z) es perpendicular a T, M, y en particular a todos los vectores u;. Por
tanto, podemos escribir
Vol +1P = ||lv(z)|| - voly P(u1, ..., ),

y, como el vector v(z) es unitario, obtenemos finalmente que

Qar(uty evey ) = Vol P(Uy vy Upy).

Con esta preparacién, podemos introducir la siguiente definicién:
Definicién 4.2.2. El volumen de la hipersuperficie M es vol(M) = [, Q-

Por ejemplo, parametrizando la esfera S? de la manera usual tenemos:

27 T
v012(S2):/ Qg2 :/ / sin@df de¢ = 4.
S2? 0 0
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VOl 1 P(v, uy, us)

vol,, P(uy, us)

Figura 10: Representacién del paralelepipedo P(v,uy, ..., tUm).

4.3 Caracteristica de Euler

En este apartado vamos a estudiar la relacién que existe entre la caracteristica de Euler y el indice
de una variedad. Si bien justificaremos con detalle las ideas detras de los resultados principales,
sustituiremos la mayorfa de demostraciones por referencias a bibliografia adecuada.

La caracteristica de FEuler es un invariante topoldgico definido originalmente para poliedros. Para
definirlo en variedades arbitrarias se utiliza el concepto de triangulacidn.

(4.3.1) Simplices y complejos simpliciales. Sean ag,as, ...,ar k + 1 puntos afinmente inde-
pendientes en R", esto es, que generan un subespacio de dimensién k. Llamaremos k-simplice al
conjunto

k k
[a[), ...,ak] = {a: eR":zx= Z)\iai,Z)\i =1, > 0}
=0 =0

donde los nimeros Ag, ..., Ax reciben el nombre de coordenadas baricéntricas de x.

Si{aiy, ..., a;, } es un subconjunto no vacio de puntos de {ao, ..., ax }, entonces el I-simplice [a;, ..., a;,]
recibe el nombre de [-cara de [ag, ..., ag]. Si o es un simplice, se denomina simplice abierto y se denota
por ¢¥ al conjunto de los puntos de o cuyas coordenadas baricéntricas son todas positivas. Esto
es equivalente a que estos puntos no pertenezcan a ninguna [-cara de ¢ con I < k. Un complejo
simplicial finito de R™ es una coleccién finita de simplices K = (0;)?_; tal que las caras de cada
0; € K pertenecen también a K y, para todo 4, j, 0; N o; es vacio o una cara comun de o; y 0. La
realizacion geométrica del simplice es el poliedro |K| = J!_, o; unién de todos los simplices. Los
simplices abiertos o forman una particién de |K]|. O

El resultado fundamental es que toda variedad diferenciable compacta M C R" tiene una triangu-
lacién diferenciable:

Teorema 4.3.2. Sea M una variedad diferenciable compacta. Existe un complejo simplicial finito
K = (0)!_; y un homeomorfismo ® : |K| — M tal que todas las restricciones ®|,, : 05 — ®(0;) son
difeomorfismos.

El homeomorfismo @ se llama triangulacion.

Una triangulacion es, pues, un homeomorfismo entre la variedad y un poliedro, con cierta dife-
renciabilidad en las caras. Obsérvese que las imagenes @(a?) forman una particién por variedades
difeomorfas a simplices abiertos. Para hipersuperficies del espacio R? las de dimensién méxima 2
son “triangulares”, de ahi el nombre. La construccién de triangulaciones puede hacerse de varias
maneras. Una referencia excelente es [7, IV.B], y otra muy diferente es [1, 14.1,9.2]; para superficies
puede verse una demostracién con todo detalle en [6, Leccién 18].
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Figura 11: Triangulaciones de una esfera y un tetraedro. Ambas tienen cuatro 2-simplices, seis
1-simplices y cuatro 0-sfmplices.

Definicion 4.3.3. Sea ¢ una triangulacién de la variedad M. La caracteristica de Fuler de la
variedad M es el entero:

x(M) = Z(—l)k#{k—sz’mplices}.

k=0

En el ejemplo anterior, vemos que tanto la esfera como el tetraedro tienen una caracteristica de
Euler de 2, pues
XS =x(T)=4-(+1)+6- (1) +4- (+1) = 2.

A continuacién, vamos a mostrar que la caracteristica de Euler de una variedad puede calcularse
como el indice de un campo tangente a ella.

(4.3.4) La caracteristica de Euler como el indice de un campo. Dada una triangulacién ®
de M, fijamos un punto a en cada k-simplice. Por simplicidad, podemos tomar el baricentro (es
decir, el punto con todas sus coordenadas baricéntricas no nulas iguales).

Definimos un campo que tenga por tnicos ceros los puntos ay, que seran todos no degenerados. En
cada cara el campo serd un sumidero y como explicamos a continuacion esto puede hacerse con un
pegado consistente de los simplices.

2 “
m=0 m = o

° o

m=1 ag a
ay
ay

Qg ay

ag o
ay
[¢4]

Figura 12: Indice de los ceros del campo en simplices de dimensién 0, 1 y 2.

Observamos el siguiente patrén:
1. En un O-sfmplice ag el campo & = z tiene una fuente, con indice 1.

2. En un 1l-simplice hay dos tipos de ceros, las fuentes ag (en torno a las que el campo es
aproximadamente £ = x, con indice 1) y los sumideros a; (donde £ = —z, de indice —1).
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3. En un 2-simplice el campo en las inmediaciones de los ceros es una fuente (en ag), una silla
(en a1) y un sumidero (en ag), de indices 1, —1 y 1 respectivamente.

En la figura anterior se observa que el indice del campo en un cero viene determinado por la
dimensién del simplice en que se encuentra. Asi, un cero en un simplice de dimensién d sumergido
en un espacio de dimensién m recibe flujo de las d caras de dimensién inferior, y lo envia a las
m — d caras de dimensién superior.

Podemos escribir este campo localmente en la forma

Lo & 0
£= _inﬁ_:q+ Z l‘ia—xi,
i=1 i=d+1

por lo que la matriz jacobiana de su localizacién toma una forma muy sencilla:

-1 0 0
0
_ -1 0 : _
sz = . y det(ng) = (_1)d'
: 0 1
0
0 01

En consecuencia, hemos descrito un campo cuyo indice es

m

Y (D)MHay k= dy = x(M).

d=0
Calculado asi el indice total de este campo, del teorema de Poincaré-Hopf deducimos:
Proposicion 4.3.5. La caracteristica de Fuler es el indice total de cualquier campo tangente a M.

Por ejemplo, volvamos al caso del tetraedro 7' C R3. Como observamos al comienzo del aparta-
do, x(T') = 2. Si ahora definimos sobre 7" un campo siguiendo los pasos anteriores obtenemos el
resultado siguiente:

En la figura anterior se observa cémo el campo tiene un sumidero en cada una de las cuatro caras,
una silla en cada una de las seis aristas y una fuente en cada uno de los cuatro vértices. Como se
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comprueba en el ejemplo 3.1.8, el indice de estos ceros es +1, —1 y +1 respectivamente, por lo que
X(T)=Ind(§) =4-(+1)+6-(—-1)+4-(+1) =2,
y en efecto x(7T') = 2.

(4.3.6) La caracteristica de Euler como el indice de una funcién de Morse. Por lo anterior
podemos calcular la caracteristica de Euler de una variedad mediante el campo gradiente de una
funcién de Morse. Asi, si en la variedad M tenemos una funcién de Morse f : M — R, sabemos
que el indice total del campo gradiente £ = grad(f) es:

Ind(¢) = ) _(~1)*ay,
k
donde «ay, es el nimero de puntos criticos de f con indice k. Por tanto, obtenemos
X(M) =Y " (=1)*ay.
k

Esta férmula para la caracteristica de Euler en funcién de los puntos criticos de una funcién de
Morse es parte de las llamadas desigualdades de Morse.

4.4 Teorema de Gauss-Bonnet

El teorema de Gauss-Bonnet relaciona la geometria y la topologia de una variedad a través de
su curvatura y su caracteristica de Fuler. En este ultimo apartado veremos que este teorema
puede enunciarse en términos de un grado y cémo se deduce del teorema de Poincaré-Hopf en su
formulacion mediante la caracteristica de Euler.

(4.4.1) Curvatura de Gauss de una variedad. Sea M C R™*! una hipersuperficie orientada.
Por lo comentado en el apartado 4.1, M tiene un Unico campo normal unitario v compatible con
la orientacion. Esta aplicacién recibe el nombre de aplicacion de Gauss.

Observamos que los planos tangentes a M en un punto a y a S™ en el punto v(a) coinciden: ambos
son el hiperplano H C R™*! ortogonal a v(a), orientado por ese mismo vector normal. Asi, la
diferencial de v en el punto a es una aplicacion lineal

Lo =dyv: H — H,

que recibe el nombre de endomorfismo de Weingarten. El determinante de L, se denota K (a) y se
denomina curvatura de Gauss de M en a. Podemos decir que K (a) es una medida de cudnto varfa el
plano tangente en las proximidades de a y, por tanto, de cuanto se curva M en esas proximidades.

Se observa que si K(a) # 0, entonces L, es un isomorfismo lineal, y por el teorema de inversién
local, la aplicacién de Gauss v es un difeomorfismo local en a. En particular, la imagen de v es un
entorno de v(a). Es claro también que, con las orientaciones elegidas, v conserva la orientacién en
a si K(a) > 0y la invierte si K(a) < 0. O

Para medir la curvatura de toda la variedad, integramos la curvatura puntual:

Definicién 4.4.2. Suongamos M compacta. La integral

I{:/ KQM
M

recibe el nombre de curvatura integra de M.
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Como los elementos de volumen /4 y Qgm ,,(q) coinciden ambos con la forma det(v(a), ...), resulta

(V*Qsm)a(ut, s um) = Qgm 0y (dav/ (1), ..., dav(um)) = det(v(a), dav(ur), ..., dav(um))
= Ora(dav(ur), oy dav(up)) = det(dar) Qura(ut, .., )
= K(a) Qra(ui, ..., um),
donde * tiene sentido porque dyv(u;) € T,(q)S™ = To M.

Asi, podemos aplicar el teorema del cambio de variable de la integral:

K :/ KQy :/ V*Qgm = deg(u)/ Qgm = vol(S™) deg(v).
M M Sm

Esta formula de la curvatura integra es la antesala de la denominada férmula de Gauss Bonnet:

Teorema 4.4.3. Sea M C R™T! una hipersuperficie diferenciable compacta sin borde de dimension
m par. Se tiene

K= %VOI(Sm) X(M).

Demostracion. En base a la ultima igualdad enunciada, la férmula de Gauss-Bonnet sera cierta si
se cumple deg(v) = %X(M ), y esto es consecuencia del teorema de Poincaré-Hopf.

Vamos a argumentar sin suponer m par para evidenciar el papel de la paridad al llegar al final de
la demostracion.

En primer lugar, hacemos notar que, puesto que M es una hipersuperficie de dimensiéon m, la
frontera N de un tubo N en torno a ella estard formada por dos copias disjuntas M, y M_: para
cada z € M hay exactamente dos puntos x4 y z_ a una distancia /¢ de z, y sus signos pueden
tomarse por las condiciones

re =2+ VEu(a) nlay) = v(o),
v =z —Er(a) na)=-v(a).

Asi, la proyeccién p induce dos difeomorfismos My, M_ — M cuyas inversas son las funciones
anteriores. En particular, las diferenciales de estas inversas son

Id + e d,v, Id — e dyv.

arbitrariamente cerca de la identidad para ¢ suficientemente pequeno. Todo esto implica que p
preserva las orientaciones en M, y no lo hace en M_.

Finalmente, definimos un campo normal 7 sobre N de la siguiente manera,

n‘M+ =V Op|M+’

Ny =ocovopla,
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n(zs)

Ty 4.

M ON

L

v(z)

n(z-)

donde o es el difeomorfismo antipodal en S™. Como el difeomorfismo o tiene grado +1 si m es par
y —1 si m es impar, se cumple

deg(n) = deg(n|ar, ) + deg(n|a_) = deg(v o p|ar, ) +deg(o o v o plar_)

0 si m es impar,
= deg(v)(+1) + (£1)deg(v)(—1) =
2deg(v) sim es par.

Asi, para m impar obtenemos x (M) = 0 y ninguna informacién sobre deg(v). En cambio, para m par
obtenemos la férmula de Gauss-Bonnet, pues por el teorema de Poincaré-Hopf x (M) = deg(n). O
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