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RESUMEN. El objetivo de este trabajo es presentar una demostracién elemental
del Teorema de Jordan-Brouwer en su versién clasica, que puede enunciarse de la
siguiente manera: toda hipersuperficie diferenciable de R™ sin borde y cerrada en
R"™ lo desconecta. El Teorema de la funcion inversa nos garantiza que localmente
se da esta separacién, y lograremos extenderla a todo el espacio usando nociones
bésicas de topologia elemental y un sencillo resultado acerca de grafos bipartitos.
Después, interpretaremos esta demostracion desde el punto de vista de la teoria de
transversalidad, analizaremos cémo la desconexién obtenida induce una ecuacién
global para la hipersuperficie diferenciable, y estudiaremos una amplia familia de
espacios topolégicos donde se cumple una versiéon mas general del teorema de Jordan-
Brouwer mediante la cohomologfa de Cech.

ABSTRACT. The aim of this work is to provide an elementary proof of the classical
version of the Jordan-Brower separation theorem, which can be stated as follows:
every boundaryless smooth hypersurface closed in R™ disconnects R™. The inverse
funcion theorem implies that this separation holds locally, and we will extend the
separation to the whole space using basic notions of point-set topology and a simple
result about bipartite graphs. Later on, we will interpret this proof in the context
of transversality theory, construct global equations for these hypersurfaces from the
obtained division of the space, and analyze a large family of topological spaces where
a more general version of the Jordan-Brouwer separation theorem holds using Cech
cohomology.
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INTRODUCCION
Histéricamente, el teorema de Jordan-Brouwer se ha demostrado de distintas maneras. He-
rramientas como la Teorfa del Grado [!1], la Cohomologia de de Rham [3] y la Teorfa de Trans-
versalidad [7],]9] son las més habituales en la bibliografia que abarca este teorema, y requieren un
andlisis profundo de la estructura diferenciable de las variedades [10], [11]. A menudo se impone

una condicién de orientabilidad de la hipersuperficie, aunque se puede obtener por transversa-
lidad [12]. También puede recurrirse a la Topologia Algebraica y herramientas avanzadas suyas
como la Dualidad de Alexander-Lefschetz, que adem&s permiten generalizar el resultado a hi-
persuperficies topoldgicas [5], [13].

La tnica propiedad que utilizamos de la variedades diferenciables es su platitud local (local
flatness), una consecuencia inmediata del Teorema de la Funcién Inversa: dos variedades dife-
renciables M C N son localmente difeomorfas a R™ C R™. En consecuencia, las hipersuperficies
diferenciables separan entornos suficientemente pequenos en dos componentes conexas, es decir,
separan localmente. El resultado principal de este trabajo es el siguiente:

Si un subconjunto cerrado de R™ lo separa localmente, entonces lo desconecta.
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En particular, toda hipersuperficie topoldgica cerrada y localmente plana desconecta a R™.
La platitud local topoldgica es un tema de importancia en relacién con estos problemas de
desconexién [1]. Sin platitud la situacién local es mucho més delicada [0]. En realidad, el resultado
demuestra algo mas que simplemente desconectar el espacio: En la Seccion 1 definimos concepto
de division, donde, ademas de desconexién, se pide que las componentes conexas se puedan
agrupar de manera especial. Bajo la hipétesis de separacién local, esta manera de agrupar
las componentes conexas es a menudo tnica, y ésto lo deduciremos en la Seccion 2 a través
de un sencillo resultado sobre grafos bipartitos. En la Seccién 3, aplicamos esta propiedad de
unicidad para pegar divisiones de conjuntos bajo ciertas condiciones. En particular, podremos
pegar las divisiones de rectangulos, los cuales apilaremos cuidadosamente hasta dividir todo R",
demostrando asi nuestra versién local-global del Teorema de Jordan-Brouwer.

En la Seccién 4 de este trabajo visitamos el Teorema de Jordan-Brouwer desde el punto
de vista de la teoria de transversalidad. Primero resumimos una demostracién tipica de este
teorema que hace uso del Teorema de Aproximacién Transversal, un resultado profundo de la
topologia diferencial [10], y deducimos que la desconexién obtenida es una divisién. Después
vemos que las operaciones de pegado de divisiones descritas en la Secciéon 3 son validas en el
contexto de transversalidad. Esto nos permite deducir, gracias al método de apilar rectangulos
descrito anteriormente, y sin necesidad del Teorema de Aproximacién Transversal, que toda
hipersuperficie diferenciable cerrada en R™ y sin borde divide R™ por transversalidad.

La Seccién 5 se centra en encontrar una ecuacién global para una hipersuperficie diferenciable
M C R™ dada. Es decir, una funcién f : R® — R tal que f~!(0) = M y cuyo gradiente no se
anula en M. Las variedades diferenciables se caracterizan por el hecho de que se existen este tipo
de ecuaciones a nivel local, pero raramente se pueden extender a una ecuaciéon global. Por ello
es sorprendente que si sea posible para toda hipersuperficie diferenciable del espacio euclideo.
Empezaremos explotando la divisién del espacio para encontrar una orientaciéon de M, y con ella
la ecuacién global. Después exploramos dos construcciones propuestas por E.L. Lima [7], una
que sOlo requiere la orientabilidad de M, y otra que es capaz de evitarla por completo, y cuyos
argumentos tienen una naturaleza muy similar a la demostracién principal de este trabajo.

Por ultimo, en la Secciéon 6 estudiamos para qué espacios topoldgicos se cumple la version
local-global del Teorema de Jordan-Brouwer que enunciamos al principio de la introduccién. Es
decir, qué espacios topoldgicos se desconectan por cualquier cerrado que los separe localmente.
Definimos el concepto de induccidon por conexos, equivalente a poder construir el espacio a
partir de cualquier recubrimiento suyo mediante las operaciones de abiertos que utilizamos en
la Seccién 3 para pegar divisiones. Por ejemplo, el hecho de que R™ es inductivo por conexos ha
sido clave para demostrar los resultados principales de este trabajo. Después, demostramos que
todo espacio topolégico inductivo por conexos cumple que H (X, Z3) = 0 en la cohomologia de
Cech, y que en todo espacio donde H'! (X, Z3) = 0 se verifica la versién local-global del Teorema
de Jordan-Brouwer.

Antes de comenzar con el contenido principal, cabe recalcar que las ideas de divisién, separa-
cion local y operaciones de divisiones sobre las que se construye este trabajo fueron desarrolladas
por el autor antes de conocer las construcciones de Lima para ecuaciones globales a pesar de su
sorprendente similitud. La mayoria de este trabajo se dedica a explorar estas ideas en distintos
contextos, ya sea el de divisiones, transversalidad o el de la cohomologia de Cech. Fue a la hora
de explorar toda la bibliografia existente que descubrimos que en el fondo la idea no era nueva.
No obstante, esta revelacion fue mas un alivio que una decepcién para el autor, pues en cierto
modo confirma los resultados expuestos en este trabajo. Como es bien sabido, si algo no esta en
la literatura, es probablemente falso [2].
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1 DIVISIONES Y SEPARACIONES

Como decimos en la introduccién, debemos precisar bien el concepto de divisién que sera
central en nuestro trabajo.

1.1 EL CONCEPTO DE DIVISION

Definicion 1.1.1. Sea X un espacio localmente conexo, M C X un cerrado, y G C X un
abierto conexo. Se dice que M divide G si existen dos abiertos disjuntos Wy, Wy tales que

G\M:W1UW2 y OWiNG=MnNnG=0W,NG

Diremos que Wy y Wy son mitades de G\ M, y que el par {W;, Ws} es una division de (G, M).
Si GN M = (), entonces {G, 0} es por definicién una divisién valida de G \ M. Cuando M NG
es no vacio y las mitades Wy, Wy son conexas, diremos que M separa G.

Nétese que cualquier componente conexa V' de G \ M ha de estar contenida en una de
las mitades de la divisién. De lo contrario, W1 NV y Wy NV serian abiertos complementarios
no vacios en V, contra su conexion. Presentamos a continuacién una serie de ejemplos para
familiarizarse con los conceptos de divisiéon y separacién:

Ejemplos 1.1.2. (1) Hiperplanos en R"™. Cualquier hiperplano afin H"~! C R” divide al espacio
en dos componentes conexas cuyo borde es precisamente H. Es decir, H separa R".

Si M consiste en dos hiperplanos paralelos, entonces las mitades seran la banda central y el
exterior. Este ltimo no es conexo, asi que M divide a R", pero no lo separa. Si anadimos otro
hiperplano paralelo a M, ninguna de las dos mitades es conexa.

Por tltimo, consideremos el conjunto M := {y = 1/n : n € N} U {y = 0} C R?, formado
por infinitas rectas paralelas. En este caso existen dos posibles divisiones para R™ \ M (ver Fig.
1). Es decir, que M divide al espacio en dos formas “esencialmente distintas”. Este ejemplo se
puede extrapolar a cualquier niimero de dimensiones.

N

Figura 1: Ejemplos de divisiones validas para distintos conjuntos de hiperplanos.

(2) Segmentos en el disco. Es claro que un par de radios separan el disco agujereado G =
{0 < ||(z,y)|| < 1} (véase la Fig. 2). Un solo radio no lo desconecta, mucho menos lo divide. Y
aunque tres radios desconecten G, no lo dividen, pues no hay manera de agrupar las componentes
conexas correctamente para hallar una divisién. Por lo tanto, la divisién y la desconexién no son
equivalentes.
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Figura 2: Ejemplos de divisién y no-divisién para segmentos en un disco.

El concepto de divisién es més fuerte que el de desconexion: la construccién de las mitades
se puede interpretar como la eleccién de un signo en cada componente de G\ M de tal forma que
ningun par de componentes adyacentes lo compartan. Mas adelante definiremos esta adyacencia
con precisién a través de los Grafos de Adherencia.

Observacién 1.1.3. Es posible relajar las condiciones de una divisiéon: dos abiertos disjuntos
W1, Wa tales que G\ M = Wy UWs y GN M C Wi N Wy forman una divisién de (G, M).

En efecto, tenemos por un lado que GNM C GN (W7 \W;) = GNOW;. Por otra parte, como
W1 no tiene frontera en G\ M, se deduce que GNOW; C GNM. Anédlogamente, GNM = GNOW;.

1.2 SEPARACION LOCAL

Como es habitual, X es un espacio localmente conexo. El concepto de separacién local se
define naturalmente de la siguiente manera:

Definiciéon 1.2.1. Sea M C X cerrado. Diremos que M separa localmente X cuando separa
entornos arbitrariamente pequenos de cada = € M.

Ejemplos 1.2.2. (1) Los hiperplanos vectoriales separan localmente R™.

(2) Si M separa localmente X, entonces también separa localmente todos sus abiertos.

(3) Todos los conjuntos de segmentos del Ejemplo 1.1.2(2) separan localmente el disco.

(4) Més generalmente, si M es una hipersuperficie diferenciable de N con m = dim(M),
para cada x € M podemos tomar una carta de N adaptada a M. Es decir, un entorno U* C N
de z y un difeomorfismo ¢ : U* — R™H! tal que o(M N U®) = {0} x R™. Por esta razén,
U\ M = ¢ Y((R\ {0}) x R™) tiene dos componentes conexas, y M separa localmente a
N. La existencia de estas cartas adaptadas es una consecuencia directa del Teorema de la
Funcién Inversa, y se pueden tomar arbitrariamente pequenias. En particular, nos interesa para
N = Rerl.

(5) El conjunto M de infinitas rectas descrito en el Ejemplo 1.1.2(1) no separa localmente
R?. Esto se debe a que, para cualquier entorno U de un punto en el eje de abscisas, el conjunto
U \ M tiene infinitas componentes conexas.

En este trabajo demostramos que si M separa localmente y divide a un abierto conexo G C X,
entonces la divisién de G\ M es tnica (a diferencia del ejemplo de con infinitas rectas paralelas).
Gracias a este resultado, podremos juntar las divisiones de dos conjuntos con interseccién conexa
para encontrar una divisién de su unién. Sin embargo, es bastante complicado demostrar este
resultado directamente; para ello traemos a escena los grafos de adherencia. Estos nos permiten
acercarnos al problema desde la teoria de grafos, y el lema que se presenta a continuacién tendra
un papel importante durante todo el proceso.
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Lema 1.2.3. Sean G C X un abierto, M C X un cerrado que separa localmente X, y Ve
la coleccion de componentes conexas de G\ M. Para cada v € M NG existen dos componentes
Vi, Va € Ve ur no necesariamente distintas verificando las siguientes propiedades equivalentes:

(1) Si M separa un entorno abierto U C G de x, las mitades estin contenidas en Vi y Vs
respectivamente.

(2) Existe un entorno abierto U* C G de x tal que U* N M C 0Vi N oVa NInt(Vy U Va).
(3) z € V1 NAVaNInt(Vy U Va).
(4) SiV €V yx €V, entonces V=V, 6V =Vs.

Nétese que el par {Vi,Va} es tnico en virtud de la tltima caracterizaciéon del enunciado.
Por otra parte, el primer caso del Ejemplo 1.1.2(2) confirma que V; y V2 no son necesariamente
distintas.

Demostracion. Sea U® C G un entorno abierto de x al que separa M. Como las mitades son co-
nexas, han de estar contenidas en dos componentes V1, Vs € Vg 3r respectivamente. Empecemos
comprobando que dichas componentes verifican (2), y en particular que (1) = (2):

En efecto, la separacién implica que MNU® = OW1NU* € WiNG C V4. Ademias V; € G\ M,
luego M NU* C W\ Vi C 0V1, y andlogamente M NU”* C 0Va. Asi obtenemos que

Um:WluWQU(MﬂU””)CV1UV2U(8V108V2):V1UV2,

y en particular M NU® C U® = Int(U?) C Int(V; U V3).

(2) = (3) Evidente.

(3) = (4) Por hipétesis, x € V3 N Ve C Vi N Vs Ahora sea V € Vg\M distinto de Vi y
V. Como V' y V4 U V4 son disjuntos, también lo son V = Int(V) y V3 U Vs, y también lo son vV
y Int(V; UV3). Pero z € Int(Vy U V), luego = € V.

(4) = (1) Sea U* \ M = W; U W una separacién de cierto entorno abierto U* de z, y
sean V{, V3 las componentes de G \ M que contienen a Wy y W respectivamente. Como estas
componentes verifican (2), y (2)=-(4), V{ y V4 se caracterizan como las componentes de G\ M a
las que x es adherente, y por lo tanto, {V1,Va} = {V{, V5}. Es decir, las mitades W7 y W5 estén
contenidas en V; y V5 respectivamente salvo quizas por orden. ]

Corolario 1.2.4. Si M separa localmente y divide G, cada x € GNM pertenece a la adherencia
de exactamente dos componentes conexas de G\ M, cada una contenida en una mitad distinta.

Figura 3: Boceto de la situacién en el Lema 1.2.3
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2 GRAFOS DE ADHERENCIA

2.1 BREVE REPASO DE LA TEORIA DE GRAFOS

Antes de definir el concepto de Grafo de Adherencia sobre el que se construye este trabajo,
presentamos en esta seccién un breve recordatorio sobre las herramientas basicas de la teoria de
grafos que utilizaremos més adelante:

Definicién 2.1.1. (1) Un grafo es una estructura § = (V, £), que consiste en un conjunto V de
vértices, y en un conjunto € de aristas, que son pares de vértices no necesariamente distintos.

(2) Se dice que dos vértices Vi, V, € V son adyacentes cuando {Vq,Va} € €. En particular,
un vértice V € V es adyacente a si mismo cuando {V} € €.

(3) Un camino en G es una cadena finita de vértices (Vq,Va, -+, V), donde cada V; es
adyacente a V;;1. Se dice que V1 y Vi, estan conectados por el camino.

(4) Se dice que G es conexo si cada par de vértices Vi, Va € 'V estd conectado por un camino
en G.

La conexién se caracteriza como sigue:

Proposicién 2.1.2. FEl grafo G = (V, ) es conexo si y sdlo si para cualquier particion no trivial
de vértices V = V1 UVy (es decir, que Vi # 0 # Vo y V1 NVo = 0), existe un vértice de V;
adyacente a uno de Vs.

Demostracion. Supongamos que G es conexo, y sea V = V; U Vs una particién no trivial de
vértices. Tomamos dos vértices V € V1, V' € Vy arbitrarios, y sea (V =V, Vo, -+, Vpz = V') un
camino conectando a V' con V'. Sea i el tiltimo {ndice tal que V; pertenece a Vy. Como Vj 11
pertenece a Vo y es adyacente a V;, € V1, hemos acabado.

Reciprocamente, supongamos que § no es conexo. Es decir, existen dos vértices V,V' € V
que no estan conectados por un camino. Los conjuntos

Vi :={V €V :estd conectado a V por un camino en G}, Vo:=V\V;

no vacios porque V € Vi y V' € V3, y complementarios por definicién. Supongamos que exis-
te algun vértice Vi € Vi adyacente a un Vo € V5. Por construccién de V; existe un camino
(V,---,V1). El camino (V,--- V7, V5) estd bien definido y conecta a V' con Vo € Vo, contradi-
ciendo la construccion de Vs. O

Definicién 2.1.3. Sea § = (V, ) un grafo. Un subconjunto V' C 'V es independiente en G si no
contiene vértices adyacentes entre si. El grafo G es bipartito si existe una particién de vértices
V = V;UVs donde V; y Vs son conjuntos independientes. Al par {V1, Vs } lo llamamos biparticion
o division de G.

Una definicién equivalente de los grafos bipartitos es que son 2-coloreables. Es decir, que
podemos hacer una asignacién de dos colores (o signos) a cada vértice de tal forma que ningiin
par de vértices adyacentes compartan el mismo signo. A propdsito, esta descripcion es analoga
a la que hicimos al explicar la nocién de divisién: lo que buscamos cuando introducimos el grafo
de adherencia es precisamente traducir las divisiones topoldgicas a divisiones de sus grafos de
adherencia. Nétese que ningin vértice puede ser adyacente a si mismo en un grafo bipartito.

El sencillo resultado que sigue serd crucial mas adelante.

Proposicion 2.1.4. Todo grafo bipartito y conexo tiene una unica division.
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Demostracidn. Sean V = V1 UV, = V) UV, dos divisiones de un grafo conexo § = (V,€).
Queremos demostrar que son iguales. Sea V7 € V un vértice fijo, y supongamos sin pérdida de
generalidad que pertenece a V1 y a V). El grafo G ar es conexo, asi que para cada V € V existe
un camino (Vi, Vo -+, Vi = V) que conecta V; con V. Como V5 es adyacente a Vi, y Vi pertenece
a V1 y a V], deducimos que V2 ha de pertenecer a Vo y a V).

Usando este argumento reiteradamente, se prueba por inducciéon que

V €Vy <k es par <=V € V),

y como V € V era arbitrario, concluimos que Vi =V} y que Vo = V5. O

2.2 EL GRAFO DE ADHERENCIA

Sean X un espacio localmente conexo, G C X un abierto conexo, y M C X un cerrado que
separa localmente X. El objetivo de esta seccién estd en asociar a estos datos una estructura de
grafo que traduzca conexién y divisiones topoldgicas en conexion y divisiones de grafos.

Definicion 2.2.1. Para cada x € M, definimos la arista de adherencia de x como el conjunto
de componentes conexas a las que x es adherente. Es decir,

E(x) ={VeVamu: 7€ V}.

El grafo de adherencia de (G, M) es el par So. i = (Ve\ar, €a,m), donde Eg = {€(z) 1 v € M}
es el conjunto de todas las aristas de adherencia. Por el Lema de la separaciéon local 1.2.3, cada

&(z) contiene exactamente una o dos componentes conexas, y por lo tanto el grafo estd bien
definido.

Figura 4: Boceto del grafo de adherencia ideal para ciertos G y M

Gracias al lema de la separacién local 1.2.3, sabemos que si V1, V2 € Vi )y son adyacentes,
entonces GNOVINIVaNInt (V4 U Va) # 0. Esta condicién es también suficiente para la adyacencia,
pues un punto en dicha interseccién pertenece a G N 9V; C M. De hecho, la condicién de
adyacencia se puede relajar a V; NV, # () cuando M divide G (de ahf el nombre de grafo de
adherencia).

2.3 TOPOLOGIA Y GRAFOS

En esta seccién analizamos cémo propiedades topoldgicas de un abierto se traducen a pro-
piedades de los grafos de adherencia. De nuevo, X es un espacio localmente conexo, y M C X
un cerrado que separa localmente X.

Teorema 2.3.1. Dado un abierto G C X, el grafo Ga a es conexo si y sélo si G es conexo.

Demostracion. <= Supongamos que el grafo de adherencia no es conexo y que existe una
particién no trivial de vértices V = Vi U V,, donde ningin V; € V; es adyacente a ningun
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Vo € Vs. Definimos, para ¢ = 1,2, el conjunto E; := G N UVeVi V que tiene interior no vacio
porque contiene a algin V € V;. Veamos que Int(FE;) y Int(E2) son abiertos complementarios
en (G, y en consecuencia que GG no es conexo.

Sea x € GNM arbitrario, y €(x) = {V,V'} el par de componentes a las que es adherente. Por
ser V y V' adyacentes, pertenecen al mismo V;, digamos V1, y asi x € Int(VUV’)NG C Int(E1).
Como x no pertenece a la adherencia de ninguna otra componente conexa, (en particular, de
ninguna perteneciente a Vs), deducimos que x ¢ FEo D Int(Es). Por otra parte, todo = €
G\ M, pertenece a la adherencia de una tnica componente conexa (la de la V,, € Ve que
lo contiene), luego pertenece al interior del E; tal que V, € V;, pero no a E3_;. En resumen,
G = Int(E;) U Int(E2) no es conexo.

—> Reciprocamente, si G no es conexo, se puede expresar como la uniéon disjunta de
abiertos no vacios G1, Go. Sean V1, V5 € Vg\ a dos componentes conexas contenidas en G y Go
respectivamente. Si {V}, Va} fuera una arista del grafo de adherencia, es decir, {V1, Va} = E(x)
para cierto € M, entonces tendriamos x € GNAVINIVy C GNG1NGa, lo cual es absurdo puesto
que G1 y G son cerrados en G'y disjuntos. Por lo tanto, los conjuntos V; = {V € Ve 0 V C Gi}
para ¢ = 1,2 forman una particion no trivial de vértices en la que ningun vértice de V; es
adyacente a uno de Vs, concluyendo que GG ar no es conexo. O

La unicidad de division se recoge en el siguiente Teorema:

Teorema 2.3.2. Sea G C X abierto conexo. Entonces, existe una biyeccion entre las divisiones
topoldgicas de G\ M y las divisiones del grafo Gg -

En particular, M divide G si y sélo si Gg v es bipartito, y si G es conezo la division de
G\ M es unica.

Demostracion. Dada una division G \ M = W U Wy, los conjuntos V; :={V € V: V C W;}
para ¢ = 1,2 forman una particién de V¢ 7. Veamos que son independientes en §¢ s dada una
arista &(x) = {V1, Va}, si V1 y Vo pertenecieran al mismo V;, digamos V1, entonces = perteneceria
a Int(V; U Vz) C Int(W;). Pero W7 y Wy son disjuntos; también lo seran Int(W7) y Wa, y  no
perteneceria a Wa, contradiciendo la divisién. En resumen, V; y Vs pertenecen a distintos V;’s.
Como {Vi,Va} € Eg ar era arbitrario, concluimos que V; y Vo son conjuntos independientes.

Por otra parte, si Vg\pr = V1 U V2 es una particién de vértices en dos conjuntos indepen-
dientes, definimos los abiertos W; := UVeVZ- V para i = 1,2. Cada z € G N M pertenece a la
adherencia de dos componentes conexas V; y Vo que han de estar contenidas, salvo quizas por
orden, en V; y Vs, respectivamente (pues Vp, V5 son adyacentes, y Vi, Vs son independientes). En
particular, z € Vi N Va € Wi N Ws. Como x € M era arbitrario, concluimos que M C Wi N W,
y por lo tanto G\ M = W U Wj es una divisién.

Noétese que tanto las mitades topoldgicas como los conjuntos independientes estan carac-
terizados por las componentes conexas (o vértices) de G \ M que contienen. Por lo tanto, se
deduce inmediatamente que estas asignaciones de divisiones son inversas una de la otra (luego

biyectivas).
Por tltimo, si G es conexo y M divide G, el grafo Gg, i es conexo y bipartito, luego existe
una unica divisiéon de Gg as (y de G\ M) gracias a la Proposicién 2.1.4. O

Aunque en este trabajo tratemos tnicamente con la divisién de abiertos conexos, obsérvese
que el paralelismo establecido en este resultado no depende de que G sea conexo. Es decir, que
si se generaliza la Definicién 1.1.1 a abiertos no conexos, ésta también seria compatible con su
homélogo en los grafos de adherencia.

Ahora, veamos una condicién suficiente para que una divisién sea de hecho separacién:

Proposicién 2.3.3. En las condiciones anteriores, la aplicacion x — E(x) es localmente cons-
tante. En particular, si M NG es no vacio, conexo y divide G, lo separa.
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Demostracion. Dado un z € M NG, sea E(z) = {Vi, Va}. Por el lema de separacién local 1.2.3,
existe un entorno abierto de z, U* C G, tal que U* N M C GNoVy NIVa NInt(V3 U Va). En
particular, cada y € U* N M pertenece a esta interseccién, y por lo tanto E(y) = {Vi1, Va} = E(x).

Si M NG es conexo, toda aplicacién localmente constante es constante. En particular, Gg as
sOlo tiene una arista, y por conexién, a lo sumo dos vértices. Si M NG es no vacio, también han
de serlo las dos mitades de (G, M), asi que cada mitad serd un vértice distinto del grafo, o lo
que es lo mismo, una componente conexa. O

2.4 OTRA APLICACION DEL GRAFO DE ADHERENCIA

Una de las ideas clave en este trabajo es la sutil diferencia entre desconectar y dividir un
espacio. Esta sutileza nos ha permitido, mediante los grafos de adherencia, garantizar que la
division es tinica en abiertos conexos, y en la préoxima seccién explotaremos esta unicidad para
encontrar divisiones de cualquier subconjunto que separe localmente R™. Antes de entrar en la
demostracién principal de este trabajo, vamos a analizar la diferencia entre desconexién, divisiéon
y separacién de un espacio a la hora de enunciar el Teorema de Jordan-Brouwer.

Originalmente, el Teorema de separacion de Jordan-Brouwer afirma que cualquier hipersu-
perficie diferenciable conexa, sin borde y cerrada en R™ desconecta el espacio en dos componentes
conexas de las que es su frontera (es decir, lo separa). Cuando la hipersuperficie no es conexa
también se desconecta el espacio, pero no se puede garantizar la separaciéon. Podriamos denomi-
nar este resultado como el Teorema de desconexion de Jordan-Brouwer. En lo que queda de esta
seccién, vamos a demostrar que los teoremas de desconexion y de divisién de Jordan-Brouwer son
equivalentes en el contexto de separacion local, y que ademads implican el teorema de separacion.
Formalmente:

Teorema 2.4.1. Sea X un espacio conexo y localmente conexo. Son equivalentes:
1. Todo cerrado no vacio que separa localmente X desconecta X.
1. Todo cerrado que separa localmente X divide X.

Ademds, cuando se cumple cualquiera (o ambas) de las condiciones, todo cerrado y conexo que
separa localmente X lo separa.

En virtud de la proposicion 2.3.3, la tltima parte del enunciado es inmediata. Por otra parte,
como la divisién de un espacio es mas fuerte que la desconexién, sabemos que 1. =—> 1. Para
la implicacién opuesta veremos que, bajo I, el grafo de adherencia de cualquier cerrado M que
separa localmente pertenece a una familia de grafos que siempre resultan ser bipartitos:

Definicién 2.4.2. Un grafo § = (V, &) es un drbol si es minimalmente conexo. Es decir, si es
conexo, pero dejaria de serlo al eliminar cualquier arista del grafo.

Los dos siguientes resultados terminan de demostrar el Teorema 2.4.1:

Lema 2.4.3. Sea X un espacio conexo y localmente conexo, y supongamos que cualquier cerrado
(no vacio) que separa localmente X lo desconecta.
Entonces, para cualquier M que separe localmente X, el grafo Gx ar es un drbol.

Demostracion. El grafo de adherencia Gx s es conexo porque X es conexo. Para ver que es
minimalmente conexo, vamos a fijar una arista {V,V'} € €x ) arbitraria, y veremos que el
grafo §' := (Vx\ar, Ex,m \ {{V,V'}}) no es conexo. Como la aplicacién M — Ex s,z + E(x)
es localmente constante, el conjunto M’ := {x : E(x) = {V,V’}} es abierto y cerrado en M. En
particular, es un cerrado en X y separa localmente X, asi que por hipétesis, M’ desconecta X .
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Nétese que M \ M’ separa localmente X porque también es abierto y cerrado en M. En
particular, separa localmente X \ M’, y si demostramos que el grafo §' coincide con el grafo
de adherencia Gx\ar an\pv, como X \ M’ no es conexo, concluiremos que tampoco lo es §' y
habremos acabado.

En efecto, como (X \ M)\ (M \ M') = X \ M, los conjuntos de vértices de §" y Gx\ v, an\ a7
son iguales. Ademas, para cualquier Vi, V2 € Vx\ )y tenemos que:

{i,Va} € Ex\mr e <= {V1,Va} = &(z) para cierto z € M \ M’
— {(Vi,Va} € Ex . y {Vi,Va} #{V,V'}

Luego € x\manvr = Ex. \ {{V, V'}} y los grafos Gy Gx\ ar an\ar son iguales. O
Proposiciéon 2.4.4. Todo drbol es un grafo bipartito.

Demostracion. Sea § = (V,&) un arbol. Fijamos un Vp € V, y para todo V € V definimos
n(V) como la longitud minima de un camino entre V y V. Vamos a demostrar que si dos
vértices V, V' € V son adyacentes, entonces n(V) = n(V') + 1. Esto implica que los conjuntos
Vi:={VeV:n(V)esimpar}y Vo :={V € V:n(V) es par} son independientes, concluyendo
que G es bipartito.

Sean P = (Vo,Vi,..,Vp =V) y P = (Vo,V{,..., V), = V') dos caminos de longitud minima
de Vo a V' y V' respectivamente (es decir, k = n(v) y ¥’ = n(V")), y supongamos sin pérdida
de generalidad que k' < k. Nétese que V' # V', ya que eliminar la arista de un vértice auto-
adyacente no afecta a la conexion del grafo. Afirmamos que V' = V_1.

El camino P’ no pasa por V porque la correspondiente truncacién de P’ seria un camino
entre Vy y V1 més corto que P. Por otra parte, el camino P pasa por V'’ porque de lo contrario
el grafo G seguiria siendo conexo tras eliminar {V, V'}: para cualquier camino entre dos vértices,
podemos sustituir cualquier ocurrencia de la arista {V, V'} por el camino obtenido concatenando
P’ con el opuesto de P.

Ya sabemos que V' = V; para cierto i < k — 1. Si tuviéramos i < k — 1, el camino
(Vo,V1,....,V; = V' V) de longitud i + 1 < k conectarfa Vy a V, contradiciendo la construc-
cién de P. Es decir, V! =V yn(V)=k—-1=n(V) - 1. O

3 EL TEOREMA PRINCIPAL

3.1 OPERACIONES CON DIVISIONES

En esta seccién demostraremos dos lemas que explotan la unicidad de la divisién en conexos
para crear divisiones en nuevos abiertos. Como de costumbre, X es un espacio localmente conexo
y M un cerrado que separa localmente X.

Proposicién 3.1.1 (Restriccién de divisiones). Sean G' C G abiertos. Si G\ M = W1 U Wy es
una division de G, entonces G'\ M = (W1 NG')U (WaNG') es una division de G’.
Es decir, si M divide un abierto, también divide todo subconjunto abierto suyo.

Demostracion. St GNM = (), la divisién es trivial. Si GN M # () basta con observar lo siguiente:

G\M=GN(G\M)=G nNn(WLUWs) = (G'NnW1)U (G NnWs)

MNG =MnNGNG c(WinWy) NG =WiNG)N(WiNG)

Por la Observacién 1.1.3, G'\ M = (W, NG') U (Wa N G’) es una division.
Noétese que si G’ N M = (), entonces G’ es un conexo contenido en G'\ M, y por lo tanto, estd
contenida en alguna mitad W;. La divisién de G’ heredada por G serd la trivial, {G’, 0}. O
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Lema 3.1.2. Si M divide los abiertos G,G' C X y GNG' es conexo, entonces M divide GUG'.

Demostracidn. Sean {Wy, Wa} y {W{, Wi} divisiones de G\ M y de G’ \ M respectivamente.
Por restriccién de divisiones, tanto {W1; NG', Wy N G’} como {W{ NG, W, N G} son divisiones
de (GNG')\ M. Como M separa localmente a X y G NG’ es conexo, el Teorema 2.3.2 afirma
que estas divisiones son iguales, es decir:

{WinG WonG'} ={W{nNnG,WsNnG}

Sin pérdida de generalidad, supongamos que Wi NG = WiNGy WanG = W)NG, yen
particular que W1 N W3 = W] N Wy = 0. Veamos que {W; U W|, Wy U W3} es una divisién de
(GUG")\ M:

(WLUW)N(WoUWy) = (WinNWo)u (Wi N W)U (W] nWa) U (W{NnWs) =10
(Wi UW))U (W UWa) = (WiuWy)U(WiuWs) =(G\M)U(G'\M)=(GUG")\ M

(GUGYNM =(GNM)U(G'NM)c (WyNnWa)U (W NWh) C Wy UW, N WaUWS,.

Por la Observacién 1.1.3, M divide a G U G’. Nétese que este argumento es valido cuando la
divisién de G o de G’ es la trivial, es decir, cuando GN M = (). En este caso se da que una de las
mitades de G es el propio G. En particular, GNG' = GNG’'\ M es un abierto conexo contenido
en G’ \ M, y por lo tanto estd contenido en una de las mitades de G’. O

Figura 5: Boceto de la situacion descrita en el Lema 3.1.2

Lema 3.1.3. Si M divide todos los elementos de una sucesion creciente {G™},, de abiertos
conexos, también divide su union.

Demostracidn. Sitenemos G" N M = () para todo n, entonces (|J,, G") N M = 0, y la divisién es
la trivial. Si no, podemos suponer sin pérdida de generalidad que M NG* # . Sean Wi, W3 las
mitades (no vacfas) de (G1, M). Las divisiones de cada G™ \ M serdn de la forma {W? Wi},
con los W', W3 definidos recursivamente para que

Wn G 1 Wln 1 & Wn G 1 W2n 1’

lo cual se puede lograr mediante restriccién y unicidad de mitades. Asi, {W{'}, y {W3'}, son
sucesiones crecientes de abiertos. Veamos que {{J,, W{*,U,, W3'} es una divisién de (|J,, G™) \ M:

(U wr)u (U, we) =U oo =, @\ = (J, ¢")\
(Unwf)“(UnWQ)ZU(W{‘ﬂW?)CU(W{”MHWQ’"M):U@:@

m,n

(Un Gn) M= Gunmycl g el wrnl) wy

Por la Observacién 1.1.3, M divide a | J,, G". O
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Figura 6: Boceto de la situacién en el Lema 3.1.3

3.2 DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE JORDAN-BROUWER

En esta seccién establecemos el resultado principal:
Teorema 3.2.1 (Jordan-Brouwer, versién local-global). Si M separa localmente R™, divide R™.

Demostracidn. Vamos a demostrar que M divide a cualquier rectdngulo abierto R := [[}-; (ai, b;),
y asi poder aplicar el Lema 3.1.3 sobre la sucesién de rectangulos {[[(—m,m)}men.

Noétese que la coleccién de abiertos C := {G C R™ : M divide a G} recubre R™. Si x € M,
entonces M divide a un entorno U? por separacién local. Si z € R™ \ M, entonces M divide a
la componente conexa V¥ € Vgn\ s por ser disjunta a M.

En particular, C es un recubrimiento del compacto R = [Ti-[ai, bi], y por lo tanto tiene un
nimero de Lebesgue. Es decir, existe una constante § > 0 tal que, para cada = € R, la bola
B(w, ) esta contenida en algtin C,, € C. Por restriccién de divisiones, M divide a B(z,d) Vo € R.

Ahora demostramos que para cada = = (z1,...,x,) € Ry para cada k = 0,1,...,n, M divide
al rectangulo

k n
Ri(x) = [J(ai,bi) x ] (2 —6,2i+6)
=1 i=k+1

y en particular, a R = R, (x). Lo haremos por induccién sobre k. El caso base es automéaticamente
cierto, pues Ryo(z) = B(z,0) Vx € R. La idea del paso inductivo estd en alargar cada rectangulo
Ry (x) en la (k 4 1)-ésima direccién hasta obtener Ryi(x), aségurandonos de que M lo divide
mediante un uso iterado del Lema 3.1.2.

N Y 0 ) - N 70 Y Y S A |
I < g N ]

Figura 7: Boceto de la divisién de cada Ry, 1(z) construida a partir de las de cada Ry(z7)

Supongamos, por hipédtesis de induccién, que M divide a todo Ry (z), z € R. Consideramos
una particion ag41 +6 =y < y2 < - < yYp = b1 — 0, con yj1 —y; < V7, de tal forma
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que (agt1,bk41) = U§:1(yj — 68,yj + 6). Definimos, para cada j = 1,--- ,r, el punto 2/ € R que
se obtiene al cambiar la (k + 1)-ésima coordenada de x por y;.
También definimos R’ := H§:1(ai> bi),y R" = Ilisp1(2i — 6,2 4 6), de tal forma que:

Rp(z)) = R' x (y; — 6,y; +0) x R", Vj=1,..,r

Para cada !l =1,...,7, la unién:

l l l
U Re@?) = | J (R % (y; — 6,y +6) x R") = U —8,y;+0)xR" = R'x(ap11, y+0)x R"
‘ et et

es un rectangulo, y ademas | J;_, Rip(27) = R x (aps1,bpr1) X R = Ryy1(z).

Demostremos por induccién que M divide a cada Ué‘:1 Rp(29), 1 = 1,...,r. Para | =
es cierto, pues por hipétesis de induccién sobre k, M divide Ry (z'). Supongamos que M di-
vide a Ué’:1 Ry(27). Como también divide a Ry(x'*!), y la intersecciéon de dos recténgulos
es un rectdngulo (en particular conexa), el Lema 3.1.2 implica que M divide a Ry (z'*t!) U
Uj—1 Bi(2?) = UjL) Ri(a?). |

Por lo tanto, M divide a |J;_; Rx(2’) = Rg41(2), terminando asi la induccién sobre k. [

3.3 EL NUCLEO DE LA DEMOSTRACION: INDUCCION POR CONEXOS

La primera demostraciéon del Teorema de Jordan-Brouwer que presentamos en este trabajo
se puede separar en dos partes: primero introducimos los grafos de adherencia para demostrar
demostrar tres lemas (3.1.1, 3.1.2 y 3.1.3) que nos permiten encontrar divisiones de abiertos de un
espacio X a través de las divisiones de otros. Después, el Teorema 3.2.1 se resume a demostrar
que, partiendo de cualquier recubrimiento por abiertos C de R™, se pueden aplicar estas tres
operaciones de conjuntos reiteradamente hasta construir el propio espacio R". Formalicemos
estas ideas en un espacio topolégico abstracto:

Definicion 3.3.1. Sea X un espacio conexo y localmente conexo. Diremos que un recubrimiento
suyo por abiertos conexos C es estable bajo operaciones conexas cuando verifica las siguientes
propiedades:

1. Todo subconjunto abierto G’ de un miembro G € C también pertenece a C
1. La unién de dos miembros G, G’ € C pertenece a C cuando su interseccién es conexa.

1. La unién de una cadena ascendente de abiertos conexos {G,}q en C pertenece a C.

Diremos que el espacio X es inductivo por conexos si todo recubrimiento estable bajo operaciones
conexas contiene X (y en virtud de I, todos sus abiertos).

Bajo este marco abstracto, los lemas 3.1.1, 3.1.2 y 3.1.3, son equivalentes a lo siguiente:

Corolario 3.3.2. Sea X un espacio localmente conexo al que un cerrado M separa localmente.
Entonces, los abiertos de X a los que M divide forman un recubrimiento estable bajo operaciones
conexas. En particular, si X es un espacio inductivo por conexos, entonces todo cerrado que
separa localmente X lo divide.

Informalmente, se cumple el Teorema de Jordan-Brouwer local-global en todo espacio induc-
tivo por conexos.

Noétese que, aunque el lema 3.1.3 trate tinicamente uniones numerables de abiertos conexos
crecientes, los argumentos utilizados para demostrarlo son perfectamente validos para uniones
arbitrarias.

Por otra parte, el Teorema 3.2.1 se resume a demostrar lo siguiente:
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Corolario 3.3.3. R” es un espacio inductivo por conexos para n > 1.

En todas las secciones que siguen acabaremos imitando las operaciones de divisiones, ya sea
en el contexto de transversalidad, en el de ecuaciones globales, o en el de la cohomologia de Cech,
y por ello definimos el concepto de induccién por conexos en esta seccion. Sin embargo, no serd
hasta la seccién 6 donde realmente exploraremos la relacién entre la induccién por conexos y otras
propiedades topolégicas, y de paso encontraremos una amplia familia de espacios topoldgicos
donde se cumple la versién local-global del Teorema de Jordan-Brouwer.

4  DIVISIONES VIA TRANSVERSALIDAD

En este trabajo, la clave para demostrar el Teorema de Jordan-Brouwer ha sido encontrar
una definiciéon apropiada de division. Como mencionamos anteriormente, una divisién se puede
interpretar como una eleccién de signo entre las componentes conexas de G'\ M de tal forma que
ningun par de componentes adyacentes lo compartan. Esta idea es similar a ciertos argumentos
de transversalidad en la Teoria de Grado. En esta seccién exploramos una demostracién del
Teorema de Jordan-Brouwer (en su versién diferenciable) comun en la literatura de la topologia
diferencial [10], y descubriremos que la desconexién obtenida es de hecho una divisién.

Esta demostracién hace uso del Teorema de Aproximacién Transversal, un resultado clave
de la teoria de transversalidad cuya demostracion requiere un andlisis profundo de la estructura
diferenciable de las variedades. En la tercera parte de esta seccién proponemos una demostracion
autocontenida del Teorema de Jordan-Brouwer diferenciable, la cual en vez de depender del
Teorema de Aproximacién Transversal, imita las operaciones de divisiones descritas en la seccién
3.1 y utiliza el hecho de que R™ es inductivo por conexos (Corolario 3.3.3) para concluir que
toda hipersuperficie diferenciable de R™ divide R™ por transversalidad.

4.1 DIVISION VIA TRANSVERSALIDAD

Primero hemos de definir el concepto de transversalidad. Sean f : X — Y aplicacion dife-
renciable y Z C Y una subvariedad. Se dice que f es una aplicacion transversal a Z cuando

Ty Z +Imdf (z) = Ty()Y Vo e f7(2)

Recordamos que Z C Y es subvariedad diferenciable de codimensién k£ = dim(Y') — dim(Z)
si y sélo si para cada z € Z existe un entorno V de z en Y tal que Z NV una intersecciéon
completa en V. Es decir, si existe una funcién diferenciable h : V' — R¥ que verifique

(1) ZnV =h7Y{0}), vy (2) d.h: T.Y — R es sobreyectiva

De esta manera, si f : X — Y es transversal a Z, veamos que f~'(Z) C X también es una
subvariedad de codimensiéon K. Sea z € f~Y(Z), = = f(z), y consideramos la interseccién
completa h : V — RF para Z C Y descrita anteriormente. Entonces U := f~1(V) y h:=ho f:
U — R es una interseccién completa de f~1(Z) N U. En efecto:

(1) h({Op " = {oy) = N ZnV) = fH(Z) N U.

(2) Dado que d h/T.Z : T,Y/T.Z — R¥ estd bien definida y es sobreyectiva (pues h|z = 0
implica que T,Z C kerd,h) y que df + T.Z : T, X — T.Y/T.Z es sobreyectiva por
transversalidad (pues Imd, f+7.Z = T,Y'), obtenemos que dyh = d hody f = (d,h/T,Z)o
(dyf 4+ T7) es sobreyectiva.



16 FERNANDO APARICIO GARCiA

Volvamos ahora a la situacién del Teorema de Jordan-Brouwer: una hipersuperficie cerrada
M C R™. Para cualquier par de puntos z1,z2 € R™ \ M existe curva v que los conecte y que
sea transversal a M. En la seccién 4.3 ofrecemos una demostracion elemental de este resultado,
aunque también se puede obtener aplicando el Teorema de Aproximacién Transversal 4.2.1 (que
enunciamos pero no demostramos) sobre el segmento [z1,z2]. Como v es transversal a Z, el
conjunto 7~ 1(Z) es una subvariedad diferenciable de codimensién 1 en el intervalo [0,1]. Es
decir, v71(Z) es un conjunto discreto, y ademads finito porque [0, 1] es compacto.

Llegados a este punto, podriamos definir la division de la siguiente manera:

Definicién 4.1.1 (Divisién por transversalidad). Sea M hipersuperficie de la variedad diferen-
ciable conexa X. Se dice que M divide X por transversalidad si para cualquier par de puntos
x1,22 € X \ M y cualquier par de curvas 71,7, transversales a M que los conecten se tiene que

#91H(M) = ##7; (M) méd 2
Las mitades de la divisién se definen como las clases de equivalencia de la siguiente relacién:
T ~ Ty < #’y*l(M) =0 méd 2 para todo camino y transversal de x; a x2

La divisién por transversalidad es equivalente a la divisién topoldgica con la que hemos
trabajado en los capitulos anteriores: como X es localmente conexo, las mitades son abiertos
disjuntos que recubren X \ M, y dado un € M consideramos, en una carta adaptada, un
segmento [xy,zo] transversal a M via x. Aqui z1 y x2 pertenecen a mitades distintas (pues
la transversalidad se preserva mediante difeomorfismos), y también lo harédn cualquier par de
puntos xj € [z1,z), 24 € (x,x9] arbitrariamente cerca de z. Es decir, = es adherente a las dos
mitades. En resumen, M divide X, y en particular lo desconecta (cuando M # ().

Con esta nueva definicién, la relacién entre divisiones topolégicas y grafos bipartitos es
todavia mas clara. Una de las caracterizaciones de los grafos bipartitos es que todos sus ciclos
(caminos que empiezan y acaban en el mismo vértice) tienen longitud par o, equivalentemente,
que todos los caminos entre dos vértices V', V' tienen la misma longitud médulo 2. La ventaja
de la teoria de transversalidad en el contexto de este trabajo es que es capaz de imitar el
comportamiento del grafo de adherencia. Todo punto en X \ M se puede identificar con la
componente conexa a la que pertenece, y también podemos asociar cada camino transversal
v :[0,1] — X con un camino en el grafo de adherencia de la siguiente manera: el conjunto
v~ Y (M) = {t1,t2, ..., tx} induce una particién del dominio [0, 1] en subintervalos Iy = [0, %], [} =
[t1,t2],... Iy = [t, 1], donde la imagen de cada subintervalo abierto Int (I;) estd contenido en
una componente conexa, llamémosla V;. Para cada i, el punto v(¢;) € M pertenece al interior de
Vi_1UV;, y por lo tanto {V;_1,V;} = E(y(t;)). Es decir, V;_1 y V; son adyacentes y (Vo, Vi, ..., Vi)
es un camino en el grafo de adherencia.

La divisién por transversalidad es capaz de caracterizar las mitades de manera constructiva,
implicitamente afirmando que la division es tinica en espacios conexos. En la seccién 4.3 imitamos
las tres operaciones de divisiones que proponemos en la seccién 3.1 desde el punto de vista de
la transversalidad, y asi el Corolario 3.3.3 es suficiente para demostrar la versiéon diferenciable
del Teorema de Jordan-Brouwer.

4.2 JORDAN-BROUWER MEDIANTE APROXIMACIONES TRANSVERSALES

Para demostrar el Teorema de Jordan-Brouwer mediante transversalidad, nos apoyaremos
en el siguiente resultado:

Teorema 4.2.1 (de aproximacién transversal). Sean X una variedad diferenciable, Y una va-
riedad diferenciable sin borde, y Z C'Y otra variedad diferenciable sin borde, las tres variedades
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de dimension pura; sea C un subconjunto cerrado de X. Entonces toda aplicacion continua
f: X =Y diferenciable en un entorno de C' en el que ademds f y f|0X son transversales a Z,
se puede aprorimar por aplicaciones diferenciables g : X — Y tales que:

I. g es homdtopa a f.
1. g coincide con f en un entorno de C.
1. g y g|0X son transversales a Z

Cabe recalcar que el teorema de aproximacion transversal es un importante resultado en la
teoria de transversalidad, y que su demostracion conlleva un anélisis profundo de la estructura
diferenciable de las variedades. Sin embargo, éste nos abre un camino mucho mas directo para
demostrar el Teorema de Jordan-Brouwer que resumimos a continuacion.

Teorema 4.2.2 (Jordan-Brouwer, versién diferenciable). Sea M hipersuperficie diferenciable
de R™ sin borde y cerrada en R™. Entonces, M divide R™ por transversalidad. En particular, lo
desconecta en dos abiertos disjuntos de los que es su frontera.

Demostracion. Sean x1,x9 € R™\ M, y sean 71,72 : [0,1] — R™ dos caminos transversales a M
tales que v1(0) = 72(0) = z1, 71(1) = 72(1) = z2. Vamos a demostrar que

#n (M) = #7, (M) méd 2
Para ello consideramos una homotopia entre las dos curvas, por ejemplo, la interpolacién lineal
H: [07 1] x [07 1] - an <3at) = (1 - S)Vl(t) + 372(75)

Queremos aplicar el teorema de aproximacién transversal sobre H, pero necesitamos que el
dominio sea una variedad diferenciable con borde. En este caso, vamos extender H por los lados
horizontales del cuadrado, es decir, H : [0,1] X (—&,14¢€) — R™, pero asegurédndose de que sigue
siendo diferenciable y de que la imagen el dominio anadido no interseque a M. Esto tultimo se
puede asegurar tomando un ¢ lo suficientemente pequeno ya que ambos x; = H([0,1] x {0})
y x2 = H([0,1] x {1}) pertenecen al interior de R \ M. Nétese que H ya es transversal en el
conjunto C' = {0,1} x [0,1]U[0,1] x (—¢,0] U[0,1] x [1,1 4 ¢).

Aphcamos con estos datos el teorema de aproximacion transversal, y obtenemos una nueva
aplicacién H : [0,1]x (—e, 1+¢e) — R" transversal a M y tal que H|c = He. En particular, nétese
que v1(t) = H(O )y m(t)=H(1l,t)Vt € [0,1], y queH(S t) ¢ M parat € (—,0]U[1,t+¢).
Ademés, como H es transversal a M, deducimos que H~ L(M) es una subvariedad diferenciable y
cerrada en [0,1] x (0,1) con H (M) C [0,1] x (0,1) = {0,1} x [0, 1]. Ademés esté contenida en
[0,1] x (0,1) C [0, 1], luego es compacta y tiene una cantidad finita de componentes conexas.
Por la caracterizacion de variedades diferenciables de dimensién 1, concluimos que sus bordes
tienen una cantidad par de puntos, es decir,

#y T (M) + #95 H(M) = #0H (M) =0 méd 2
Concluyendo efectivamente que #~; (M) = #75 1 (M) méd 2. O

Observacién 4.2.3. Nétese que la tnica propiedad que utilizamos sobre el propio espacio R™
(aparte de su estructura diferenciable) es que es simplemente conexo. Es decir, que el resultado
anterior se generaliza sin dificultad a lo siguiente: Toda hipersuperficie diferenciable y cerrada
en un variedad simplemente conexa la divide.
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72

Figura 8: Esquema de la concatenacién de caminos transversales a M

4.3 OPERACIONES CON DIVISIONES VIA TRANSVERSALIDAD

Como mencionamos anteriormente, el Teorema de Aproximacion Transversal es un resultado
clave en la teoria de transversalidad, y demostrarlo requiere un andlisis profundo de la estruc-
tura diferenciable de las variedades. En esta seccidon demostraremos la existencia de caminos
transversales a M que conecten cualquier par de puntos en una variedad conexa M. Después,
imitaremos las operaciones de divisiones propuestas en la seccion 3.1 con la nueva definiciéon de
divisién por transversalidad. Es decir, que la coleccién C de abiertos de N a los que M divide
es un recubrimiento estable bajo operaciones conexas. Asi, el corolario 3.3.3 serd suficiente para
concluir una demostracién autocontenida del Teorema de Jordan-Brouwer diferenciable.

Sea N variedad diferenciable conexa, y sea M hipersuperficie cerrada en V.

Lema 4.3.1. Sean v1,72 : [0,1] — N caminos diferenciables transversales a M, y supongamos
que v1(1) = 72(0) € N\ M. Entonces, existe un camino diferenciable y : [—1,1] — N transversal
a M tal que

Y(=1)=71(0), 7(0)=1(1) =42(0), v(1)=92(1), y #v " (M)=#~" (M) + #5 (M)

.. <z -1 . . ;.
Demostracion. La funcién f(t) = e!~= es un homeomorfismo diferenciable de [0, 1] en si mismo

que verifica f(0) =0, £(0) =1y f(™(0) = 0 para todo n. El camino

(= f(=1)) si—1<i<0
0 ={" it sosten

Esta bien definido y es diferenciable gracias a que f (”)(0) = 0 Vn, y verifica todas las condiciones
que buscamos gracias a que f es biyeccién y cumple que f'(x) > 0 para z > 0. O

Teorema 4.3.2. Sea N wvariedad diferenciable conexa, y sea M hipersuperficie cerrada en N.
Entonces, para cada par de puntos x,y € N existe un camino transversal a M que los une.

Demostracion.

- Caso particular: Cuando N = R™! y M es {0} x R™ o vacio, procedemos de la siguiente
manera: si x o y no pertenecen a M, basta con el segmento que los une cuando x # y y con una
circunferencia lo suficiente pequena cuando x = y. Si & # y y ambos pertenecen a M, podemos
una semi-circunferencia “vertical” dada por v(t) = ZH¥ + cos(t) 25 + €] sin(t) ‘x;m vt € [0, 7],
o una circunferencia vertical en el caso de que x = y.

- Caso general: Construimos la siguiente relacién en M:

x ~y <= Iy:[a,b] = N transversal a M que pasa por z e y

Demostraremos que es una relacién de equivalencia local (es decir, donde todo z esta relacionado
con todos los elementos de algin entorno suyo). Asi, el conjunto cociente N/ ~ es una particién
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M /x\y x/—\y Y
- NI

)

Figura 9: Caminos transversales validos para cada posible situacién del par x,y en el caso
particular

de N en abiertos, y la conexién de N implica que N/ ~ tiene una unica clase de equivalencia.
Es decir, x ~ y para cualquier par x,y € M

La relacién es simétrica porque si v : [a, b] es transversal a M, también lo es —v : [-b, —a] —
N,t — ~(—t). Para ver que ~ es reflexiva y que sus clases de equivalencias son abiertas, fijamos
un x € N, y tomamos una carta adaptada ¢ : U — R™™L U N M — {0} x R™ (donde, si
x € N\ M, UN M podria ser vacio). Por el caso particular, existen caminos transversales a
©(M) entre cualquier par de puntos ¢(y), (z) € R™1. Como ¢ es un difeomorfismo, deducimos
que y ~ z para y, z € U y en particular, x ~ z.

Para la transitividad tenemos que trabajar un poco mas. Sean x,y, z € N talesque x ~ y ~ z.
Sin pérdida de generalidad, existen 71,72 : [0,1] — N, tales que y1(0) = z, 11(1) = y = 72(0)
y 72(1) = z. Distinguimos dos casos: si y € N \ M, aplicamos el Lema 4.3.1 y obtenemos un
camino v de x a z transversal a M (véase la figura 8). Si y € M, tomamos un entorno abierto
U de y donde todos sus elementos estdn relacionados entre si, dos valores t; € v; (U \ M) y
Y5 H({U\ M) (nétese que v; *(U) es abierto y que «; * (M) es discreto) y un camino 73 transversal
a M que conecte 71 (t1) con y2(t2). Ahora podemos aplicar el Lema 4.3.1 dos veces, primero con
’Yl’[o,tl] v 73, v después con 72’[,5271], para concluir que = ~ z.

O

Los tres lemas que siguen pretenden imitar los lemas 3.1.1, 3.1.2 y 3.1.3 en el nuevo marco
de divisiones por transversalidad. Estos tres lemas demuestran precisamente que la coleccion
C de abiertos de N a los que M divide cumplen las propiedades I, II, y III que definen un
recubrimiento estable bajo operaciones conexas. El primero de todos es el méas sencillo:

Lema 4.3.3 (Restriccién de divisién por transversalidad). Sean G C G’ abiertos conexos en N.
Si M divide G por transversalidad, también divide G’ por transversalidad

Demostracion. Sean x,y € G', y sean v1,72 : [a,b] — G’ caminos transversales a M de x
y. Como ambos caminos estdn contenidos en G, deducimos inmediatamente que #v, 1(M )
#75 (M) mod 2

Ol o

Los argumentos para demostrar la segunda operacion de divisiones via transversalidad son
muy similares a la demostraciéon mas popular de que la esfera S™ es simplemente conexa para
n > 2 (o més generalmente, que la unién de dos abiertos simplemente conexos cuya interseccién
es conexa también es simplemente conexa).

Lema 4.3.4. Si M divide los abiertos G y G’ por transversalidad, y GNG' es conexo, entonces
M divide GUG" por transversalidad.

Demostracidn. Sean z,y € (GUG')\ M, y sean 71,7, : [0,1] = N caminos transversales a M de
z a y. Queremos demostrar que #yfl(M) = #vgl(M) méd 2. Si pegamos 1 y —y2 mediante
el Lema 4.3.1 para obtener un camino v : [0,2] — N transversal a M con z = v(0) = v(2), el
problema se reduce a demostrar que #vy~!1(M) = 0 méd 2. Primero modificaremos el camino,
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sin alterar la paridad de la preimagen de M, para que esté enteramente contenido en G o G'.
Como M divide a G y a G’ por transversalidad, y un pequeno “circulo” que pase por x no
interseca a M', esto implicard que #y~ (M) =0 mod 2.

Supongamos sin pérdida de generalidad que 2 € G. Los conjuntos v~ 1(G) y v 1(G’) son
abiertos de [0, 2], luego se pueden expresar como una unién finita o numerable de intervalos
disjuntos, todos abiertos salvo quizds para los extremos de [0,2]. Es decir, y~1(G) = | e liy
Y HG) = Ugex Ij.- La coleccion {I; : j € JYU{I} : k € K} es un recubrimiento por abiertos del
compacto [0, 2], luego tiene un subrecubrimiento finito. Tomando un subrecubrimiento minimal,
ordenando los intervalos segiin uno de sus extremos, y quizas anadiendo un tultimo intervalo
L, € v~ Y(@G) conteniendo al 2, podremos expresar el intervalo [0, 2] de la siguiente manera:

0,2 = [hUIZULUL{U-- Ul 1UI, {Ulpy,

donde 0 € Iy,2 € I,,, cada intervalo interseca a sus dos intervalos contiguos, y es disjunto
a los demds (de lo contrario, los miembros intermedios entre dos intervalos no contiguos con
interseccién no vacia serfan redundantes en este recubrimiento supuestamente minimal). Ahora
fijamos un i = 0,...,m — 1. Como y~!(M) es finito, existen dos valores

tie LNI\~y Y (M) t, eI Nl \v (M)

Por hipétesis, G NG’ es conexo, y como t;,t; € v H(GNG'\ M), existe un camino v* : [t;, 1] —
G N G’ transversal a M y de v(t;) a (t}) (Lema 4.3.2). Ademds, como [t;,t;] C I/, el camino
Ylpt,,¢1) estd contenido en G, luego

#View) (M) = #(7") "' (M) méd 2 parai=0,..,m—1

por hipétesis de divisién de G'. Por tltimo, recordamos que hemos elegido los valores ¢;,t, de
tal forma que v(t;),v(t;) € GNG'\ M, asi que podemos construir el camino
7= oe) 9 F A+ AT

'ml7

mediante un uso iterado del Lema 4.3.1. Este camino esta enteramente contenido en G, pues este
es el caso de cada v*, y porque [ti, t;11] C I;41 C v~ 1(G). Como existe un camino diferenciable en
G de x a si mismo que no pasa por M', y como M divide a G, deducimos que #(7*)~*(M) =0
mod 2, y asi

#y7 (M) + #95 H(M) = #yH (M)

= #(Woo]) (M) + #Wito,eg) ™ (M) + -+ # ity ) (M) + # (e, 2™ (M)
= #(Woo) " (M) +#()THM) + -+ # (™ THM )+#(v![tm L2) (M)
=#(H) Y M) =0 méd 2

Es decir, #4; H(M) = #75 1 (M) méd 2. O

Igual que con el lema 3.1.3, presentamos el siguiente lema para sucesiones numerables de
abiertos conexos ascendentes, pero el mismo argumento también es valido para uniones arbi-
trariamente grandes. No obstante, este detalle no tiene gran importancia en el contexto de
variedades diferenciables, ya que se les suele pedir el segundo axioma de numerabilidad, y por
lo tanto cualquier recubrimiento de un abierto suyo tiene un subrecubrimiento numerable.

'Dada una carta adaptada ¢ : U — R™*! para un entorno abierto U de x tal que U N M = 0, témese la
preimagen por ¢ de una circunferencia que pase por ()
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Lema 4.3.5. Si M divide por transversalidad todos los elementos de una sucesion creciente de
abiertos {Gp }nen, entonces también M divide por transversalidad a su union.

Demostracion. Sean z,y € G', y sean 71,72 : [0,1] — |J,, G» caminos transversales a M de x a
y. Nétese que {Gp}r, es un recubrimiento por abiertos del compacto A = 71([0, 1]) U v2([0, 1]),
luego tiene un sub-recubrimiento finito A C G, U...UG,, . Para n = max{ni, ..., ny} obtenemos
que A C Gy, luego #47 H(M) = #75 1(M) méd 2. O

Como mencionamos anteriormente, los tres lemas que acabamos de demostrar (4.3.3, 4.3.4
y 4.3.5) se pueden resumir en lo siguiente:

Corolario 4.3.6. Sea M hipersuperficie diferenciable cerrada y sin borde en N. Entonces, la
coleccion

C:={G C N : M diwide G por transversalidad}

es un recubrimiento estable bajo operaciones conexas.
En particular, si N es una variedad diferenciable inductiva por conexos, toda hipersuperficie
diferenciable en N la divide por transversalidad.

Corolario 4.3.7 (Teorema de Jordan-Brouwer, versién diferenciable). Sea M C R™*! hipersu-
perficie diferenciable cerrada en R™Y. Entonces, M divide R™*! por transversalidad.

En la misma linea que en la seccién 3.3.1, hemos descubierto que el Teorema de Jordan-
Brouwer diferenciable es cierto, no sélo en el espacio euclideo, sino también en cualquier variedad
diferenciable inductiva por conexos. En la seccién anterior (4.2) ya vimos que el resultado es
cierto para toda variedad simplemente conexa, asi que es natural empezar a buscar relaciones
entre la induccién por conexos y otras propiedades de la topologia algebraica como ser simple-
mente conexo. En la seccién 6 demostramos todo espacio topoldgico X inductivo por conexos
cumple que H H(X, Z3) = 0 (con la cohomologfa de Cech), y que en todo espacio X donde
H'Y(X,Z3) = 0 se cumple la versién local-global del Teorema de Jordan-Brouwer (y también
la version diferenciable cuando X es una variedad, pues ya hemos visto que la division y la
divisién por transversalidad son equivalentes para hipersuperficies diferenciables). Se sabe que
la condicién H'(X, Z3) = 0 es ligeramente més débil a ser simplemente conexo, con lo cual el
resultado obtenido en esta seccion es ligeramente mas fuerte al que obtuvimos en la seccién 4.2
mediante aproximaciones transversales.

5 ECUACIONES GLOBALES

Como describimos en la seccidn 4, una intersecciéon completa para una subvariedad diferen-
ciable M C N de codimensién k es una aplicacién diferenciable f : N — R* cuyo conjunto de
ceros es M, y tal que df (z) es inyectiva para todo x € M. En particular para hipersuperficies
diferenciables (subvariedades de codimensién 1), una ecuacién global es funcién diferenciable
f:R™! & R tal que M = f~1(0), y cuyo gradiente no se anula en M. La ventaja de las
intersecciones completas es que nos permiten dar una descripcién de las variedades diferencia-
bles mediante sistemas de ecuaciones implicitas. En el caso general, sin embargo, sélo se puede
garantizar la existencia de estas ecuaciones a nivel local. Se puede demostrar que todas las varie-
dades en R™ con ecuacién global son orientables, o equivalentemente, que ninguna subvariedad
no orientable puede tener ecuacién global en R™*+1,

En esta seccién demostramos que toda hipersuperficie diferenciable M cerrada en R tiene
ecuacién global.
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Figura 10: Esquema de la orientabilidad y la ecuacién global obtenidas a partir de una divisién

5.1 ORIENTABILIDAD Y ECUACION GLOBAL DE UNA HIPERSUPERFICIE

Recordamos que una funcién diferenciable es creciente en la direccién de su gradiente. Por lo
tanto, la definicién de una ecuacién global f nos garantiza, para todo x € M, que f(z+tV f(z)) >
0y f(x —tVf(z)) < 0 para todo ¢ > 0 lo suficientemente pequeno. En otras palabras, la
ecuacién global induce un signo a cada componente conexa de R™*1\ M de tal forma que
ningin par de componentes adyacentes compartan un mismo signo. Esta no es la primera vez
que nos encontramos con esta situacién; de hecho, es precisamente la bisqueda de ecuaciones
globales la que inspiré en primer lugar el concepto de division. En esta seccion partiremos de la
division del espacio para construir orientaciones y ecuaciones globales de cualquier hipersuperficie
diferenciable de R™*1.

Teorema 5.1.1. Sea M hipersuperficie diferenciable de R™*1. Entonces M es orientable y
existe una ecuacion global para M.

Demostracion. Por el Teorema de Jordan-Brouwer (3.2.1 0 4.2.2) M divide R™*!. Sea R™*1 \
M =W, NW_ la divisién pertinente. Para demostrar que M es orientable, hemos de encontrar
un campo de vectores normales unitarios v : M — R™+1,

Dado z € M, consideramos una carta adaptada ¢ : U, — R™*1, M N U, — R™ x {0}. La
ultima coordenada de ¢ se anula en M, luego z — V,@,+1 es un campo normal a M N U,.
Ademas Uy \ M = {¢my1 > 0} U {pmy1 < 0} es divisién de z, asi que, por restriccion y
unicidad de divisién podemos asumir que {@,,+1 > 0} = W, NU,. Asi, para todo z € M NU,,
el vector v(z) := V.on+1/||Vzpn+1]|| se puede caracterizar como el inico vector normal unitario
en z tal que z 4+ tv(z) € Wi para todo t lo suficientemente pequeno. Esta caracterizacion es
diferenciable en U, y a la vez independiente del entorno U, elegido. Como x € M era arbitrario,
la caracterizacion anterior induce un campo normal unitario diferenciable en M.

Para construir una ecuacion global, empezamos definiendo la siguiente aplicacién:

d: M xR —R™ (2,1) =z + tv(z)

Para cada * € M, como v(x) es un vector normal a M, el Teorema de la Funcién Inversa
nos garantiza que ®|y, . (_. ) es difeomorfismo para cierto entorno V,, C M de x y cierto ¢ > 0.
Tomando estos entornos lo suficientemente pequenos, podemos asumir que U, := ®(V, x (—¢,¢))
s6lo interseca a M en V.. Consideramos la funcién I, : U, — R, ®(x,t) — ¢, que es diferenciable
y verifica U, " M = V, = TI;1(0). Ademas, VIL,(z) = v(z) por definicién de ®, y también
tenemos que {II, > 0} = U, N Wy y {II, < 0} = U, N W_ por la caracterizacién del campo
normal.

As{ obtenemos una familia de funciones {II, : U, — R},ca. La coleccién C = {W,, W_} U
{U, : © € M} es un recubrimiento de M, y vamos a tomar una particién diferenciable subordi-
nada {6;,0_} U {0, : x € M}. Veamos que la funcién f =6, —0_ + > ,,0.11, es ecuaciéon
global de M.
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Si z € W4 entonces II;(z) > 0 para todo x € M con z € U,, y también 6_(z) = 0.
Por lo tanto, f(2) = 01(2) + >, car 02(2)lz(2) es una combinacién lineal convexa de valores
estrictamente positivos y en particular, f(z) > 0Vz € W,. Anédlogamente, f(z) <0Vz € W_,y
por continuidad concluimos que M = f~1(0). Ahora sélo queda demostrar que V f(2) # 0 Vz €
M. Si z no pertenece a W ni a W_ entonces 0, (z) = 0_(2) =0y VO,(2) =VO_(2) =0,y
para cada x € M con z € U, tendremos lo siguiente:

V(0,11,)(2) = Hp(2)VO,(2) 4+ 0,(2)VIIy(2) = 0- VO4(2) + 0:(2)v(2) = 0, (2)v(2).

Luego Vf(2z) = > en V(021l)(2) = X car 0e(2)v(2) = v(2) # 0, tal y como buscdbamos. [

5.2 LA CONSTRUCCION DE E.L. LiMa

Llegados a este punto, es claro que las propiedades de orientabilidad, dividir el espacio, o
tener ecuacién global estdn intimamente relacionadas. De hecho, otras fuentes [7] se acercan al
problema en la direccién contraria: parten de que toda hipersuperficie de R™*! es orientable
usando algin argumento de transversalidad [12], y después construyen una ecuacién global para
demostrar el Teorema de Jordan-Brouwer. La construccién propuesta por Lima [7] tiene una
naturaleza similar a la aqui presentada, pero es capaz de lograrlo sin utilizar la division.

Teorema 5.2.1 (Lima). Sea M C R™*! hipersuperficie diferenciable conexa y orientable. En-
tonces, existe una ecuacion global para M.

Demostracién. Partimos de la aplicacién ® : M xR — R™T! descrita en el Teorema 5.1.1, donde
para cada x € M existe un e, > 0 tal que ® restringido a G-, = {|ly — x| < ez} X (—ez,&4) €8
difeomorfismo. Sin mucha dificultad se puede demostrar que ® también es difeomorfismo en el
abierto G = {J,cps Gz, /3 que contiene a M x {0}.

En particular M separa al abierto U = ®(G) que lo contiene, Il : U — M, ®(z,t) — z es
una proyeccién diferenciable de U en M, y la funcién h : U — R, ®(x,t) — t es ecuacién global
de M en U. Ahora tomamos un abierto U’ de R™*! tal que M C U’ C U’ C U, una funcién
diferenciable € : M — (0, 00) tal que B(xz,e(x)) C U’ para todo x € M (que se puede construir
mediante particiones diferenciables de la unidad), y una funcién diferenciable A : R — [—1, 1]
impar tal que X' (0) =1, A(z) = 1 para z > 1, y A(z) = —1 para x < —1.

La funcién f(z) := A(h(z)/e(Il(z))) sigue siendo una ecuacién global de M en U, y por
definiciéon de € y A verifica que f(x) = 41 para z € U \ U'. Sea £ : U — R" su gradiente.
Como U’ C Uy é se anula en todo U \ U’, podemos extenderla por ceros a un campo vectorial
£:R™ - R". Ademss tenemos V x £ = 0 en U porque ahi coincide con el gradiente de f , y en
R™\ U porque £ =0 en R*"\ U’ D R"\ U.

Como R" es simplemente conexo, £ es el gradiente de una funcién f : R™ — R, que sin
pérdida de generalidad verifica f(z) = 0 para cierto x € M. Como Vf|y = &|ly = VfyUes
conexo (por serlo M), se deduce que f|y = f , v en particular que f es una ecuacién global de M
en U. Para ver que también lo es en M basta comprobar que f(z) # 0 para todo z € R"\ U. En
efecto, dado z € R™\ U tomamos el punto zp € U’ que minimice la distancia a z, asegurando asf
que el segmento 29, z] no interseca a U’. Como V f = £ se anula fuera de U’y 29 € U’ Cc U\U’,
deducimos que f(z) = f(z0) = f (z0) = =1 # 0, concluyendo que f es ecuacién global de M. [

5.3 OTRA CONSTRUCCION SIN HIPOTESIS DE ORIENTABILIDAD

En el mismo articulo de Lima [7] también se explica cémo construir una ecuacién global de
cualquier hipersuperficie diferenciable de M C R™*! sin la necesidad de asumir su orientabilidad.
La idea es de naturaleza muy similar a la primera demostracién del Teorema de Jordan-Brouwer
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presentada en este trabajo: imitando la idea de separacién local, Lima parte de que las hi-
persuperficies tienen ecuaciones locales, y cuidadosamente se asegura de que estas ecuaciones
locales que recubren R™*! coinciden salvo por signo localmente en dominios comunes. Después
demuestra que si dos ecuaciones coinciden salvo por signo localmente en un abierto conexo, han
de coincidir globalmente salvo por signo (anédlogo a la unicidad de divisién en abiertos conexos).
Y para construir la ecuacién en todo R™*!, en vez de apilar rectdngulos como hacemos en este
trabajo en la seccion 3.2.1, lo hace mediante entornos de segmentos. En esta seccién daremos
un resumen de esta construccién:

Definicion 5.3.1. Sean f,g: G — R funciones continuas. Se dice que f y g coinciden salvo por
signo localmente si para todo = € G existe un entorno abierto suyo, Uy, tal que f|y, = +g|y,.

La siguiente observacién es andloga a la primera operacién de divisiones (Lema 3.1.1) en el
contexto de funciones que coinciden localmente:

Observacion 5.3.2. Supongamos que f,g: G — R coinciden salvo por signo localmente, y sea
G’ C G un abierto. Entonces, f|a v g|gr coinciden salvo por signo localmente.

Ahora observemos la siguiente proposicién, también propuesta por Lima, que es equivalente
a la unicidad de divisiones en conexos (Teorema 2.3.2):

Proposicion 5.3.3. Sea G conexo y f,g: G — R funciones continuas que coinciden salvo por
signo localmente. Si f~1(0) C G no tiene puntos interiores, entonces f = +g.

Demostracion. Para cada xz € GG, definimos

_ 1 siflu, =glu.
hle) = {—1 si flu, = —glu,

Donde U, es un entorno de z donde f y g coinciden salvo por signo. Nétese que h(z) estd
caracterizado por los valores de f y g en cualquier y € U, \ f~1(0) (que es no vacio porque
f71(0) no tiene puntos interiores), luego no depende del entorno U, escogido (para cualquier
otro entorno U/, témese un y € U, N UL\ f71(0)).

Ademds, h es localmente constante, porque para cada z € G asigna el mismo valor en todo
U,. Si G es conexo, h serd constante, y como f = hg por definicién, concluimos que f = +g. 0O

De esta proposicion se deducen dos resultados andlogos a la segunda y la tercera operacién
de divisiones (Lemas 3.1.2 y 3.1.3) respectivamente para funciones que coinciden salvo por signo
localmente:

Corolario 5.3.4. Sean f : G — R, g : G' — R dos funciones que coinciden localmente salvo por
signo en G N G', y supongamos que G NG’ es conexo y que f~1(0) y g~ 1(0) no tienen puntos
interiores. Entonces, existe una funcion h : GUG' — R que coincide salvo por signo localmente
con f en G y con g en G'.

Corolario 5.3.5. Sea {G,}, una cadena ascendente de abiertos conexos de un espacio X, y
{fn : Gn = R}, una familia de funciones que coinciden salvo por signo localmente entre si, y
tales que mingin f, *(0) tiene puntos interiores. Entonces, existe una funcion f U,Gn = R
que coincide salvo por signo localmente con cada f, en su respectivo dominio.

Ahora, para construir una ecuacién global de una hipersuperficie diferenciable cerrada en
R™*1 1o que haremos es recubrir R™*! con ecuaciones locales de M que coincidan salvo por
signo localmente, y después unirlas mediante las operaciones de divisién para encontrar una
ecuacién global de M.
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Proposicién 5.3.6. Sea M C R™! hipersuperficie diferenciable cerrada en R™. Entonces,
existe un recubrimiento U = {U;}; de R™, y una coleccion de funciones {f; : Uy — R} donde
cada f; es una ecuacion global de U; N\ M (en particular, f;1(0) = U; N M no tiene puntos
interiores), y de tal forma que para cada par i,j € I, las funciones f; y f; coinciden salvo por
signo localmente en U; N Uj.

Demostracion. Dado un p € M, como M serd orientable en un entorno abierto V), de p lo
suficientemente pequeno, sea v, : M NV, — R™*! yn campo normal unitario. Nétese que éste es
unico salvo por signo. Usando argumentos parecidos a los del Teorema 5.1.1, existe un entorno
abierto de p, W, C V,, y un ¢, > 0 tales que W), es isomorfo a (W, N M) x (—¢p,&p) via
(q,t) = q+trp(q). Sea gy : W, — R, q + trp(q) w t, y sea §, > 0 tal que By, 35, C W), y sea
Up= By,

Como G = Up G, es un abierto que contiene al cerrado M, podemos construir, mediante
particiones diferenciables de la unidad, un abierto G’ tal que M C G’ € G’ C G, y una funcién
diferenciable 6 : M — (0,00) tal que By, 55, C G para todo p. También podemos construir
una funcién impar creciente A : R — [—1,1] tal que A\(z) = —1 para todo z < =1y A(z) =1
para todo > 1. Para cada p € M, definimos la funcién f, := A(gp|v,/d(p)). Por definicién
tenemos que f,1(0) = (gp|v,) ' (0) = U,N M, y en particular el conjunto de ceros de f, no tiene
puntos interiores. Por otra parte, se puede ver que si U, NUy # (), entonces U, U U,y ha de estar
enteramente contenido en W), o en W]; (sin pérdida de generalidad, en W),). Como la eleccién de
gp : Wp — M es tnica salvo por signo localmente, se deduce que g,y |Up/ coincide salvo por signo
localmente con gp|Up,, y por lo tanto f, y f,r coinciden salvo por signo localmente.

Para completar la demostracién afiadimos a nuestro recubrimiento el abierto Uy := R™+1\ G’
que contiene a R™*1\ G por definicién de G’. Como lo g,(z) & {—1,1} sélosiz € By ospy C G,
se deduce que todo g, coincide salvo por signo localmente con la funcién constante 1 en U, N Up.
Por lo tanto, las colecciones U :={U, : p e M} U{Up} y {fp :p € M} U{l|y,} cumplen todos
los requisitos que buscamos. O

Gracias a todo ésto, obtenemos otra demostracién autocontenida del Teorema de Jordan-
Brouwer para variedades diferenciables:

Teorema 5.3.7. Sea M C R™! hipersuperficie diferenciable cerrada en M. Entonces, existe
una ecuacion global f : R™ — R para M. En particular, M es orientable y divide R™+1.

Demostracion. Consideramos el recubrimiento U = {U,;}ier y la familia de funciones {f;}icr
que construimos en la proposicién anterior, y sea C la coleccién de abiertos G C R™*! para
los cuales existe una funcién fg : G — R que coincide salvo por signo localmente con cada f;.
Nétese que C contiene a U por construccién, en particular que C recubre R™*!, y que para cada
par G,G’ € C, las funciones fg y fe coinciden salvo por signo localmente en G N G, (pues lo
hacen en GNG'NU; para todo 7). Gracias a esto, la observacién 5.3.2 y los corolarios 5.3.4 y 5.3.5
implican que C cumple las propiedades I, II, y III de un recubrimiento estable bajo operaciones
conexas. Como R™*! es un espacio inductivo por conexos (Corolario 3.3.3), concluimos que
existe una funcién f : R™*! — R que coincide salvo por signo localmente con cada f;, y por lo
tanto es una ecuacion global de M.

De todas formas, aqui resumimos la forma en la que Lima demuestra que C contiene a R™*1,
Primero demuestra que para cualquier segmento S = [zg,x1] existe un abierto en C que lo
contiene. En efecto, para cada x € S existe un ¢ > 0 tal que U, := B,., € C (usando la
propiedad I de restriccién). Como la coleccién de bolas {U, },es recubre el compacto S, existe
un subrecubrimiento finito, que ademés podemos tomar minimal. De esta manera, ordenando
las bolas adecuadamente, podemos escribir S de la siguiente forma:

ScUyuUU---UUy
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De tal forma que cada bola interseca a sus dos bolas contiguas en la expresion, y es disjunta a
las deméds (de forma similar al Lema 4.3.4). Podemos argumentar por induccién sobre 1 <[ < k
que Ué:o U; € C. Paral = 1 el resultado es inmediato, y si Ui:o Ui € C, como (Ué:o U)NUp4q =
Ui N U4 (por la eleccién de los U;’s) y éste es conexo (la intersecciéon de dos bolas convexas
es convexa, luego conexa), el lema 5.3.4 garantiza que Uiié U; € C, completando la induccién
sobre [. En resumen, Uy UU; U --- U Uy es un abierto que pertenece a C y que contiene a S.
Para construir la ecuaciéon en R™+!, hacemos lo siguiente: para cada z € R™*! sea S, = [0, 2]
el segmento que conecta x con el origen. Como existe un abierto G, € C que contiene a S, y S,
es compacto, sea d; > 0 tal que V, := Uye s, Bys. C Gz, y en particular V; € C (Observacién
5.3.2). Nétese que V. es convexo porque es la suma de dos conjuntos convexos. Para cualesquiera
z,2’ € R la interseccion V, NV, es no vacia (contiene al origen) y convexa (en particular,
conexa), luego fy, = £ fy, en el dominio comin. Sin pérdida de generalidad, podemos fijar un
fv, v elegir cada fy, de tal forma que fy, = fy, en VoNV,. Asi, para cualesquiera z,z’ € R™+1,
como fy, = £fy, en Vo NV y fu, = fi, = fu, en Vo NV NV (que es no vacio porque
contiene al origen), se dard que fy, = fy,, y por lo tanto f := (J,crn f1, : R" — R estd bien
definida y cumple todas las propiedades deseadas. O

6 DIVISIONES DE OTROS ESPACIOS

Como vimos a la hora de demostrar el Teorema de Jordan-Brouwer mediante aproximacio-
nes transversales, la versién diferenciable del teorema se puede generalizar a cualquier espacio
ambiente que sea simplemente conexo. Por ejemplo, este es el caso de una esfera S” cuando
n > 2. También hay herramientas avanzadas de la topologia algebraica, como la dualidad de
Alexander-Lefschetz, que permiten relajar todavia més las condiciones sobre N. Concretamente,
el Teorema de Jordan-Brouwer diferenciable se cumple en una variedad diferenciable N si y sélo
si HY(N,Zy) = 0 [13].

Las herramientas de la tercera seccién también nos permiten demostrar el Teorema de
Jordan-Brouwer local-global para las esferas. Basta con ver que S™ se puede describir mediante
dos cartas homeomorfas a R™ cuya interseccién es conexa (témense las proyecciones estereografi-
cas de los polos (1,0, ...) y (—=1,0,...) sobre el plano del ecuador z; = 0; la interseccién de dichas
cartas es homeomorfa a (—1,1) x S*~!, y por lo tanto conexa para n > 2). Gracias al Teorema
3.2.1, todo subconjunto cerrado M C S™ que separa localmente la esfera divide las dos cartas, y
por el Lema 3.1.2, también divide la esfera.

Esto lleva a preguntarnos para qué espacios se cumple que todo subconjunto M que lo
separa localmente también lo divide (informalmente, ;para qué espacios se cumple la version
local-global del Teorema de Jordan-Brouwer?). Como vimos en el corolario 3.3.2, el Teorema de
Jordan Brouwer es cierto en todo espacio inductivo por conexos.

No obstante, es necesario recalcar la diferencia entre un espacio inductivo por conexos y un
espacio donde se verifica la versién local-global del Teorema de Jordan-Brouwer. Aunque todo
espacio de la primera categoria pertenece a la segunda, no estamos seguros de si la veracidad
de la version local-global del Teorema de Jordan-Brouwer implica que ésta se pueda verificar
mediante nada mas que operaciones de divisiones. La naturaleza de este problema reside en que
no tenemos herramientas para construir conjuntos que separen localmente ni manipularlos para
encontrar contraejemplos al Teorema de Jordan-Brouwer cuando un espacio no es inductivo por
CONEexos.

Volviendo a la pregunta principal de esta seccién, ;para qué otros espacios topolégicos se
cumple el Teorema de Jordan-Brouwer? ; Fxiste alguna relacién entre la induccién por conexos y
alguna otra propiedad topoldgica conocida? En lo que sigue proponemos una versién alternativa
del corolario 3.3.2 que en vez de utilizar los grafos de adherencia, cruciales en la seccién 3.1 para
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operar con divisiones, recurre a una herramienta topoldgica que es frecuentemente utilizada en
la literatura para resolver problemas de naturaleza similar al Teorema de Jordan-Brouwer.

6.1 ConomoLocia pE CECH

FEn esta seccion definimos brevemente las nociones bésicas necesarias para construir el primer
grupo de cohomologia de Cech de un espacio X sobre el haz Zs. La mayoria de las demostraciones
en esta introduccién estdn inspiradas en unas notas sobre superficies riemannianas de Otto
Forster [3], pero han sido adaptadas para nuestro caso particular.

Definicién 6.1.1 (Cohomologia de un recubrimiento). Sea U = {U;}ies un recubrimiento por
abiertos de X, y k € N:

(1) Un k-simplice de U es una secuencia o = (Uj,, Uy, ..., U;, ) en U. Denominamos soporte de
o a la interseccién de todos los miembros de o, y lo denotamos por |o|. Denotamos a la
coleccion de k-simplices de U por AF(U).

(2) Para0 < j <k, definimos el j-ésimo borde de o como 00 := (U, ..., Ui;_,, U;
ALY,

Uik+1 ) €

FEEERIEY

(3) Una k-cocadena de U (sobre el haz Zy) es una aplicacién f que asigna, a cada o € A*(U),
una funcién f, = fi,. 4, : |o0] = Zg localmente constante. El conjunto de k-cocadenas de
U se denota por C*(U, Zs).

(4) El coborde de una cocadena f € C*(U,Zsy) es la (k + 1)-cocadena Of que asigna, a cada
(k + 1)-simplice o = (U;,, Uy, ..., Ui, ), la funcién 0f, dada por

Tyl
k+1 ‘
0fs = Z(*l)jfajohcﬂ
=0

Donde fajg|‘a| es la restriccion a |o| de la funcién Jo;0 originalmente definida en el soporte
de ;o (nétese que |o| C [0j0(). Como fy,s|s es una funcién localmente constante en |o|
para todo 7, también lo serd df. Por lo tanto, Of estd bien definida como (k+ 1)-cocadena.

(5) Una k-cocadena f es k-cociclo si 0f = 0. La coleccién de k-cociclos en U se denota por
ZFMU, Zo).

(6) Una k-cocadena f es k-coborde si es el coborde de algiin cocadena g € C*~1(U), es decir,
si f = dg. La coleccién de k-cobordes en U se denota por B¥(U, Zy). Definimos también
B(U,Zsy) := 0.

(7) Para cada f € C*(U, Zs) se tiene que 9%f = d(df) = 0, o lo que es lo mismo, B*(U, Zs) C
Zk(u,@) para k > 1. Se define el k-ésimo grupo de cohomologia del recubrimiento U
como el grupo cociente H*(U, Zs) := Z¥(U, Z3)/B* (U, Z3). En efecto, podemos expandir
la definicién de coborde de f dos veces sobre un o = (Usy, Ui, ..., Us,,,) € A¥2(U) para

obtener lo siguiente:

E+2 k42
j -1, j+0
(0o =D D (W (=11 flo o= > (D (flo0 10 — flao,) =0
j=0 ¢=0 0<j<t<k+2
U£]
Donde 1 vale 1si j <[y 0 cuando j > [. Es gracias a esta paridad causada por el orden
entre j y I que 0%f = 0.
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Esta definicién se puede extender sin dificultad a cualquier pre-haz en X. Un pre-haz es una
aplicacién F que asigna a cada abierto U C X un grupo abeliano F(U), y a cada par de abiertos
V C U un homomorfismo de restriccién resy : F(U) — F(V) verificando que resl; = Idr (v
y que res‘[foresg/ = resyv para abiertos cualesquiera W C V C U. De todas formas, en este
trabajo s6lo nos interesa trabajar sobre el haz Zs, que asigna a cada abierto U C X el grupo de

aplicaciones localmente constantes en U con las restricciones definidas naturalmente.

Definicién 6.1.2 (Cohomologias bajo refinamientos). Sea V = {G};jc; un recubrimiento por
abiertos de X que es refinamiento de U, y sea 7 : J — I tal que V; C Uy, para todo j € J'.
Esta eleccién induce naturalmente las siguientes relaciones entre simplices, cocadenas, y grupos
de cohomologia sobre U y V:
(1) Dado o = (Vjy,...,V;,) € AF(V), la secuencia 7a(0) = (Uzjys - Ury,)
en U. Por lo tanto, obtenemos una funcién entre simplices pa : AU’ — AFU) que
ademds verifica 9y(pa (') = wa(0p0’) para todo o € A¥(V), 0 < ¢ <k.

) es un k-simplice

(2) Asi podemos definir una aplicacién ¢¢ : C*(U, Z2) — C*(V, Zs) que asigna, a cada cadena
f e C*U,Zy), la cadena 1o(f) € C*¥(V,Zy) dada por 7¢(f)s = fra(0)ljo| Para todo
o € AF(V). Gracias a que TA conmuta con los 9;’s, se deduce que d7¢(f) = 7¢(6f) Vf.

(3) En particular, 7c manda cociclos en U a cociclos en V, y cobordes en U a cobordes en V.
Cocientando 7¢ sobre los cobordes en C*(U,Zy) y C*(U',Zs) obtenemos una aplicacién
B s U, Z) — H*(V, o).

Ademas, la aplicacién t% no depende de la funcién 7 elegida, es decir, que tenemos una
tinica aplicacién natural ¢ : H¥(U,Zy) — H¥(V,Zs). Debajo lo demostramos para k = 0 y
k = 1, que son los 1nicos casos que utilizaremos en este trabajo. También se puede comprobar
sin mucha dificultad que tzzj es la identidad en H k(u ,Z3) y que t% o tzﬁ = t% para refinamientos
U=V mw.

Como los recubrimientos por abiertos de X forman un conjunto dirigido bajo refinamientos,
definimos el k-ésimo grupo de cohomologia de X como el limite directo de H*(U, Z3) sobre los
recubrimientos de & de X via estos homomorfismos naturales, y lo denotamos por H*(X, Zs).

Proposicién 6.1.3 (El grupo 0 de cohomologia).

(1) Para cualquier recubrimiento por abiertos U = {U;}ier de X, el grupo de cohomologia
HOYU,Zs), que coincide con Z°(U,Zs3) (pues BY(U,Zs) = 0) es naturalmente isomorfo al
grupo de aplicaciones localmente constantes de X en Zy mediante g — | J;c; gi

(11) Dado un refinamiento U <V = {V;};ec, la aplicacion t% se caracteriza por los isomorfis-
mos de HO(U,Zs) y H°(V,Z3) con las funciones localmente constantes en X descritos en
(1). En particular, t% no depende del 7 : J — I elegido y es un isomorfismo.

Como todos los H° (U, Z3) son isomorfos entre si y con el grupo funciones localmente constan-
tes en X, deducimos que su limite directo bajo refinamientos, H° (X,Zy), es también isomorfo
al grupo de funciones localmente constantes en X. En particular, X es conexo si y sélo si
H°(X,Z5) = {h: X — Z constante} = Zj.

Demostracion. (1) Dado un g € Z°(U, Zy) tenemos, para cada x € U; N Uy, que g;(x) — gir(x) =
(09)ir;(x) = 0, luego la funcién dada por @ (g)(z) := g;(z) no depende del U; 3 x elegido (es
decir, estd bien definida en X), y es localmente constante en X porque lo es en cada U;. Por
otra parte, cualquier aplicacién localmente constante h induce un cociclo dado por g¢; := hly,.
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() Sean 7 : J — I con V; C Uy, Vj, g € Z%U,Zy), y h : X — Zs una funcién localmente
constante que caracteriza g tal y como describimos en (1), tenemos para todo j € J, x € Uj,
que 7¢(9);(x) = gr,(x) = h(z). Es decir, que h también describe 7¢(g), concluyendo que ) =
D, Lo &y es composicién de isomorfismos (luego isomorfismo) y que no depende de 7. O

Proposicién 6.1.4 (El primer grupo de cohomologia).

(1) Una cocadena f € CY(U,Zs) es cociclo si y sdlo si verifica, para todo ig,i1,i2 € I, que
fioio = fioil + filio = fioil + filig + figio =0 en todo Uio N Uil N Uig'

(11) Dado un refinamiento U =V = {V;}je, la aplicacion £} no depende del T : J — I elegido
Yy es inyectiva.

En particular, deducimos por la definicién de limite directo que H'(X, Z3) = 0 si y solo si
HY(U, Z3) = 0 para todo recubrimiento por abiertos & de X. Este resultado es particular para
k = 0,1 y no se puede generalizar para k > 2, pues tz{,’ puede dejar de ser inyectiva.

Demostracion. (1) Por definicién, f es cociclo si y s6lo si fi,i, (%) — figin(®) + figiy(z) = 0
para todo x € U;, N U;; N U;,. Tomando iy = i1 = i2 se obtiene f; i, () = 0, y con ig = o
se obtiene fi i,(z) — 0 + fiyi,(x) = 0. En particular fi,,(z) = —fisi,(z), concluyendo que

fivis (%) + firin(®) + fizio(x) = 0. El resultado reciproco es evidente.

(11) Para ver que t% no depende de la eleccién de 7, sean 7,7’ : J — I tal que V; € Ur,NU;j
para todo j € J. Queremos demostrar que To(f) — 74(f) € BY(V, Zy) para todo f € ZY(U,Zs).
Definimos la cadena g € C°(V, Zy) dada por g; := frijr; (que tiene a V;NU;, = V; por dominio)
en cada j € J, y asi obtenemos, en cada Vj;, NV}, que

TC’(f)jOjl - Té(f)j()jl = ijOle - fT’. = fTJ'oTJ'l - ijOTJl-l + .](.7'3-07'](1 - fT/_ /

Jo ' J1 0TIt
R L T
leT]’O Tio Ti1 7—.7'07—3'1 leTjO lele TjOTjO 9]1 g]o

Es decir, que 7¢(f) — 74(f) = dg, tal y cémo buscédbamos.

Para ver que t% es inyectivo, queremos demostrar que si f € Z1(U ,Z3) es l-cociclo en U y
su imagen 7¢(f) es coborde en V, entonces f es coborde en U. En efecto, por hipdtesis existe
g € C°(V,Zs) tal que 7¢(f) = dg. Le. para cada i € I, jo,j1 € J tenemos, en U; NV}, N'Vj,, que

951 — Gjo = TC(f)joﬁ = ijOle = ijOi + file = fi‘rjl - fi‘rjo

Luego gj, — f”n () = gjo(x) — f”jo (x). De esta manera, la aplicacién h; : U; — Zo dada por
hi(z) := fir;(x) — gj(x) no depende del U; > z elegido y es localmente constante (pues lo es en
cada V; NU;). Ademds, para cualquier « € Ujy, U;,, y cualquier j € J con x € U; verifica que:

fioil ('I) = ijil (I) - ij—io(x) = hil (:C) - gj(x) - (hlo(x) - gj(ﬂi)) = hi1 (:C) - hio(x)’
concluyendo que f = 0h y en particular, que f es un coborde en U. O

Observacién 6.1.5 (Restriccién de cocadenas). Sea G C X abierto de X y seald = {U, }ier un
recubrimiento de X. Entonces U | := {U;NG};cs s un recubrimiento por abiertos de G. Ademas,
existe un homomorfismo natural que asigna a cada f € C*(U, Zy) el cociclo f|a € C*(U|q, Z2)
dado por (fla)ig..ix = fio-..ik‘GﬂUioﬂ..ﬂUikv y que ademds conmuta con el coborde (es decir,
d(fla) = (0f)|e) por definicién. En particular, si f es un cociclo (o coborde) en U, también lo
serd f|g en U|q.
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6.2 INDUCCION POR CONEXOS Y COHOMOLOGIA DE CECH

Vamos a dar una nueva demostracién del Corolario 3.3.2 mediante dos resultados:
Teorema 6.2.1. Sea X un espacio topoldgico inductivo por conexos. Entonces H" (X,Zy) = 0.

Demostracion. Supongamos que X es inductivo por conexos, y sea U un recubrimiento por abier-
tos de X. Queremos demostrar que H'(U,Zs) = 0. Fijamos un f € Z*(U,Zs), y consideramos
la siguiente colecciéon de abiertos de X:

C :={G C X abierto: f|g € Bl(uy&@)}
= {G C X abierto : 3g € C°(U|4, Zy) tal que f|¢ = dg}

Si demostramos que C es un recubrimiento de X estable bajo operaciones conexas, entonces
la induccién por conexos de X implica que X € C, o lo que es lo mismo, f € B'(U|x,Zs) =
BY(U,Zs). En efecto:

C es recubrimiento: veamos que C contiene a U;, para todo ig € I y que en particular C
recubre X. Fijamos un ig € I, y definimos, para todo ¢ € I, la funciéon localmente constante
gi := fioi definida en U;, N U; € AU ‘Uio)' Entonces, para cualquier 4,¢ € I tenemos en todo
Ui, NU; NUy que:

9ir — 9i = figir — fioi = fir = (f|UiO)n"

Es decir, f|y, = 0g.

C werifica I: sean G’ C G C X abiertos, y sea g € CY(U|q,Z2) tal que f|g = dg. Por la
observacion 6.1.5 (donde G toma el papel de X y G’ el de G), se deduce que f|e = dgler v en
particular f|g, es cociclo en U|qr.

C wverifica II: Sean G, G’ € C tales que GNG’ es conexo. Queremos demostrar que GUG’ € C.
Por hipétesis fl¢ = 09y f|e = 8¢’ para ciertos g € CY(Ug, Zs), g’ € C*(Ugr, Z2). En particular,
la cadena ¢” := glana' — 9lena € C°(U|gna, Z2) cumple que dg” = 0, y como GNG' es conexo,
deducimos que la funcién localmente constante h : G N G’ — Zs que describe g” es constante
(proposicién 6.1.3). Sin pérdida de generalidad, h = 0, o equivalentemente glang, = ¢'lana;-
Asi, para cada i € I, la funcién

50N (GUG) > Zaas {40 2 EE
estd bien definida y es localmente constante en UN(GUG’), lo cual implica que § € C°(U|quar, Z2),
y que para todo Up, Uy € U y z € UyNU; N (G UG se cumple que gy, (z) — gu,(z) =
gu, (z) — 9o (z) = fuoun (z)sizeG, o gu, (z) — gUO(:E) = ggjl (z) — 9&0(93) = foou (z)size G
En resumen, deducimos que f|guer = 99, concluyendo que G UG’ € C.

C wverifica III: sea {G4}aecs una cadena ascendente de abiertos en C, y tomamos para cada
a € Jun g* € C'WU|q,,Zs2) tal que fl|g, = 0g%. Queremos probar que su unién pertenece a
C. Empezamos fijando un oy € J. Para cualquier o € J, la interseccién G, N G4, es conexa
(ha de ser o G, o bien G,,) luego, usando un argumento similar a la parte II, se puede asumir
sin pérdida de generalidad que gO‘|GamGa0 = gO‘O|GamGOO. Por lo tanto, la cocadena g dada por
gi(z) = U, g para todo i € I estd bien definida, y para cada ig,iy € I,y € U;; NU;; NU, Gas
verifica que:

9ir (%) = iy () = g5, (2) = 9, () = (fla)igin () = figir (¥) = (fly, G )ioir ()

Donde « es cualquier elemento de J tal que € G. En resumen, f|Ua Ga = 09, 1uego |, Ga € C.
O
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Teorema 6.2.2. Sea X un espacio topoldgico localmente conexo tal que I:.Tl(X, Z3) = 0. Enton-
ces se cumple el Teorema de Jordan-Brouwer en X. Es decir, todo subconjunto cerrado M C X
que separa localmente X divide X .

Demostracion. Supongamos que H (X,Z3) =0, ysea M C X un cerrado que separa localmente
X. Consideramos dos colecciones de abiertos de X, la de las componentes conexas de X \ M,
Vx\m = {Vitier, y W= {W C X : M separa W} = {W,};c;, de tal forma que U := Vx\,  UW
es un recubrimiento de X por hipétesis de separacién local. Para cada j € J, sea W; \ M =
VV]Q U le su separacién. Vamos a definir la siguiente cocadena § € C°(U| x\m»Zz2). Para cada
1€ 1,sea g; =0y para cada j € J, la funciéon

. 0 si:cEWJO
5@ =31 gzew
J

estd bien definida y es localmente constante en W; \ M porque WJQ y le son dos abiertos
disjuntos. Sea f := 0§, que es un borde en U|xens.

La idea es la siguiente: vamos a demostrar que existe un cociclo f en U tal que f|x\ar = f .
Como H' (U, Z3) = 0, f también serd coborde, digamos f = Jg. La coleccién de funciones {g; }icr
inducird una aplicacién localmente constante h : X \ M — Zo, y X \ M = {h =0} U{h =1}
serd la division del espacio que buscamos.

Empecemos demostrando la existencia de f. La condicién de que f| X\M = f implica que
todas las funciones f, fi; v fj; estédn totalmente caracterizadas por f en X \ M. Por lo tanto
basta comprobar que, para cualesquiera j, ;' € J, la funcién fjj/ W N Wy \ M — Zsy se puede
extender a una funcién f;; : W; N W — Zsy localmente constante. Notese que fjj/ no tiene por
qué ser constante (por ejemplo, cuando W;NW;s no es conexo), pero podemos hacer lo siguiente:
dado x € M NW; "W, sea j” € J tal que x € Wj» C W; N W)r. Por simplificar la notacién,
sea U :=Wjn,yseaU\ M = UY U U! su separacién. Por restriccién de divisiones y la unicidad
de separaciones, tenemos que

0 1 0 1 0 1

Supongamos sin pérdida de generalidad que VV]Q NU = U". Asf, por definicién de § y de f = 03,
tenemos que

fjj,yUon = §jlpo = Gjlpo = W]QﬂU:UoﬂU —

= WNU=U'NU < §jlp =gyln <= fiylin=0

En otras palabras, los valores que Carficterizan fjj/ [0y fjj/ |1 han de ser iguales (o ambos son 0,
o ambos son 1), lo cual implica que f;;/ es constante en U \ M, y por lo tanto se puede extender
a una funcién constante en U. Como x € M NW; N W era arbitrario, deducimos que la funcién
localmente constante fjj/ : W;n Wy \ M — Zso se puede extender a una funcién localmente
constante f;; : W; N Wy — Zo, y que ademas es tnica por densidad de X \ M.

Ahora que f estd bien definido como cocadena en U, veamos que es cociclo. Como f = flx\m
es cociclo en U| x\ pr, tenemos para cada j, j', 5 € J que

fig + fygr + fimg = fige + Jyrgr + fmg =0

en todo W; N W N Wj» \ M. Por restricciéon de divisiones, sabemos que W; N Wy N Wjn \ M
es denso en W; N Wy N Wy, y por lo tanto la ecuacién anterior se ha de verificar en todo
W; "Wy 0 Wjn, concluyendo que f es cociclo.
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Recordamos que HO(U,Zy) = 0; sea g € HO(U, Zs) tal que f =g, ysea h: X \ M — Zs la
aplicacién localmente constante obtenida uniendo todos los g;’s. Veamos que {h = 0},{h = 1}
forman una divisién de X:

El hecho de que X \ M = {h =0} U {h = 1} es evidente, asi que sélo queda comprobar que
M c {h =0} n{h =1}. En efecto, sea x € M, sea W; € W un entorno abierto de = al que
separa M, sea W;\ M = W]Q N le su divisién, y sean V;, Vi, las componentes conexas de X \ M

que continenen a W]Q y le respectivamente. Supongamos primero que g; = 0. Asi obtenemos
que
hlwo = giolwo = gjlwo + fiiolwo = 0+ fjiolwo = Giolwo — gjlwo =0—-0=0
Luego WJQ C {h =0} y por lo tanto x € WJQ C {h = 0}. Anélogamente se obtiene que h|y1 =1,
J

y por lo tanto, z € le C {h = 1}. Si tuviéramos g; = 1 habrfamos obtenido que h|y0 =1y
J

hly1 = 0, concluyendo de la misma manera que z € {h =0} N {h = 1}. O
J
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