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Resumen. El objetivo de este trabajo es presentar una demostración elemental
del Teorema de Jordan-Brouwer en su versión clásica, que puede enunciarse de la
siguiente manera: toda hipersuperficie diferenciable de Rn sin borde y cerrada en
Rn lo desconecta. El Teorema de la función inversa nos garantiza que localmente
se da esta separación, y lograremos extenderla a todo el espacio usando nociones
básicas de topoloǵıa elemental y un sencillo resultado acerca de grafos bipartitos.
Después, interpretaremos esta demostración desde el punto de vista de la teoŕıa de
transversalidad, analizaremos cómo la desconexión obtenida induce una ecuación
global para la hipersuperficie diferenciable, y estudiaremos una amplia familia de
espacios topológicos donde se cumple una versión más general del teorema de Jordan-
Brouwer mediante la cohomoloǵıa de Čech.

Abstract. The aim of this work is to provide an elementary proof of the classical
version of the Jordan-Brower separation theorem, which can be stated as follows:
every boundaryless smooth hypersurface closed in Rn disconnects Rn. The inverse
funcion theorem implies that this separation holds locally, and we will extend the
separation to the whole space using basic notions of point-set topology and a simple
result about bipartite graphs. Later on, we will interpret this proof in the context
of transversality theory, construct global equations for these hypersurfaces from the
obtained division of the space, and analyze a large family of topological spaces where
a more general version of the Jordan-Brouwer separation theorem holds using Čech
cohomology.
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Introducción

Históricamente, el teorema de Jordan-Brouwer se ha demostrado de distintas maneras. He-
rramientas como la Teoŕıa del Grado [11], la Cohomoloǵıa de de Rham [8] y la Teoŕıa de Trans-
versalidad [7],[9] son las más habituales en la bibliograf́ıa que abarca este teorema, y requieren un
análisis profundo de la estructura diferenciable de las variedades [10], [11]. A menudo se impone
una condición de orientabilidad de la hipersuperficie, aunque se puede obtener por transversa-
lidad [12]. También puede recurrirse a la Topoloǵıa Algebraica y herramientas avanzadas suyas
como la Dualidad de Alexander-Lefschetz, que además permiten generalizar el resultado a hi-
persuperficies topológicas [5], [13].

La única propiedad que utilizamos de la variedades diferenciables es su platitud local (local
flatness), una consecuencia inmediata del Teorema de la Función Inversa: dos variedades dife-
renciables M ⊂ N son localmente difeomorfas a Rm ⊂ Rn. En consecuencia, las hipersuperficies
diferenciables separan entornos suficientemente pequeños en dos componentes conexas, es decir,
separan localmente. El resultado principal de este trabajo es el siguiente:

Si un subconjunto cerrado de Rn lo separa localmente, entonces lo desconecta.
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En particular, toda hipersuperficie topológica cerrada y localmente plana desconecta a Rn.
La platitud local topológica es un tema de importancia en relación con estos problemas de
desconexión [1]. Sin platitud la situación local es mucho más delicada [6]. En realidad, el resultado
demuestra algo más que simplemente desconectar el espacio: En la Sección 1 definimos concepto
de división, donde, además de desconexión, se pide que las componentes conexas se puedan
agrupar de manera especial. Bajo la hipótesis de separación local, esta manera de agrupar
las componentes conexas es a menudo única, y ésto lo deduciremos en la Sección 2 a través
de un sencillo resultado sobre grafos bipartitos. En la Sección 3, aplicamos esta propiedad de
unicidad para pegar divisiones de conjuntos bajo ciertas condiciones. En particular, podremos
pegar las divisiones de rectángulos, los cuales apilaremos cuidadosamente hasta dividir todo Rn,
demostrando aśı nuestra versión local-global del Teorema de Jordan-Brouwer.

En la Sección 4 de este trabajo visitamos el Teorema de Jordan-Brouwer desde el punto
de vista de la teoŕıa de transversalidad. Primero resumimos una demostración t́ıpica de este
teorema que hace uso del Teorema de Aproximación Transversal, un resultado profundo de la
topoloǵıa diferencial [10], y deducimos que la desconexión obtenida es una división. Después
vemos que las operaciones de pegado de divisiones descritas en la Sección 3 son válidas en el
contexto de transversalidad. Ésto nos permite deducir, gracias al método de apilar rectángulos
descrito anteriormente, y sin necesidad del Teorema de Aproximación Transversal, que toda
hipersuperficie diferenciable cerrada en Rn y sin borde divide Rn por transversalidad.

La Sección 5 se centra en encontrar una ecuación global para una hipersuperficie diferenciable
M ⊂ Rn dada. Es decir, una función f : Rn → R tal que f−1(0) = M y cuyo gradiente no se
anula en M . Las variedades diferenciables se caracterizan por el hecho de que se existen este tipo
de ecuaciones a nivel local, pero raramente se pueden extender a una ecuación global. Por ello
es sorprendente que śı sea posible para toda hipersuperficie diferenciable del espacio eucĺıdeo.
Empezaremos explotando la división del espacio para encontrar una orientación de M , y con ella
la ecuación global. Después exploramos dos construcciones propuestas por E.L. Lima [7], una
que sólo requiere la orientabilidad de M , y otra que es capaz de evitarla por completo, y cuyos
argumentos tienen una naturaleza muy similar a la demostración principal de este trabajo.

Por último, en la Sección 6 estudiamos para qué espacios topológicos se cumple la versión
local-global del Teorema de Jordan-Brouwer que enunciamos al principio de la introducción. Es
decir, qué espacios topológicos se desconectan por cualquier cerrado que los separe localmente.
Definimos el concepto de inducción por conexos, equivalente a poder construir el espacio a
partir de cualquier recubrimiento suyo mediante las operaciones de abiertos que utilizamos en
la Sección 3 para pegar divisiones. Por ejemplo, el hecho de que Rn es inductivo por conexos ha
sido clave para demostrar los resultados principales de este trabajo. Después, demostramos que
todo espacio topológico inductivo por conexos cumple que Ȟ1(X,Z2) ≡ 0 en la cohomoloǵıa de
Čech, y que en todo espacio donde Ȟ1(X,Z2) ≡ 0 se verifica la versión local-global del Teorema
de Jordan-Brouwer.

Antes de comenzar con el contenido principal, cabe recalcar que las ideas de división, separa-
ción local y operaciones de divisiones sobre las que se construye este trabajo fueron desarrolladas
por el autor antes de conocer las construcciones de Lima para ecuaciones globales a pesar de su
sorprendente similitud. La mayoŕıa de este trabajo se dedica a explorar estas ideas en distintos
contextos, ya sea el de divisiones, transversalidad o el de la cohomoloǵıa de Čech. Fue a la hora
de explorar toda la bibliograf́ıa existente que descubrimos que en el fondo la idea no era nueva.
No obstante, esta revelación fue más un alivio que una decepción para el autor, pues en cierto
modo confirma los resultados expuestos en este trabajo. Como es bien sabido, si algo no está en
la literatura, es probablemente falso [2].
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1 Divisiones y separaciones

Como decimos en la introducción, debemos precisar bien el concepto de división que será
central en nuestro trabajo.

1.1 El concepto de división

Definición 1.1.1. Sea X un espacio localmente conexo, M ⊂ X un cerrado, y G ⊂ X un
abierto conexo. Se dice que M divide G si existen dos abiertos disjuntos W1,W2 tales que

G \M = W1 ∪W2 y ∂W1 ∩G = M ∩G = ∂W2 ∩G

Diremos que W1 y W2 son mitades de G \M , y que el par {W1,W2} es una división de (G,M).
Si G ∩M = ∅, entonces {G, ∅} es por definición una división válida de G \M . Cuando M ∩G
es no vaćıo y las mitades W1,W2 son conexas, diremos que M separa G.

Nótese que cualquier componente conexa V de G \ M ha de estar contenida en una de
las mitades de la división. De lo contrario, W1 ∩ V y W2 ∩ V seŕıan abiertos complementarios
no vaćıos en V , contra su conexión. Presentamos a continuación una serie de ejemplos para
familiarizarse con los conceptos de división y separación:

Ejemplos 1.1.2. (1) Hiperplanos en Rn. Cualquier hiperplano af́ın Hn−1 ⊂ Rn divide al espacio
en dos componentes conexas cuyo borde es precisamente H. Es decir, H separa Rn.

Si M consiste en dos hiperplanos paralelos, entonces las mitades serán la banda central y el
exterior. Este último no es conexo, aśı que M divide a Rn, pero no lo separa. Si añadimos otro
hiperplano paralelo a M , ninguna de las dos mitades es conexa.

Por último, consideremos el conjunto M := {y = 1/n : n ∈ N} ∪ {y = 0} ⊂ R2, formado
por infinitas rectas paralelas. En este caso existen dos posibles divisiones para Rn \M (ver Fig.
1). Es decir, que M divide al espacio en dos formas “esencialmente distintas”. Este ejemplo se
puede extrapolar a cualquier número de dimensiones.

Figura 1: Ejemplos de divisiones válidas para distintos conjuntos de hiperplanos.

(2) Segmentos en el disco. Es claro que un par de radios separan el disco agujereado G =
{0 < ||(x, y)|| < 1} (véase la Fig. 2). Un solo radio no lo desconecta, mucho menos lo divide. Y
aunque tres radios desconecten G, no lo dividen, pues no hay manera de agrupar las componentes
conexas correctamente para hallar una división. Por lo tanto, la división y la desconexión no son
equivalentes.
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Figura 2: Ejemplos de división y no-división para segmentos en un disco.

El concepto de división es más fuerte que el de desconexión: la construcción de las mitades
se puede interpretar como la elección de un signo en cada componente de G\M de tal forma que
ningún par de componentes adyacentes lo compartan. Más adelante definiremos esta adyacencia
con precisión a través de los Grafos de Adherencia.

Observación 1.1.3. Es posible relajar las condiciones de una división: dos abiertos disjuntos
W1,W2 tales que G \M = W1 ∪W2 y G ∩M ⊂ W1 ∩W2 forman una división de (G,M).

En efecto, tenemos por un lado que G∩M ⊂ G∩(W1 \W1) = G∩∂W1. Por otra parte, como
W1 no tiene frontera en G\M , se deduce que G∩∂W1 ⊂ G∩M . Análogamente, G∩M = G∩∂W2.

1.2 Separación local

Como es habitual, X es un espacio localmente conexo. El concepto de separación local se
define naturalmente de la siguiente manera:

Definición 1.2.1. Sea M ⊂ X cerrado. Diremos que M separa localmente X cuando separa
entornos arbitrariamente pequeños de cada x ∈ M .

Ejemplos 1.2.2. (1) Los hiperplanos vectoriales separan localmente Rn.
(2) Si M separa localmente X, entonces también separa localmente todos sus abiertos.
(3) Todos los conjuntos de segmentos del Ejemplo 1.1.2(2) separan localmente el disco.
(4) Más generalmente, si M es una hipersuperficie diferenciable de N con m = dim(M),

para cada x ∈ M podemos tomar una carta de N adaptada a M . Es decir, un entorno Ux ⊂ N
de x y un difeomorfismo φ : Ux → Rm+1 tal que φ(M ∩ Ux) = {0} × Rm. Por esta razón,
Ux \ M = φ−1((R \ {0}) × Rm) tiene dos componentes conexas, y M separa localmente a
N . La existencia de estas cartas adaptadas es una consecuencia directa del Teorema de la
Función Inversa, y se pueden tomar arbitrariamente pequeñas. En particular, nos interesa para
N = Rm+1.

(5) El conjunto M de infinitas rectas descrito en el Ejemplo 1.1.2(1) no separa localmente
R2. Esto se debe a que, para cualquier entorno U de un punto en el eje de abscisas, el conjunto
U \M tiene infinitas componentes conexas.

En este trabajo demostramos que siM separa localmente y divide a un abierto conexoG ⊂ X,
entonces la división de G\M es única (a diferencia del ejemplo de con infinitas rectas paralelas).
Gracias a este resultado, podremos juntar las divisiones de dos conjuntos con intersección conexa
para encontrar una división de su unión. Sin embargo, es bastante complicado demostrar este
resultado directamente; para ello traemos a escena los grafos de adherencia. Éstos nos permiten
acercarnos al problema desde la teoŕıa de grafos, y el lema que se presenta a continuación tendrá
un papel importante durante todo el proceso.
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Lema 1.2.3. Sean G ⊂ X un abierto, M ⊂ X un cerrado que separa localmente X, y VG\M
la colección de componentes conexas de G \M . Para cada x ∈ M ∩G existen dos componentes
V1, V2 ∈ VG\M no necesariamente distintas verificando las siguientes propiedades equivalentes:

(1) Si M separa un entorno abierto Ux ⊂ G de x, las mitades están contenidas en V1 y V2

respectivamente.

(2) Existe un entorno abierto Ux ⊂ G de x tal que Ux ∩M ⊂ ∂V1 ∩ ∂V2 ∩ Int(V1 ∪ V2).

(3) x ∈ ∂V1 ∩ ∂V2 ∩ Int(V1 ∪ V2).

(4) Si V ∈ VG\M y x ∈ V , entonces V = V1 ó V = V2.

Nótese que el par {V1, V2} es único en virtud de la última caracterización del enunciado.
Por otra parte, el primer caso del Ejemplo 1.1.2(2) confirma que V1 y V2 no son necesariamente
distintas.

Demostración. Sea Ux ⊂ G un entorno abierto de x al que separa M . Como las mitades son co-
nexas, han de estar contenidas en dos componentes V1, V2 ∈ VG\M respectivamente. Empecemos
comprobando que dichas componentes verifican (2), y en particular que (1) =⇒ (2):

En efecto, la separación implica queM∩Ux = ∂W1∩Ux ⊂ W1∩G ⊂ V1. Además V1 ⊂ G\M ,
luego M ∩ Ux ⊂ V1 \ V1 ⊂ ∂V1, y análogamente M ∩ Ux ⊂ ∂V2. Aśı obtenemos que

Ux = W1 ∪W2 ∪ (M ∩ Ux) ⊂ V1 ∪ V2 ∪ (∂V1 ∩ ∂V2) = V1 ∪ V2,

y en particular M ∩ Ux ⊂ Ux = Int(Ux) ⊂ Int(V1 ∪ V2).

(2) =⇒ (3) Evidente.

(3) =⇒ (4) Por hipótesis, x ∈ ∂V1 ∩ ∂V2 ⊂ V1 ∩ V2. Ahora sea V ∈ VG\M distinto de V1 y

V2. Como V y V1 ∪ V2 son disjuntos, también lo son V = Int(V ) y V1 ∪ V2, y también lo son V
y Int(V1 ∪ V2). Pero x ∈ Int(V1 ∪ V2), luego x ̸∈ V .

(4) =⇒ (1) Sea Ux \ M = W1 ∪ W2 una separación de cierto entorno abierto Ux de x, y
sean V ′

1 , V
′
2 las componentes de G \M que contienen a W1 y W2 respectivamente. Como estas

componentes verifican (2), y (2)⇒(4), V ′
1 y V ′

2 se caracterizan como las componentes de G\M a
las que x es adherente, y por lo tanto, {V1, V2} = {V ′

1 , V
′
2}. Es decir, las mitades W1 y W2 están

contenidas en V1 y V2 respectivamente salvo quizás por orden.

Corolario 1.2.4. Si M separa localmente y divide G, cada x ∈ G∩M pertenece a la adherencia
de exactamente dos componentes conexas de G \M , cada una contenida en una mitad distinta.

Figura 3: Boceto de la situación en el Lema 1.2.3
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2 Grafos de adherencia

2.1 Breve repaso de la teoŕıa de grafos

Antes de definir el concepto de Grafo de Adherencia sobre el que se construye este trabajo,
presentamos en esta sección un breve recordatorio sobre las herramientas básicas de la teoŕıa de
grafos que utilizaremos más adelante:

Definición 2.1.1. (1) Un grafo es una estructura G = (V,E), que consiste en un conjunto V de
vértices, y en un conjunto E de aristas, que son pares de vértices no necesariamente distintos.

(2) Se dice que dos vértices V1, V2 ∈ V son adyacentes cuando {V1, V2} ∈ E. En particular,
un vértice V ∈ V es adyacente a śı mismo cuando {V } ∈ E.

(3) Un camino en G es una cadena finita de vértices (V1, V2, · · · , Vk), donde cada Vi es
adyacente a Vi+1. Se dice que V1 y Vk están conectados por el camino.

(4) Se dice que G es conexo si cada par de vértices V1, V2 ∈ V está conectado por un camino
en G.

La conexión se caracteriza como sigue:

Proposición 2.1.2. El grafo G = (V,E) es conexo si y sólo si para cualquier partición no trivial
de vértices V = V1 ∪ V2 (es decir, que V1 ̸= ∅ ≠ V2 y V1 ∩ V2 = ∅), existe un vértice de V1

adyacente a uno de V2.

Demostración. Supongamos que G es conexo, y sea V = V1 ∪ V2 una partición no trivial de
vértices. Tomamos dos vértices V ∈ V1, V

′ ∈ V2 arbitrarios, y sea (V = V1, V2, · · · , Vk = V ′) un
camino conectando a V con V ′. Sea i0 el último ı́ndice tal que Vi pertenece a V1. Como Vi0+1

pertenece a V2 y es adyacente a Vi0 ∈ V1, hemos acabado.

Rećıprocamente, supongamos que G no es conexo. Es decir, existen dos vértices V, V ′ ∈ V

que no están conectados por un camino. Los conjuntos

V1 := {V ∈ V : está conectado a V por un camino en G}, V2 := V \ V1

no vaćıos porque V ∈ V1 y V ′ ∈ V2, y complementarios por definición. Supongamos que exis-
te algún vértice V1 ∈ V1 adyacente a un V2 ∈ V2. Por construcción de V1 existe un camino
(V, · · · , V1). El camino (V, · · · , V1, V2) está bien definido y conecta a V con V2 ∈ V2, contradi-
ciendo la construcción de V2.

Definición 2.1.3. Sea G = (V,E) un grafo. Un subconjunto V′ ⊂ V es independiente en G si no
contiene vértices adyacentes entre śı. El grafo G es bipartito si existe una partición de vértices
V = V1∪V2 donde V1 y V2 son conjuntos independientes. Al par {V1,V2} lo llamamos bipartición
o división de G.

Una definición equivalente de los grafos bipartitos es que son 2-coloreables. Es decir, que
podemos hacer una asignación de dos colores (o signos) a cada vértice de tal forma que ningún
par de vértices adyacentes compartan el mismo signo. A propósito, esta descripción es análoga
a la que hicimos al explicar la noción de división: lo que buscamos cuando introducimos el grafo
de adherencia es precisamente traducir las divisiones topológicas a divisiones de sus grafos de
adherencia. Nótese que ningún vértice puede ser adyacente a śı mismo en un grafo bipartito.

El sencillo resultado que sigue será crucial más adelante.

Proposición 2.1.4. Todo grafo bipartito y conexo tiene una única división.
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Demostración. Sean V = V1 ∪ V2 = V′
1 ∪ V′

2 dos divisiones de un grafo conexo G = (V,E).
Queremos demostrar que son iguales. Sea V1 ∈ V un vértice fijo, y supongamos sin pérdida de
generalidad que pertenece a V1 y a V′

1. El grafo GG,M es conexo, aśı que para cada V ∈ V existe
un camino (V1, V2 · · · , Vk = V ) que conecta V1 con V . Como V2 es adyacente a V1, y V1 pertenece
a V1 y a V′

1, deducimos que V2 ha de pertenecer a V2 y a V′
2.

Usando este argumento reiteradamente, se prueba por inducción que

V ∈ V2 ⇐⇒ k es par ⇐⇒ V ∈ V′
2,

y como V ∈ V era arbitrario, concluimos que V1 = V′
1 y que V2 = V′

2.

2.2 El Grafo de adherencia

Sean X un espacio localmente conexo, G ⊂ X un abierto conexo, y M ⊂ X un cerrado que
separa localmente X. El objetivo de esta sección está en asociar a estos datos una estructura de
grafo que traduzca conexión y divisiones topológicas en conexión y divisiones de grafos.

Definición 2.2.1. Para cada x ∈ M , definimos la arista de adherencia de x como el conjunto
de componentes conexas a las que x es adherente. Es decir,

E(x) := {V ∈ VG\M : x ∈ V }.

El grafo de adherencia de (G,M) es el par GG,M = (VG\M ,EG,M ), donde EG,M = {E(x) : x ∈ M}
es el conjunto de todas las aristas de adherencia. Por el Lema de la separación local 1.2.3, cada
E(x) contiene exactamente una o dos componentes conexas, y por lo tanto el grafo está bien
definido.

Figura 4: Boceto del grafo de adherencia ideal para ciertos G y M

Gracias al lema de la separación local 1.2.3, sabemos que si V1, V2 ∈ VG\M son adyacentes,

entonces G∩∂V1∩∂V2∩Int(V1 ∪ V2) ̸= ∅. Esta condición es también suficiente para la adyacencia,
pues un punto en dicha intersección pertenece a G ∩ ∂Vi ⊂ M . De hecho, la condición de
adyacencia se puede relajar a V1 ∩ V2 ̸= ∅ cuando M divide G (de ah́ı el nombre de grafo de
adherencia).

2.3 Topoloǵıa y grafos

En esta sección analizamos cómo propiedades topológicas de un abierto se traducen a pro-
piedades de los grafos de adherencia. De nuevo, X es un espacio localmente conexo, y M ⊂ X
un cerrado que separa localmente X.

Teorema 2.3.1. Dado un abierto G ⊂ X, el grafo GG,M es conexo si y sólo si G es conexo.

Demostración. ⇐= Supongamos que el grafo de adherencia no es conexo y que existe una
partición no trivial de vértices V = V1 ∪ V2, donde ningún V1 ∈ V1 es adyacente a ningún
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V2 ∈ V2. Definimos, para i = 1, 2, el conjunto Ei := G ∩
⋃

V ∈Vi
V que tiene interior no vaćıo

porque contiene a algún V ∈ Vi. Veamos que Int(E1) y Int(E2) son abiertos complementarios
en G, y en consecuencia que G no es conexo.

Sea x ∈ G∩M arbitrario, y E(x) = {V, V ′} el par de componentes a las que es adherente. Por
ser V y V ′ adyacentes, pertenecen al mismo Vi, digamos V1, y aśı x ∈ Int(V ∪V ′)∩G ⊂ Int(E1).
Como x no pertenece a la adherencia de ninguna otra componente conexa, (en particular, de
ninguna perteneciente a V2), deducimos que x ̸∈ E2 ⊃ Int(E2). Por otra parte, todo x ∈
G \ M , pertenece a la adherencia de una única componente conexa (la de la Vx ∈ VG\M que
lo contiene), luego pertenece al interior del Ei tal que Vx ∈ Vi, pero no a E3−i. En resumen,
G = Int(E1) ∪ Int(E2) no es conexo.

=⇒ Rećıprocamente, si G no es conexo, se puede expresar como la unión disjunta de
abiertos no vaćıos G1, G2. Sean V1, V2 ∈ VG\M dos componentes conexas contenidas en G1 y G2

respectivamente. Si {V1, V2} fuera una arista del grafo de adherencia, es decir, {V1, V2} = E(x)
para cierto x ∈ M , entonces tendŕıamos x ∈ G∩∂V1∩∂V2 ⊂ G∩G1∩G2, lo cual es absurdo puesto
queG1 yG2 son cerrados enG y disjuntos. Por lo tanto, los conjuntos Vi = {V ∈ VG\M : V ⊂ Gi}
para i = 1, 2 forman una partición no trivial de vértices en la que ningún vértice de V1 es
adyacente a uno de V2, concluyendo que GG,M no es conexo.

La unicidad de división se recoge en el siguiente Teorema:

Teorema 2.3.2. Sea G ⊂ X abierto conexo. Entonces, existe una biyección entre las divisiones
topológicas de G \M y las divisiones del grafo GG,M .

En particular, M divide G si y sólo si GG,M es bipartito, y si G es conexo la división de
G \M es única.

Demostración. Dada una división G \ M = W1 ∪ W2, los conjuntos Vi := {V ∈ V : V ⊂ Wi}
para i = 1, 2 forman una partición de VG\M . Veamos que son independientes en GG,M : dada una
arista E(x) = {V1, V2}, si V1 y V2 pertenecieran al mismo Vi, digamos V1, entonces x perteneceŕıa
a Int(V1 ∪ V2) ⊂ Int(W1). Pero W1 y W2 son disjuntos; también lo serán Int(W1) y W2, y x no
perteneceŕıa a W2, contradiciendo la división. En resumen, V1 y V2 pertenecen a distintos Vi’s.
Como {V1, V2} ∈ EG,M era arbitrario, concluimos que V1 y V2 son conjuntos independientes.

Por otra parte, si VG\M = V1 ∪ V2 es una partición de vértices en dos conjuntos indepen-
dientes, definimos los abiertos Wi :=

⋃
V ∈Vi

V para i = 1, 2. Cada x ∈ G ∩ M pertenece a la
adherencia de dos componentes conexas V1 y V2 que han de estar contenidas, salvo quizás por
orden, en V1 y V2 respectivamente (pues V1, V2 son adyacentes, y V1,V2 son independientes). En
particular, x ∈ V1 ∩ V2 ⊂ W1 ∩W2. Como x ∈ M era arbitrario, concluimos que M ⊂ W1 ∩W2,
y por lo tanto G \M = W1 ∪W2 es una división.

Nótese que tanto las mitades topológicas como los conjuntos independientes están carac-
terizados por las componentes conexas (o vértices) de G \ M que contienen. Por lo tanto, se
deduce inmediatamente que estas asignaciones de divisiones son inversas una de la otra (luego
biyectivas).

Por último, si G es conexo y M divide G, el grafo GG,M es conexo y bipartito, luego existe
una única división de GG,M (y de G \M) gracias a la Proposición 2.1.4.

Aunque en este trabajo tratemos únicamente con la división de abiertos conexos, obsérvese
que el paralelismo establecido en este resultado no depende de que G sea conexo. Es decir, que
si se generaliza la Definición 1.1.1 a abiertos no conexos, ésta también seŕıa compatible con su
homólogo en los grafos de adherencia.

Ahora, veamos una condición suficiente para que una división sea de hecho separación:

Proposición 2.3.3. En las condiciones anteriores, la aplicación x 7→ E(x) es localmente cons-
tante. En particular, si M ∩G es no vaćıo, conexo y divide G, lo separa.
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Demostración. Dado un x ∈ M ∩G, sea E(x) = {V1, V2}. Por el lema de separación local 1.2.3,
existe un entorno abierto de x, Ux ⊂ G, tal que Ux ∩ M ⊂ G ∩ ∂V1 ∩ ∂V2 ∩ Int(V1 ∪ V2). En
particular, cada y ∈ Ux∩M pertenece a esta intersección, y por lo tanto E(y) = {V1, V2} = E(x).

Si M ∩G es conexo, toda aplicación localmente constante es constante. En particular, GG,M

sólo tiene una arista, y por conexión, a lo sumo dos vértices. Si M ∩G es no vaćıo, también han
de serlo las dos mitades de (G,M), aśı que cada mitad será un vértice distinto del grafo, o lo
que es lo mismo, una componente conexa.

2.4 Otra aplicación del Grafo de adherencia

Una de las ideas clave en este trabajo es la sutil diferencia entre desconectar y dividir un
espacio. Esta sutileza nos ha permitido, mediante los grafos de adherencia, garantizar que la
división es única en abiertos conexos, y en la próxima sección explotaremos esta unicidad para
encontrar divisiones de cualquier subconjunto que separe localmente Rn. Antes de entrar en la
demostración principal de este trabajo, vamos a analizar la diferencia entre desconexión, división
y separación de un espacio a la hora de enunciar el Teorema de Jordan-Brouwer.

Originalmente, el Teorema de separación de Jordan-Brouwer afirma que cualquier hipersu-
perficie diferenciable conexa, sin borde y cerrada en Rn desconecta el espacio en dos componentes
conexas de las que es su frontera (es decir, lo separa). Cuando la hipersuperficie no es conexa
también se desconecta el espacio, pero no se puede garantizar la separación. Podŕıamos denomi-
nar este resultado como el Teorema de desconexión de Jordan-Brouwer. En lo que queda de esta
sección, vamos a demostrar que los teoremas de desconexión y de división de Jordan-Brouwer son
equivalentes en el contexto de separación local, y que además implican el teorema de separación.
Formalmente:

Teorema 2.4.1. Sea X un espacio conexo y localmente conexo. Son equivalentes:

i. Todo cerrado no vaćıo que separa localmente X desconecta X.

ii. Todo cerrado que separa localmente X divide X.

Además, cuando se cumple cualquiera (o ambas) de las condiciones, todo cerrado y conexo que
separa localmente X lo separa.

En virtud de la proposición 2.3.3, la última parte del enunciado es inmediata. Por otra parte,
como la división de un espacio es más fuerte que la desconexión, sabemos que ii. =⇒ i. Para
la implicación opuesta veremos que, bajo i, el grafo de adherencia de cualquier cerrado M que
separa localmente pertenece a una familia de grafos que siempre resultan ser bipartitos:

Definición 2.4.2. Un grafo G = (V,E) es un árbol si es minimalmente conexo. Es decir, si es
conexo, pero dejaŕıa de serlo al eliminar cualquier arista del grafo.

Los dos siguientes resultados terminan de demostrar el Teorema 2.4.1:

Lema 2.4.3. Sea X un espacio conexo y localmente conexo, y supongamos que cualquier cerrado
(no vaćıo) que separa localmente X lo desconecta.

Entonces, para cualquier M que separe localmente X, el grafo GX,M es un árbol.

Demostración. El grafo de adherencia GX,M es conexo porque X es conexo. Para ver que es
minimalmente conexo, vamos a fijar una arista {V, V ′} ∈ EX,M arbitraria, y veremos que el
grafo G′ := (VX\M ,EX,M \ {{V, V ′}}) no es conexo. Como la aplicación M → EX,M , x 7→ E(x)
es localmente constante, el conjunto M ′ := {x : E(x) = {V, V ′}} es abierto y cerrado en M . En
particular, es un cerrado en X y separa localmente X, aśı que por hipótesis, M ′ desconecta X.
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Nótese que M \ M ′ separa localmente X porque también es abierto y cerrado en M . En
particular, separa localmente X \ M ′, y si demostramos que el grafo G′ coincide con el grafo
de adherencia GX\M ′,M\M ′ , como X \ M ′ no es conexo, concluiremos que tampoco lo es G′ y
habremos acabado.

En efecto, como (X \M ′)\ (M \M ′) = X \M , los conjuntos de vértices de G′ y GX\M ′,M\M ′

son iguales. Además, para cualquier V1, V2 ∈ VX\M tenemos que:

{V1, V2} ∈ EX\M ′,M\M ′ ⇐⇒ {V1, V2} = E(x) para cierto x ∈ M \M ′

⇐⇒ {V1, V2} ∈ EX,M y {V1, V2} ≠ {V, V ′}

Luego EX\M ′,M\M ′ = EX,M \ {{V, V ′}} y los grafos G y GX\M ′,M\M ′ son iguales.

Proposición 2.4.4. Todo árbol es un grafo bipartito.

Demostración. Sea G = (V,E) un árbol. Fijamos un V0 ∈ V, y para todo V ∈ V definimos
n(V ) como la longitud mı́nima de un camino entre V0 y V . Vamos a demostrar que si dos
vértices V, V ′ ∈ V son adyacentes, entonces n(V ) = n(V ′) ± 1. Esto implica que los conjuntos
V1 := {V ∈ V : n(V ) es impar} y V2 := {V ∈ V : n(V ) es par} son independientes, concluyendo
que G es bipartito.

Sean P = (V0, V1, ..., Vk = V ) y P ′ = (V0, V
′
1 , ..., V

′
k′ = V ′) dos caminos de longitud mı́nima

de V0 a V y V ′ respectivamente (es decir, k = n(v) y k′ = n(V ′)), y supongamos sin pérdida
de generalidad que k′ ≤ k. Nótese que V ̸= V ′, ya que eliminar la arista de un vértice auto-
adyacente no afecta a la conexión del grafo. Afirmamos que V ′ = Vk−1.

El camino P ′ no pasa por V porque la correspondiente truncación de P ′ seŕıa un camino
entre V0 y V1 más corto que P . Por otra parte, el camino P pasa por V ′ porque de lo contrario
el grafo G seguiŕıa siendo conexo tras eliminar {V, V ′}: para cualquier camino entre dos vértices,
podemos sustituir cualquier ocurrencia de la arista {V, V ′} por el camino obtenido concatenando
P ′ con el opuesto de P .

Ya sabemos que V ′ = Vi para cierto i ≤ k − 1. Si tuviéramos i < k − 1, el camino
(V0, V1, ..., Vi = V ′, V ) de longitud i + 1 < k conectaŕıa V0 a V , contradiciendo la construc-
ción de P . Es decir, V ′ = Vk−1 y n(V ′) = k − 1 = n(V )− 1.

3 El Teorema principal

3.1 Operaciones con divisiones

En esta sección demostraremos dos lemas que explotan la unicidad de la división en conexos
para crear divisiones en nuevos abiertos. Como de costumbre, X es un espacio localmente conexo
y M un cerrado que separa localmente X.

Proposición 3.1.1 (Restricción de divisiones). Sean G′ ⊂ G abiertos. Si G \M = W1 ∪W2 es
una división de G, entonces G′ \M = (W1 ∩G′) ∪ (W2 ∩G′) es una división de G′.

Es decir, si M divide un abierto, también divide todo subconjunto abierto suyo.

Demostración. Si G∩M = ∅, la división es trivial. Si G∩M ̸= ∅ basta con observar lo siguiente:

G′ \M = G′ ∩ (G \M) = G′ ∩ (W1 ∪W2) = (G′ ∩W1) ∪ (G′ ∩W2)

M ∩G′ = (M ∩G) ∩G′ ⊂ (W1 ∩W2) ∩G′ = (W1 ∩G′) ∩ (W1 ∩G′)

Por la Observación 1.1.3, G′ \M = (W1 ∩G′) ∪ (W2 ∩G′) es una división.
Nótese que si G′∩M = ∅, entonces G′ es un conexo contenido en G \M , y por lo tanto, está

contenida en alguna mitad Wi. La división de G′ heredada por G será la trivial, {G′, ∅}.
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Lema 3.1.2. Si M divide los abiertos G,G′ ⊂ X y G∩G′ es conexo, entonces M divide G∪G′.

Demostración. Sean {W1,W2} y {W ′
1,W

′
2} divisiones de G \ M y de G′ \ M respectivamente.

Por restricción de divisiones, tanto {W1 ∩G′,W2 ∩G′} como {W ′
1 ∩G,W ′

2 ∩G} son divisiones
de (G ∩G′) \M . Como M separa localmente a X y G ∩G′ es conexo, el Teorema 2.3.2 afirma
que estas divisiones son iguales, es decir:

{W1 ∩G′,W2 ∩G′} = {W ′
1 ∩G,W ′

2 ∩G}

Sin pérdida de generalidad, supongamos que W1 ∩ G′ = W ′
1 ∩ G y W2 ∩ G′ = W ′

2 ∩ G, y en
particular que W1 ∩W ′

2 = W ′
1 ∩W2 = ∅. Veamos que {W1 ∪W ′

1,W2 ∪W ′
2} es una división de

(G ∪G′) \M :

(W1 ∪W ′
1) ∩ (W2 ∪W ′

2) = (W1 ∩W2) ∪ (W1 ∩W ′
2) ∪ (W ′

1 ∩W2) ∪ (W ′
1 ∩W ′

2) = ∅

(W1 ∪W ′
1) ∪ (W2 ∪W ′

2) = (W1 ∪W2) ∪ (W ′
1 ∪W ′

2) = (G \M) ∪ (G′ \M) = (G ∪G′) \M

(G ∪G′) ∩M = (G ∩M) ∪ (G′ ∩M) ⊂ (W1 ∩W2) ∪ (W ′
1 ∩W ′

2) ⊂ W1 ∪W ′
1 ∩W2 ∪W ′

2.

Por la Observación 1.1.3, M divide a G ∪ G′. Nótese que este argumento es válido cuando la
división de G o de G′ es la trivial, es decir, cuando G∩M = ∅. En este caso se da que una de las
mitades de G es el propio G. En particular, G∩G′ = G∩G′ \M es un abierto conexo contenido
en G′ \M , y por lo tanto está contenido en una de las mitades de G′.

Figura 5: Boceto de la situación descrita en el Lema 3.1.2

Lema 3.1.3. Si M divide todos los elementos de una sucesión creciente {Gn}n de abiertos
conexos, también divide su unión.

Demostración. Si tenemos Gn ∩M = ∅ para todo n, entonces (
⋃

nG
n)∩M = ∅, y la división es

la trivial. Si no, podemos suponer sin pérdida de generalidad que M ∩G1 ̸= ∅. Sean W 1
1 ,W

1
2 las

mitades (no vaćıas) de (G1,M). Las divisiones de cada Gn \ M serán de la forma {Wn
1 ,W

n
2 },

con los Wn
1 , W

n
2 definidos recursivamente para que

Wn
1 ∩Gn−1 = Wn−1

1 & Wn
2 ∩Gn−1 = Wn−1

2 ,

lo cual se puede lograr mediante restricción y unicidad de mitades. Aśı, {Wn
1 }n y {Wn

2 }n son
sucesiones crecientes de abiertos. Veamos que {

⋃
nW

n
1 ,

⋃
nW

n
2 } es una división de (

⋃
nG

n)\M :(⋃
n
Wn

1

)
∪
(⋃

n
Wn

2

)
=

⋃
n
(Wn

1 ∪Wn
2 ) =

⋃
n
(Gn \M) =

(⋃
n
Gn

)
\M(⋃

n
Wn

1

)
∩
(⋃

n
Wn

2

)
=

⋃
m,n

(Wn
1 ∩Wm

2 ) ⊂
⋃
m,n

(
Wm+n

1 ∩Wm+n
2

)
=

⋃
m,n

∅ = ∅

(⋃
n
Gn

)
∩M =

⋃
n
(Gn ∩M) ⊂

⋃
n
(Wn

1 ∩Wn
2 ) ⊂

⋃
n
Wn

1 ∩
⋃

n
Wn

1

Por la Observación 1.1.3, M divide a
⋃

nG
n.



EL TEOREMA DE JORDAN-BROUWER 13

Figura 6: Boceto de la situación en el Lema 3.1.3

3.2 Demostración del Teorema de Jordan-Brouwer

En esta sección establecemos el resultado principal:

Teorema 3.2.1 (Jordan-Brouwer, versión local-global). Si M separa localmente Rn, divide Rn.

Demostración. Vamos a demostrar queM divide a cualquier rectángulo abiertoR :=
∏n

i=1(ai, bi),
y aśı poder aplicar el Lema 3.1.3 sobre la sucesión de rectángulos {

∏
(−m,m)}m∈N.

Nótese que la colección de abiertos C := {G ⊂ Rn : M divide a G} recubre Rn. Si x ∈ M ,
entonces M divide a un entorno Ux por separación local. Si x ∈ Rn \M , entonces M divide a
la componente conexa V x ∈ VRn\M por ser disjunta a M .

En particular, C es un recubrimiento del compacto R =
∏n

i=1[ai, bi], y por lo tanto tiene un
número de Lebesgue. Es decir, existe una constante δ > 0 tal que, para cada x ∈ R, la bola
B(x, δ) está contenida en algún Cx ∈ C. Por restricción de divisiones, M divide a B(x, δ) ∀x ∈ R.

Ahora demostramos que para cada x = (x1, ..., xn) ∈ R y para cada k = 0, 1, ..., n, M divide
al rectángulo

Rk(x) =

k∏
i=1

(ai, bi)×
n∏

i=k+1

(xi − δ, xi + δ)

y en particular, a R = Rn(x). Lo haremos por inducción sobre k. El caso base es automáticamente
cierto, pues R0(x) = B(x, δ) ∀x ∈ R. La idea del paso inductivo está en alargar cada rectángulo
Rk(x) en la (k + 1)-ésima dirección hasta obtener Rk+1(x), aségurandonos de que M lo divide
mediante un uso iterado del Lema 3.1.2.

Figura 7: Boceto de la división de cada Rk+1(x) construida a partir de las de cada Rk(x
j)

Supongamos, por hipótesis de inducción, que M divide a todo Rk(x), x ∈ R. Consideramos
una partición ak+1 + δ = y1 < y2 < · · · < yr = bk+1 − δ, con yj+1 − yj < δ ∀j, de tal forma
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que (ak+1, bk+1) =
⋃r

j=1(yj − δ, yj + δ). Definimos, para cada j = 1, · · · , r, el punto xj ∈ R que
se obtiene al cambiar la (k + 1)-ésima coordenada de x por yj .

También definimos R′ :=
∏k

i=1(ai, bi), y R′′ :=
∏n

i=k+1(xi − δ, xi + δ), de tal forma que:

Rk(x
j) = R′ × (yj − δ, yj + δ)×R′′, ∀j = 1, ..., r,

Para cada l = 1, ..., r, la unión:

l⋃
j=1

Rk(x
j) =

l⋃
j=1

(
R′ × (yj − δ, yj + δ)×R′′) = R′×

l⋃
j=1

(yj−δ, yj+δ)×R′′ = R′×(ak+1, yl+δ)×R′′

es un rectángulo, y además
⋃r

j=1Rk(x
j) = R′ × (ak+1, bk+1)×R′′ = Rk+1(x).

Demostremos por inducción que M divide a cada
⋃l

j=1Rk(x
j), l = 1, ..., r. Para l = 1

es cierto, pues por hipótesis de inducción sobre k, M divide Rk(x
1). Supongamos que M di-

vide a
⋃l

j=1Rk(x
j). Como también divide a Rk(x

l+1), y la intersección de dos rectángulos

es un rectángulo (en particular conexa), el Lema 3.1.2 implica que M divide a Rk(x
l+1) ∪⋃l

j=1Rk(x
j) =

⋃l+1
j=1Rk(x

j).

Por lo tanto, M divide a
⋃r

j=1Rk(x
j) = Rk+1(x), terminando aśı la inducción sobre k.

3.3 El núcleo de la demostración: Inducción por conexos

La primera demostración del Teorema de Jordan-Brouwer que presentamos en este trabajo
se puede separar en dos partes: primero introducimos los grafos de adherencia para demostrar
demostrar tres lemas (3.1.1, 3.1.2 y 3.1.3) que nos permiten encontrar divisiones de abiertos de un
espacio X a través de las divisiones de otros. Después, el Teorema 3.2.1 se resume a demostrar
que, partiendo de cualquier recubrimiento por abiertos C de Rn, se pueden aplicar estas tres
operaciones de conjuntos reiteradamente hasta construir el propio espacio Rn. Formalicemos
estas ideas en un espacio topológico abstracto:

Definición 3.3.1. Sea X un espacio conexo y localmente conexo. Diremos que un recubrimiento
suyo por abiertos conexos C es estable bajo operaciones conexas cuando verifica las siguientes
propiedades:

i. Todo subconjunto abierto G′ de un miembro G ∈ C también pertenece a C

ii. La unión de dos miembros G,G′ ∈ C pertenece a C cuando su intersección es conexa.

iii. La unión de una cadena ascendente de abiertos conexos {Gα}α en C pertenece a C.

Diremos que el espacioX es inductivo por conexos si todo recubrimiento estable bajo operaciones
conexas contiene X (y en virtud de I, todos sus abiertos).

Bajo este marco abstracto, los lemas 3.1.1, 3.1.2 y 3.1.3, son equivalentes a lo siguiente:

Corolario 3.3.2. Sea X un espacio localmente conexo al que un cerrado M separa localmente.
Entonces, los abiertos de X a los que M divide forman un recubrimiento estable bajo operaciones
conexas. En particular, si X es un espacio inductivo por conexos, entonces todo cerrado que
separa localmente X lo divide.

Informalmente, se cumple el Teorema de Jordan-Brouwer local-global en todo espacio induc-
tivo por conexos.

Nótese que, aunque el lema 3.1.3 trate únicamente uniones numerables de abiertos conexos
crecientes, los argumentos utilizados para demostrarlo son perfectamente válidos para uniones
arbitrarias.

Por otra parte, el Teorema 3.2.1 se resume a demostrar lo siguiente:
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Corolario 3.3.3. Rn es un espacio inductivo por conexos para n ≥ 1.

En todas las secciones que siguen acabaremos imitando las operaciones de divisiones, ya sea
en el contexto de transversalidad, en el de ecuaciones globales, o en el de la cohomoloǵıa de Čech,
y por ello definimos el concepto de inducción por conexos en esta sección. Sin embargo, no será
hasta la sección 6 donde realmente exploraremos la relación entre la inducción por conexos y otras
propiedades topológicas, y de paso encontraremos una amplia familia de espacios topológicos
donde se cumple la versión local-global del Teorema de Jordan-Brouwer.

4 Divisiones via transversalidad

En este trabajo, la clave para demostrar el Teorema de Jordan-Brouwer ha sido encontrar
una definición apropiada de división. Como mencionamos anteriormente, una división se puede
interpretar como una elección de signo entre las componentes conexas de G\M de tal forma que
ningún par de componentes adyacentes lo compartan. Esta idea es similar a ciertos argumentos
de transversalidad en la Teoŕıa de Grado. En esta sección exploramos una demostración del
Teorema de Jordan-Brouwer (en su versión diferenciable) común en la literatura de la topoloǵıa
diferencial [10], y descubriremos que la desconexión obtenida es de hecho una división.

Esta demostración hace uso del Teorema de Aproximación Transversal, un resultado clave
de la teoŕıa de transversalidad cuya demostración requiere un análisis profundo de la estructura
diferenciable de las variedades. En la tercera parte de esta sección proponemos una demostración
autocontenida del Teorema de Jordan-Brouwer diferenciable, la cual en vez de depender del
Teorema de Aproximación Transversal, imita las operaciones de divisiones descritas en la sección
3.1 y utiliza el hecho de que Rn es inductivo por conexos (Corolario 3.3.3) para concluir que
toda hipersuperficie diferenciable de Rn divide Rn por transversalidad.

4.1 División via transversalidad

Primero hemos de definir el concepto de transversalidad. Sean f : X → Y aplicación dife-
renciable y Z ⊂ Y una subvariedad. Se dice que f es una aplicación transversal a Z cuando

Tf(x)Z + Im df(x) = Tf(x)Y ∀x ∈ f−1(Z)

Recordamos que Z ⊂ Y es subvariedad diferenciable de codimensión k = dim(Y )− dim(Z)
si y sólo si para cada z ∈ Z existe un entorno V de z en Y tal que Z ∩ V una intersección
completa en V . Es decir, si existe una función diferenciable h : V → Rk que verifique

(1) Z ∩ V = h−1({0}), y (2) dzh : TzY → Rk es sobreyectiva

De esta manera, si f : X → Y es transversal a Z, veamos que f−1(Z) ⊂ X también es una
subvariedad de codimensión K. Sea x ∈ f−1(Z), z = f(x), y consideramos la intersección
completa h : V → Rk para Z ⊂ Y descrita anteriormente. Entonces U := f−1(V ) y h̃ := h ◦ f :
U → Rk es una intersección completa de f−1(Z) ∩ U . En efecto:

(1) h̃({0})−1 = f−1(h−1({0})) = f−1(Z ∩ V ) = f−1(Z) ∩ U .

(2) Dado que dzh/TzZ : TzY/TzZ → Rk está bien definida y es sobreyectiva (pues h|Z = 0
implica que TzZ ⊂ ker dzh) y que dxf + TzZ : TxX → TzY/TzZ es sobreyectiva por
transversalidad (pues Im dxf+TzZ = TzY ), obtenemos que dxh̃ = dzh◦dxf = (dzh/TzZ)◦
(dxf + Tz) es sobreyectiva.
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Volvamos ahora a la situación del Teorema de Jordan-Brouwer: una hipersuperficie cerrada
M ⊂ Rn. Para cualquier par de puntos x1, x2 ∈ Rn \ M existe curva γ que los conecte y que
sea transversal a M . En la sección 4.3 ofrecemos una demostración elemental de este resultado,
aunque también se puede obtener aplicando el Teorema de Aproximación Transversal 4.2.1 (que
enunciamos pero no demostramos) sobre el segmento [x1, x2]. Como γ es transversal a Z, el
conjunto γ−1(Z) es una subvariedad diferenciable de codimensión 1 en el intervalo [0, 1]. Es
decir, γ−1(Z) es un conjunto discreto, y además finito porque [0, 1] es compacto.

Llegados a este punto, podŕıamos definir la división de la siguiente manera:

Definición 4.1.1 (División por transversalidad). Sea M hipersuperficie de la variedad diferen-
ciable conexa X. Se dice que M divide X por transversalidad si para cualquier par de puntos
x1, x2 ∈ X \M y cualquier par de curvas γ1, γ2 transversales a M que los conecten se tiene que

#γ−1
1 (M) ≡ #γ−1

2 (M) mód 2

Las mitades de la división se definen como las clases de equivalencia de la siguiente relación:

x1 ∼ x2 ⇐⇒ #γ−1(M) ≡ 0 mód 2 para todo camino γ transversal de x1 a x2

La división por transversalidad es equivalente a la división topológica con la que hemos
trabajado en los caṕıtulos anteriores: como X es localmente conexo, las mitades son abiertos
disjuntos que recubren X \ M , y dado un x ∈ M consideramos, en una carta adaptada, un
segmento [x1, x2] transversal a M via x. Aqúı x1 y x2 pertenecen a mitades distintas (pues
la transversalidad se preserva mediante difeomorfismos), y también lo harán cualquier par de
puntos x′1 ∈ [x1, x), x

′
2 ∈ (x, x2] arbitrariamente cerca de x. Es decir, x es adherente a las dos

mitades. En resumen, M divide X, y en particular lo desconecta (cuando M ̸= ∅).
Con esta nueva definición, la relación entre divisiones topológicas y grafos bipartitos es

todav́ıa más clara. Una de las caracterizaciones de los grafos bipartitos es que todos sus ciclos
(caminos que empiezan y acaban en el mismo vértice) tienen longitud par o, equivalentemente,
que todos los caminos entre dos vértices V , V ′ tienen la misma longitud módulo 2. La ventaja
de la teoŕıa de transversalidad en el contexto de este trabajo es que es capaz de imitar el
comportamiento del grafo de adherencia. Todo punto en X \ M se puede identificar con la
componente conexa a la que pertenece, y también podemos asociar cada camino transversal
γ : [0, 1] → X con un camino en el grafo de adherencia de la siguiente manera: el conjunto
γ−1(M) = {t1, t2, ..., tk} induce una partición del dominio [0, 1] en subintervalos I0 = [0, t1], I1 =
[t1, t2], . . . Ik = [tk, 1], donde la imagen de cada subintervalo abierto Int (Ii) está contenido en
una componente conexa, llamémosla Vi. Para cada i, el punto γ(ti) ∈ M pertenece al interior de
Vi−1∪Vi, y por lo tanto {Vi−1, Vi} = E(γ(ti)). Es decir, Vi−1 y Vi son adyacentes y (V0, V1, ..., Vk)
es un camino en el grafo de adherencia.

La división por transversalidad es capaz de caracterizar las mitades de manera constructiva,
impĺıcitamente afirmando que la división es única en espacios conexos. En la sección 4.3 imitamos
las tres operaciones de divisiones que proponemos en la sección 3.1 desde el punto de vista de
la transversalidad, y aśı el Corolario 3.3.3 es suficiente para demostrar la versión diferenciable
del Teorema de Jordan-Brouwer.

4.2 Jordan-Brouwer mediante aproximaciones transversales

Para demostrar el Teorema de Jordan-Brouwer mediante transversalidad, nos apoyaremos
en el siguiente resultado:

Teorema 4.2.1 (de aproximación transversal). Sean X una variedad diferenciable, Y una va-
riedad diferenciable sin borde, y Z ⊂ Y otra variedad diferenciable sin borde, las tres variedades
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de dimensión pura; sea C un subconjunto cerrado de X. Entonces toda aplicación continua
f : X → Y diferenciable en un entorno de C en el que además f y f |∂X son transversales a Z,
se puede aproximar por aplicaciones diferenciables g : X → Y tales que:

i. g es homótopa a f .

ii. g coincide con f en un entorno de C.

iii. g y g|∂X son transversales a Z

Cabe recalcar que el teorema de aproximación transversal es un importante resultado en la
teoŕıa de transversalidad, y que su demostración conlleva un análisis profundo de la estructura
diferenciable de las variedades. Sin embargo, éste nos abre un camino mucho más directo para
demostrar el Teorema de Jordan-Brouwer que resumimos a continuación.

Teorema 4.2.2 (Jordan-Brouwer, versión diferenciable). Sea M hipersuperficie diferenciable
de Rn sin borde y cerrada en Rn. Entonces, M divide Rn por transversalidad. En particular, lo
desconecta en dos abiertos disjuntos de los que es su frontera.

Demostración. Sean x1, x2 ∈ Rn \M , y sean γ1, γ2 : [0, 1] → Rn dos caminos transversales a M
tales que γ1(0) = γ2(0) = x1, γ1(1) = γ2(1) = x2. Vamos a demostrar que

#γ−1
1 (M) ≡ #γ−1

2 (M) mód 2

Para ello consideramos una homotoṕıa entre las dos curvas, por ejemplo, la interpolación lineal

H : [0, 1]× [0, 1] → Rn, (s, t) 7→ (1− s)γ1(t) + sγ2(t)

Queremos aplicar el teorema de aproximación transversal sobre H, pero necesitamos que el
dominio sea una variedad diferenciable con borde. En este caso, vamos extender H por los lados
horizontales del cuadrado, es decir, H̃ : [0, 1]× (−ε, 1+ε) → Rn, pero asegurándose de que sigue
siendo diferenciable y de que la imagen el dominio añadido no interseque a M . Esto último se
puede asegurar tomando un ε lo suficientemente pequeño ya que ambos x1 = H([0, 1] × {0})
y x2 = H([0, 1] × {1}) pertenecen al interior de Rn \M . Nótese que H̃ ya es transversal en el
conjunto C = {0, 1} × [0, 1] ∪ [0, 1]× (−ε, 0] ∪ [0, 1]× [1, 1 + ε).

Aplicamos con estos datos el teorema de aproximación transversal, y obtenemos una nueva
aplicación Ĥ : [0, 1]×(−ε, 1+ε) → Rn transversal aM y tal que Ĥ|C = H̃C . En particular, nótese
que γ1(t) = Ĥ(0, t) y γ1(t) = Ĥ(1, t) ∀t ∈ [0, 1], y que H(s, t) ̸∈ M para t ∈ (−ε, 0] ∪ [1, t + ε).
Además, como Ĥ es transversal a M , deducimos que Ĥ−1(M) es una subvariedad diferenciable y
cerrada en [0, 1]×(0, 1) con ∂Ĥ−1(M) ⊂ [0, 1]×(0, 1) = {0, 1}× [0, 1]. Además está contenida en
[0, 1]× (0, 1) ⊂ ∂[0, 1]2, luego es compacta y tiene una cantidad finita de componentes conexas.
Por la caracterización de variedades diferenciables de dimensión 1, concluimos que sus bordes
tienen una cantidad par de puntos, es decir,

#γ−1
1 (M) + #γ−1

2 (M) = #∂Ĥ−1(M) ≡ 0 mód 2

Concluyendo efectivamente que #γ−1
1 (M) ≡ #γ−1

2 (M) mód 2.

Observación 4.2.3. Nótese que la única propiedad que utilizamos sobre el propio espacio Rn

(aparte de su estructura diferenciable) es que es simplemente conexo. Es decir, que el resultado
anterior se generaliza sin dificultad a lo siguiente: Toda hipersuperficie diferenciable y cerrada
en un variedad simplemente conexa la divide.
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Figura 8: Esquema de la concatenación de caminos transversales a M

4.3 Operaciones con divisiones via transversalidad

Como mencionamos anteriormente, el Teorema de Aproximación Transversal es un resultado
clave en la teoŕıa de transversalidad, y demostrarlo requiere un análisis profundo de la estruc-
tura diferenciable de las variedades. En esta sección demostraremos la existencia de caminos
transversales a M que conecten cualquier par de puntos en una variedad conexa M . Después,
imitaremos las operaciones de divisiones propuestas en la sección 3.1 con la nueva definición de
división por transversalidad. Es decir, que la colección C de abiertos de N a los que M divide
es un recubrimiento estable bajo operaciones conexas. Aśı, el corolario 3.3.3 será suficiente para
concluir una demostración autocontenida del Teorema de Jordan-Brouwer diferenciable.

Sea N variedad diferenciable conexa, y sea M hipersuperficie cerrada en N .

Lema 4.3.1. Sean γ1, γ2 : [0, 1] → N caminos diferenciables transversales a M , y supongamos
que γ1(1) = γ2(0) ∈ N \M . Entonces, existe un camino diferenciable γ : [−1, 1] → N transversal
a M tal que

γ(−1)=γ1(0), γ(0)=γ1(1)=γ2(0), γ(1)=γ2(1), y #γ−1(M)=#γ−1
1 (M) + #γ−1

2 (M)

Demostración. La función f(t) = e1−
1
x es un homeomorfismo diferenciable de [0, 1] en śı mismo

que verifica f(0) = 0, f(0) = 1 y f (n)(0) = 0 para todo n. El camino

γ(t) =

{
γ1(1− f(−t)) si −1 ≤ t ≤ 0

γ2(f(t)) si 0 ≤ t ≤ 1

Está bien definido y es diferenciable gracias a que f (n)(0) = 0 ∀n, y verifica todas las condiciones
que buscamos gracias a que f es biyección y cumple que f ′(x) > 0 para x > 0.

Teorema 4.3.2. Sea N variedad diferenciable conexa, y sea M hipersuperficie cerrada en N .
Entonces, para cada par de puntos x, y ∈ N existe un camino transversal a M que los une.

Demostración.
- Caso particular : Cuando N = Rm+1 y M es {0} ×Rm o vaćıo, procedemos de la siguiente

manera: si x o y no pertenecen a M , basta con el segmento que los une cuando x ̸= y y con una
circunferencia lo suficiente pequeña cuando x = y. Si x ̸= y y ambos pertenecen a M , podemos
una semi-circunferencia “vertical” dada por γ(t) = x+y

2 + cos(t)x−y
2 + e⃗1 sin(t)

|x−y|
2 ∀t ∈ [0, π],

o una circunferencia vertical en el caso de que x = y.
- Caso general : Construimos la siguiente relación en M :

x ∼ y ⇐⇒ ∃γ : [a, b] → N transversal a M que pasa por x e y

Demostraremos que es una relación de equivalencia local (es decir, donde todo x está relacionado
con todos los elementos de algún entorno suyo). Aśı, el conjunto cociente N/ ∼ es una partición
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Figura 9: Caminos transversales válidos para cada posible situación del par x, y en el caso
particular

de N en abiertos, y la conexión de N implica que N/ ∼ tiene una única clase de equivalencia.
Es decir, x ∼ y para cualquier par x, y ∈ M

La relación es simétrica porque si γ : [a, b] es transversal a M , también lo es −γ : [−b,−a] →
N, t 7→ γ(−t). Para ver que ∼ es reflexiva y que sus clases de equivalencias son abiertas, fijamos
un x ∈ N , y tomamos una carta adaptada φ : U → Rm+1, U ∩ M → {0} × Rm (donde, si
x ∈ N \ M , U ∩ M podŕıa ser vaćıo). Por el caso particular, existen caminos transversales a
φ(M) entre cualquier par de puntos φ(y), φ(z) ∈ Rm+1. Como φ es un difeomorfismo, deducimos
que y ∼ z para y, z ∈ U y en particular, x ∼ x.

Para la transitividad tenemos que trabajar un poco más. Sean x, y, z ∈ N tales que x ∼ y ∼ z.
Sin pérdida de generalidad, existen γ1, γ2 : [0, 1] → N, tales que γ1(0) = x, γ1(1) = y = γ2(0)
y γ2(1) = z. Distinguimos dos casos: si y ∈ N \ M , aplicamos el Lema 4.3.1 y obtenemos un
camino γ de x a z transversal a M (véase la figura 8). Si y ∈ M , tomamos un entorno abierto
U de y donde todos sus elementos están relacionados entre śı, dos valores t1 ∈ γ−1

1 (U \ M) y
γ−1
2 (U \M) (nótese que γ−1

i (U) es abierto y que γ−1
i (M) es discreto) y un camino γ3 transversal

a M que conecte γ1(t1) con γ2(t2). Ahora podemos aplicar el Lema 4.3.1 dos veces, primero con
γ1|[0,t1] y γ3, y después con γ2|[t2,1], para concluir que x ∼ z.

Los tres lemas que siguen pretenden imitar los lemas 3.1.1, 3.1.2 y 3.1.3 en el nuevo marco
de divisiones por transversalidad. Estos tres lemas demuestran precisamente que la colección
C de abiertos de N a los que M divide cumplen las propiedades I, II, y III que definen un
recubrimiento estable bajo operaciones conexas. El primero de todos es el más sencillo:

Lema 4.3.3 (Restricción de división por transversalidad). Sean G ⊂ G′ abiertos conexos en N .
Si M divide G por transversalidad, también divide G′ por transversalidad

Demostración. Sean x, y ∈ G′, y sean γ1, γ2 : [a, b] → G′ caminos transversales a M de x a
y. Como ambos caminos están contenidos en G, deducimos inmediatamente que #γ−1

1 (M) ≡
#γ−1

2 (M) mód 2

Los argumentos para demostrar la segunda operación de divisiones v́ıa transversalidad son
muy similares a la demostración más popular de que la esfera Sn es simplemente conexa para
n ≥ 2 (o más generalmente, que la unión de dos abiertos simplemente conexos cuya intersección
es conexa también es simplemente conexa).

Lema 4.3.4. Si M divide los abiertos G y G′ por transversalidad, y G∩G′ es conexo, entonces
M divide G ∪G′ por transversalidad.

Demostración. Sean x, y ∈ (G∪G′)\M , y sean γ1, γ2 : [0, 1] → N caminos transversales a M de
x a y. Queremos demostrar que #γ−1

1 (M) ≡ #γ−1
2 (M) mód 2. Si pegamos γ1 y −γ2 mediante

el Lema 4.3.1 para obtener un camino γ : [0, 2] → N transversal a M con x = γ(0) = γ(2), el
problema se reduce a demostrar que #γ−1(M) ≡ 0 mód 2. Primero modificaremos el camino,



20 FERNANDO APARICIO GARĆıA

sin alterar la paridad de la preimagen de M , para que esté enteramente contenido en G o G′.
Como M divide a G y a G′ por transversalidad, y un pequeño “ćırculo” que pase por x no
interseca a M1, esto implicará que #γ−1(M) ≡ 0 mód 2.

Supongamos sin pérdida de generalidad que x ∈ G. Los conjuntos γ−1(G) y γ−1(G′) son
abiertos de [0, 2], luego se pueden expresar como una unión finita o numerable de intervalos
disjuntos, todos abiertos salvo quizás para los extremos de [0, 2]. Es decir, γ−1(G) =

⋃
j∈J Ij y

γ−1(G′) =
⋃

k∈K I ′k. La colección {Ij : j ∈ J}∪{I ′k : k ∈ K} es un recubrimiento por abiertos del
compacto [0, 2], luego tiene un subrecubrimiento finito. Tomando un subrecubrimiento minimal,
ordenando los intervalos según uno de sus extremos, y quizás añadiendo un último intervalo
Im ⊂ γ−1(G) conteniendo al 2, podremos expresar el intervalo [0, 2] de la siguiente manera:

[0, 2] = I0 ∪ I ′0 ∪ I1 ∪ I ′1 ∪ · · · ∪ Im−1 ∪ I ′m−1 ∪ Im,

donde 0 ∈ I0, 2 ∈ Im, cada intervalo interseca a sus dos intervalos contiguos, y es disjunto
a los demás (de lo contrario, los miembros intermedios entre dos intervalos no contiguos con
intersección no vaćıa seŕıan redundantes en este recubrimiento supuestamente minimal). Ahora
fijamos un i = 0, . . . ,m− 1. Como γ−1(M) es finito, existen dos valores

ti ∈ Ii ∩ I ′i \ γ−1(M) t′i ∈ I ′i ∩ Ii+1 \ γ−1(M).

Por hipótesis, G ∩G′ es conexo, y como ti, t
′
i ∈ γ−1(G ∩G′ \M), existe un camino γi : [ti, t

′
i] →

G ∩ G′ transversal a M y de γ(ti) a γ(t′i) (Lema 4.3.2). Además, como [ti, t
′
i] ⊂ I ′i, el camino

γ|[ti,t′i] está contenido en G′, luego

#(γ|[ti,t′i])
−1(M) ≡ #(γi)−1(M) mód 2 para i = 0, ...,m− 1

por hipótesis de división de G′. Por último, recordamos que hemos elegido los valores ti, t
′
i de

tal forma que γ(ti), γ(t
′
i) ∈ G ∩G′ \M , aśı que podemos construir el camino

γ∗ := γ|[0,t0] + γ0 + γ|[t′0,t1] + γ1 + · · ·+ γm−1 + γ|[t′m−1,2]

mediante un uso iterado del Lema 4.3.1. Este camino está enteramente contenido en G, pues este
es el caso de cada γi, y porque [t′i, ti+1] ⊂ Ii+1 ⊂ γ−1(G). Como existe un camino diferenciable en
G de x a śı mismo que no pasa por M1, y como M divide a G, deducimos que #(γ∗)−1(M) ≡ 0
mód 2, y aśı

#γ−1
1 (M) + #γ−1

2 (M) ≡ #γ−1(M)

≡ #(γ|[0,t0])
−1(M) + #(γ|[t0,t′0])

−1(M) + · · ·+#(γ|[tm−1,t′m−1]
)−1(M) + #(γ|[t′m−1,2]

)−1(M)

≡ #(γ|[0,t0])
−1(M) + #(γ0)−1(M) + · · ·+#(γm−1)−1(M) + #(γ|[t′m−1,2]

)−1(M)

≡ #(γ∗)−1(M) ≡ 0 mód 2

Es decir, #γ−1
1 (M) ≡ #γ−1

2 (M) mód 2.

Igual que con el lema 3.1.3, presentamos el siguiente lema para sucesiones numerables de
abiertos conexos ascendentes, pero el mismo argumento también es válido para uniones arbi-
trariamente grandes. No obstante, este detalle no tiene gran importancia en el contexto de
variedades diferenciables, ya que se les suele pedir el segundo axioma de numerabilidad, y por
lo tanto cualquier recubrimiento de un abierto suyo tiene un subrecubrimiento numerable.

1Dada una carta adaptada φ : U → Rm+1 para un entorno abierto U de x tal que U ∩ M = ∅, tómese la
preimagen por φ de una circunferencia que pase por φ(x)



EL TEOREMA DE JORDAN-BROUWER 21

Lema 4.3.5. Si M divide por transversalidad todos los elementos de una sucesión creciente de
abiertos {Gn}n∈N, entonces también M divide por transversalidad a su unión.

Demostración. Sean x, y ∈ G′, y sean γ1, γ2 : [0, 1] →
⋃

nGn caminos transversales a M de x a
y. Nótese que {Gn}n es un recubrimiento por abiertos del compacto A = γ1([0, 1]) ∪ γ2([0, 1]),
luego tiene un sub-recubrimiento finito A ⊂ Gn1∪. . .∪Gnk

. Para n = máx{n1, ..., nk} obtenemos
que A ⊂ Gn, luego #γ−1

1 (M) ≡ #γ−1
2 (M) mód 2.

Como mencionamos anteriormente, los tres lemas que acabamos de demostrar (4.3.3, 4.3.4
y 4.3.5) se pueden resumir en lo siguiente:

Corolario 4.3.6. Sea M hipersuperficie diferenciable cerrada y sin borde en N . Entonces, la
colección

C := {G ⊂ N : M divide G por transversalidad}

es un recubrimiento estable bajo operaciones conexas.

En particular, si N es una variedad diferenciable inductiva por conexos, toda hipersuperficie
diferenciable en N la divide por transversalidad.

Corolario 4.3.7 (Teorema de Jordan-Brouwer, versión diferenciable). Sea M ⊂ Rm+1 hipersu-
perficie diferenciable cerrada en Rm+1. Entonces, M divide Rm+1 por transversalidad.

En la misma ĺınea que en la sección 3.3.1, hemos descubierto que el Teorema de Jordan-
Brouwer diferenciable es cierto, no sólo en el espacio eucĺıdeo, sino también en cualquier variedad
diferenciable inductiva por conexos. En la sección anterior (4.2) ya vimos que el resultado es
cierto para toda variedad simplemente conexa, aśı que es natural empezar a buscar relaciones
entre la inducción por conexos y otras propiedades de la topoloǵıa algebraica como ser simple-
mente conexo. En la sección 6 demostramos todo espacio topológico X inductivo por conexos
cumple que Ȟ1(X,Z2) = 0 (con la cohomoloǵıa de Čech), y que en todo espacio X donde
Ȟ1(X,Z2) = 0 se cumple la versión local-global del Teorema de Jordan-Brouwer (y también
la versión diferenciable cuando X es una variedad, pues ya hemos visto que la división y la
división por transversalidad son equivalentes para hipersuperficies diferenciables). Se sabe que
la condición Ȟ1(X,Z2) = 0 es ligeramente más débil a ser simplemente conexo, con lo cual el
resultado obtenido en esta sección es ligeramente más fuerte al que obtuvimos en la sección 4.2
mediante aproximaciones transversales.

5 Ecuaciones globales

Como describimos en la sección 4, una intersección completa para una subvariedad diferen-
ciable M ⊂ N de codimensión k es una aplicación diferenciable f : N → Rk cuyo conjunto de
ceros es M , y tal que df(x) es inyectiva para todo x ∈ M . En particular para hipersuperficies
diferenciables (subvariedades de codimensión 1), una ecuación global es función diferenciable
f : Rm+1 → R tal que M = f−1(0), y cuyo gradiente no se anula en M . La ventaja de las
intersecciones completas es que nos permiten dar una descripción de las variedades diferencia-
bles mediante sistemas de ecuaciones impĺıcitas. En el caso general, sin embargo, sólo se puede
garantizar la existencia de estas ecuaciones a nivel local. Se puede demostrar que todas las varie-
dades en Rn con ecuación global son orientables, o equivalentemente, que ninguna subvariedad
no orientable puede tener ecuación global en Rm+1.

En esta sección demostramos que toda hipersuperficie diferenciable M cerrada en R tiene
ecuación global.
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Figura 10: Esquema de la orientabilidad y la ecuación global obtenidas a partir de una división

5.1 Orientabilidad y ecuación global de una hipersuperficie

Recordamos que una función diferenciable es creciente en la dirección de su gradiente. Por lo
tanto, la definición de una ecuación global f nos garantiza, para todo x ∈ M , que f(x+t∇f(x)) >
0 y f(x − t∇f(x)) < 0 para todo t > 0 lo suficientemente pequeño. En otras palabras, la
ecuación global induce un signo a cada componente conexa de Rm+1 \ M de tal forma que
ningún par de componentes adyacentes compartan un mismo signo. Ésta no es la primera vez
que nos encontramos con esta situación; de hecho, es precisamente la búsqueda de ecuaciones
globales la que inspiró en primer lugar el concepto de división. En esta sección partiremos de la
división del espacio para construir orientaciones y ecuaciones globales de cualquier hipersuperficie
diferenciable de Rm+1.

Teorema 5.1.1. Sea M hipersuperficie diferenciable de Rm+1. Entonces M es orientable y
existe una ecuación global para M .

Demostración. Por el Teorema de Jordan-Brouwer (3.2.1 o 4.2.2) M divide Rm+1. Sea Rm+1 \
M = W+ ∩W− la división pertinente. Para demostrar que M es orientable, hemos de encontrar
un campo de vectores normales unitarios ν : M → Rm+1.

Dado x ∈ M , consideramos una carta adaptada φ : Ux → Rm+1,M ∩ Ux → Rm × {0}. La
última coordenada de φ se anula en M , luego z 7→ ∇zφn+1 es un campo normal a M ∩ Ux.
Además Ux \ M = {φm+1 > 0} ∪ {φm+1 < 0} es división de x, aśı que, por restricción y
unicidad de división podemos asumir que {φm+1 > 0} = W+ ∩ Ux. Aśı, para todo z ∈ M ∩ Ux,
el vector ν(z) := ∇zφn+1/||∇zφn+1|| se puede caracterizar como el único vector normal unitario
en z tal que z + tν(z) ∈ W1 para todo t lo suficientemente pequeño. Esta caracterización es
diferenciable en Ux, y a la vez independiente del entorno Ux elegido. Como x ∈ M era arbitrario,
la caracterización anterior induce un campo normal unitario diferenciable en M .

Para construir una ecuación global, empezamos definiendo la siguiente aplicación:

Φ : M × R → Rm+1, (x, t) 7→ x+ tν(x)

Para cada x ∈ M , como ν(x) es un vector normal a M , el Teorema de la Función Inversa
nos garantiza que Φ|Vx×(−ε,ε) es difeomorfismo para cierto entorno Vx ⊂ M de x y cierto ε > 0.
Tomando estos entornos lo suficientemente pequeños, podemos asumir que Ux := Φ(Vx×(−ε, ε))
sólo interseca a M en Vx. Consideramos la función Πx : Ux → R,Φ(x, t) 7→ t, que es diferenciable
y verifica Ux ∩ M = Vx = Π−1

x (0). Además, ∇Πx(x) = ν(x) por definición de Φ, y también
tenemos que {Πx > 0} = Ux ∩ W+ y {Πx < 0} = Ux ∩ W− por la caracterización del campo
normal.

Aśı obtenemos una familia de funciones {Πx : Ux → R}x∈M . La colección C = {W+,W−} ∪
{Ux : x ∈ M} es un recubrimiento de M , y vamos a tomar una partición diferenciable subordi-
nada {θ+, θ−} ∪ {θx : x ∈ M}. Veamos que la función f = θ+ − θ− +

∑
x∈M θxΠx es ecuación

global de M .
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Si z ∈ W+ entonces Πx(z) > 0 para todo x ∈ M con z ∈ Ux, y también θ−(x) = 0.
Por lo tanto, f(z) = θ+(z) +

∑
x∈M θx(z)Πx(z) es una combinación lineal convexa de valores

estrictamente positivos y en particular, f(z) > 0 ∀z ∈ W+. Análogamente, f(z) < 0 ∀z ∈ W−, y
por continuidad concluimos que M = f−1(0). Ahora sólo queda demostrar que ∇f(z) ̸= 0 ∀z ∈
M . Si z no pertenece a W+ ni a W− entonces θ+(z) = θ−(z) = 0 y ∇θ+(z) = ∇θ−(z) = 0, y
para cada x ∈ M con z ∈ Ux tendremos lo siguiente:

∇(θxΠx)(z) = Πx(z)∇θx(z) + θx(z)∇Πx(z) = 0 · ∇θx(z) + θx(z)ν(z) = θx(z)ν(z).

Luego ∇f(z) =
∑

x∈M ∇(θxΠx)(z) =
∑

x∈M θx(z)ν(z) = ν(z) ̸= 0, tal y como buscábamos.

5.2 La construcción de E.L. Lima

Llegados a este punto, es claro que las propiedades de orientabilidad, dividir el espacio, o
tener ecuación global están ı́ntimamente relacionadas. De hecho, otras fuentes [7] se acercan al
problema en la dirección contraria: parten de que toda hipersuperficie de Rm+1 es orientable
usando algún argumento de transversalidad [12], y después construyen una ecuación global para
demostrar el Teorema de Jordan-Brouwer. La construcción propuesta por Lima [7] tiene una
naturaleza similar a la aqúı presentada, pero es capaz de lograrlo sin utilizar la división.

Teorema 5.2.1 (Lima). Sea M ⊂ Rm+1 hipersuperficie diferenciable conexa y orientable. En-
tonces, existe una ecuación global para M .

Demostración. Partimos de la aplicación Φ : M×R → Rm+1 descrita en el Teorema 5.1.1, donde
para cada x ∈ M existe un εx > 0 tal que Φ restringido a Gx,εx = {|y − x| < εx} × (−εx, εx) es
difeomorfismo. Sin mucha dificultad se puede demostrar que Φ también es difeomorfismo en el
abierto G =

⋃
x∈M Gx,εx/3 que contiene a M × {0}.

En particular M separa al abierto U = Φ(G) que lo contiene, Π : U → M,Φ(x, t) 7→ x es
una proyección diferenciable de U en M , y la función h : U → R, Φ(x, t) 7→ t es ecuación global
de M en U . Ahora tomamos un abierto U ′ de Rm+1 tal que M ⊂ U ′ ⊂ U ′ ⊂ U , una función
diferenciable ε : M → (0,∞) tal que B(x, ε(x)) ⊂ U ′ para todo x ∈ M (que se puede construir
mediante particiones diferenciables de la unidad), y una función diferenciable λ : R → [−1, 1]
impar tal que λ′(0) = 1, λ(x) = 1 para x > 1, y λ(x) = −1 para x < −1.

La función f̂(x) := λ(h(x)/ε(Π(x))) sigue siendo una ecuación global de M en U , y por
definición de ε y λ verifica que f̂(x) = ±1 para x ∈ U \ U ′. Sea ξ̂ : U → Rn su gradiente.
Como U ′ ⊂ U y ξ̂ se anula en todo U \ U ′, podemos extenderla por ceros a un campo vectorial
ξ : Rn → Rn. Además tenemos ∇× ξ = 0 en U porque ah́ı coincide con el gradiente de f̂ , y en
Rn \ U porque ξ ≡ 0 en Rn \ U ′ ⊃ Rn \ U .

Como Rn es simplemente conexo, ξ es el gradiente de una función f : Rn → R, que sin
pérdida de generalidad verifica f(x) = 0 para cierto x ∈ M . Como ∇f |U = ξ|U = ∇f̂ y U es
conexo (por serlo M), se deduce que f |U = f̂ , y en particular que f es una ecuación global de M
en U . Para ver que también lo es en M basta comprobar que f(z) ̸= 0 para todo z ∈ Rn \U . En
efecto, dado z ∈ Rn\U tomamos el punto z0 ∈ ∂U ′ que minimice la distancia a z, asegurando aśı
que el segmento [z0, z] no interseca a U ′. Como ∇f = ξ se anula fuera de U ′, y z0 ∈ ∂U ′ ⊂ U \U ′,
deducimos que f(z) = f(z0) = f̂(z0) = ±1 ̸= 0, concluyendo que f es ecuación global de M .

5.3 Otra construcción sin hipótesis de orientabilidad

En el mismo art́ıculo de Lima [7] también se explica cómo construir una ecuación global de
cualquier hipersuperficie diferenciable deM ⊂ Rm+1 sin la necesidad de asumir su orientabilidad.
La idea es de naturaleza muy similar a la primera demostración del Teorema de Jordan-Brouwer
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presentada en este trabajo: imitando la idea de separación local, Lima parte de que las hi-
persuperficies tienen ecuaciones locales, y cuidadosamente se asegura de que estas ecuaciones
locales que recubren Rm+1 coinciden salvo por signo localmente en dominios comunes. Después
demuestra que si dos ecuaciones coinciden salvo por signo localmente en un abierto conexo, han
de coincidir globalmente salvo por signo (análogo a la unicidad de división en abiertos conexos).
Y para construir la ecuación en todo Rm+1, en vez de apilar rectángulos como hacemos en este
trabajo en la sección 3.2.1, lo hace mediante entornos de segmentos. En esta sección daremos
un resumen de esta construcción:

Definición 5.3.1. Sean f, g : G → R funciones continuas. Se dice que f y g coinciden salvo por
signo localmente si para todo x ∈ G existe un entorno abierto suyo, Ux, tal que f |Ux = ±g|Ux .

La siguiente observación es análoga a la primera operación de divisiones (Lema 3.1.1) en el
contexto de funciones que coinciden localmente:

Observación 5.3.2. Supongamos que f, g : G → R coinciden salvo por signo localmente, y sea
G′ ⊂ G un abierto. Entonces, f |G′ y g|G′ coinciden salvo por signo localmente.

Ahora observemos la siguiente proposición, también propuesta por Lima, que es equivalente
a la unicidad de divisiones en conexos (Teorema 2.3.2):

Proposición 5.3.3. Sea G conexo y f, g : G → R funciones continuas que coinciden salvo por
signo localmente. Si f−1(0) ⊂ G no tiene puntos interiores, entonces f = ±g.

Demostración. Para cada x ∈ G, definimos

h(x) :=

{
1 si f |Ux = g|Ux

−1 si f |Ux = −g|Ux

Donde Ux es un entorno de x donde f y g coinciden salvo por signo. Nótese que h(x) está
caracterizado por los valores de f y g en cualquier y ∈ Ux \ f−1(0) (que es no vaćıo porque
f−1(0) no tiene puntos interiores), luego no depende del entorno Ux escogido (para cualquier
otro entorno U ′

x, tómese un y ∈ Ux ∩ U ′
x \ f−1(0)).

Además, h es localmente constante, porque para cada x ∈ G asigna el mismo valor en todo
Ux. Si G es conexo, h será constante, y como f = hg por definición, concluimos que f = ±g.

De esta proposición se deducen dos resultados análogos a la segunda y la tercera operación
de divisiones (Lemas 3.1.2 y 3.1.3) respectivamente para funciones que coinciden salvo por signo
localmente:

Corolario 5.3.4. Sean f : G → R, g : G′ → R dos funciones que coinciden localmente salvo por
signo en G ∩ G′, y supongamos que G ∩ G′ es conexo y que f−1(0) y g−1(0) no tienen puntos
interiores. Entonces, existe una función h : G∪G′ → R que coincide salvo por signo localmente
con f en G y con g en G′.

Corolario 5.3.5. Sea {Gn}n una cadena ascendente de abiertos conexos de un espacio X, y
{fn : Gn → R}n una familia de funciones que coinciden salvo por signo localmente entre śı, y
tales que ningún f−1

n (0) tiene puntos interiores. Entonces, existe una función f :
⋃

nGn → R
que coincide salvo por signo localmente con cada fn en su respectivo dominio.

Ahora, para construir una ecuación global de una hipersuperficie diferenciable cerrada en
Rm+1, lo que haremos es recubrir Rm+1 con ecuaciones locales de M que coincidan salvo por
signo localmente, y después unirlas mediante las operaciones de división para encontrar una
ecuación global de M .
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Proposición 5.3.6. Sea M ⊂ Rm+1 hipersuperficie diferenciable cerrada en Rn. Entonces,
existe un recubrimiento U = {Ui}i de Rn, y una colección de funciones {fi : Ui → R} donde
cada fi es una ecuación global de Ui ∩ M (en particular, f−1

i (0) = Ui ∩ M no tiene puntos
interiores), y de tal forma que para cada par i, j ∈ I, las funciones fi y fj coinciden salvo por
signo localmente en Ui ∩ Uj.

Demostración. Dado un p ∈ M , como M será orientable en un entorno abierto Vp de p lo
suficientemente pequeño, sea νp : M ∩Vp → Rm+1 un campo normal unitario. Nótese que éste es
único salvo por signo. Usando argumentos parecidos a los del Teorema 5.1.1, existe un entorno
abierto de p, Wp ⊂ Vp, y un εp > 0 tales que Wp es isomorfo a (Wp ∩ M) × (−εp, εp) via
(q, t) 7→ q + tνp(q). Sea gp : Wp → R, q + tνp(q) 7→ t, y sea δp > 0 tal que Bp,3δp ⊂ Wp, y sea
Up = Bp,δp .

Como G :=
⋃

pGp es un abierto que contiene al cerrado M , podemos construir, mediante

particiones diferenciables de la unidad, un abierto G′ tal que M ⊂ G′ ⊂ G′ ⊂ G, y una función
diferenciable δ : M → (0,∞) tal que Bp,2δ(p) ⊂ G′ para todo p. También podemos construir
una función impar creciente λ : R → [−1, 1] tal que λ(x) = −1 para todo x ≤ −1 y λ(x) = 1
para todo x ≥ 1. Para cada p ∈ M , definimos la función fp := λ(gp|Up/δ(p)). Por definición
tenemos que f−1

p (0) = (gp|Up)
−1(0) = Up∩M , y en particular el conjunto de ceros de fp no tiene

puntos interiores. Por otra parte, se puede ver que si Up ∩Up′ ̸= ∅, entonces Up ∪Up′ ha de estar
enteramente contenido en Wp o en W ′

p (sin pérdida de generalidad, en Wp). Como la elección de
gp : Wp → M es única salvo por signo localmente, se deduce que gp′ |Up′ coincide salvo por signo
localmente con gp|Up′ , y por lo tanto fp y fp′ coinciden salvo por signo localmente.

Para completar la demostración añadimos a nuestro recubrimiento el abierto U0 := Rm+1\G′

que contiene a Rm+1 \G por definición de G′. Como lo gp(x) ̸∈ {−1, 1} sólo si x ∈ Bp,2δ(p) ⊂ G′,
se deduce que todo gp coincide salvo por signo localmente con la función constante 1 en Up∩U0.
Por lo tanto, las colecciones U := {Up : p ∈ M} ∪ {U0} y {fp : p ∈ M} ∪ {1|U0} cumplen todos
los requisitos que buscamos.

Gracias a todo ésto, obtenemos otra demostración autocontenida del Teorema de Jordan-
Brouwer para variedades diferenciables:

Teorema 5.3.7. Sea M ⊂ Rm+1 hipersuperficie diferenciable cerrada en M . Entonces, existe
una ecuación global f : Rm+1 → R para M . En particular, M es orientable y divide Rm+1.

Demostración. Consideramos el recubrimiento U = {Ui}i∈I y la familia de funciones {fi}i∈I
que construimos en la proposición anterior, y sea C la colección de abiertos G ⊂ Rm+1 para
los cuales existe una función fG : G → R que coincide salvo por signo localmente con cada fi.
Nótese que C contiene a U por construcción, en particular que C recubre Rm+1, y que para cada
par G,G′ ∈ C, las funciones fG y fG′ coinciden salvo por signo localmente en G ∩ G′, (pues lo
hacen en G∩G′∩Ui para todo i). Gracias a esto, la observación 5.3.2 y los corolarios 5.3.4 y 5.3.5
implican que C cumple las propiedades I, II, y III de un recubrimiento estable bajo operaciones
conexas. Como Rm+1 es un espacio inductivo por conexos (Corolario 3.3.3), concluimos que
existe una función f : Rm+1 → R que coincide salvo por signo localmente con cada fi, y por lo
tanto es una ecuación global de M .

De todas formas, aqúı resumimos la forma en la que Lima demuestra que C contiene a Rm+1.
Primero demuestra que para cualquier segmento S = [x0, x1] existe un abierto en C que lo
contiene. En efecto, para cada x ∈ S existe un ε > 0 tal que Ux := Bx,εx ∈ C (usando la
propiedad I de restricción). Como la colección de bolas {Ux}x∈S recubre el compacto S, existe
un subrecubrimiento finito, que además podemos tomar minimal. De esta manera, ordenando
las bolas adecuadamente, podemos escribir S de la siguiente forma:

S ⊂ U0 ∪ U1 ∪ · · · ∪ Uk
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De tal forma que cada bola interseca a sus dos bolas contiguas en la expresión, y es disjunta a
las demás (de forma similar al Lema 4.3.4). Podemos argumentar por inducción sobre 1 ≤ l ≤ k
que

⋃l
i=0 Ui ∈ C. Para l = 1 el resultado es inmediato, y si

⋃l
i=0 Ui ∈ C, como (

⋃l
i=0 Ui)∩Ul+1 =

Ul ∩ Ul+1 (por la elección de los Ui’s) y éste es conexo (la intersección de dos bolas convexas
es convexa, luego conexa), el lema 5.3.4 garantiza que

⋃l+1
i=0 Ui ∈ C, completando la inducción

sobre l. En resumen, U0 ∪ U1 ∪ · · · ∪ Uk es un abierto que pertenece a C y que contiene a S.

Para construir la ecuación en Rm+1, hacemos lo siguiente: para cada x ∈ Rm+1, sea Sx = [0, x]
el segmento que conecta x con el origen. Como existe un abierto Gx ∈ C que contiene a Sx, y Sx

es compacto, sea δx > 0 tal que Vx :=
⋃

y∈Sx
By,δx ⊂ Gx, y en particular Vx ∈ C (Observación

5.3.2). Nótese que Vx es convexo porque es la suma de dos conjuntos convexos. Para cualesquiera
x, x′ ∈ Rm+1, la intersección Vx ∩ Vx′ es no vaćıa (contiene al origen) y convexa (en particular,
conexa), luego fVx = ±fVx′ en el dominio común. Sin pérdida de generalidad, podemos fijar un
fV0 y elegir cada fVx de tal forma que fVx = fV0 en V0 ∩Vx. Aśı, para cualesquiera x, x′ ∈ Rm+1,
como fVx = ±fVx′ en Vx ∩ Vx′ y fVx = fV0 = fVx′ en Vx ∩ Vx′ ∩ V0 (que es no vaćıo porque
contiene al origen), se dará que fVx = fVx′ , y por lo tanto f :=

⋃
x∈Rn fVx : Rn → R está bien

definida y cumple todas las propiedades deseadas.

6 Divisiones de otros espacios

Como vimos a la hora de demostrar el Teorema de Jordan-Brouwer mediante aproximacio-
nes transversales, la versión diferenciable del teorema se puede generalizar a cualquier espacio
ambiente que sea simplemente conexo. Por ejemplo, este es el caso de una esfera Sn cuando
n ≥ 2. También hay herramientas avanzadas de la topoloǵıa algebraica, como la dualidad de
Alexander-Lefschetz, que permiten relajar todav́ıa más las condiciones sobre N . Concretamente,
el Teorema de Jordan-Brouwer diferenciable se cumple en una variedad diferenciable N si y sólo
si H1(N,Z2) = 0 [13].

Las herramientas de la tercera sección también nos permiten demostrar el Teorema de
Jordan-Brouwer local-global para las esferas. Basta con ver que Sn se puede describir mediante
dos cartas homeomorfas a Rn cuya intersección es conexa (tómense las proyecciones estereográfi-
cas de los polos (1, 0, ...) y (−1, 0, ...) sobre el plano del ecuador x1 = 0; la intersección de dichas
cartas es homeomorfa a (−1, 1)× Sn−1, y por lo tanto conexa para n ≥ 2). Gracias al Teorema
3.2.1, todo subconjunto cerrado M ⊂ Sn que separa localmente la esfera divide las dos cartas, y
por el Lema 3.1.2, también divide la esfera.

Esto lleva a preguntarnos para qué espacios se cumple que todo subconjunto M que lo
separa localmente también lo divide (informalmente, ¿para qué espacios se cumple la versión
local-global del Teorema de Jordan-Brouwer?). Como vimos en el corolario 3.3.2, el Teorema de
Jordan Brouwer es cierto en todo espacio inductivo por conexos.

No obstante, es necesario recalcar la diferencia entre un espacio inductivo por conexos y un
espacio donde se verifica la versión local-global del Teorema de Jordan-Brouwer. Aunque todo
espacio de la primera categoŕıa pertenece a la segunda, no estamos seguros de si la veracidad
de la versión local-global del Teorema de Jordan-Brouwer implica que ésta se pueda verificar
mediante nada más que operaciones de divisiones. La naturaleza de este problema reside en que
no tenemos herramientas para construir conjuntos que separen localmente ni manipularlos para
encontrar contraejemplos al Teorema de Jordan-Brouwer cuando un espacio no es inductivo por
conexos.

Volviendo a la pregunta principal de esta sección, ¿para qué otros espacios topológicos se
cumple el Teorema de Jordan-Brouwer? ¿Existe alguna relación entre la inducción por conexos y
alguna otra propiedad topológica conocida? En lo que sigue proponemos una versión alternativa
del corolario 3.3.2 que en vez de utilizar los grafos de adherencia, cruciales en la sección 3.1 para
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operar con divisiones, recurre a una herramienta topológica que es frecuentemente utilizada en
la literatura para resolver problemas de naturaleza similar al Teorema de Jordan-Brouwer.

6.1 Cohomoloǵıa de Čech

En esta sección definimos brevemente las nociones básicas necesarias para construir el primer
grupo de cohomoloǵıa de Čech de un espacioX sobre el haz Z2. La mayoŕıa de las demostraciones
en esta introducción están inspiradas en unas notas sobre superficies riemannianas de Otto
Forster [3], pero han sido adaptadas para nuestro caso particular.

Definición 6.1.1 (Cohomoloǵıa de un recubrimiento). Sea U = {Ui}i∈I un recubrimiento por
abiertos de X, y k ∈ N:

(1) Un k-śımplice de U es una secuencia σ = (Ui0 , Ui1 , ..., Uik) en U . Denominamos soporte de
σ a la intersección de todos los miembros de σ, y lo denotamos por |σ|. Denotamos a la
colección de k-śımplices de U por ∆k(U).

(2) Para 0 ≤ j ≤ k, definimos el j-ésimo borde de σ como ∂jσ := (Ui0 , ..., Uij−1 , Uij+1 , ..., Uik+1
) ∈

∆k−1(U).

(3) Una k-cocadena de U (sobre el haz Z2) es una aplicación f que asigna, a cada σ ∈ ∆k(U),
una función fσ = fi0...ik : |σ| → Z2 localmente constante. El conjunto de k-cocadenas de
U se denota por Ck(U ,Z2).

(4) El coborde de una cocadena f ∈ Ck(U ,Z2) es la (k + 1)-cocadena ∂f que asigna, a cada
(k + 1)-śımplice σ = (Ui0 , Ui1 , ..., Uik+1

), la función ∂fσ dada por

∂fσ =

k+1∑
j=0

(−1)jf∂jσ||σ|

Donde f∂jσ||σ| es la restricción a |σ| de la función f∂jσ originalmente definida en el soporte
de ∂jσ (nótese que |σ| ⊂ |∂jσ|). Como f∂jσ||σ| es una función localmente constante en |σ|
para todo j, también lo será ∂f . Por lo tanto, ∂f está bien definida como (k+1)-cocadena.

(5) Una k-cocadena f es k-cociclo si ∂f = 0. La colección de k-cociclos en U se denota por
Zk(U ,Z2).

(6) Una k-cocadena f es k-coborde si es el coborde de algún cocadena g ∈ Ck−1(U), es decir,
si f = ∂g. La colección de k-cobordes en U se denota por Bk(U ,Z2). Definimos también
B0(U ,Z2) := 0.

(7) Para cada f ∈ Ck(U ,Z2) se tiene que ∂2f = ∂(∂f) = 0, o lo que es lo mismo, Bk(U ,Z2) ⊂
Zk(U ,Z2) para k ≥ 1. Se define el k-ésimo grupo de cohomoloǵıa del recubrimiento U
como el grupo cociente Ȟk(U ,Z2) := Zk(U ,Z2)/Bk(U ,Z2). En efecto, podemos expandir
la definición de coborde de f dos veces sobre un σ = (Ui0 , Ui1 , ..., Uik+1

) ∈ ∆k+2(U) para
obtener lo siguiente:

(∂2f)σ =

k+2∑
j=0

k+2∑
ℓ=0
ℓ ̸=j

(−1)j(−1)ℓ−1j<Lf |∂ℓ−1j<L
∂jσ =

∑
0≤j<ℓ≤k+2

(−1)j+ℓ(f |∂j∂ℓ−1σ − f |∂ℓ∂σ) = 0

Donde 1j<l vale 1 si j < l y 0 cuando j > l. Es gracias a esta paridad causada por el orden
entre j y l que ∂2f = 0.
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Esta definición se puede extender sin dificultad a cualquier pre-haz en X. Un pre-haz es una
aplicación F que asigna a cada abierto U ⊂ X un grupo abeliano F(U), y a cada par de abiertos
V ⊂ U un homomorfismo de restricción resUV : F(U) → F(V ) verificando que resUU = IdF(U)

y que resUV ◦ resVW = resUW para abiertos cualesquiera W ⊂ V ⊂ U . De todas formas, en este
trabajo sólo nos interesa trabajar sobre el haz Z2, que asigna a cada abierto U ⊂ X el grupo de
aplicaciones localmente constantes en U con las restricciones definidas naturalmente.

Definición 6.1.2 (Cohomoloǵıas bajo refinamientos). Sea V = {Gj}j∈J un recubrimiento por
abiertos de X que es refinamiento de U , y sea τ : J → I tal que Vj ⊂ Uτj para todo j ∈ J ′.

Ésta elección induce naturalmente las siguientes relaciones entre śımplices, cocadenas, y grupos
de cohomoloǵıa sobre U y V:

(1) Dado σ = (Vj0 , . . . , Vjk) ∈ ∆k(V), la secuencia τ∆(σ) := (Uτj0
, ..., Uτjk

)) es un k-śımplice

en U . Por lo tanto, obtenemos una función entre śımplices φ∆ : ∆k(U ′) → ∆k(U) que
además verifica ∂ℓ(φ∆(σ

′)) = φ∆(∂ℓσ
′) para todo σ ∈ ∆k(V), 0 ≤ ℓ ≤ k.

(2) Aśı podemos definir una aplicación φC : Ck(U ,Z2) → Ck(V,Z2) que asigna, a cada cadena
f ∈ Ck(U ,Z2), la cadena τC(f) ∈ Ck(V,Z2) dada por τC(f)σ = fτ∆(σ)||σ| para todo

σ ∈ ∆k(V). Gracias a que τ∆ conmuta con los ∂ℓ’s, se deduce que ∂τC(f) = τC(δf) ∀f .

(3) En particular, τC manda cociclos en U a cociclos en V, y cobordes en U a cobordes en V.
Cocientando τC sobre los cobordes en Ck(U ,Z2) y Ck(U ′,Z2) obtenemos una aplicación
tUV : Ȟk(U ,Z2) → Ȟk(V,Z2).

Además, la aplicación tUV no depende de la función τ elegida, es decir, que tenemos una
única aplicación natural tUV : Ȟk(U ,Z2) → Ȟk(V,Z2). Debajo lo demostramos para k = 0 y
k = 1, que son los únicos casos que utilizaremos en este trabajo. También se puede comprobar
sin mucha dificultad que tUU es la identidad en Ȟk(U ,Z2) y que tVW ◦ tUV = tUW para refinamientos
U ⪯ V ⪯ W.

Como los recubrimientos por abiertos de X forman un conjunto dirigido bajo refinamientos,
definimos el k-ésimo grupo de cohomoloǵıa de X como el ĺımite directo de Ȟk(U ,Z2) sobre los
recubrimientos de U de X v́ıa estos homomorfismos naturales, y lo denotamos por Ȟk(X,Z2).

Proposición 6.1.3 (El grupo 0 de cohomoloǵıa).

(i) Para cualquier recubrimiento por abiertos U = {Ui}i∈I de X, el grupo de cohomoloǵıa
Ȟ0(U ,Z2), que coincide con Z0(U ,Z2) (pues B0(U ,Z2) = 0) es naturalmente isomorfo al
grupo de aplicaciones localmente constantes de X en Z2 mediante g 7→

⋃
i∈I gi

(ii) Dado un refinamiento U ⪯ V = {Vj}j∈J , la aplicación tUV se caracteriza por los isomorfis-
mos de Ȟ0(U ,Z2) y Ȟ0(V,Z2) con las funciones localmente constantes en X descritos en
( i). En particular, tUV no depende del τ : J → I elegido y es un isomorfismo.

Como todos los Ȟ0(U ,Z2) son isomorfos entre śı y con el grupo funciones localmente constan-
tes en X, deducimos que su ĺımite directo bajo refinamientos, Ȟ0(X,Z2), es también isomorfo
al grupo de funciones localmente constantes en X. En particular, X es conexo si y sólo si
Ȟ0(X,Z2) ≡ {h : X → Z2 constante} ≡ Z2.

Demostración. (i) Dado un g ∈ Z0(U ,Z2) tenemos, para cada x ∈ Ui ∩Ui′ , que gi(x)− gi′(x) =
(∂g)i′i(x) = 0, luego la función dada por ΦU (g)(x) := gi(x) no depende del Ui ∋ x elegido (es
decir, está bien definida en X), y es localmente constante en X porque lo es en cada Ui. Por
otra parte, cualquier aplicación localmente constante h induce un cociclo dado por gi := h|Ui .
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(ii) Sean τ : J → I con Vj ⊂ Uτj ∀j, g ∈ Z0(U ,Z2), y h : X → Z2 una función localmente
constante que caracteriza g tal y como describimos en (1), tenemos para todo j ∈ J , x ∈ Uj ,
que τC(g)j(x) = gτj (x) = h(x). Es decir, que h también describe τC(g), concluyendo que tUV =

Φ−1
V ◦ ΦU es composición de isomorfismos (luego isomorfismo) y que no depende de τ .

Proposición 6.1.4 (El primer grupo de cohomoloǵıa).

(i) Una cocadena f ∈ C1(U ,Z2) es cociclo si y sólo si verifica, para todo i0, i1, i2 ∈ I, que
fi0i0 = fi0i1 + fi1i0 = fi0i1 + fi1i2 + fi2i0 = 0 en todo Ui0 ∩ Ui1 ∩ Ui2.

(ii) Dado un refinamiento U ⪯ V = {Vj}j∈J , la aplicación tUV no depende del τ : J → I elegido
y es inyectiva.

En particular, deducimos por la definición de ĺımite directo que Ȟ1(X,Z2) ≡ 0 si y sólo si
Ȟ1(U ,Z2) ≡ 0 para todo recubrimiento por abiertos U de X. Este resultado es particular para
k = 0, 1 y no se puede generalizar para k ≥ 2, pues tUV puede dejar de ser inyectiva.

Demostración. (i) Por definición, f es cociclo si y sólo si fi1i2(x) − fi0i2(x) + fi0i1(x) = 0
para todo x ∈ Ui0 ∩ Ui1 ∩ Ui2 . Tomando i0 = i1 = i2 se obtiene fi0i0(x) = 0, y con i0 = i2
se obtiene fi1i0(x) − 0 + fi0i1(x) = 0. En particular fi2i0(x) = −fi0i2(x), concluyendo que
fi0i1(x) + fi1i2(x) + fi2i0(x) = 0. El resultado rećıproco es evidente.

(ii) Para ver que tUV no depende de la elección de τ , sean τ, τ ′ : J → I tal que Vj ∈ Uτj ∩Uτ ′j

para todo j ∈ J . Queremos demostrar que τC(f)− τ ′C(f) ∈ B1(V,Z2) para todo f ∈ Z1(U ,Z2).
Definimos la cadena g ∈ C0(V,Z2) dada por gj := fτ ′jτj (que tiene a Vj ∩Uτj = Vj por dominio)
en cada j ∈ J , y aśı obtenemos, en cada Vj0 ∩ Vj1 , que

τC(f)j0j1 − τ ′C(f)j0j1 = fτj0τj1 − fτ ′j0τ
′
j1

= fτj0τj1 − fτj0τ
′
j1
+ fτj0τ

′
j1
− fτ ′j0τ

′
j1

= (fτ ′j1τj0
+ fτj0τj1 )− (fτ ′j0τ

′
j1
+ fτ ′j1τj0

)
(1)
= fτ ′j1τj1

− fτ ′j0τj0
= gj1 − gj0

Es decir, que τC(f)− τ ′C(f) = ∂g, tal y cómo buscábamos.

Para ver que tUV es inyectivo, queremos demostrar que si f ∈ Z1(U ,Z2) es 1-cociclo en U y
su imagen τC(f) es coborde en V, entonces f es coborde en U . En efecto, por hipótesis existe
g ∈ C0(V,Z2) tal que τC(f) = δg. I.e. para cada i ∈ I, j0, j1 ∈ J tenemos, en Ui ∩ Vj0 ∩ Vj1 , que

gj1 − gj0 = τC(f)j0j1 = fτj0τj1 = fτj0 i + fiτj1 = fiτj1 − fiτj0

Luego gj1 − fiτj1 (x) = gj0(x) − fiτj0 (x). De esta manera, la aplicación hi : Ui → Z2 dada por
hi(x) := fiτj (x)− gj(x) no depende del Uj ∋ x elegido y es localmente constante (pues lo es en
cada Vj ∩ Ui). Además, para cualquier x ∈ Ui0 , Ui1 , y cualquier j ∈ J con x ∈ Uj verifica que:

fi0i1(x) = fτji1(x)− fτj−i0(x) = hi1(x)− gj(x)− (hi0(x)− gj(x)) = hi1(x)− hi0(x),

concluyendo que f = ∂h y en particular, que f es un coborde en U .

Observación 6.1.5 (Restricción de cocadenas). Sea G ⊂ X abierto de X y sea U = {Ui}i∈I un
recubrimiento deX. Entonces U|G := {Ui∩G}i∈I es un recubrimiento por abiertos deG. Además,
existe un homomorfismo natural que asigna a cada f ∈ Ck(U ,Z2) el cociclo f |G ∈ Ck(U|G,Z2)
dado por (f |G)i0...ik = fi0...ik |G∩Ui0

∩...∩Uik
, y que además conmuta con el coborde (es decir,

∂(f |G) = (∂f)|G) por definición. En particular, si f es un cociclo (o coborde) en U , también lo
será f |G en U|G.
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6.2 Inducción por conexos y cohomoloǵıa de Čech

Vamos a dar una nueva demostración del Corolario 3.3.2 mediante dos resultados:

Teorema 6.2.1. Sea X un espacio topológico inductivo por conexos. Entonces Ȟ1(X,Z2) ≡ 0.

Demostración. Supongamos queX es inductivo por conexos, y sea U un recubrimiento por abier-
tos de X. Queremos demostrar que H1(U ,Z2) = 0. Fijamos un f ∈ Z1(U ,Z2), y consideramos
la siguiente colección de abiertos de X:

C := {G ⊂ X abierto : f |G ∈ B1(U|G,Z2)}
= {G ⊂ X abierto : ∃g ∈ C0(U|g,Z2) tal que f |G = ∂g}

Si demostramos que C es un recubrimiento de X estable bajo operaciones conexas, entonces
la inducción por conexos de X implica que X ∈ C, o lo que es lo mismo, f ∈ B1(U|X ,Z2) =
B1(U ,Z2). En efecto:

C es recubrimiento: veamos que C contiene a Ui0 para todo i0 ∈ I y que en particular C
recubre X. Fijamos un i0 ∈ I, y definimos, para todo i ∈ I, la función localmente constante
gi := fi0i definida en Ui0 ∩ Ui ∈ ∆0(U|Ui0

). Entonces, para cualquier i, i′ ∈ I tenemos en todo
Ui0 ∩ Ui ∩ Ui′ que:

gi′ − gi = fi0i′ − fi0i = fii′ = (f |Ui0
)ii′

Es decir, f |Ui = ∂g.

C verifica I : sean G′ ⊂ G ⊂ X abiertos, y sea g ∈ C0(U|G,Z2) tal que f |G = ∂g. Por la
observación 6.1.5 (donde G toma el papel de X y G′ el de G), se deduce que f |G′ = ∂g|G′ y en
particular f |G′ , es cociclo en U|G′ .

C verifica II : Sean G,G′ ∈ C tales que G∩G′ es conexo. Queremos demostrar que G∪G′ ∈ C.
Por hipótesis f |G = ∂g y f |G′ = δg′ para ciertos g ∈ C0(UG,Z2), g

′ ∈ C0(UG′ ,Z2). En particular,
la cadena g′′ := g|G∩G′ −g|G∩G′ ∈ C0(U|G∩G′ ,Z2) cumple que ∂g′′ = 0, y como G∩G′ es conexo,
deducimos que la función localmente constante h : G ∩ G′ → Z2 que describe g′′ es constante
(proposición 6.1.3). Sin pérdida de generalidad, h ≡ 0, o equivalentemente g|G∩Gi = g′|G∩Gi .
Aśı, para cada i ∈ I, la función

ĝi : Ui ∩ (G ∪G′) → Z2, x 7→
{
gi(x) si x ∈ G
g′i(x) si x ∈ G′

está bien definida y es localmente constante en U∩(G∪G′), lo cual implica que ĝ ∈ C0(U|G∪G′ ,Z2),
y que para todo U0, U1 ∈ U y x ∈ U0 ∩ U1 ∩ (G ∪ G′) se cumple que ĝU1(x) − ĝU0(x) =
gU1(x)− gU0(x) = fU0U1(x) si x ∈ G, o ĝU1(x)− ĝU0(x) = g′U1

(x)− g′U0
(x) = fU0U1(x) si x ∈ G′.

En resumen, deducimos que f |G∪G′ = ∂ĝ, concluyendo que G ∪G′ ∈ C.
C verifica III : sea {Gα}α∈J una cadena ascendente de abiertos en C, y tomamos para cada

α ∈ J un gα ∈ C0(U|Gα ,Z2) tal que f |Gα = ∂gα. Queremos probar que su unión pertenece a
C. Empezamos fijando un α0 ∈ J . Para cualquier α ∈ J , la intersección Gα ∩ Gα0 es conexa
(ha de ser o Gα o bien Gα0) luego, usando un argumento similar a la parte II, se puede asumir
sin pérdida de generalidad que gα|Gα∩Gα0

= gα0 |Gα∩Gα0
. Por lo tanto, la cocadena ĝ dada por

ĝi(x) =
⋃

α g
α
i para todo i ∈ I está bien definida, y para cada i0, i1 ∈ I, y x ∈ Ui0 ∩Ui1 ∩

⋃
αGα,

verifica que:

gi1(x)− gi0(x) = gαi1(x)− gαi0(x) = (f |Gα)i0i1(x) = fi0i1(x) = (f |⋃
α Gα

)i0i1(x)

Donde α es cualquier elemento de J tal que x ∈ Gα. En resumen, f |⋃
α Gα

= ∂ĝ, luego
⋃

αGα ∈ C.
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Teorema 6.2.2. Sea X un espacio topológico localmente conexo tal que Ȟ1(X,Z2) ≡ 0. Enton-
ces se cumple el Teorema de Jordan-Brouwer en X. Es decir, todo subconjunto cerrado M ⊂ X
que separa localmente X divide X.

Demostración. Supongamos que Ȟ1(X,Z2) ≡ 0, y sea M ⊂ X un cerrado que separa localmente
X. Consideramos dos colecciones de abiertos de X, la de las componentes conexas de X \ M ,
VX\M = {Vi}i∈I , y W := {W ⊂ X : M separa W} = {Wj}j∈J , de tal forma que U := VX\M∪W
es un recubrimiento de X por hipótesis de separación local. Para cada j ∈ J , sea Wj \ M =
W 0

j ∪ W 1
j su separación. Vamos a definir la siguiente cocadena ĝ ∈ C0(U|X\M ,Z2). Para cada

i ∈ I, sea ĝi ≡ 0 y para cada j ∈ J , la función

ĝj(x) :=

{
0 si x ∈ W 0

j

1 si x ∈ W 1
j

está bien definida y es localmente constante en Wj \ M porque W 0
j y W 1

j son dos abiertos

disjuntos. Sea f̂ := ∂ĝ, que es un borde en U|X∈M .
La idea es la siguiente: vamos a demostrar que existe un cociclo f en U tal que f |X\M = f̂ .

Como Ȟ1(U ,Z2) ≡ 0, f también será coborde, digamos f = ∂g. La colección de funciones {gi}i∈I
inducirá una aplicación localmente constante h : X \M → Z2, y X \M = {h = 0} ∪ {h = 1}
será la división del espacio que buscamos.

Empecemos demostrando la existencia de f . La condición de que f |X\M = f̂ implica que

todas las funciones fii, fij y fjj están totalmente caracterizadas por f̂ en X \M . Por lo tanto

basta comprobar que, para cualesquiera j, j′ ∈ J , la función f̂jj′ : Wj ∩Wj′ \M → Z2 se puede

extender a una función fjj′ : Wj ∩Wj′ → Z2 localmente constante. Nótese que f̂jj′ no tiene por
qué ser constante (por ejemplo, cuando Wj∩Wj′ no es conexo), pero podemos hacer lo siguiente:
dado x ∈ M ∩Wj ∩Wj′ , sea j′′ ∈ J tal que x ∈ Wj′′ ⊂ Wj ∩Wj′ . Por simplificar la notación,
sea U := Wj′′ , y sea U \M = U0 ∪U1 su separación. Por restricción de divisiones y la unicidad
de separaciones, tenemos que

{W 0
j ∩ U,W 1

j ∩ U} = {U0, U1} = {W 0
j′ ∩ U,W 1

j′ ∩ U}

Supongamos sin pérdida de generalidad que W 0
j ∩U = U0. Aśı, por definición de ĝ y de f̂ = ∂ĝ,

tenemos que

f̂jj′ |U0 ≡ 0 ⇐⇒ ĝj |U0 = ĝj′ |U0 ⇐⇒ W 0
j ∩ U = U0 ∩ U ⇐⇒

⇐⇒ W 1
j ∩ U = U1 ∩ U ⇐⇒ ĝj |U1 = ĝj′ |U1 ⇐⇒ f̂jj′ |U1 ≡ 0

En otras palabras, los valores que caracterizan f̂jj′ |U0 y f̂jj′ |U1 han de ser iguales (o ambos son 0,

o ambos son 1), lo cual implica que f̂jj′ es constante en U \M , y por lo tanto se puede extender
a una función constante en U . Como x ∈ M ∩Wj ∩Wj′ era arbitrario, deducimos que la función

localmente constante f̂jj′ : Wj ∩ Wj′ \ M → Z2 se puede extender a una función localmente
constante fjj′ : Wj ∩Wj′ → Z2, y que además es única por densidad de X \M .

Ahora que f está bien definido como cocadena en U , veamos que es cociclo. Como f̂ = f |X\M
es cociclo en U|X\M , tenemos para cada j, j′, j′′ ∈ J que

fjj′ + fj′j′′ + fj′′j = f̂jj′ + f̂j′j′′ + f̂j′′j = 0

en todo Wj ∩Wj′ ∩Wj′′ \M . Por restricción de divisiones, sabemos que Wj ∩Wj′ ∩Wj′′ \M
es denso en Wj ∩ Wj′ ∩ Wj′′ , y por lo tanto la ecuación anterior se ha de verificar en todo
Wj ∩Wj′ ∩Wj′′ , concluyendo que f es cociclo.
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Recordamos que Ȟ0(U ,Z2) ≡ 0; sea g ∈ Ȟ0(U ,Z2) tal que f = ∂g, y sea h : X \M → Z2 la
aplicación localmente constante obtenida uniendo todos los gi’s. Veamos que {h = 0}, {h = 1}
forman una división de X:

El hecho de que X \M = {h = 0} ∪ {h = 1} es evidente, aśı que sólo queda comprobar que
M ⊂ {h = 0} ∩ {h = 1}. En efecto, sea x ∈ M , sea Wj ∈ W un entorno abierto de x al que
separa M , sea Wj \M = W 0

j ∩W 1
j su división, y sean Vi0 , Vi1 las componentes conexas de X \M

que continenen a W 0
j y W 1

j respectivamente. Supongamos primero que gj ≡ 0. Aśı obtenemos
que

h|W 0
j
= gi0 |W 0

j
= gj |W 0

j
+ fji0 |W 0

j
= 0 + f̂ji0 |W 0

j
= ĝi0 |W 0

j
− ĝj |W 0

j
= 0− 0 = 0

Luego W 0
j ⊂ {h = 0} y por lo tanto x ∈ W 0

j ⊂ {h = 0}. Análogamente se obtiene que h|W 1
j
= 1,

y por lo tanto, x ∈ W 1
j ⊂ {h = 1}. Si tuviéramos gj = 1 habŕıamos obtenido que h|W 0

j
= 1 y

h|W 1
j
= 0, concluyendo de la misma manera que x ∈ {h = 0} ∩ {h = 1}.
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