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Prólogo

La geometrı́a elemental es la geometrı́a de las figuras sencillas del plano y
del espacio: rectas y planos, cónicas y algunas cuádricas no degeneradas. Su
tratamiento analı́tico con ecuaciones sirve para trasformar los problemas de
naturaleza y descripción geométrica en otros de planteamiento algebraico,
que puedan ser tratados con las herramientas del álgebra. Este enfoque de los
problemas de la geometrı́a es posible desde que Descartes introdujo el con-
cepto de coordenadas, y aunque hoy nos parece un método conveniente y muy
útil, no fue ası́ en un principio. Los historiadores de las Matemáticas siempre
nos recuerdan los duros enfrentamientos entre los partidarios del tratamien-
to sintético sin ecuaciones, conceptual y ajeno al cálculo explı́cito de nada, y
los partidarios de reducir todo a tales cálculos. Por supuesto, hoy sabemos
que los unos no pueden vivir sin los otros: en muchos casos un argumen-
to geométrico sagaz evita marasmos de cálculos enrevesados, pero también
muchas veces unas ecuaciones bien elegidas resuelven inmediatamente una
configuración geométrica difı́cil siquiera de representar gráficamente. Al fi-
nal, siempre ocurre que la buena comprensión se alcanza recurriendo a la vez
a ambos métodos, el sintético y el analı́tico. Tampoco está de más recordar
que si muchos son los problemas que uno, otro o ambos métodos conjunta-
mente resuelven, ¡son muchos más los que siguen pendientes de solución!

Este texto está dedicado al enfoque analı́tico de la geometrı́a elemental
del plano y del espacio, que intentamos presentar utilizando el significado
geométrico de los objetos. El libro insiste en la distinción natural entre las
nociones vectoriales, las afines y las euclı́deas. Las nociones vectoriales son las
propias de un espacio ideal organizado alrededor de un elemento singular,
el cero. Las nociones afines son las propias del espacio real, en el que no hay
ningún punto cero, y por tanto ningún punto distinguido que condicione la
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representación del espacio. En este espacio real podemos distinguir algunas
propiedades geométricas, como el paralelismo, pero poco más: no podemos
siquiera reconocer la perpendicularidad. Para poder hacer eso debemos medir,
que es lo propio de las nociones euclı́deas, que involucran distancias y ángulos.
Esto dicho, describamos con más detalle la materia que se abarcamos:

I. Primer capı́tulo.— Aquı́ se expone del modo más directo posible el cálcu-
lo vectorial en el que se basa la geometrı́a analı́tica: combinaciones lineales,
bases y coordenadas, productos escalar, vectorial y mixto. En especial, se utili-
zan estas nociones para calcular módulos de vectores, áreas de polı́gonos
y volúmenes de poliedros. Este primer capı́tulo debe ser sencillo para el
lector, por ser su contenido ya familiar.

II. Segundo capı́tulo.— En él se describen mediante ecuaciones las figuras
lineales (rectas y planos), y se utilizan esas ecuaciones para la construc-
ción de figuras adicionales, para el cálculo de distancias y para la de-
terminación de algunos lugares geométricos importantes (condiciones de
equidistancia principalmente). Como el anterior, este capı́tulo debe ser
perfectamente asequible.

III. Tercer capı́tulo.— Está dedicado a un estudio elemental de la circunfe-
rencia, la elipse, la hipérbola y la parábola, expresando analı́ticamente las
construcciones clásicas de todas ellas en el plano. Además se explica
por qué todas estas curvas se llaman secciones cónicas. Este capı́tulo tie-
ne una dificultad algo mayor que los anteriores, pero sólo por algunas
construcciones que complementan su contenido principal.

IV. Cuarto capı́tulo.— Trata de las trasformaciones afines del plano y del espa-
cio, y de las trasformaciones que conservan ángulos y/o distancias. Se es-
tudian con detenimiento las más sencillas, especialmente en el caso del
plano: traslaciones, homotecias, simetrı́as, giros. Este capı́tulo va más allá
que los anteriores, pero sirve de enlace con cuestiones difı́ciles e ilus-
tra cómo abordarlas sin más medios que los expuestos anteriormente.
Requiere pues un esfuerzo adicional por parte del lector.

En cuanto a la exposición, se ha querido ser ante todo sencillo y, ya que
este es un libro de geometrı́a, utilizar a veces dibujos como mejor manera de
justificar algunos resultados. Por otra parte, no se ha pretendido probar rigu-
rosamente cada afirmación del texto, bien por no corresponder a esta materia,
bien por considerarse sobradamente conocidas. Nuestro objetivo prioritario
es recordar lo que ya se sabe, tal vez presentado de manera diferente para
insistir en su manejo. Para esto se incluyen muchos ejemplos resueltos, y se
proponen hasta cien ejercicios de dificultad variable, a veces con indicacio-
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nes para su resolución. Escapa algo a esta pretensión de sencillez el último
capı́tulo, que debe considerarse como un laboratorio para experimentar con
lo visto en los capı́tulos anteriores.

Cada uno de los cuatro capı́tulos del libro está dividido en cinco seccio-
nes, y éstas en un número variable de epı́grafes, que constan de uno o varios
párrafos. Todos estos elementos están numerados de la manera más exhaus-
tiva posible para facilitar las referencias internas. Por ejemplo, la referencia
“III.2.3.n” , significa “capı́tulo III, sección 2, epı́grafe 3, párrafo n”, siendo es-
te último dato n un identificador variable (no siempre presente) que se pueda
reconocer sin ambigüedad en el epı́grafe en cuestión.

⇤ ⇤ ⇤

Este libro está especialmente escrito para los alumnos que inician sus es-
tudios universitarios, con los que deberán adquirir el conocimiento que les
permita luego realizar una tarea profesional de nivel superior. Es muy impor-
tante comprender bien lo que significa conocimiento, un término confundido
con información demasiado a menudo. Estar enterado no es saber, como lo su-
perficial no es profundo, ni lo rápido es duradero. Por eso la adquisición de
conocimiento requiere esfuerzo y sacrificio individual sostenidos. Y donde
mejor se vuelcan esfuerzo y sacrificio es en el estudio de los buenos libros.
Los libros son insustituibles. Ójala este cumpla adecuadamente su propósito.

Aranjuez, Majadahonda M.A. Abánades, N. Joglar-Prieto, J.M. Ruiz
15 de julio, 2024
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un triángulo. Volumen de un paralelepı́pedo y de un tetraedro.

Capı́tulo II. Puntos en el plano y en el espacio 25

1. Referencias y coordenadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

Origen y ejes de referencia. Coordenadas de un punto.

2. Ecuaciones implı́citas y paramétricas de rectas y planos . . . . . . 30
Ecuaciones de una recta en el plano y en el espacio. Ecuaciones de un plano en
el espacio. Cálculo de intersecciones de rectas y planos.

3. Problemas de incidencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

Posiciones relativas y paralelismo. Haces de planos.



VIII CONTENIDO
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Capı́tulo I
Vectores en el plano y en el espacio

Este capı́tulo trata de las coordenadas de los vectores, necesarias para la represen-
tación y el estudio de los objetos propios de la geometrı́a del plano y del espacio.
Ası́mismo, describimos los tres tipos de producto que hay para vectores: escalar, vec-
torial y mixto. Finalmente, explicamos cómo se utilizan esos productos para medir
módulos, áreas y volúmenes.

1. Operaciones lineales con escalares y vectores

La distinción entre magnitudes escalares y magnitudes vectoriales es muy
importante en geometrı́a. Recordemos que de una magnitud escalar (los pre-
cios, los volúmenes) sólo interesa la cuantı́a, mientras que de una vectorial
(las fuerzas, las velocidades) son relevantes, además, la dirección y el senti-
do.

Habitualmente se usan las letras mayúsculas P, Q, . . . (a veces las mi-
núsculas p, q) para representar puntos, y las letras minúsculas u, v, . . ., pa-
ra representar vectores. Si hacen falta muchas, se usan subı́ndices: P1, P2, . . .,
u1, u2, . . . . Los escalares, que son simplemente los números, se representan
con letras minúsculas como a, b, . . ., x, y, . . .

P

u

u 0

Q = P + u

P 0
Q 0

dirección

sentido

1.1 Vectores. En la geometrı́a del plano y del
espacio, un vector u se define de modo natural
mediante dos puntos P y Q, denominados origen
y extremo; se utilizan las notaciones u =

!
PQ y

Q = P + u. La dirección del vector es la recta que
pasa por los dos puntos, y su sentido es siempre
de origen a extremo.
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Ejercicios

5.1. Calcular las coordenadas de v = (1, 1, 1) respecto de la base ortonormal

i = ( 1p
2

, 1p
2

, 0), j = ( 1p
2

,� 1p
2

, 0), k = (0, 0, 1).

v
w

u1 u2

5.2. Determinar los números positivos a para los que el
polı́gono del dibujo tenga área 9/2. Sus lados son los vec-
tores:

u1 = (1, 2), u2 = (2,�1),
v = (a,�a + 2), w = (a � 3,�a � 1).

¿Refleja el dibujo fielmente la situación?

a
u2

v

u3

u1

5.3. Determinar el vector v para que el prisma de la figura
tenga volumen 15. Los datos son:

a = p/3,
u1 = (1, 2), u2 = (3, 1), u3 = (1,�3).

p/4
w

u

v 5.4. Hallar un vector w perpendicular a v = (1, 1, 0) cuyo
ángulo con u = (�1, 1, 0) sea p/4. ¿Qué módulo debe tener
para que el tetraedro resultante tenga volumen 1?

w

u
v

5.5. Se consideran el tetraedro determinado por los tres
vectores u = (1, 0, 0), v = (0, 1, 0) y w = (a, a, 1 � a), siendo
0  a  1. Demostrar que el área del tetraedro es máxima
para a = 0. (Indicación: Calcular las áreas de las caras del
tetraedro en función de a, y ver que todas esas funciones al-
canzan su máximo para a = 0.)
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Capı́tulo II
Puntos en el plano y en el espacio

En este capı́tulo introducimos las coordenadas para puntos, con las que se repre-
sentan rectas y planos mediante ecuaciones. Estas ecuaciones proporcionan la mane-
ra más sencilla de manipular aquellos objetos: calcular intersecciones, distancias y
ángulos, ası́ como algunos lugares geométricos básicos.

1. Referencias y coordenadas

Para asignar coordenadas a los puntos del plano y del espacio utilizare-
mos la noción de base de vectores introducida en el capı́tulo anterior. Sólo
hace falta elegir un punto de referencia inicial, que se denomina origen de
coordenadas, y que ni en el plano ni en el espacio viene dado canónicamente.
Es importante insistir en que este origen puede ser cualquier punto del plano
o del espacio que nos interese; a priori ningún punto se distingue de los otros.
Esta posibilidad de elección es muy importante, y daremos muchos ejemplos
de ello en este texto.

1.1 Referencias en el plano y en el espacio. Según acabamos de decir:

• Una referencia en el plano afı́n consiste en un punto origen O y dos vecto-
res independientes u, v. Se suele escribir {O; u, v}.

• Una referencia en el espacio consiste en un punto origen O y tres vectores
independientes u, v, w. Se suele escribir {O; u, v, w}.

Al representar gráficamente una referencia, conviene tomar O como origen
de los vectores de la referencia (de ahı́ el nombre):

u

v

O u
v

w

O
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dados p1 y p2. Esos planos bisectores son el lugar geométrico de todos los
puntos que equidistan de p1 y p2, y sus ecuaciones son la suma y la diferen-
cia de dos ecuaciones normalizadas, es decir de dos ecuaciones

⇢
p1 : m1x + n1y + p1z = q1,
p2 : m2x + n2y + p2z = q2,

tales que m2
i + n2

i + p2
i = 1 para i = 1, 2. Dejamos los detalles al lector.

Ejercicios

5.1. La recta x + y = k es la mediatriz del segmento que une los puntos A = (a, 0) y B =
(2, b). Calcular k y todos los posibles puntos A y B. Dibujar lo que resulta.

5.2. Sabiendo que un plano bisector de p1 : ax + y � z = 0 y p2 : x � y + z = ` es paralelo al
plano y � z =

p
p, calcular a.

5.3. Determinar la constante k para que las bisectrices de rectas r1 : x + y = k y r2 : x + z = 0
equidisten del punto (1, 0), y también del punto (0, 1). ¿Cuántas soluciones hay?

5.4. Se consideran los puntos P1 = (�2, k), P2 = (1, 3) y su mediatriz r1, y los puntos Q1 =
(�2,�1), Q2 = (1, `) y su mediatriz r2. Calcular k y `, sabiendo que una de las bisectrices de
r1 y r2 es y = 0. ¿Hay más de una solución?

5.5. Para cada escalar q con 0  q < p se considera el segmento Iq que tiene por extremos
Pq

1 = (cos q � sen q, cos q + sen q) y Pq
2 = (cos q + sen q,� cos q + sen q), y su mediatriz rq .

Comprobar que las rectas rq son exactamente todas las rectas que pasan por el origen.
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Capı́tulo III
Cónicas

Las figuras más sencillas del plano son las rectas, que como hemos visto se re-
presentan mediante ecuaciones lineales, o de primer grado. Después de ellas encon-
tramos las curvas planas denominadas cónicas, a las que dedicamos este capı́tulo:
circunferencia y elipse, hipérbola y parábola. Como veremos, al representarlas encontra-
mos ecuaciones cuadráticas, esto es, de segundo grado. Sin embargo, empezaremos
por construı́rlas del modo clásico, mediante definiciones geométricas con distancias,
para obtener sus ecuaciones después. También las describiremos como secciones pla-
nas de un cono en el espacio, que es la descripción a la que deben su nombre. Final-
mente estudiaremos de qué maneras se cortan rectas y cónicas entre sı́.

1. La circunferencia y la elipse

Para todo lo que sigue usaremos un sistema de referencia ortonormal
{O; i, j} del plano.

O i

j C

Q

r

1.1 Definición. La circunferencia es el lugar
geométrico de todos los puntos Q del plano
que equidistan de uno dado C; el punto C se
llama centro, y la distancia r = dist(Q, C) se
llama radio.Con esta definición bien conocida
podemos calcular fácilmente la ecuación de
una circunferencia.

1.2 Ecuación implı́cita de una circunferen-
cia. Dadas las coordenadas C = (a, b) del
centro de una circunferencia de radio r, las de un punto cualquiera Q = (x, y)
cumplirán la condición:

r=dist(Q, C)= |
!

CQ |= |Q � C|= |(x � a, y � b)|=
q
(x � a)2 + (y � b)2.

Elevando al cuadrado obtenemos:
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Capı́tulo IV
Movimientos en el plano y en el espacio

Para completar el estudio del plano y del espacio hay que considerar las trasfor-
maciones que se pueden hacer en ambos, es decir, de qué manera se pueden mover
sus puntos, y consecuentemente trasformar las figuras que forman, como rectas, pla-
nos y cónicas. Lo más general son las denominadas trasformaciones afines, que descri-
biremos en general. De entre ellas son más importantes las biyectivas, denominadas
afinidades, y de entre estas interesan especialmente las que conservan distancias, lla-
madas movimientos y las que conservan ángulos, que son las afinidades conformes.
Las trasformaciones más sencillas son las traslaciones, y las homotecias. También des-
cribiremos las simetrı́as, los giros y las simetrı́as sesgadas del plano.

1. Trasformaciones afines

En lo que sigue denotamos E al plano o al espacio indistintamente. Se
llaman trasformaciones las aplicaciones de E en sı́ mismo, para las que utiliza-
remos la siguiente notación

T : E ! E : P 7! P 0 = T(P).

Ahora describiremos las trasformaciones relevantes para la geometrı́a afı́n, y
su representación en coordenadas.

1.1 Definición. Una trasformación afı́n es una trasformación T de E que con-
serva las proporciones, es decir, conserva las interpolaciones lineales:

si Q = (1 � l)P1 + lP2, entonces Q 0 = (1 � l)P 0
1 + lP 0

2,

para cualesquiera tres puntos Q, P1, P2 2 E.

Claramente, una trasformación afı́n también conserva interpolaciones linea-
les iteradas, según II.2.7(1):

I Doble iteración: si Q = (1 � l � µ)P1 + lP2 + µP3, entonces

Q 0 = (1 � l � µ)P 0
1 + lP 0

2 + µP 0
3.
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Glosario

P1, P2, . . . 1

u1, u2, . . . 1

u =
!

PQ 1

Q = P + u 1

u + v 2

ku 2

0 =
!

PP 3

�
!

PQ =
!

QP 3

au + bv 4

au + bv = 0 4

(a, b) + (a 0, b 0) 6

k(a, b) 6

(u, v, w) 7

det(u, v, w) 8

dist(P, Q) 9

|u| = dist(P, Q) 9

i, j, k 10

hu, vi= xx 0+yy 0+zz 0 10

hu, ui= x2+y2+z2 11

u ⇥ v 11

hu ⇥ v, u ⇥ vi 12

[u, v, w]= hu, v ⇥ wi 12

|u| =
p
hu, ui 15

hu, vi = 0 17

hu, vi = |u||v| cos a 18

hu, vi2  |u|2|v|2 18

|u ⇥ v| = |u||v| sen a 19

k = i ⇥ j = �j ⇥ i 20
hu,vi
hu,uiu 21

área = |u ⇥ v| 21

área = ±det(u, v) 22

volumen =
��[u, v, w]

�� 23

volumen = ±det(u, v, w) 23

{O; u, v} 25

{O; u, v, w} 25
!

OP = au + bv 26
!

OP = au + bv + cw 26

{O, A, B} 27

{O, A, B, C} 27
!

P 0P=
!

OP�
!

OP 0 30
!

P 0P=P�P 0 30
!

OP =P�O 30

(1�l)P1+lP2 31

(1�l�µ)P1+lP2+µP3 38

dist(P, P 0) 49

dist(P, r) 52
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Índice

Afinidad, 119
inversa, 119
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