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In this work the property of wanishing of solutions (also termed as finite ex—
tinctions #me: w{f) =0 Y ¢ T, for some T > 0) is considered giving sul-
ficient conditions to have it for the abstract Cauchy problem for accretive operatars:
on Banach Spaces when they are assumed multivalued at 0. The abstract result
extends a previous one by H. Brézis. Some applications to multivalued operators-
or X = L= are given. This paper develops the results of the author previousty
annunciated in Rev. Real Acad. Cien. Exact., Fis. y Natur. Madrid, 72 (1878),.
pp. 613-616.

§ 1. Introduccién

Es bien conocido que una gran cantidad de problemas en Ecua
ciones en Derivadas Parciales admiten un cémodo tratamiento gracias:
a st formulacién como Problemas de Cauchy abstractos sobre espa-
cios de Banach. Tales problemas se pueden formular con precision
de la siguiente forma: dados X espacio de Banach,

AD(A)C X=X, FeLi (0 +o):X) v u €D(A)
hallar
# € C{0, + =¥ X)

(13 La posible multivocidad del operador A viene motivada, entre otras razo-
nes, por las aplicaciones. En este sentido véanse los ejemplos expuesios en § 3-
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#al que satisfaga (en algtin sentido a precisar) las condiciones

X7
o () + Au{?) 3 F(f} c.p.t. 2 € (0, + o) )
u {0) = wy.

Condiciones suficientes para la resolucién de (1) han sido obte-
nidas en atencién a la diferente complejidad en que (1) era formula-
do. A modo de indicacion se pueden citar los resultados de Hille,
Yosida, Phillips ... {para A lineal y por tanto wnivoco), Kato, Bre-
zis, Pazy, ... (para X expacio de Hilbert) y mas recientemente
Crandall, Ligget, Benilan, ... (para X espacio de Banach cualquiera).
{Una detallada bibliografia sobre el tema asi como un gran nimero
de aplicaciones se pueden encomtrar en Crandall [9]). Aunque la
gama de resultados es muy extensa, se puede decir que una gran
-parte de ellos se refleren al caso en que el operador es wacretivon.

Derinicion 1.—Un operador A:D(A)c X —s P (X) (al que
identificaremos con su grafo en X x X) se dice acretivo 5t sotisface
wna de las propiedades equivalentes:

D VLYIEA, VE@EDEA VA0 x—x|<|E—8+2—NI
# V(& y)EA, VIR IEA setiene rE—%y—§>0

donde © es el producto semi-interior definido sobre X x X por

lx+Aiyf—1x]
, ) = lim
T (%, ¥) ﬁn N

Si X = H es un espacio de Hilbert entonces el producto escalar
coincide con | |-+ (r, %) y los operadores acretivos son denomi-
mnados monétonos. En este caso un ejemplo usual (y de gran impor-
<ancia en las aplicaciones) aparece con la derivada (subdiferencial)
de un funcional convexo sobre H.

Nuestro interés se centra en el comportamiento «en el infinitoy
de las soluciones de (1). Una posible montivacién puede partir de
1os resultados de Friedman, Pazy, Brezis, Baillon, etc., que asegu-
ran (bajo diversas hipbtesis sobre A y f) que si

1 =
HTJ“" T
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antonces existe el limite
Hm 4 (#) = uy

£ @

v ademdés se tiene qgue
Aug I -

Asi en concreto si

«<ntonces

lim % (#)=0.

&> a0
Pues bien, nuestro objetivo es el estudio de una propiedad més fuer-
te, que parece peculiar del caso no lineal:

DErFINICEON 2.—Se dird que (1) satisface la propiedad de anula-
<ién de soluciones (en abreviado (A.5)) st AT, >0 tal que u(t) =0
para todo t, t' > T,. '

La propiedad (A.S) admite un tratamiento muy diferente segtn
«que se presuponga el operador A univoco o multivoco en 0. Solo el
segundo caso trataremos aqui ®.

El plan a seguir en el resto de este trabajo es el siguiente. En
§ 2 se obtendrdn unos resultados abstractos sobre la aparicion de
(A.S) bajo ciertas hipétesis que son «casi» las necesarias. Con ellos
se extiende y precisa el resultado anteriormente obtenido por Bre-
zis [7]. Aplicaciones a problemas parabdlicos no lineales comncretos
.serdn dadas en § 8.

§ 2. ‘Resultados abstractes.

A fin de estudiar cuindo la propiedad (A.S) es satisfecha por el
problema (1), observemos que una condicién necesaria para que esto
suceda es

S e A0 para f suficientemenie grande (2)

como se deduce de la ecuacién diferencial.

2) Sélo se conocen resultados particulares sobre la aparicion de (A.S) (tam-
bidn denominada de extincidn en tiempo finito) para operadores univecos en 0.
Véase p. e. Kalashnikov [14], Evans-Knerr [12]. Bamberger [2], Veron {161 ¥
G Diaz-J. I. Diaz [10] entre otros.
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Veremos que (2) es «casin suficiente si se supone A multivoco
en 0, pero antes precisemos el concepto de solucidn que utilizare-
mos en lo que sigue:

Derinicon 3 (Benildn [8]).—Una funcidn u€ C ([0, + o0): X)
se dice solucion integral de (1)} si satisface que u (0) = u, y

yxy) € dla—x|=<ju@)—x|+

t
—§—f-c(u(s)——x,f(s)——_v)ds,()grét<+m. (3)

Es bien conocido que si A es acretivo y » es solucion fuerte de (1)

{e d. 2 € Wil(0, +oo: X)
y satisface la ecuacién en c. p. t. t€ (0, + o)) entonces se debe
satisfacer (3) (e. d. u es solucién integral). Sin embargo el reci-
proco no es cierto en general, precisindose entonces ciertas hipd-
tesis ad_icionales. Por otra lado, si v es solucidén integral de

drv
di

H+AvE) 3 g )
se tiene una cierta dependencia continua entre v y » dada por

- £
fu@—o @ | <|u(r)—o() |+ ft(u(s)—ﬂ(J),f(-f)—g(-T))dS vr=0
’ (3%

{véase Benilan [3]).

Existen diversos resultados que aseguran la existencia y unicidad
de soluciones integrales; citemos por ejemplo el de Crandall-Ligget
(1971), referente al caso de A acretivo tal que R (I + 1 A) 2 D (A).
Nuestro resultado, sin embargo, sélo utilizard lo acretividad de 4,
una vez supuesta la existencia de una solucién integral de (1).

TeorEMA 1.—Sea A un operador acretivo de X. Supongamos

ALu €D 3 [€LL(0+fw:X)

loz

tales que (1) posee una tinica solucidn integral u.
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Supongamos ademds que existe o: [t,, + 20) —> R¥ integrable
para algin t, > 0, fal que:

Bf{t), pth) 40 casiparateds t=1t, (4
[ etai=qga ®
to :

Entonces (1) satisface la propiedad (A.S) (e. d., Vu,€ D (4),
da solucion correspondiente u(t) es tel que A7T,> 0 fal que u({t) =0
Vt>To).

 DemostractON.—Dado u, € D (A), supondremos que = (¢)70
para todo # >0, pues si existiera ¢, tal que % (¢;) = 0 entonces la
funcién

- () si f<t
0 - B =

seria también solucidn integral de (1) y por la unicidad se obtendria
2l resultado deseado.
Obsetvemos que de (4) se deduce que

IO 4p() - A(s) € A(0) paratodo  k(s) con
A |x<1 yec.p.t. €+ o)

FHligiendo entonces
v=0, ge)=/0)+p@ - &) ¥ 7r=1

en (3¥%) se obtiene
[u(f) ] < ]aly) ] f’i("(f). JiE) = i) —pls) - Aads=
f
= ||+ f’c(u(f)‘ —p @)l ds.

Ahora bien, como

Ay =ht(xy) vAER y vyx y€X
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se obtiene

|| < b+ [p@ s —awds.

Tomando entonces

y -observando que

se obtiene finalmente

H
]“(f)ISIﬂ(fe)l"-fP(J)d-f-

Basta entonces hacer ¢ suficientemente grande para que gracias a la
hipétesis (5) se llegue a que u (¢)'= 0, lo que es una contradiccion.

Nora 1.—La propiedad (A.S) habia sido estudiada anteriormente-
en Brezis [%] bajo las hipétesis (4) y (5) para el caso de X espacio
de Hilbert, A maximal monétono (e. d., R(I + A) = X} y solu--

cion fuerte de (1).

La hipétesis (4) obliga a que A (0) sea topolégicamente grande:
en X. Este es el caso de algunos operadores unidimensionales ©) y
también el de algunos operadores acretivos sobre L= (Q).

Nota 2.—El teorema 1 es facilmente extensible al caso de siste-

mas de la forma

du
77(1')-5-!‘\;“(1‘)+Bﬂ(f)3f1(1’) c.p.t. ¢t €{0 + )

dy

27 (A4 Agu{f)+Bw(?) 3 737} c.p. Lt P EN + )
u(0) =wq

Z’(O)=7’Q

{3) Véase p. e. en Brezis [7] un problema de persecucion formulado como:

una ecuacion ordinaria multivoca.
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siendo A, y A, operadores de X, y B, y B, operadores de X, tales-
que A, y B, son multivocos en 0 y el operador matricial

es acretivo sobre X = X, x X,.

Noti 3.—Otro resultado abstracto, afirmando el cumplimiento de-
la propiedad (A.S) para operadores maximales mondtonos multivo--
cos en 0, ha sido obtenide en Barbu {2] para problemas de contorno
del tipo

d®
a1

()€ Au(f) c.p.t. ¢E(O+®)

2 {0) == 7,

sup Jul) <<+
N0

y por tanto de una naturaleza muy distinta a (1).

§ 3. Aplicaciones a operadores acretives sobre L

Sea O un abierto acotado de R¥, N > 1. En Benilin-Ha [4] v
Ha [14] se ha estudiado de una manera sistemdtica la acretividad’
en I= (Q) de operadores de Ia forma § (C), siendo § un grafo maxi-
mal monétono de R? & y C acretivo en L= (Q). En concreto, se
pueden encontrar alli diversas condiciones sobre § y/o sobre C para
que el operador A = 8 (C) satisfaga que R (I + 2 A2 D A).

Una consecuencia inmediata del teorema 1 es el siguiente re-

cultado:

¢4) Es cémodo recordar que tales grafos viemen caracterizades por ser el grafo-
de alguna funcién real @ creciente, al que debe afiadirsele los segmentos verticales-

(—e, B{r4)] st B(r—)=—x,
B¢-—) 8¢+H] v B+, 4w) s Birt)=+=.
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Prorosicron 1.—See § un grafo maximal mondtono de R* con
€ B (0) tal gue 8- (0) < B+ (0), siendo

-0 =/ B(0) 5 BTO)=su2B(0).
Sean: C operador acretivo de L= (Q.) tal que

CO)=0, vy € DBC) y TE€LL (0,4 o0:L%(Q)

lec

ales que existe una dnica solucidn integral en L= (Q) del problema

du

SO HBCHE 3G ept ZEO @) -
t {7)

2 (D) == 2y
Supongamos finalmente que

2e>0 3y Jt=>0 ralesgue B (@4 HEX)SBTB —e  c.p.t
t €[ty +o) c.p.f. xXED.

_Entonces (1) posee la propiedad (A.5).

DEMOSTRACION,—Por definicién el operador A viene dado sobre
I~ (Q) % L= (Q) mediante el grafo siguiente:

A=u,w] ELTDHXL®(Q): g2 ¢ L= (Q talque [»1]€C ¥
wix) € B(v(x)) c.p.t. = € L[ .

Jduego

A{Q)==]w € L® (@) talesque wiw) €B(0) c.p.t. =x€R=
=jwg L™ (Q) talesque FO)<w(x)<fH0 c.p.t. =x€QL

"Por tanto, se tiene que
Bi= (FthdC A c.p.t. fE [f 4 @)
-pues fijado

t €ty tw) si g €B= ()9
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«2§ claro que

OIS e e Sg) S ) F e <O

Finalmente se tiene que

. df:+w

—

-y por tanto se satisfacen las hipotesis del teorema 1.

Nota 4.—La proposicion 1 podria formularse con mayor genera-
‘tidad considerando familias de grafos § (&, ), medibles en #€Q y
smaximales monétonos de R* supuesto x fijo. La demostracion no
sufrird ningtm cambio importante.

Tlustremos mediante dos ejemplos el tipo de problemas que pue-

«den ser formulados como (7):

EjrmrLo 1.—Sean § ¥ v grafos maximales mondtonos de R* ta-
les que

DEBDMNTO® ¥y RE=R

“Sea

Qu
D(f 1= uEL“’(Q)f‘]H’(QJ:E——{-T(u);BG c.p.t.p.de 028

y existe 1w € L®(Q) talque € B(—4#n) c.p.t.p.de e

siendo 7 el vector normal unitario exterior a o Q. Se tiene efn-

-tonces:

Cororanio 1.—Sean

u, € D= oy fE L1 (0 4w L7 (Q)

-werificando (8). Entonces lo solucidn integral

ug C ([0, + ) L=(Q)
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del problemna

Jdu )

7t x4 B(—Au(,x) 31ty c.p. ¥, t€0,4e) ez L%,

Ju {8}
~n (&, %) € 7(ut,x) c.p. it (4x) €0, +w) X8

u (0, x} = Uy (x) c.p.i. x€EQ

satisface que u(t,x) =0 Vt>T, (en c. p. . x€Q) para algin:
T, > g

DEMOSTRACION.—La existencia y unicidad han sido demostrados.
en [4]. La propiedad (A.S) se obtiene de la proposicién 1.

Nota 5—FEI problema (9) aparece p. e. como problema «cuasi-
estitico» asociado a ciertos problemas hiperbdlicos relativos a fend-
menos de elasticidad con frotamiento. La propiedad (A.S) tambiém
puede obtenerse para algunos grafos tales que B (0) = 0. (Véase
G. Diaz-J. I. Diaz [10].)

Ejempro 2.—Sea ¥ :RY¥ — [0, 4 0] convexa, continua y coer-
civa con ¥ (0) =0 v sea 8 g+ -m con 0°€4 (0) tal que R (B) =R..
Definamos el conjunto

DPB,o¥)=1}uc€ Wé‘” {8):  existe w & (LT (@) falque
wedW(grads) c¢.p.t.p.de & y Fv €L¥(Q) talque

1=-—dive en D@ ¥ fu-v:fw‘gradu{.
Q Q

Se tiene entonces:

CoroLario 2.—Sean

w, € DB T 3 €Ll (0 -Fo:L(Q)

loc

verificando (8). Supongamos ademds que O W (0) = 0. Entonces le
solucidn integral

a € C(0, e2): 2% (@)
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del problema

du .

_&_t_(t' X+ B(dwd ¥ (gradu)) 3 ((t,x) c.p. ¢, t € (0, w) en L“'(Q),)’
(103

uft,x) =0 cp.t. () €0, +m)X a0

u (0, x) == ug (x) 6.p. ¢, xeQ !

Satisface que u{t, x) =0Vt >T, (en c. p. {. x€Q) para algin
TO > 0-

DruosTracION.—La existencia y unicidad es dada en [4] y la pro-
piedad (A.S} se deduce de la proposicidén 1.

Nota 6.—El problema (10) aparece p. e. en fendmenos de con-
duccién de calor en medios con coeficientes términos dependientes

del flujo de calor.
El caso de § (0) = 0 y C multivoco en 0 puede ser también con-
siderado como lo muestra el siguiente ejemplo:

EjempLo 3.—Sea & grafo maximal mondtono de R? con 0€ = (0}
¥ sea
St R =] —o, 4w}

convexa, s, c. i, y j== + oo tal que dj =« Sea B(¥) =r. VrER.
Sean

1 = du |2
— f de si u € WP (D)
(:51 (u}m 2 =g EET
-+ e en otro caso
b, ()= fj(u(x))dx sio w€LQ y Jj)€&LYD
2 - 2
w0 €n otro caso

Es bien conocido que ambos funcionales son convexos, s. ¢. 1. so-
bre L2 (Q) y distintos de + wvo. Ademas si u €D (8 4¢,) © W27 (Q),
entonces v'€ L2 (Q) es tal que v € & &, (u) sil

n| 2 =2 QJu o
T= e an 3
== 3

r:‘f:c,- -

owm
EH
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Por otra parte si «€ D (&¢,) € L* (@), entonces v'€ L2 (Q) es tal
que vE€D () sii v(¥)€a(u(r) c p. L €L {Véase Bar-
bu [2], pags. 61 y 204). Es claro entonces que

1

0, t0g, = Dp;, + 9)

pues la inclusion

© 9t o ‘i’ﬂ) o (‘331 + @2)

se tiene siempre, y ademds el operador ¢, + 0 ¢, (dado formal-

mente por
r 2
-2l

-

ou
Qx5

#—% g
dx:

) +- a ()

es maximal mondtono sobre L (Q), como se obtiene por las técni-
cas variacionales (véase p. e. Brezis [6]). Veamos que la restricelon
de & (4, + ¢,) a L= (Q) es acretivo en L= (0):

Prorosicon.—El operador A, dado por el grafo en L Q) x
x L* (Q) siguiente

(45, Q) =[u, v} € (W (@) 1 L= (2) X L™ (Q)

tales que Iwe€ L= (Q) con w(x)€u(u () c. p. t. x€EQ ¥

7 g
ﬁz_z;&x;(

i=

ou
C)JC,'

-2 du
dx;

)-I—w{

es acretivo en L= (Q) v ademds R (I + » A,) = L= Q).

DenMosTrACION.—Gracias al Lemme IIT de [13] basta comprobar
que se tiene

Yo #€l2(@) y ¥p€C(R) con 0t <1, (0=0
' 11
dlu—p n—1) + & (@+pu—aN<d () + b (42). a1
siendo & = &, + ¢, Ahora bien, si ¢ (1) + o (f) = + oo (11) es tri-
vial. Si ¢ (u) + 6 (#) < + oo, entonces es claro que »w—p (u — )
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y a4+ pu-—id)€D (o) y de la convexidad de las funciones reales

| - |7 v j se deduce que

S—p (u— B+ G (@ +p (u— ) =

=%§;] L= # G — ) ::, R ;” P ey
+J7-(ﬁ+ﬂu_ﬂ))d”.’<“‘;—§[[(1—:!”(u—ﬁ)){;Zt‘:: %Iﬁ_&_
.+(j>f(u—aﬂ)§ ;: ‘d]dx—i-é[j(u)d.v.g—ij(ﬁ)dx:q)(u)_}_{p(ﬁ)_

La anulacién de soluciones se tiene finalmente si = es multi-
voco en (0

Proposicidn 8.—Sean

uy € D(dp)2® vy f€ L} 0+ L¥(Q)

loc
verificando
Fe>0 y FL=0 falesgue (O SIEX)<at{0)—=

copote tEltyte)
c.p.t. x €8, (12)

Entonces lo solucidn iﬂtegml‘ we C{[0, + 20): L=(0Q)) del pro-

blema
du 4 ] Ju |[p—% Ju o
at _'—1‘)"*( dx axi)+"(“)5f c.p.4. LEO,®), en LZO) .
u(t,X)=0 "-ﬁ-f- (t:X)E(U,—i—m})(aQ
u (0, x) = ug (x) c.p.t. XEQ

satisface que u (t,x) =0 Yt >T, (en c. p. t. x€Q) pare algin
T, >t
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DemosTrAcION,—Basta observar que
Ap(0)=]w € L= (Q) talesque o (O)Zww)<a™({0} c.p.t. x €O
y entonces

Br= (f{#he) S As(0) c.p.t. 2 €t @)
por la hipdtesis (12).

Nota 7.—El problema (13 aparece p. e. en fendémenos de conduc-
cién no lineal del calor con un términa de absorcién de calor que
también puede representar alguna restriccién sobre la temperatura
tal como la no negatividad en todo punto e instante. '

Por otra parte, el problema (13) ha sido cousiderado en varios
trabajos anteriores tales como los de Brezis-Friedman [8], Bensous-
san-Lions [5] y Evans-Knerr [12]. En ellos se trata el caso de
Q=RY,p=2yadadopor a(r) =0sir>0y i (0) = (—oo, 0].
La propiedad (A.S) es alli mostrada bajo la hipétesis (12) formulada
oo

F:>0 talque f{Hx)<<—e c.p.b (¢, x) €E[0, ) X R {12 %

junto con la condicién de que w, sea con soporte compacto, obte-
niéndose ademis la compacidad del soporte de la solucién, como
funcién espacial, para cada #3> 0 fijo (propiedad P. F.)). El hecho
de que la hipdtesis (12%) junto con la compacidad del soporte de 1,
baste para obtener la propiedad (P. F.) ¢? hace que en los trabajos
mencionados anteriormente las propiedades (P. F.) v (A. S.) aparez-
can casualmente ligadas. Nuestra proposicién 8 esclarece la indepen-
dencia entre estos dos comportamientos y junto con las técnicas de
Diaz-Herrero [12] permite extender los resultados de los autores
precedentes, teniéndose:

PROPOSICION 4.—Sea u, € D (4, - RMY con soporte compacto y

fe Ll (10,4w): L®(RY)

loc

5) Esto puede ser demostrado inclusc para tode p con 1<Tp <co. {(Véase
Diaz-Herrero [11].)
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werificondo

3e>0 falgre ((tn<—= cop. . (%) €0, +®) XEY (14
Entonces existe una dnice solucion integral

u € C{0,e0): L% ((R¥))

el problema

Jau LA du |p=2 Ju

r)t --—i:l am( o dXi)+a(u)3f E.p. k. tE(O.+co), )
en L= (R, (p=2),

(0, x) = uy(x) c.p.t. x €ERY

Ademnds se tiene que ¥ t > 0 el soporte de u (¢, -) es compacto ¥ exis-
ie Ty 2 0 tal que

uflt, y=0 {en c.p.2. x € RY) yt=1T,.
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