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RBSTRACT. MWe survey some results of comparison of solutions for nonli-
near evolution equations. We consider the comparison of solutions sa-
tisfying the same differential equation and different initial data as

well as the case of solutions of dist:.ct differential equations. This
last situation has been firstly considered in a systematic way in a work
of Ph. Benilan jointly the author which is here shortly presented. In both
cases we begin considering the nonlinear preblems under a concrete for-
mulation (in terms of partial differential equations) and Tater, under

its formulation as an abstract Cauchy problem on a Banach space.
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1. Comparacién de soluciones correspondientes a distiritos datos inicia-

Tes.

Una propiedad tipica de las ecuaciones parabilicas de segun-
do orden es el principio del mdximo. As? por ejemplo e» bien conocido
que si se cansidera el problema mixto

up - kau = 0 en (0,T) »
(1) w=20 en (0,T) %
w(0,x) = uolx) @il Q

Supuestos 0 < T < 4=, Q abierto auotado de RN y keR, k>0,
entonces ug 0 implica que u (solucidn cldsica de (1)) es tal que
u(t,x) >0 ¥(t,x) € [0,T)} x Q. Como una consecuencia inmediata de tal
principio podemos asegurar yue si Uy U son las soluciones (cldsi-
cas) de (1) correspondientas ¢ los datos iniciales wuy y 4, entonces



Ug £ GG implica que wu{t,x) s aft,x) ¥(t,x) < [0,T) x Q.

£1 anterior resultado de comparacidn de soluciones es de una
gran utilidad en el estudio de (1) (por ejemplo permite asegurar Ta uni-
cidad de soluciones cldsicas) y de hecho es también valido para muchos
otros problemas: otras condiciones de contorno, otras ecuaciones parabd-
1icas lineales de sequndo orden, dominios no acotados efc. (Véase p.e.
Protter-Weimberger [101}.

También se tienen resultados de comparacidon de soluciones
(cldsicas) para el caso de ecuaciones parabGlicas cuasi-lineales de se-
gundo orden. Tal formulacién aparece, por gjemplo, en fendmenos de di-
fusidn del calor en las que el coeficiente de conductividad térmica k
depende (continuamente) de los valores de 1a temperatura u(t,x). Su-
puestos constantes p (densidad) asf como ¢ { calor especifico), una
simple renormalizacidn conduce a la ecuacion.

{2) T div (k(u) - grad u) =0 en (0,T) x @ .

La estricta positividad de la funcidén k permite asegurar Ta existencia
de soluciones clasicas para el problema mixto de Dirichlet asociado a
(2) y entonces basta aplicur el teorema del valor medic a la diferencia
de dos soluciones para reducirse a una nueva ecuacion lineal y obtener
de esta forma resultados de comparacidn. (véanse los detalles en Lady-
zenskaya-Solonnikov-Uraltceva [281).

La ecuacidn (2) también aparece en otros importantes proble
mas fisicos (véase p.e. el "survey" Diaz [6]) incluse bajo la hipdtesis
mis general de k(r) >0 V¥reR {como por ejemplo k(r) = L > 1),
La ecuacién (2) es ahora una ecuacifn parabdlica cuasilineal degenerada
en el sentido de que pierde su caracter parabdlico en los puntos
(x,t} € @ x (0,T) en los que u(x,t} = 0. Introduciendo la funcidn

g{s) - IS k{r)dr

]

gl problema mixto de Dirichlet para la ecuacidn {2) se formula mediante

ug - apfu) = 0 en (0,T) = %
(3) glu) = G en (0,7} = aq
u(0,x) = ug(x) en )
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Bajo la sola hipbtesis B e C'(R) y @' >0 en general no existen so-
Juciones cldsicas v entonces (3) es “resuelto” en té&rminos de solucio-
nes generalizadas =.d. funciones: u e L°(0,T) x @) satisfaciendo que
glu) & LY(0,T: Wé’j(ﬂ)) asi como

! [ % _.ié__ 9 glu)y dx dt +
Q [ ot Xy B

2

+ Jc(O,x) up{x)dx = 0
Q

para toda funcién test z € CH([0,T] x @) con ¢ =0 sobre ({T}xgq) U
U (39=[0,T]). La existencia de tales soluciones generalizadas es es-
tablecida mediante paso al 17mite de soluciones de problemas cuasilinea
les no degenerados y de esta forma de nuevo se tienen la comparacifn de
soluciones ahora en casi-para-todo punte. (Véase p.e. Oleinik {91},

Otra manera diferente de "resolver” (3) radica en la teoria
abstracta de ecuaciones de evolucidn sobre espacios de Banach. De en--
tre las muchas ventajas de este nuevo enfoque aqui solo haremos incapié
en dos de ellas: En primer Jugar es posible tratar (3) bajo la Gnica
hipétesis de B funci6n real continua no decreciente, logrdndose asf
1a consideracidn de nuevos e importantes prnblemas como p.e. el denomi-
nado problema de Stefan as7 como los surgidos de la fisica de plasmas,
de la teorfa de Control térmico etc. (véase Dfaz [6]). Por otra parte
Ta teoria abstracta conduce a resuitados muy generales de comparacidn,
explitando incluso estimaciones de la diferencia de soluciones.

En concreto, el problema (3) puede ser reescrito como un prg
blema abstracto de Cauchy

—— + Au =0
(PAC) dt
u(0) = ug
siendo w(t) (= u(t,*)) Funcidn de 10,71 a valores en el espacio de
Banach X = LY(® ) una ver que se define el operador A mediante

DAY = {ue LYR) © B(u) e W’ (7) y AB(u) e LE(R)}
Au = -AB(u) 5i u e D(A).

(Tami én (3) puede ser reescrito en forma de (PAC) sobre el espacio
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(= W Q). Brezis [31).

Los resultados o-nerales de la teoria abstracta (') permiten
1a resolucidn de iPAC) en térm. ws de seiuciones débiles {"nild solutions")
es decir de funciones u € C([0,T1:X) tales que u(t) = 1ia u'(t) sien
do u'(%) = xE st K%—f_t < (k+1) %' con lxﬂl o LYR)  dadas par

n n
M7 -l

+ A(XE) =0 k=1,2,..

(4)

I
n n
Up

1
vy =

Para la vxistencic¢ de las funciones un(t) o. mds que suficiente el su-
poner que up € 0:A} asf como

(5) R(I+4A) = X, ¥a > Q.

Por otra parte la converyencia de {un(t)} cuandn n -+ se Liene ase

. -1 . .z i P
gurada s1  (I+AA) es una contraccién  (ci 1cifn qué <irve de defini
cién a los operaderes acretivos en X) e.d. si

(6) Huy-uz HX < {ug-uz) + ACAug-Auz) Ify YA > 0.

Con frecuencia lag suluciones cébiles u(t) sonm denotadas por u{t) =
= S{t)ug para inuicar asi a le familia de operadores S{t) (t > 0) que
ademds tienen estructurd de semigrupo de contracciones sobre X, e.d.

(7 [[S(t)us - S{t)vo Hx.f luo-vall y , Y& > 0.

La teoria abstracte también contempla resuitados de compara
cidn para 1as sol .ciones de (PAC) cuando el espacic X es un espacio
de Banach reticulido (e.d. existe un cono cerrado convexo X que defi
ne una relacién de orden sobre X mediante w1 € Uz 5ii Uz-ur € X+).
F< entonces facil demostrar (v ase Benilan (1]) que si A es un opera-
dor T-acretive soure X (en e sentido de que

(8) ii(ul—Uz)+11x < [ (ur-ue) + A(AU3-AUz)}+i|X A >0,

siendo h+ = max(",h)) se tiere que

('} véase p.e. & articulo pai ordmice de Evans [71.



(9) I548)up-5(thvg) ||y < IH{uo-ve)" ||y para todo t > 0.

La nocidn de operador T-acretivo fué primeranente introduci
do por Brezis-Stampacchia [4] y mds tarde desarrollada por numerosos au
tores {(Calvert, Kenmochi, Picard, Benilan, etc), obteniéndo una genera-
lizacidn al cuadro no lineal de ciertos aspectos de Ta teoria del poten
cial. La clase de los operadores T-acretivos sobre el espacio L'{Q)
contiene a una gran variedad de operaderes no lineales de segundo orden

entre los que se encuentra el operador A(-) = -Ag(-). {Véase p.e. Be-
nilan 1 ).

En consecuencia bajo la hipdtesis de 8 funcidn real conti
nua no decreciente no sélo se tiene la comparacidn de solucicnes sino
incluso la estimacidn

(10) jg(u(t,x)-vu,x))*dx < j“wo(x)-vg(x))“

como traduccidn literal de (9).

Frente a las obvias ventajas del enfoque abstracto, es jus-
to sefialar que no siempre es sencillo reformular el problema en ecuacig
nes en derivadas parciales en términos de (PAC). Este es el case p.e.,
de cuando las condiciones de contorno son no homogéneas. Aun en estas
circunstancias es posible "inspirarse" en la teoria abstracta para obte
ner estimaciones de una naturaleza semejante a (10). As por ejemplo
en Diaz [5) es obtenida la comparacidn de seluciones para el problema

up - AB(u) = en (0,T) = @

P(f,us,9) e y(u) g en (0,T) x 30
u{0,+) = ug en §

Supuestos B y vy grafos maximales mondtonos de R? con O e 8(0) n
N v{0) y cuande se varfan a la vez los datos f, g y Us.

2. Comparacién de scluciones correspondientes a distintos operadores.

A veues resulta de una gran utilidad ta comparacidn de solu
ciones correspondientes a problemas dados mediante diferentes operado-
res. Cuando la diferencia entre los dos operadores no afecta al térmi-

no de difusién no es dificil obtener la comparacidn de soluciones a partir
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de resultados del tipo de Ta seccidn anterior. A modo de ejemplo cita-
remos el siguiente resultado:

Proposicion 1, Sea A un operadon 1 wonetivo sobre LY(Q) y sean o
y & dos grafos maximales morGtonos de R* tales que 0 € o(0)n &(U)( .
Sean u y U hcbuciones débiles de Los probfemas

?& +Au+ afu)3 0 §§+AG+&(G)30
u(0) = ue 1A00) = O

siendo ue € DUA*a), Us € D(A+Q). Supongamos §inafmente que upy Uq
no cambian de signo en £, 4dendo U i‘au . Enfonces 4L

[ao(r)] < |eolr)] ¥r € D(a)(s)

se tiene que u(x) < U(t) ¥t el0,T], c.p.t. punte de Q.

(La demostracién se reduce a ia consideracidn de los problemas estacio-

narios v +Av 1 alv)d up y v + A7+ alv)? U, mostrindose entonces
L)

que v < v c.p.t. punto de ).

La situacién es bastante mds compleja si los operadores tie
nen diferente término de difusién. Incluso bajo las condiciones mds cd
modas de regularidad sobre‘1oé datos resulta probiemitico el encontrar hi
potesis sencillas que implinuen la comparacidn de soluciones, A modo de

ilustracién nos ~eferiremos al oroblema (3) que ahora resultard cémodo rees
cribir como

3 -
7ﬁ?‘¢(W) - M =10 en (0,T) x @
P#(y,wo ) w=0 ' en (0,T) x aq
L wi0,°) = w.

-1

siendo ¥ =B, wo = B{ug) y wlt,x) = slu(t,x)).

{®) Este es el zaso dea y & funciones reales no decrecientes tales que
o {0) =a(0) =0
(*) aolr) y Gelr) designar a los elementos de los conjuntos a(r) y
r

~

a {r) de rorma minima.
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Teorema 1. ({Benilan - Diaz [21). Sean h; € CZ(R} con ¢1(U) =0 y
by > 0 asl eomo wh e C2(Q) tales que wh(x) =0 V¥xean, i=1,2.
Supongamos §inalmente que Las siguientes hipliesdis son satispecha:

(11) W < wy oen 9
(12) pa(r) > W (r)  V¥reR
(13) Mw <0 en

Entonces s W, eb £a solucifn [(cldsica) de O wh), i = 1,2, 4e
tiene

wilt,x) < walt,x)
para Lodo (t,x) e {0,T] » @

Idea de la demostracidn ( ). Si v = wi-wz se tiene que

Ay = P {w1) ag‘tl - Piwa) Bgﬂtz
y por tanto
gi - wl{&l) - Ay + F(t{x,v) = h(t,x)
siendo
¢
“‘é"‘{'WZ(t,X)
F(t,x,v) = —=——o () (vwz (£, %) -1 (wa (£,%}))
lpi(V+Wz(t,X))
Y
;,E Wz(t,x)
h(t,x) = —————— (U (w2 (t,x))-9; (w2 (t,x))).
Wi (wa(t,x))

De 1a monotonia de ¢, y la hipdtesis (12) se concluye que si
é%-w:(t,x) < 0 entonces h(t,x) <0 y por tantoe
. .
vy - —@H—TWTT—-AV + F(t,x,v)<0 en {0,T) 0

v <O en  ({o}xa)u(0,T)xe0

con lo que en dicho caso el principio del mdximo es satisfecho por v

(%) La demostracién detallada, de hecho referente a un enunciado ms ge
neral, se encuentra en el articule citado.



(véase el Teorema 2.9 de [B1' . entonces se concluiria aque v(t,x) <0

¥(t,x) e [0,T] =@

bien 1lamando z 2

9

i

wy, Se “iene gue

palwalzy = A,
y derivando respecto de t
phlwa)z, + palw,) - 2% = az

y por tanto z satisface

_ 1 5(ws) . =
Zt WZT hz + —?p%(mj—' z? 0 en

er
i AWE
1 z(0,°) =*ﬁ(»37)‘“i° en

y entonces el Teorema 2.9 de (8] permite asegurar que z <0

y equivalentemente la conclusidn deseada.

Ahora

(0,T) x @
(0,T) x aq
]

en [0,T] xﬁ‘.u.
w

La hipdtesis (13) parece caprichosa, sin embargo el siguien-
te contraejemplo mucstra la necesidad de su imposicidn:
Contraejemplo:
Sean f = (0,21} y u, K= _Eﬁﬁ%gﬁi_ Es facil comprobar
que s k > 0 el problema
up - kuy, = 0 en {0,7) = @
P 2 u(0,t) = u(zm,t) =0
u{0,x) = uc,k(x) -en &
) s 2 _1 -tk
tiene como solucidn de la funcion uk(t,x) = ¢ sen 2% v e . Entonces

si k> 1 se tiene que ui(t,x) g_kuk(t,x) Yt e [0,T} si xelmw,2n

y sin embargo wi(t,x) > k -

tese que P coincide con (3. haciendo B(s) = k -

5).

uk(t,x) ¥t e [0,T] si x & [0,

], (NG-

At igual que en la seccidn anterior, es posible obtener una

versidn abstracta del Teorema 1 que permita debilitar las hipftesis de

regularidad y que a la vez explicita ciertas estimaciones.
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Teorema 2. (Benilan-Dfaz [2]). Sran A1 opeaadores T-acaetivos subie
X espacio de Banach neticufado. Sean u; evluctones débites de (PAC)
coriespondientes al operadon Ai y al dato (niedal g 1= 120 Su
pongamos que Las sigulentes hipdfesis son satisfechas.

(14) 10 : DTA2) + X continua taf que Axp < A0(¢) para fodo
¢ e D(Az2)
(15) Lo aplicacidn  1-9 (respec. (0 - 1)) comszava el onden
en X,
(16) R(I+Mz2) 2 D7(Az),  (D¥(A2) = {u e D(A): Asup & # g
(17) uf € D (A2)

Enionces para fode t ¢ [0,T] 4e tiene
(18) I (t) = oua(t) I < 1( ub -aud)t ||
(nespee. |[(@uz(t) - ui(t))™ || < [l (ouf - u%)+|l)-

ET Teorema 2 puede ser ahora aplicado a una clase muy amplia
de problemas no lineales en ecuaciones en derivadas parciales entre los
que se encuentra el problema (3). Para poner dsto (1timo de manifiesto
supongamos por simplicidad G, € C'R) con B% >0, i=1,2. Entonces
definamos Ta aplicacién ©: L'(n) = L'(R) dada por

G(p) = {0y o Bx)o si ¢ e LI(R).

Supuesto entonces la hipGtesis (12) se tiene que (¢1 » B2)' <1 y por
tanto © conserva el orden sobre L'(2). Por otra parte las hipdtesis
(14) y (16) son trivialmente satisfechas y (17) se tiene cuando (13) es
también supuesta. La estimacidn (18) ahora implica de manera obvia la
conclusion del Teorema 1.

Algunos problemas diferentes de (3) a Tos que el Teorema 2
puede ser aplicado se refieren a los casos de: .

i) condiciones de contorno mds generales que las de (3) ta
les como las de P{f,uq,0).
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i1) Substitucisn en (3) del operador diferencial 4A por Ap
siendo

R L

1< p<e,
S =L

X, ’

i1} Problemas cuasilineales de primer orden tal como

QU 2o = f o en (0,T) x (0,1)
B(U(':O)) =0 en (OsT)
u(0,+) = ug en (0,1).

Finalmente sefalemos que el Teorema 2 y sus aplicaciones se
presentan como una nueva y Gtil herramienta para el establecimiento de
diferentes propiudades cualitativas de las soluciones de (PAC) que enri
guecen las “escuetas respuestas de existentia y unicidadl sstablecidas
hasta el somenta.
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