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ANALYSE MATHEMATIQUE. — Non exisrence d'une des fronticres libres dans une
dynation dégénérde en théoric de lu filtration. Note (*Y de Jesus Ildefonso Diaz et Rohert
Kersner, présentée par Jacques-Louis Lions.

On étudie ke comportement quaditatif des solugions de I'squation 1, — (™), .+ 7.0, =0 quand elle 1rduin des
phénomeénes d'évaporation, L < | & m. On montre desfortes ditférences par rapport a 1'éyguation des mifieny porens
il n'existe pas de [rontiére libre & droite. On ¢xamine aussi le comporiement de lu frontiére libre 4 gouche.

MATHEMATICAL ANALYSIS. — Mon-Existence of One of the Free Busnduries ina Degenerated Equtionin
iltration Theory.

We snedy the qualitative behavionr of solutiuns of the equation u,—{u™), +b.(k%), =0 when i1 models some
eraporation phenomena, 1< | Sm. ~ We show strong differences with respect (o the porous medic equation: there s no
right free houndury,  We also study the behavior of the left Jree bowmdary.

I. Dans cette Note nous considérons le probléme de Cauchy :

" _ (o= (™) 5 (7)), =0 sur Q=RxR",
1 1r{x, 0=, {x). yeR,

otmz [ )>0.5>0et n,est unefonction continue non négative et bornée. L'équation de (1}
est quelquefois appelé équation non linéaire de Fokker-Planck et apparait dans Pétude de ta
filtration d"un Nuide & travers un milieu poreux. Le terme de convection représente elfet dela
gravité, St Az 1 (1)modélise des {iltrutions descendantes et étude mathémutique o &é faite
par de nombreux auteurs (¢f, {11, {2] et ses références). Le cas O<i <1 correspond aux
phénoménes d'évaporation (¢f [3] et ses références). Le but de cette Note est I'étude du
comportement qualitatif des solutions de (1) dans ce dernier cas. On montrera que sous
Fhypothése :
() A<lEm,
les solutions de (1) se comportent d'une maniére fortement dillérenle des solutions de
Ieguation des milicux poreux.

L'equation (1) est dégendrée sim> [ et 1] n'existe pas de solulion classique. Levistence vt
unicité de solutions généralisées ont é1¢ données par diflérents auteurs (1] 4 [4]). En
particulicr. si on suppose (2) et 1, fonction continte non négative bornee tetle gue uff 7" est

Lipschitzienne, il existe unc unique ve® (Q) solution généralisée de (1} En plus 0™ 7% est
Lipschitzienne, clest-d-dire :

(3) H“m—).)(gé;\’i‘

pour un certain M>0.
S0it 1y, ¢ support compact et soit

) supp i =y, ..
Déhnissons les fonctions 3, i=1, 2, de RY A valewrs dans iﬁ, par :
LN =inf{ ve(—a, %) tuly, =01,

Ln=sup{ve(—oc, x)ulx, N>01
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I est bien connu ({1} {5]) que si A> 1 alors {1}, ;1) sont finies pour wul (>0 s5i ¢l
sculement sim> 1, Dans cecas ona ! .

() 4, (1)~ —oo quand F— oo st AZm et § {1} oy — K quand 7 =2 81 L <. pour un
certain K>0;

(i) 5,00~ 4o quand § - o;

{ii1) si ulxg. tg) >0 pour (xy, 1) €Q alors u{x,, >0 pour toul 124,

SiA =1 onalasolution explicite suivante qui est une modification de I'exemple bien connu
de Barenblay-Patte 1] -

O L T [ 1) Hm D IA (v )2 (g 4 () 2 U] b 1
aix ”—[Zm{m%— l)] u+h t ) 4 ’
pour tout A> 0. (% =max { £, 0}). Hlest clair que dans ce cas (i) cu{iil) ne sont pas satisfaitset
que pour tout x,>a, i cxisle 0<T, <T, (dépendents de x,) tels que (v, =0 si

1e[0, T} w!IT,y, 4+ m0) et ulxy, >0 1e(Ty, T,).

Cumme vonséyquence de notre théoréme principal on va montrer gue $i on suppuse (2)
alurs (i) n'a pas liew et {;{7)= 400 pour towt 1>0. Donc, dans ce cas, il a'exisie pus de
fromtigre ibrea droite, Daulree parl,§, exisle(§ {nN< +w Y >0)clon 4<,E(tj A - onquand
# - + 2 ton doonera néme quelques estimations sur § )

Tugorime 1 — Supposans (2, (3) e (8). Soit v la solution de {1} e e=u""h On puse
. Ir Ml - )

3) Ho=j M 2h=
l(m-i— M- I)
pii M oest dormd par (3). dlors :

(e} ST R > L anu festimation :

S (m—~Ri)v
{0} B2~ S._W_).W
(X))

ponr ot <y <l of vy wsses grand,

thy §i K<t/ =) pour ¢ avee D<c<l, on a lestimation -
RN
- v

{7) [ 2 o e
B OSSO 1

o i U<y <1 er x,; assez grand [6).

Corortare’™= Nous les hiypothéses du ihéoréme 1, siu(x, Ty>0 alors ulx, 1)>0 pour tour
x2x En puriicdicr i w'existe pay de Jrontiére {ihre d droire,

Remarque. — Les estimations{6} et {7} permettent *éludier le domaine de dépendunce par
rappoes nux doandes initinles (quand i n'est pas borné) pour des équations guasi fincaires du
noemier ordre {7).

Tuporise 20— Sous fes hypothéses din théwrénre 1, il exivte K 20 et C>0 tefies qer'on ai

%) Ct—-K 2§, (1)< +w.

ponr tner 1200 Do plus 500 A o0 guand £ — 40,

1. lbpes pe 1 pinonstiation pu ngoeive Lo — Enapprochant m, par des conditions
initinfes strictement positives ot régulitres on peul supposer, saos perte de géndralilé que west
uae fonction régulicre. Posous a=1/im—2X) et y=v" Alors de (1) on oblient I"Cyuation
pour r:

) TR R TR B Y SN Tol ST T A Bl L ¢
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Soit p=r,  De{Wyona:
(10 ¥p=wp+mlom—1)|zin=—-1)=1]r2tm" D72,
+m2(em=D4alm—1 e B gy foppprtmm iy
Fhad(l=2)p 1Mt _py ettt oM, 2,
Par le principe du maximum, pour montrer {a) il suflit de prouver que:

,’/’(n')E_‘!’(— -—r—);u sur Q.

Ona: (v +xg)

a{X ) Py =0,—m{am—1{a(m— 1)~ a2 {x+x,) e im e
+m[20m— D +elm— D] (xtx,) e o —yp(x4ag) T
| Fm{ =, + 27 Hx) T o —y (D4 xg) et
FhA{l =AY x,) Tt ‘“—bkv"“'“{—11,+Y(.\'+_r,,)“ S S

De (Y) on déduit que I, +Is+1g=m (cm—D "™ V711120, D'autre part de (3) on
obtient :
L2 =mi2am=D4otm— o T {xdx,) " Te7tmm 1N

_.2,”.{(‘\._*_‘\‘”)—1 I\T!’””'_“E]_ .

Deplus i1, > 0si Ko> L, 0<y <t et x4 est ussez grand puisque efm— )= 1§ —a{l —2).
Finulement [, 41,41, +1;41,,>0 51 0<y <1 el x, esl assez grand.

L'idée de lu démonstration de(h) est analogue. Dans ce cas on campare ravec une fonction
dutype m= — () x+x,)" pour unef appropri¢e. En ctudiant Vexpression de 27 (1) it n'est
pas difficie de voir gue 1a plus importante condition pour avoir £ ()20 est :

*]—' r< I\',,‘
Donc, il suflit de choisie f/()=p"""% et an obtient {7).

L Togrs pi La pEMoNSTRATION DU THEOREME 2. — On v montrer d'abord (6) par fu
consiruction d'une sursolution appropriée de (1), Dans ce but introduisons S=v—cr+k et
rif, )= (&) De (W) ona: ’

A
gt =1 g + 1l f'."*"“/f AT =0,

En fuisant le chungement standard di/dZ=pi f). pour p0 on abtient :

, A ha

n'a I T lm:l(m—n
e+ m—?l m mf

Ou délinit y( fy= """ ""p( f). Alors on o

”-_‘ — /T_)_“ ’131 BN ST B _(: iﬂ.{ P~ mhiim - 1y

df o m
Cutte equation admet comme solution la fonction :
]

= T_'i‘_ I"i.,lm—ll{/l_("‘ll - '.um»—;.l)
’ m - '



508. — Série I C. R. Acad. Sc. Paris, t. 296 {28 mars 1983)

Doane, on oblient :

(11) N.;=W__(b_cjtl—1if«m—).)).

En définissant la foaction :
r s
F(r)=
) JU b—es{i— Ay m—24)"

pour re0, b, /c). [a solution de (L1) est donnée par :

J'(E,}=F"(T‘—;‘;).

n
Finalement, soil ;

NN R YL LR o3 . o Sy
(¥ o=l Wy =crt&)] ioxzer—k,

| 0 sl x<ecr—k.
Pour prouver que = est une solution généralisée de I'équation (1) il sullit de montrer que(z"),
est continue pour x=cr+A. Mais :

(:m)“=(j ﬂl("l—i|)=(ll’;“—l(")]lll;lm—l?)=j‘l,"(n‘k—l‘ [b_‘j'(l—i).lm—ll]=0 \l ‘g.:.o

Alors, ¢Lnt donné . on peut choisirk 2 0 et ¢ >0 de telle maniére que = (x, ) 21, (x). Alors
[l 4 =g

par le principe de comparaison [3lona 05wy, ) Sy, fsur Q. Laderniére allirmation du

théoréme est constquence de fa propriéié de conservalion de la masse.

(*) Remiae le 14 mars 1983
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ERRATUM

(Comptes vendus du 2B mars 1983)

Note de Jesus Ildefonso Diaz et Robert Kersmer, Non existence
d'une des frontigres libres dans une équation dégénerées en théorie
de 1a filtration:

Dans le Théoréme 1 i1 faut substituer (3) par
(3*) les estimations (6) ou (7) ont 1ieu pour t=0.

(Cette erreur nous a &t signalé par Ph.Benilan). D'autre part, sous
les hypotheses du Théoréme 1 on peut montrer (comme dans la Note) les
estimations v, 3 - pv/t (resp. vy 3 —pv(l'E)Knlt) pour certain
p>0 si Kg>1 {resp. Ky < 1/{1-¢g)). Alors le corollaire est une
conséquence du fait que 1%on peut toujour supposer K, > 1 puisque M
tend vers 0 si [fug]| = tend vers 0 et donc i1 suffit d'utiliser

un argument de comparison.



