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ANALYSE MATHEMATIQUE. — Compacité du support des solutions d’éqguations quasi

linéaires elliptigues ou paraboliques. Note (*) de J. Ildefonso Diaz et Laurent Véron, présentée
par Jacques-Louis Lions.

Par la méthode d’énergic locale[l] mous démontrons la compacité du support des solutions faibles de
(EE) :—divA(¥, u, D)+ B(x, u, Du)+C(x, 10)=0 et de (EP) : dp(u)/0r—dives (¢, x, u, Du)+8B(1, x, u,
Du)+%(z, x, u)=0 sans hypothése de monotonie sur les fonctions A, B, C, &/, # et 7.

MATHEMATICAL ANALYSIS. — Compactness of Support of Solutions of Parabolic or Elliptic Quasilinear
Equations.

With the local energy method[l) ive prove the compactness of the support of the iveak solutions of (EE):
—divA(x, u, Du)+B(x, u, Du)+C(x, 4) =0 and of (EP): a4 (1) /8t — div & (¢, x, 1, Di) + B (¢, x, u, Du) + (1, x,
u)=0 without any assumptivn of monatonicity on the finctions A, B, C, o, B and %.

I. L’EQUATION ELLIPTIQUE. — Soient Q un ouvert de RN, Nx1, et A, B (resp. C) des
fonctions de Caratheodory définies sur Q x R x RN (resp. Q xR). On suppose que A est a
valewrs dans R, B et C a valeurs réelles et que pour des constantes C, :

(1) |A(x, r',p)’§C1|p|‘1, Yix, r, p) e xR xRY,
(2) Alx, 1, p).pzCylp|rtt, Vix, r, DEQ xR xRN,
3) |B(x, r, p)|2Cs|7]*|p|% Vix,r, p)eQ xR xRN,
(4) Clx, NrzCylr|®*,  VY(x, NeQxR

Une fonction u définie dans Q est une solution faible de (EE) si u vérifie :
(i) Due LEIH(Q), ¢>0; (i) B(., u, Du) e LE (Q); (iii) C(., u) e LA (Q),
et si pour tout e CT () on a la relation suivante :
(5) J {A(x, u, Du).Do+B(x, u, Du) 9+ C(x, t) ¢ } dx=0.
Q
Si xoe€Q et p<dist(xg, 3Q) on pose B (xg)={xeRY : |x—x,|<p} et:

©) E(p)rj Ax, u, Du). Dudx, b(p)-——J ‘u|"+1 dx.
B,(Xo) B..(/"U)

Notre résultat essentiel concernant les solutions de (EE) est le suivant :

THEOREME 1. - Supposons C,>0, C,>0, 0=o<y, 0sP=sg+1,
a=c—B{c+DHg+1) et :

(]+1 (q+1—BY(g+1) ([+1 Pilg+1)
7 C C,—_ = C .

lexiste une constante structurelle C telle que si u est une solution faible de (EE) dans Q, x,eQ
et py<dist(x,, 0Q) sont tels que :

v . E )
@) pe>F(py)=C , nin {mﬁ%mam, Py~ ) max(b* (po), b"(Po))}
o+ DAg+ <=l



150 — Série I C. R. Acad. Sc. Paris, t. 297 (26 septembre 1983)

avec :

©) _ t(g+1)—oc—1 V_(q+1)(c+1)+N(q—G)
N(g—o)+(g+ 1 (c+1) - glo+1) ’

(10) = (1=1)(g+1) _ g—o o+1—1(g+1)

T N@-o)+tg+Dle+1) T gle+D)  Ng-o)+g+ Do)’

alors u(x)=0 pouwr presque tout xeB, (x,) ot p}=py—F(py).
De ce résultat on déduit en particulier :

CoroLLAIRE 1. —  Supposons Q=RN, C,>0, C,>0, 0=o<gq, 0=Zpsqg+1,
a=c—PB(c+1)/(g+1) et (7). Si ue WH "L (RN) A LoF Y (RY) est une solution faible de -
(11) —divA(x, u, Du)+B(x, u, Du)+C(x, uy=f(x),

ou fellTVIORNY Sannule pour |x|ZR,, il existe R;>Ry dépendant des constantes
structurelles, de Ry et de

S HLmHNﬂ(RN) tel que u soit nulle pour presque tout |x|ZR,.

Principe de la démonsiration du théoréme 1. — Pour presque tout pe[0, p,} on a :

(12) j Alx, u, Du).Dudx+C4J o U iy
B, (xq)

B.}("'u)

—i—J B(x, v, Du)u a'xéj Alx, u, Du).vudo,
B, (xg) Sp{xy)

ou S,(xq)=0B,(x,) et v est le vecteur normal sortant unitaire & S, (x,), d'ou :

gflg+1) ljg+1)
(13) C4(E(p)+b(p)) éCl(J |Du|“+‘dcr) (J lu}‘f“dcy) ,
8, (x0) S, (5)

ol Cs ne dépend que des constantes structurelles, Mais pour presque tout pe{0, py]on a :
dE
“("IE(P) = L

1i{q+1)
L’estimation de (J [aefe™? dc;) se fait grice au résultat suivant :
T\ J8, G}

A(x, u, Du).Du ddgCZJ | Du | do.

REM) 8, (xo}

LemMmE L. — 1! exisie une constante C=C(N, o, g) telle que :

(14 ||u

sy = C( H Du J

Lot + P fl e ) | [jﬂ;}’m”(xu»,

_ N{g—o)+o+1
N{g—o)+(c+Dg+1)

On obtient alors 'inégalité suivante :

_Nig—o)+e+1)g+1)
(g+Dic+1)

ou - et 5=

dF \#la+1)
(19 E@rrbe) gK(?fE) (E(p)H1e+ D4 ¥ b (p) i D)0 ()1~ D),
ou K est une constante structurelle. Si te[0, 1] et K, est donné par :

(16) KO — max(b (DO)(I ~1) (1 —0}{c+ 1)’ b(po)(l =1 {1 =0))/(c+1)—0B/(q+ I))’
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nous déduisons de 'inégalité de Young :

(17) E(p)l/(q+ l)b(p)(l~0)/n(a+ 1)+p5b(p)1/"("+ 1)
<2p°K¥ max(1, pg Y (B(p)+b(p))fter rrti= sl

d’ou ’inégalité différentielle suivante dont I'intégration donne le résultat :

f L} 80 L] dE afkaT )
L-tg+ 1)~ (1~ 0o+ L}« 0 N —
(18) E(p) =2K p*"Komax(l, pg >(dp) :

II. LEQUATION PARABOLIQUE. — Soient & un ouvert de RY, N1, ., 2 (resp. %) des
fonctions de Caratheodory définies sur BT xQ xR xRN (resp. R* xQ xR), & étant a
valeurs dans R et & et % & valeurs réelles. On suppose que pour des constantes M, :

(19) Lot (4, %, 0, p) |EM | p|% V(L 3 peRY xQ xR xRY,
(20) (1, x, 1‘,p).ng2|p|"H, V{t, x,r,p)eRT +Q xR x RN,
(21) | %z, x, 1 P} EM, ||| p|", Y(t, x, 1, p)eRY xQ xR xRY,
(22) B, x, r)f'gM‘,lr|"“, v(t, x,NeR* xQxR.

Posons vr(r) =sign(r) '™, Une fonction u définie dans R™ x Q) est une solution faible a

donnee initiale u, de (EP) si u vérifie pour tout T>0 et tout ouvert G relativement compact
dans Q :

(i) DueL4"1(10, T[ xG), ¢>0; (i) B(., ., u, Du)eL'(]0, T xG);
(i) € (., ., wel'(J0, T[ xG); (iv) ueL=(0, T; Li"* Din(G));
(v) lim essu(s, .)=ugy(.) dans Lm+Dim(GG),

10

et si pour tout LeCP(RY xQ)on a:

0

(23) Jm J {4 (s, x, u, Du). DL+ B(s, x, u, DuY{+% (s, x, 1) } dxds
0

:Jw j Y (ue (s, X))gngdS—FJ\ U (i, (X)) (0, x) dx.
0 Ja a

Nous définissons alors :

t

(24) E(t, P)ZJ J S (1, x, u, Du).Dudx dr,
o JB,0x0)

(23) b(t, p)=sup ESSJ |ue, x)| D" dx,
O<rat B, (xy)

THEOREME 2. — Supposons M, >0,M;20,mg>1,05B<qg+1(etMy<M,siB=q+1)et
a=(g+1—=Bm+1))/m(g+1). 1l existe des consiantes structurelles T* >0, C=0 relles que si
uest une solution faible de (EP) dans R™ x Q d donnée initiale uy,5i x5 € Q, py <dist(x,, 3Q) et
1<T* sont tels que u,=0 presque partout dans B, (xg) er:

| . Ey(tv Po) -1
(26) pe=>F(1, py)=Ct min max (1, pg~")
‘ Po Po m+ 1/ mg+1)<t21 "‘LT(Q—{—]‘)_I"_]' ’

x max{(b*(t, po), B, po))}
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on Yy, v, 1, 1 sont donnés au théoréme | avec o remplacé par 1fm et oir :

27 %= m+1
' N(mg—1)+(m+1)(g+1)’

alors u.(r, x)=0 pour presque tout (z, x)€l0, i xB, (x,) o py=p§—F(t, py). En ourre
T*=+o si B=0 ou si B=g-+1.

Le théoréme 2 se démontre en suivant les idées du théoréme 1. On en déduit :

CoroLLaiRe 2. — Supposons M, >0, My 20, M, 20, mg>1,05BSg-+ 1 (et My<M, s
B=g+1) et a=(g+1-Bm+1))/m(g+1). Si ueCOR"; LI Lim(@Ny) est une solution
Jaible de (EP) dans R* x RN telle que, pour tous (¢, p), E(¢t, p) et b(¢, p) demeurent bornés
indépendamment de x, € RN et si la donnée initiale uy de u est d support compact alors pour tout
120, u(t, ) est & support compact, Si #=0 ou P=g+1 et supp.uy<B(0) alors

supp . ”(tﬁ . ) CBR+Cmax(1‘, (i (0)

En supposant en outre o < g on obtient la localisation uniforme du support de la solution
de (EP). Définissons a partir de (24) et (25) :

+ oo

(28) E(p)=E(+w, p), BE(p)y=b(+w, p), E(p)=j J (. x) | DI g
B (xy)

0

b

TutoriME 3. —  Supposons M,>0, M,>0, =0, ¢>0, m>0, 0SfZq+1
o=0—PB(c+1)/(g+1), max(c, 1/m)<q et (7) avec C; remplacé par M; (i=2, 3, 4).
H existe une constanie structurelle C telle que si v est une solution faible de{EP) dans R* xQ 4
donnée initiale ug, 5i x5€Q et py<dist(x,, Q) sont tels que u,=0 presque partout dans
By, (x,) et

29) p>Flo)=C min 0P o Blpg+Epo)
E+1)Ag+1) <<l T(g+1)—e—1 74Po Po
(B(po)+c(pe))™) max(l, pb) },

ot e=max(c, 1/m) et oi les exposants ¥, W, v, 1| et ® Sonl positifs et dépendent (de fagon
rationnelle) de o, q, N, m et T, alors u(t, x)=0 powr presque tout (1, x)eR™ x B, (x,) oul
PY=pg _F(Po)-

Si on explicite v et » on vérifie que v—x >0 et on démontre alors :

CororLAre 3. —  Supposons M,>0, M,>0, oz0, m>0, 05p=s¢-+1,
o=0—B(o+1)/(g+ 1), max(c, 1/m)y<qgei(7). Siue CO(R*; Lun+Lim (M) est une solution

de(EP) dans R* x RN telle que B(t, p) et b(t, p) demeurent bornés indépendamment de x, e RN
et st le support de la donnée initiale ug est dans By (0), il existe Ry =R tel que pour tout 120
supp.u(l, .)<=Bg (0).

{*) Remise le 16 mai 1983, acceptée le 20 juin 1983,
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