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1. Introduceidn. En este trabajo se considera una amplia clase de

problemas cuasilineales elipticos de la forma
-div(Q(|vu])vu) + Blu)=f(x) en Q, (1.1)

con condiciones de contorno de tipo Dirichliet
u=h en 8Q (1.2)
o bien de tipc Neumann
Q(|Vu|)Vu.n=g en 90 (1.3)
Antes de explicitar con detalle las hipdtesis estructurales sobre
Q y B conviene sefialar que dos elecciones de Q de especial interés son

las que corresponden a las elecciones

Q{r)=1/V1+r . (1.4)

Qlry=|r|P™ , p>l (1.5)
Un tratamiento monografico de los problemas (1.1), (1.2) y (1.1),
(1.3) con Q@ dada por (1.5) fué el objeto del 1libro Di2].
Problemas de esta naturaleza aparecen en numerosos contextos:
reacciones quimicas en particulas cataliticas, fluidos no-Newtonianos,
conduccidn estacionaria no lineal del calor, etc (veanse referencias
en la obra antes citada). Es importante resaltar que la eleccién de Q
correspondiente a (1.5) incluye como caso particular (p=2) a la ecua-
cion semilineal.
~Au + B(u)=f en { (1.6)
Problemas con Q dada por (1.4) son de gran interés en Geometria
Diferencial y en la Estdtica de Medios Continuos. Asi por ejemplo, si
u es la representacion no paramétrica de una superficie definida sobre
un abierto Q de RN, es bien conocido que la curvatura media de la su-

perficie representada por u viene dada por

Vu

v 1+|wu?

La ecuacién (1.1} impone a esa superficie una curvatura media H tal

NH = div

que H(x):=p(u(x))-f(x). {(vease, por ejemplo, GT[1] Capitule 16}). En
Mecanica de Medios Continuos tal operador diferencial aparece en
fendmenos en los que interviene la tensién superficial pues esta se

expresa en términos de la curvatura media de la superficie (ver, por
ejemplo, F[1].). El Problema de Plateau se refiere al estudio de
(1.1) con condiciones de Dirichlet (1.2). Corresponde, por ejemplo, a

una membrana elastica sometida a un campo de diferencia de presiones
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dade por H(x) y sujeta en su borde a un soporte fijo. El Problema de
la Capilaridad aparece en el estudlo de la superficle de s=eparaciédn
entre un liquido y el alire (o mas en general entre dos fluldos) cuando
se supone el liquldo en reposo estdtico sobre una vasija (que aqui
suponemos cilindrica de secclén Q2). Sobre las paredes de la vaslja es
natural suponer una "condlclén de contacto” entre los dos fluldos vy
el materlial sélido, lo que se expresa en términos de la condiclén de
contorne (1.3) (vease p.e. F[1]). Ambos prohlemas han sido objeto de
conslideraclén por prestlglosos autores desde flnales del siglo pasado.

Sefialemos también el cardcter no lineal del operador de segundo

orden dlv{vVu/v 1+|Vu{2). Con frecuecla algunos autores le llnealizan
suponlendo que |Vu‘ varia en un rango muy pequefio en torno a cero, en
cuyo caso la ecuacién (1.1) "se aproxima" a la ecuaclén semilineal
(1.6},
Problemas de gran interés aparecen cuando la funclén u genera una
‘ frontera libre definida por

F=3dNndP siendo N={xeR:u(x)=0} , P={xel:ulx)>0}.

(supuestc que uz0). La zona N representa la regldn de Q en la que la
membrana toca el suelo, o blen la parte de la base de la vaslija que
queda seca (sl por ejemplo el volimen de fluido es muy pequefic en com—
paracién con la secclén de la vaslja).

El objetlvo primordial de este trabajo es mostrar cliertas desligual-
dades de "tipo ilsoperimétrico” asocladas a las soluclones (1.1),(1.2)
y (1.1),(1.3), As{ como las bolas euclldeas de R" tienen la propledad
(isoperimétrica) de poseer superficle minima entre todos los dominios
de R" con voltmen f1jado, las soluciones v de (1.1} planteadas sobre
una bola nE centrada en el origen y de volumen |Qm|=|ﬂ| tlenen también
propledades extremales en el conjunto de soluclones de (1.1) sobre
dominios 0 con volimen prefijado. Estas propledades son de gran utili-
dad para obtener acotaciones "a priorl" de las normas uu“Lp(ﬂ) de las
soluclones de (1.1}, También permiten obtener estimaciones sobre la
medida del conjunto nulo N(u) e incluso criterlos muy generales sobre
su no existencla; es decir, sobre la positividad estricta de la solu-
cidn,

La obtencién de las cltadas propledades es llevada a cabo por me-
dio de las noclones de reordenamientos decreclentes (escalar vy
simétrico) u y um de una funclén uel'(Q) Introducidas ya por Hardy,
Littelwood y Polya en los afios velnte. En nuestro trabajo nos benefi-

claremos de una buena parte de desigualdades técnicas establecidas



previamente por G. Talentl T[1] (vease tamblén el plonero trabajo de
C. Maderna y S. Salsa MS[1] para condiclones de tipo Neumann}.

Los resultados que aqul se presentan contlienen aportaclones de
distinto género. En lo que conclerne al problema de Plateau se
extienden los resultados de D[1}, relativos a Q dado por (1.5}, al
caso de ecuaclones cuasllineales generales (1.1) incluyendo, en parti-
cular, la eleccidn de Q deflnida en (1.4). También se extienden les
resultados de BM[1] y MSI[3] para problemas de obstdculo a operadores
generales del tipo (1.1). Sefialemos, por ejemplo, que aqui se darén

estimaclones sobre

bk kL=, ja))

siendo ¢+=max(o,w).
8 a8
kl(s)=J-DB(G(o‘])d0“ y k2(5)=J-OB('\;{o'))dcr-

Tales estlmaclones no parecen ser conocidas en el contexto de proble-
-mas elipticos (un resultado de esta naturaleza es también reclente en
la teorfa de ecuaclones parabélicas no lineales D[5]). En particular
bajo adecuadas hipétesis se concluye la "comparacién en masa” de B(u)
y B(v), lo gue conduce a un buen nimero de estimaclones sobre EB(U)"LP
y N(u). Por ultlmo, sefialemos que en lo que conclerne al problema de
tipo capllaridad {esto es, con condiclones de contorno de tipo Neumann)
los resultados que se presentan aquf parecen nuevos en la llteratura
incluso para el caso "senclllo" de la ecuaclén semllineal (1.6). El

plan del resto del articulo es el sigulente:

2. Hipdtesls estructurales, noclones de soluclén Yy otros
comentaries preliminares.
3. Desligualdades isoperimétricas para el problema de Plateau.
3.1. Caso de B unlvoco,
3.2, Caso de f# multlvoco: comparacién con el problema de
obstaculo inferlor.
3.3. El problema de obstéculo superior.
Desigualdades lsoperimé&tricas para el problema de capllaridad.
5. Bibllografia.



2. Hipétesls estructurales, nociones de soclucién y otros comentarios

preliminares.
En lo que sigue supondremos {1 ablerto acotade de R" de frontera
regular y Q de clase Ca({o,w)) tal que
Qrir - 0 s ro0 (2.1)
Q(r)r2 es convexa y estrictamente creclente. (2.2)
Con respecto a 8 supondremos
r + B(r) es un grafo maximal monétono de R> (2.3)
0eg(0) (2.4)

Obgservacidén 1.

La hipétesis (2.3) Incluye, en particular, el caso de B funcién
continua creclente. Por simpllicldad en la notaclén mantendremos el
simbolo de lgualdad en (1.1) para el caso de B multivoco s1 bien para

mayor preclsidn habria que reemplazarle por el de pertenencia. o

Nos ocuparemos en este trabajlo de solucliones débiles de (1.1), (1.2}
o (1.1), (1.3); es decir, satisfaciendo

J Q([Vu[)Vu.Vvdx+j B(u)vdx = j fvdx (2.5)
Q0 2 9]

J Q(|Vu|)Vu.Vvdx+f Blu)vdx = f fvdx- gvH" 1(dx) (2.6)
Q 9] fl a0 N

respectivamente para toda funcién test veC'(Q) (v=0 en 40 en el caso
de (2.5}).

Por razones que explicitaremos més tarde (véase Observacion 5)
trabajaremos con soluciones en espacios de Orlicz-Sobolev. Estos espa-
clos estan asoclados a una funcidn peso que aqui es dada por

A(r):=Q(r)r?. (2.7
Se deflne, en primer lugar, el espacio de Orlicz

LNQ) = {f medible: IAeR, J AU £ (x)/7] Jdx<a} .
a

L es un espacle vectorlal graclas a (2.1) y (2.2) y ademds es un

espaclio de Banach con la norma

I£], = tne{r0: [ AQ£G/A axs1}
Q

Finalmente se define el espaclo de Orllcz-Sobolev W'*(@) por

W) = {relt ) ¢ vret )My : (2.8)
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donde las derivadas has de entenderse en sentido de distribuclones.

De nuevo WLA(Q) es un espaclo de Banach con la norma

N
ar
1£,0 = 121, + b -

Come es habitual, se denota por w;'“(n) a la complecclién de C;(ﬂ) con
la norma ”.ul,A' (Véase Ad[1]).

Antes de preclsar la noclén de soluclédn débll que emplearemos indique-
mos que por simplicidad nos limitaremos al caso de condlclones de con-
torno constante

gixl=g , h(x}=sh=0 (2.9)

Definicién 1. Diremos que u es soluclidn débil de (1.1},(1.2) [resp.
(1.1),(1.3)] si u-heW'* (@), Bulel’(R), y (2.5) tiene lugar para todo
vew;’A(Q)an(Q) {resp. uew;'A(ﬂ), B(u)eLl(Q), y (2.6) tlene lugar para
todo ved' " M(@)AL7(@)].

Observaclén 2. )

Las integrales interviniendo en (2.5) y (2.6) cobran perfecto sentido
en las condlclones anterlores por medio de las deslgualdades de Young
vy de Cauchy-Schwartz (Vease T[1]p 164). Notese tamblén que sl Q viene
dado por {1.5) entonces whAi =t ) {espacic de Sobolev sobre
t¥(R)). Para Q como en (1.4) se tlene que w:“(n)=wg‘(n) {(vease T[1]
ol 181).u

Observacién 3.

Cuando B es un grafo multivoco la neocldn de solucidén débil de
(1.1), (1.2) debe modificarse en el sentldo sigulente: existe bel) (9)
con b{x)ep(ul{x}) cpt xefl tal que

I Q(|vu] }Vu. Vvax + I bvdx = J fvdx (2.10)
f 9] o}

Vvew;’A(ﬂ). De manera anidloga se procede para el problema (1.1)(1.3].u

Es importante sefialar que en este trabajo no se desarrolla ninguna
investigaclén sobre la existencla o unicldad de soluclones déblles de
(1.1). Por el contrario, supondremos en todo momento que tales soluclo-
nes existen y son Unicas. Se tratard pues de resultados obtenidos "a

priori" de la teoria de la existencla.



A modo de observaclén sefialemos que resultados de exlstencla de

soluclones débiles segin han sido aqui introducidas pueden encontrarse

en
(1.
de
la
en
la
(1.

que

vi[1], Dol1l, Gol1], LMuil}l, [2] y Vul[l]. Para el case Q dada por
4) exliste una abundante literatura sobre la teorfa de existencla
soluclones varlaclionales (vease, por ejemplo, Ge[2], Gi[1] y FI1]l ¥
bibllografi{a de esos trabajos). El caso de 8 multlvoco es tratado
Has[1], Brk{1l] y Gell]l entre otros. Un tratamiento unificado de
ecuaclén (1.1) conteniendo en sus hipdtesis los casos (1.4) vy
5) fue presentado en DST[1}. Por Gltimo recordaremos " aqui

la obtencidén de soluclones con gradiente acotado uewl'“(n)

requlere necesariamente hipétesis sobre la curvatura de 81 (vease por

ejemplo DST{1] y su bibliografia).



3.- Desigualdades isoperimétricas para el Problema de Plateau.

En esta seccidn utilizaremos técnlcas de reordenamlento simétrico
para obtener un crlterlo de comparacién en masa para el Problema de
Plateau. Veremos que el tipo de resuliades es de dlstinta naturaleza
segin que B{u) sea univoce o multivoco. Comenzaremos por recordar al-

gunas definlclones de interés:

Deflnicldn 2. Sea w (PR medible, llamaremos funcidn de distribucidn

de u a la funcidn p dada por
uit)=|{uwt}| , donde |G|=medida de G, y {u>t}={xe:u(x)>t}.

Liamaremos reordenamiento decreclente de u a la funcién u:(0,|ﬂ|]—4R

dada por
U(s)=inf{teR: u(t)ss}.

Finalmente, llamaremos reordenamiento simétrico de u a la funclién
,u#:nm—e R dada por '
u”(x)=ﬁ(uﬂ[x|")
donde @, es el volimen de la bola unidad en R y Q# representa la bola

centrada en el origen y de volimen |Q|.

Algunas monografias ocupdndose de un tratamiento exhaustivo de
esas nocliones y dlversas aplicaclones en Fislca-Matemitica son HLP[Z2],
Pos([1], Bl{2], Mo[2] y Ka[l]. Nuestro objetivoc serd obtener estimacio-
nes sobre u“ cuando u es solucidn de (1.1), (1.2) o (1.3). En parti-
cular obtendremos clertos resultados de comparacién aunque en ge-
neral la comparaclén no serd puntual. Un criterlo alternativo es el

sigulente:

3
Definicién 3. Sean vel'(R) y wel'(n ). Direwmos que v es mas

£
concentrado en masa que w (y lo denotaremos por v_w) s
t

. t,‘,
J ;(S)dSSI wis)ds vtelo, |R]] ,
o 0

o, equivalentemente, si

& ﬁ n
f v (x}dxsj W {x)dx vrelo,R] con i =Bn(°)’
Br(n) Br(O)

. =3 =
siendo v,w(resp.v ,w ) los reordenamientos decrecientes (resp.

simétricos) de v y w.



Observaclén 4.

Al parecer comparaclones de esta naturaleza fueron ya introducidas

por Hardy-Littelwood-polya en HLP[1]. Reciéntemente esta nocién

ha

sldo fructiferamente utlllzada para el tratamlento de problemas

de evolucién por Vazquez (V[1]).

3.1. Caso de B unlvoco.

Supongamos que 8 es una funclén continua mondtona no decreclente

con B(0)=0. Comencemos por el caso de condlclones nulas en el borde

#
Teorema 1. Sean QR=Q,02=Q . fLELI(Ql) con flEO y sea ulEW;'A(Ql)

solucion débll (no negativa) de (1.1) correspondlente a f=f1, 1=1,2.

Def inamos . .
kl(s)=J(?(ul(c))d¢ , Fl(s)ﬂj £, (0)do

Introduzcames la funcidén auxiliar
B{r)=Q(r)r (=A{r)/r).
Supongamos que,io blen

llm B(r)=+m,
o

o bien
max { £ { 0o JE ) 0 oo b s [1tm BOo) N2 -
LR Va2l (a )} 3 H

Por ultimo, sea f2 simétrica y decrecienfe e.d.

-]

f =f

2 2

Entonces se tlene la estimacidn

1Tk, b= o, japyy = 1TFFL

siendo l¢] =nax(o,¢). En particular
£ £
f1~f2 implica que B(u1)~ﬁ(ua)

L*((o, |a]))

(3.

(3.

1)

.2)

.3)

.4)

5)

.6)

.7)

Antes de pasar a la demostraclén del Teorema 1 sefialemos algunas

consecuencias relevantes

Corolario 1. Bajo las hipdtesis del Teorema 1, sl flff2 entonces para

toda funcldn convexa no decreclente ¢ se tiene que

[}
th



| ¢[B(u1(x))de s J¢[B(u2(x))}dx (3.8)
Q

£n particular
HB(U1)”LP(Q) = HB(uz}”LP(Q”) ¥1<p=c, {3.10}
Con respecte a la frontera libre ¥, o mas concretamente al conjun-

to nulo N(u), se derivan dos consecuencias distintas segun la homoge-

neidad de la condicidn de contorno o no:

Corolario 2. Sea fEL](Q), f=0. Sea 3 estrictamente creciente

#*

Sea wueW''(R) solucidn débil de (1.1). Consideremos vel ()
verificando
E] L]
-div (QU|¥v|)Vv) + Blv) = f en Q (3.11)
Supongamos también que, o bien se cumple (3.3), o bien
. 17N
”r"LN(Q) = [llm B(r)]NwN (3.12)
Entonces si S(v)cQl se tiene que
[N(u)| = |M(v]]. (3.13)

Corolario 3. Sea 8 estrictamente creciente vy sean £=0, hix)sh*0 tal

que, o bien se cumple (3.3), o bien

1/N

p)e""s (lim Blr)INGL Y (3.14)

I'>m

¥
Sea u solucidn débil de (1.1),{1.2) y consideremos VEWLA(Q ) radial

—div(Q(|vv[)Tv)+B(v)=0 en Q: | (3.15)
v=h en 89
Entonces
v>0 en @ implica u»Q en Q. (3.16)
Ademds
[N{u}{=|N(v) |~ (3.17)

Pasemos ahora a las demostraciones. La del Teorema 1 requiere una
cadena de Lemas técnicos previos.Por no alargar la exposicién su demos-

stracién es sélo esbozada de manera sucinta

Lema 1. En las hipdtesis del Teorema 1 y si uew;'h(ﬂ) es una solucién

no negativa de (1.1) entonces la funcidn decreciente

2
t f{u>t>Q(|Vu])\Vu! dx
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es Lipschitz continua y se tiene la desigualdad

q 5 Bt piey
o= 4 j%U“FQ(WU“WU] dx = JO f(s)ds—J Blu(s))ds  (3.18)

dt
0
cpt t»0, siendo p(t) la funcion de distribucion de u.

Demostracién. El resultade es una variante del Lemma 1 de T{1] donde
alt)
(3.18) es establecida para uEWé’A(Q) pero sin el término Jc B(u(s))ds.

Para hacer intervenir tal expresién basta utilizar la monotonia de 8B y

+co0 (L) -
Blu) = f BlL) (~dp(t)) = r B(G3(s))ds
t

0

J{u)t}

(veanse detalles en D[2] Lemma 1.29 para soluciones UEW;'P(Q}),D

Lema 2. (T{1]). Sea ZEW;'A(Q] no negativa, Entonces si ult) es la

funcidn de distribucidn de z se tiene que

N-1)/N

-1
1= (8 [N ) BT —§~JQ(|VZ‘)lVZJZdX/wawH(tj (3.19)
N dt {2>t} N

con el convenio de

B_l(0)=+m si o>lim B(r)
T30

‘o

Lema 3. Sea u, EWLA(QlJ solucidn de (1.1!) con f1 como en e! Teorema 1.
Entonces el reordenamiento decreciente u, de u . es absolutamente
contiruo en (o, |Q|] y satisface ‘
_ i(s) 5 1_5‘1{1_”'5% (e)e-fmﬁ (8))d9}] (3.20)
ds a(s) wls) o ! o \ '
siendo
a{s): = Nw;/Ns(N-l)/N. (3.21)

Demostracion. Resulta de adaptar el Lemma 1.31 de D{2]. La idea
directriz es utilizar que B™ es no decreciente {(por (2.2)) y enlazar
(3.18) y (3.19) para obtener

(] e ' 1 MOE) )
R —. B ! f (p)a-] B(u_(8))de} (3.22)
a{plt]) o(p 1 R i o i

{(Una aplicacién de la desigualdad de Holder permite ver que B_1 puede
ser aplicade gracias a la hipédtesis (3.4)). Finalmente (3.20) resulta

de (3.22) por integracién entre t1=g.(51)‘€ y t2=ﬁi(52) con >0
L

arbitrariamente pequefic y O<515525\Q| tales que u (s_)<u (s ).



-1
Lema 4. Sea f —f e.d. f es radlalmente simétrica y decreclente a lo
g
largo de los radios. Sea u, EW ' (n ) solucidn débil de (1.1),

Entonces u2~u2 y se Verlfica

du 1 ]
1 -1{ 1 by ~
dma(s) = — a7 B l[mj‘ﬂfa(e)de—hﬁ(uz(e))da}] en (0, |R]) (3.23)

Demostracién. Basta utlllzar la unicldad de soluciones Junto a

cdlculos rutinarlos para expresar la ecuaclén (1.1) aplicada a una

funclén u(x)=u(s) con s=riN , r=|%| en términos de una ecuacién
diferenclal ordinaria para u(s) (vease p.e. D[2] lemma 1.32). G
Demostracién del Teorema 1. De la definiclén de k!(s) y de las
relaclones (3.17), {3.18) deducimos que
di .
—Emmw(s) = B(ul(s)L
Asi, k1 verifica los siguientes problemas de segundo orden
a(s)B[wa(s) ACrra (s))] *+k (s) =F (s) en (o, |R]) }
k, (0)=0 , k;(|n|)=0 (3.24)
con 7y el grafo maximal mondtono dado por
=8, (3.25)
d dka(s)
a(s)B[—a(s)mag 1(—35————)} *+ k,(s) = F,(s) en (o, |R]) }(3.26)
k,(0)=0 , Lk (|R])=0 .
Como k EC( podemos suponer que existe s E[0,|n| tal que
||[k1-k2]+][Lm((o' ) = (k k) (s ) > |][F1—F2]+|]Lm((0'lnl))

pues en otro caso no hay nada que demostrar. Es clarc que so>0. st
so<]ﬂ| definimos z:=k1—k2ew2'm(so-e,Bo+e). Supongamos por el momento

que y € C1 y que ¥ es estrlctamente creclente. Entonces

?(k;(s))-v(k;(S))=2'(s)c(s) (3.27)
con .
ci(s} = J 7'(Tk;(s)+(1-r)k;(s))dr>0.
0

Por otra parte, Introduciendo



1 d dk1 d dk2
d(s)=f0E'[—u(s){tagv(agf(s))+1-T)a§ ?(ag—(s))]dt (20 pues B es creclente)

se tlene
dk (s) dk_(s)
a(s)[B[—a(s)g—s ';(agi——-——)J-B[-a(s)g—S av(“2—)”#—045)2(1(5)35[0(5)3—52(s)]<O
s?bre (soms, so+c), pues
F (s)-F,(s)-k {s)-k (s)s| [F ~F_] | -(k -k )(s)<0 en (s -&,5 +e).

En consecuencla

dz
ds

(s)]<0 en (so—c,so+c). (3.28)

Lo que contradlce que z alcance su méxime en el punto interlor s,
Para el casoc de y maximal monétono neo necesarlamente de clase C1 la
expreslon (3.27) toma sentildo con c(s)zD, aproximando ¥ por Yoo
aproximacién Yoslda de y (véase, por ejemplo el Lema 4 de DM[1][2]).
Finalmente si so=|ﬂ|, (3.28) tiene lugar en (|Qf-g,|R]), lo que
implica que z' (|Q]|)>0 y contradice las condiciones de contorne. Por
tanto, un tal 5, 1° puede exlstir y (3.5)’queda demostrado.

La propledad (3.7) es azhora obvia dado que flff2 implica que [F1~F2]+ED
y entonces Yselo, |f1]]

kl(s)~k2(s)s"[kl—k2]+"=0 .-

Obmervacién 5.
La conclusidn del Teorema 1 es vallda para el caso mas general en

que u es solucién débil de la ecuacldn

) ai a (x,u, Yu)+B(x, u)=f (x) en (3.28")
donde al son funclones medlbles tales que

H
- a (x4, €€ 2Q0]§] ] € ¥(x,u, £)eRxR". (3.28" ")
i=1

(la demostréclén s6lo requiere una facil modificacién del Lema 1). De
hecho un argumento de este estilc permlie ver con clarldad la necesi-
dad de trabajar en el espacio de Orlicz-Sobolev H"A(Q).

En efecto, una hipétesis del tipo "V compacto HeRY exlste C=C(M) tal
que Q(]E|)|E|2 z C(H)|€]P ¥€eM y para algin m>1" permftlria_obtener la
comparacldn en masa del Teorema 1 entre ulewl'”(n) solucién de

L]
(1.1), (1.2) y uaew;'P(Q ) satisfaclendo
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o

~C div(|9v|TPov)+glx, V)=,  en @
En ese caso, el espacio de trabajo serfa el espacio de Sobolev usual
N;’P(Q) pero a camblo la naturaleza del problema simetrizado seria
distinta.D

Observaclén 6.
La estimacién en L” dada por (3.6) y su demostraclén parecen nue-
vas en la llteratura. Resultados inspirados en la misma filosofia aun-

que relativos a problemas parabéllicos pueden encontrarse en DM[1], [2]

y DI5l. La relacién (3.6) expresa que el operador
A:D(A)SL" (Lo, £1])) dado por
D{A)={ven® “((o, |a])):v(0)=0 ,v' (|a])=a} } (3.29)
_ _ d dv
Av=a(s)B “(S)Tig 7 ds ))

es T-acretivo (T-accretive en inglés, T-accretif en francés) en el
espacio Lm((0,|ﬂ|)). La consecuencia (3.7} ha sido mostrada por diver-
sos autores en casos particulares con respecto a lag hipétesis del
Teorema 1 (vease p.e. Ch(i] y Li[1] para el casoc de ecuaclones linea-
les y M[1], VI1], Mol1] y DI2]({3] para clertas ecuaciones no
lineales. En todos ellos el argumento para conclulr 1la comparacién
(3.7) es distinto al aqui introducide,

Observacidén 7.

La comparaclén puntual
-] W
ul(xJﬁuz(x) en (3.30)

es bilen conoclida (vease T[1], AlTr(1}) cuando uzeW;'A(ﬂJ se toma como

la soluclén de la ecuacién no perturbada
L3

—dv(QUW[)9v) = £ en (3.31)

y por tanto de naturaleza distinta a (1.1). o

Obsgervacién 8.

Es facil éomprobar que para Q dada para {(1.5) se tlene lim B(r)=+w
-3
y asl el Teorema 1 es vdlide sin restrlecién alguna sobre {l. Por el

contrarlo, para Q dada por (1.4) se tlene que lim B(r)=1 y la condicién
T
{3.4) es requerlda sobre fl. Tal condlcién es necesaria para la exis-

tencla de u, en el caso de B=0 (Ta[l]).tl

140



Los Coreolarios 1,2 y 3 resultan de la aplicaclén del slgulente

Lema 5. Sean y,z:[0,M]—(-w,+x) continuas c¢on yl(s) no creciente y

tales que
t L
J y(s)dssJ z(s)ds vtelo,M]. (3.32)
0 o

Sea ¢:R—%R continua y convexa con

ro=min{re(-m,m):¢‘(r)z0} {3.33)
Entonces
t L
j¢(y(s))dssj $(z(s))ds vtelo, t I. (3.34)
0 o
siendo
to=max{te[o,M}:y(t)zto} (3.35)

Demostracidn. Basta suponer ¢EC2(R) e yecl((G,M)) pues en otro caso
se regularizan ¢ e y pasandc al limite en la conclusién. Por ser ¢
‘convexa se tlene que

${a)-¢(b)=d (bl (a-b) Va,beR,
y ademAs como ¢'(r) es creclente ¢‘(r)20 Vtzro. Sea entonces tzto. Se

tlene que

L t t
[[dtyen-] peatsras = [# N ierzeies -
0 [+] 0

t t t
¢‘(y(t))f {y(s)-z(s))ds ~ J {¢"(y(s))y'(s)f (y(e)-z(c))do}ds
o] 0 o

pero como y es (mondtona) no creciente, tsto implica y(t)Zy(to)tro y
por tanto ¢'(y(t))=0- La conclusién se deduce ahora de la hipéteslis
(3'32)'u

Obeervacién 9.

El lema 5 en el caso particular de ¢ creclente (e.d. rO=D y enton-
ces t0=M) se suele atribuir a HLP[1] (veanse una demostracién en
B[Z]).D

Demostracién del Corolaric 1. Por el Teorema 1 sabemos que
B(ul)fﬁ(ua) por lo que basta aplicar el lema 5 a y(t)=ﬂ(ﬁl(t)L
Z(t)=B(G2(t)). La estlmacién (3.10) se obtiene tomando 4)(t)=tP p>l y
utilizando la equlintegrabilidad de w(ul) y w(ui) para cualquier fun-

cién monétona ¢. Por ultimo (3.9) se obtlene haclendo ptw.
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Observacidén 10.

Notese que si B es estrictamente creciente entonces (3.9) implica
que ”u1“Lm(Q)£“u2”Lm(Q*)' Dada la simetrfa radial de u, no es dificil
obtener estimaciones explicitas de ”uauLm(Q‘) en términos de adecuadas
normgs "fzqu(Q“) con g=p. Esto es de especial interés cuando se toma
52=f1 pues en esta forma se muestran "efectos regularizantes" {vease

p.e. T(1]. Mo[1], ALTr(1], etc)

Demostracién del Corclario 2. La ceonclusién sera consecuencia del

estudio de la cantidad R =|{u>0}}=u(o). Observemos que
u

- (o] . (4]
jR” BlUls))ds = J BU((t)))du(t) = J Bltydult) (3.36)
+(m +o

0
Supongamos ahora S{u)cfl. Entonces se tiene que Vu.n=0 en 30 y VUv.n=0

b —
en 892 . Por tanto, utilizando que Vu.n=0 en 42 se tiene que

| () = £G)axe | die(Ql|vu])udx
Q Q Q

:J FOdxe| QC|Tu])Tu. Bl (dx)
Q aQ -

=I f(x)dxwf ,f*(x)dx=J *B(v(xJde+J LAV QU] Tv[)9v)dx
Q Q Q Q

EI SBv(x))dzx.
0

En consecuencia

el . lal .
J B(u(@))d0=f B(u(x))dx%f *B(v(x])dx=J B(Y (o) )de.
Q Q

Q 0

Concluimos entonces que

e . (] s @ .
I B(u(o))dw=J B(u(a))dw—f B(u(a))doaj BV () )do.
aQ [s]

-3 )

Para todo se(0,|R]]. Veamos que |N(u){=|N(v)| o equivalentemente que

R zR donde de nueve R =[S(u}|=p(0) y Rv=’S(v)J=v(O). per reduccidn al

u v u

absurdo. Supongamos R <Rv. Entonces como p(0)=0 y B{(r)»>0 si r>0 se
u

tiene que

JIQI

Tomando s=Ru se concluye que

R R
. o el v
B(u(o))d¢=J BlUle) o= B(v[@)JdU=I B(V(e))do. vsclo,

s

2|1,



R
DEJ B (0))do
R

lo que contradice que B(v)>0 en [Ru.RV). o

Demgstraclén del Corolariec 3. Basta razonar como en D{2] Theorem 1.28.

Recordaremos aqui{ la idea de la demostracldén. En primer lugar se

homogenelza la condlclén de contorno Iintroductende  U{x)=h-u(x),
-]

V(x)=h-v{(x). Ahora eré'k(ﬂ), VEW;'A(Q } y 0=Ush, 0sYsh como se deduce

del principle del maxlmo para u y v. Ademis se tlene que

-div(Q(|VU[)}WU) + B(U) = B(h) en @, (3.37)
~div(QUUV])TV) + B(V) = B(h)  en @ (3.38)

con
A{r):=p(h)-p(h~r) VreR. (3.39)

"
El Teorema 1 puede ser ahora apllicadoe con flEB(h) en 9, szﬁ(h) en 0 .

de 1o que se concluye (3.7) e.d.

[ pEweanax s | @ ex (3. 40)
Q Q

. "
si ¢ es convexa y no decreclente. Supongamos ahora que v>0 en 2 . Como

~ #
B es estrictamente creciente 058(V)<g(h) en @ y asi

OsuE(U)MLm(Q)sﬂﬁ(V)HLm[Q“)<B(h):

es declr,
B(U)<B(h)=B(h)  en Q.

Como § es eslirictamente creciente concluimos que w0 en . Para
demostrar (3.17) se fija €0 y se utiliza (3.40) con ¢C(r) convexa

creclente tal que
b (r}=0 si osr=sB(h)-e y ¢ (B(h))=1 (3.41)

Se concluye pasando al limite en (3.40) cuando 0.

Observacién 11.
Es Interesante contrastar las desligualdades (3.13) y (3.17). En
ambos casos se trata de desigualdades "de tipo lsoperimétrice". Recor-

demos que la deslgualdad clésica isoperiméirica asegura que si D es

una reglén acotada de R" de volimen Ay s8] 8D tlene de area L entonces

LzNw;/"A("'“/N (3.42)

y la igualdad se tlene sl y sélo si D es una bola. En otras palabras;
entre todos los domlnios D de volumen fijado (=A) la bola es el

dominio que tlene menor superiicle de contorno (perimetro si N=2).
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3.2. Caso de B multivoco: Comparacién con el problema de obstaculo
inferior.

El Teorema 1 puede ser extendldo al caso de B grafo maximal
monédtono multivoco (recordaremos que el papel de B(u) lo Juega ahora

la funcién b mencionada en la Observacidén 3). Supongamos primero fiEO:

Teorema 2. Sean ﬂlmﬂ,ﬂzmnm. flGLl(ﬂ‘) como en el Teorema 1 y sean
ulew;'A(ﬂl) soluclidén débll no negativa de (1.1), correspondiente a f=fl
Sea bleLl(ﬂi), bl(x)eﬁ(ul(x)) cptxen1 el término reallzando la lgual-
dad en (2.10). Deflnamos Fl como en (3.1) y

i1
ki(s)=J- B (¢)do (3.43)
o
Entonces se tlene la estimacién (3.6). En particular

2 £
f1~f2 implica que b1~b2 ‘o {3.44)

La idea de la demostracién consiste en aproximar 8 por funclones ﬁA
tales que cuando A»0 las soluclones correspondlentes Uy verlfiquen que
uyu Yy Bh(uhlab (véase p.e. D[1] Theorem 2.20 para el caso de Q llneal
y DST[1] Teorema 1 para Q verificande la hipéteslis (2.11}).

Observacién 12.
En el caso del Corolario 3 una hipétesis natural es
B es unlvoco en r=h , B_(o)(:=inf{tef(o) })=0, (3.46)
y B no necesariamente estrictamente creclente. La conclusidén (3.16)
ahora se debe reemplazar por

=]
bv(x)>0 en 1 1mplica b(x)>0 en Q. (3.47)

Para demostrar (3.47) basta recordar que por el principloc del maximo
Osush, Osvsh y por tanto OsbuSB(h). Introduciendo U=sh-u, V=h-v se
tienen (3.37) y (3.38) donde ahora ia igualdad en las ecuaciones se
produce con las secciones de B(U) y B(V) dadas por B(h)-b vy B(h)—bv
respectivamente. Por Ultlmo (3.47) se deduce de nuevo por la
estlmacién en L®. Flnalmente la deslgualdad (3.17) (bajo la hipétesis
(3.46) tlene como resultado slmllar

[N(B) [s[NCb ). (3.48)

Tal como se seflalé en la Observacién 7 la comparacién puntual

# L]
ul(x)suz(x) en 0 se tiene cuando u, es eleglda como la soluclén
radlal sin término de perturbacién (B(UEJEO). El resultado siguiente

es de especlal lInterés en el caso de B multivoco pues asegura la
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comparacidn puntual con u, soluclon de un problema de tipo obstéculo.

Prescindiremos ahora de }a hlpdétesis fz0:

Teorema 3. Sean n1=n,n =Qn y fleLi(ﬂl). Sea ueW;’A(D] veri{ficando
T L]
(1.1) con f=fl y sea uzewdA(ﬂ ) solucion simétrica del problema de
obstdcula
-div(Q(|vv[)ov)af g7 (0) |, veo (3.49)
en 0
_dIV(Q(|VV|))+ﬁ+(0)—f2]v=0
donde
B, (0)=max{tep(0)}. (3.50)
Entonces
Z £ "
f1~fz implica ul(x)suz(x) cpt xefl (3.51)
Ademds
[NCu Y |=|N(u )| (3.52)
Y se tlene la caracterizacidén sigulente:
# B
|N(u2)|m|n | si £,(x)=B_(0)  opt xeq , (3.53)
NGw)|=0  si fn,(fz(x)~B+(0))dx20 y £,=8,(0) (3.54)

|N(u2)|=|n I—so, en otro caso,

siendo soe]|{f2-3+(0)>0}|,|nm|[ la Gnica solucién de Ka(su)=0, K, dada

por
8 ~

Kz(s):=Io(f2(9)-3+(0))d8. (3.56)

Demostracidn. Segulremos de cerca la demostracloéon inlclal de BM1]

(vease también D{1] Theorem 2.22), por lo que s6lo daremos las ldeas de

sus dlferentes etapas. La desigualdad equivalente a (3.18) es ahora

{t)
0= - _g¥ Q(|vu|)|vu)ax = J# {(F(s)-g* (o) )as - (3.57)
{u>t}» o}
Para Justificar tal modificacién hay que acudir a la demesiracion
detallada de (3.18). Se utlllza como funcién test

V=TL,T(U)

en la expresion (2.5) y en nuestro case (2.10) slendo t, >0 vy

Tt T:ﬁ—eﬁ definida por



| 0 si O=sst
Il,r(s) = ﬂ s-t gl t<sst+r {3.58)
4 sl t+r<s

La observaclén clave es que si befB{u) entonces
BOIT, (u(x) = B+(O)TL,T(u(x)) cpt xef (3.59)

pues 81 u(x)>0 entonces b(x)zﬁu(u(x))=5+(0) y sl u(x)=0 entonces
Tt rCU(X)J=O' La deslgualdad (3.57) se termina por paso al limite t-0.

El segundo ingredlente de la demostracién es la deslgualdad

~

du B
1 1 -1 1 ~
(S oyB [_T—y{“ J.O(flte)-ﬁ+(o))d9}» cpt selo,plo))  (3.60)

andloga a (3.20). El1 4nlco paso delicado es Justificar que la

integraclén de la deslgualdad similar a (3.22) conduce a (3.50). Ello
requiere mostrar que la funclén
k-]
k (s):=[ (F (0)-8, (01100 (3.61)
)
es tal que Klts)zo cpt selo,u{o)), sl p es la funcién de distribucién
de u, lo que se deduce ahora de (3.57).
El tercer paso consliste en demostrar que 52 derifica una expresién del
tipo (3.60) pero con lgualdad (al igual que en el Lema 4}.
Esto se deduce de la unlcidad de soluclones tras pasar el operador
diferencial a la varliable real 5=w"rH , r=|x|. Se obtlene asi que
daz 1 -1 1
ST (s)= a(s)B [ (5] Kz(s)] cpt se(o,vlo)), (3.62)

con u(t) funcién de distribucién de U

A diferencia del Teorema 1 la conclusién del Teorema 3 se va a deducir
directamente de (3.60)(3.62), e.d. sin pasar por problemas de segundo
orden. Basta integrar (3.60) y (3.62) en el intervalo (s,[{ul>0}|)

para cbtener que

[{u1>0}1 , .
B T B_l(ETET_Kx(G))dU si se[o,|{u1>0}|]
Gl(s) (3.63)
0 51 se[|{ul>0} s Ql]
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[{u2>0}l
= J T B“(ETéT—KZ(c))dw si selo, [{u>0}]]

EZ(S) 8 (3.64)
=0 si se[|{u2>0}|,[ﬂ[]

S f25ﬁ+(0) (3.64) asegura que 5250 y (3.53) queda praobado. Veamos
(3.54). La funclén K, es céncava pues xézfzwﬁ+(o) que es decreclente,
De la definlcidn de ?2 se tiene gue K, s egstrictamente creciente en

(0.|f2>ﬁ+(0)|). constante en (|{f2>ﬁ+(0)|.|{f228+(0)}|) y estrictamen-

te decreciente en ({fEEB(O)}|,|Qm]). Ademas x_(0)=0 y

€
" + a
K2(|Q f)=J§m(f2—B {0))dx. Entonces si KZ(IQ [1>0 se tlene que x2(5)>0

)
vse(0, |0 |1 y por (3.62) deducimos gque

~

du
2

ds

(uo)-e}>0 ¥e>0 suflcientemente pequefio.

~ L 3
Pero uaECI((O,Iﬂ [T v asi v(0)=|q |- Supcngamos ahora que
j ,(fz(x)—B+(0))dx<O y |{f2>8+(03}]>0. Es claro que i{u:>0}|>0 pues en
a "
otro caso ha de ser fa<B+(O) en 1 . Por la descripcidén de Kz existira
. .
un dnico sae(|{fazﬁ+(0)}i,|n |) tal que Ka(s)>0 si O<s<s,, n2(50)=0 y
3
Ka(s)<0 si s<so<|ﬂ |- Por tanto de (3.62) se tlene que
du
2
ds

(so)=D

y como Gz es no-creclente se tlene que so=u(0).
Finalmente, por la hipétesis fiffz se tlene que
x (s)sk_(s) vselo, |0]] (3.65)

y ademds se vié que Ki(s)zo Vse(o,u(0)], por tanto so(=v(0))2p(0),
lo que prueba (3.52). Por ultimo la comparaclén (3.51) se deduce ahora
de (3.63),(3.64) y (3.65).

Obgervacién 13.

De (3.63) y (3.64) y la Lipschitclanidad de B™' se deduce que para
todo 1spsw existe C>0 tal que

||u1-u2HLP((0' o)) = CHFI-F'ZHLP((O’ ) (3.66)

con F1 definidas por (3.1) (y fl no necesariamente tales que?flfsz

B
Un corolaric inmedlato del Teorema 3 resulta al tomar £}=f2 y f2=f1
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pues entonces la condicién para tener |[N(u}|>0 de traduce en

Jn(f(x)~B+(O))dx<O ! (3.67)

3.3. El problema del sbetaculo superior.

Consideraremos ahora el problema del obsticulo superior

-div(Q{|Vu|)vu)+H(u) = f , u=l

en {1
(~div(Q(|Vu|)Vu)+H(u)-£) {1-u}=0 {3.68)
u=0 en 4N (3.69)
donde H(u) es tal que
H(u) es continua y nodecreciente, H(ou)=0. (3.70)

El problema (3.68), (3.69) es de una naturaleza distinta al pro-

blema de ¢obsticulo inferlor uz0 pues la condicidén de contorno expresa

que ahora el conjunto de coincldencla {u=1} se encuentra en el Inte-
rior de . Observemos que sl u es soluclén fuerte (3.68) se puede es-

cribir, equivalentemente

-div(Q(|Vu|)Vu)+H{u)+B{ulef en 0 (3.71)
<on
0 sl r=sl
B(r)= {0,+m) s} r=1 (3.72)
a 51 r>1
Teorema 4. Sea
fel' (@) , f(x)20 cpt xen (3.73)

Supongamos o bien (3.3) o bien (3,12).5ea UEW;'A(Q) solucién fuerte de
(3.71) originando el conjunto de colncidencia I dado por
I:={xe:ulx)=1}

Supongamos que
I div{Q{|VYu|)Vuldxz0 (3.74)
I
Para se(0, |Q|1 definamos

. |ﬂ| 1 ~1 1 IFGSN
C(S)."Iﬂ ""&“—(—g‘j‘ B [""&“ET . f(B)d@]da‘ (3.75)

Entonces, o blen [I|=0, o bien |1|ss , donde s €lo,[Q])] es la tnica
solueidn de {(s)=1.
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L
Ademds, si vew;’A(Q ) es la solucidén del problema de obstdculo

#
~div(Q(|Vv|)uv)sE” |, vst en g’ (3.76)

(—dlv(Q(]Vvi)Vv}—fﬁ)(l-v]=0
slendo
0 51 0<w |x|HSs
# n o]
() . . .
f(wH|x{ —so) si so<wN{x| ss (3.78)
Entonces se tlene que

1] s|{v=1}]. (3.79)

Demostracién. Por el principlo del méxlmo se tlene que Osu(x)sl
cptxe. Multlplicando (3.71) por v='I‘t T(u) con T} < dado por (3.58),
dlividiendo por t y pasando al limlte en T—0 se obtlene que
0s - -5 [ aqvuy|vu)Pax = [ £00-bOOI-Hulx))dx
dt
{urt} {urt} -

con beLi(Q), b{x)ep{u(x)), realizando la lgualdad en (3.71). Pero como
usl

J f{x)-b(x)-H(u(x))dx = I £x)-H{ulx)))dx - f div(Q(|Yu|)vu)
{wt} {reu<a} I

Por otra parte por un resultado blen conocldo de Hardy-Littlewood

(véase, por elemplo D[1] Theorem 1.25 11) se tiene que

[af_ (-1
J; £x)dx = j GONCTIRUE I“ F(s)ds

teuc<i } 0 0
En consecuencla, por la hipétesis (3,74), como H{u)=0, se concluye que
d ) (SEIR S
0% — —— I Q| vu])|vu|"dx = J“ f(s)ds
dt
{u)t} 0
Aplicando (3.19) se obtlene

du Lo 1 bl
- —ge—(s) = “!S)B [ (57 J; f(e)de] cpt se(|I],|a[) (3.80)

Integrando (3.80) entre |I| y |Q| se concluye que

=g 1), {3.81)
Fero de la deflnicidén de £ se deduce que { es estrictamente decreclen—
te y que §(|Q|)=O. Por (3.81) C(O+)21. Entonces existe un unico s, tal
que §(50)=1 y por {3.81) se ha de tener |I|SSU
Finalmente, —div(Q(|Vu;)vV)=f” en {v<l}. Utillzando la simetria de v
escriblendo el operador en términos de la varlable s=riH , r=[x| se

tiene que {v=1} es regular y por tanto (3.74) se verifica con igualdad.
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Ademas, se tlene

- .
Jof (¢)de = JO °F(a)ds).

En consecuencla,
1=¢(|{v=1}])
y asi |{v=1}|=so‘ Entonces
1 sl erﬁ
(3.82)

W

v(x)= |n| g8 W ow
[ . _a%ET B‘Wﬁ J 9 ¥(g)de) s1 xe@ -1 ,
MES 0

# [}
slendo I la bola centrada en el origen con |I |=s0 lo que termina la

demostracidn.

Observacién 14.

La distinta definlcién de las funciones K, (en el Tecrema 3) y &
en el Teorema 4 ponen en evidencla un fendmenoc notable a nuestro Jjul-
clo: La medida del conjunto de coincldencla depende de manera fundamen-
tal de la dimensién del espaclo N en el caso del problema de obstéculo
superior, mientras que en el del obstaculo inferior no aparece N en la

caracterizaclén de |I| por medio de Fi

Observacién 15.

La deslgualdad (3.81) puede ser utilizada para obtener condlclones
suflclentes para que |I|=0 (vease SM[1] p 25), Sefialemos también que
(3.74) es una hipdtesis de regularidad scbre 8I, pues cuando 8] es lo
suficientemente regular como para poder aplicar el teorema de Green
(p.e. 81 Lipschitz) entonces (3.74) se verifica trivialmente (con la
lgualciaci)vD

Observacién 16.

El problema del obstaculo superior aparece también asociado a obs~-
taculos inferlores ¢ tales que ¥|yg=-1. Sea t*el?(a) v sea UEH:)(Q)
tal que

-au = %, U20, (-BU-F)U=0 en Q.
Entonces es facil ver que
u: =1-U+y
verifica



-Ausf , usl , (-Au-f)(u-1)=0 en Q
con

£i=by-f.

Observacion 17,
La cuestidén de sl es posible comparar (en masa) u con la solucién

del problema radial estd, a nuestro saber, abiertam

Observacidén 18.

Los criterlos sobre exlstencia o no exlstencia de N{u) o de los
conjuntos de colncldencla I, y las estlmaclones sobre la medida de
estos conjuntos complementa resultados de existencia y no existencla
obtenidos medlante la comparaclén con adecuadas super y subsolucliones,
(Vease por ejemplo AD[1],DI{1], (2], {4],DHn[1],DHr[1],DSTE1]y DV[1])

“tal técnica de comparacién  puntual permite obtener también
estimaciones sobre la locallzacién espacial de los conjuntos N{u) e I.
Sefialemos por Qltimo que las funclones de comparaclén (super y

subsoluciones) son usualmente tomadas con simetria radial

Obgervacidén 19.

Otro punto de vista diferente ha sido introduclde por C. Bandle
[1]{2) y F. Pacella y M. Tricarico PT[1]. Con el fin de poder comparar
la solucién del problema (1.1}, (1.3) (con g=0) con la de otro problema
con condlciones de Neumann, estos autores utilizaron la noclén de
a~simetrizaclén de una funcién en lugar de la simetrizacidédn esférica
aqui utllizada., Ahora la funcldon o-simetrizada Cau es una funcién
esféricamente simétrica pero definlda Unicamente sobre un sector de
amplitud o. El resultado obtenido es una comparacldn puntual de tipo
C,usv. en el sector cm(n) de medida |Q| y amplitud «elo,H/z] adecuada y
v satlsface condiciones de contorno homogéneas de tipo Dirichlet sobre
el trozo de casquete esférico y de Neumann sobre los hiperplanos late-
rales (vease también LPT[1] y BP[1]).

A



4. Desigualdades lsoperiméiricas para el problema de Capilaridad.

En esta secclén abordaremos el caso de condiciones de contorno de
tipo Neumann (1.3). En todo lo que sigue, para simplificar la
exposlclén supendremos

g{x)=geR (4.1)
En el caso de condiclones de contorno de Dirichlet estas han sido
homogenelizadas de manera slstematlca con el fin de apllcar el Lema 2

que resulta o blen de la propledad de ¥olya -Sezgo

= 1,A
J « Al|Vu {}dx = I A(]|Vu]Jdx Yuel ') (4.2)
Q N

o bien de la férmula de Fleming-Rishel y la deslgualdad Isoperimétrica
clasleca (3.42). En el caso que nos ocupa se tendra que la traza UIBQ
no es nula, slendo desconocida "a priori” por le que (4.2) no puede
ser utllizada. Por el contrarlo sigulendo M5(J[2] verémos que el otro
camino antes sefialado conduce a buenos resultades. En lo que sigue
supondremos la propledad geométrica

existe C>o0 tal que
HN_I(aEnaﬂ) = CPQ(EJ (4.3)

para todo medible Ecfl con |E|<%|QI ,
Aqui PQ(E) es el perimetro (en sentido de De Giorgl) de E relativo a Q
dado por
N
_ L o N 2
PQ(E):—Sup{|jEd1Vde|.w = ... delC )", Tyl sif , (4.4)

1=1
51 llamamos

[
C = min{C:C verifica (4.3)}
el Tecrema isoperimétrico de De Glorgl (DeGl]) y la propledad (4.3)

arrojan la cadena de desigualdades

mln(H-“/N4|Ei'|n_E|} = |EI(H—1)/N < m__}___ P.u (E) =

Nwl/ﬂ R
1 i :
— (HH_l(aEnaQ)+PQ(E)) 1 T (C+1)PQ(E) . (4.6}
NwH NuN

En consecuencla en 1 .se tiene una desipgualdad isoperimétrica relativa

con constante
# 1
C s ——— (C+1) (4.7}

1/N
Nw
H



Desgraciadamente ahora no es blen conocide el tlpo de dominios que
realizan la lgualdad en (4.6). Ndtese que sl OENdRQ = @ entonces
PQ(Q=PRN(E). Sefialemos también que la condicién (4.3) no es satisfecha
sl 4Q tlene puntos cusplde pero una alternativa puede ser dada (S [1).
Sea ahora ueW'*(Q) una solucién débil de (1.1),(1.3). Deflnamos

1
k = inf{teR: [{u>t}| = 5[al} (4.8)
(notese que k puede ser negativo). Introduzcamos
W = u-k s wi=[w]+ , w2=[w]_. (4.9)
y sea
]
A=C Nw:{m (1.10)

Conslideremos ahora los problemas de Dirlchlet simétrlcos

~d1v(Q(|Tv, [)0v) + AB(v, k) = Aff en 0, (4.11)
n £

-div(Q(|vv | v, - AB(-Av_+k} = Af] en /) (4.12)

v=0 enaq. (4.13)

donde fﬁ?z representa una bola centrada en el origenry tal que
L
102) =10 2.

El sigulente resultade ofrece una comparacién simllar a la del Teorema
1 para B continua no decreclente.

1 A 1,0 # # #.9
Teorema 5 Sean feL (Q), flel (/) con £20, £ =(f) tales que, o
blen se cumple (3.3), o bien

u # k-1 N1
sup—m—(_:—lm[max{ffl(e)de.f?_(a)dmgg:/cw)s“ ,jwfie)de+g_(C/é )ﬂﬁlim
S 0 Q o —m
#t
(Cy C dadas en (4.5) y (4.7)) (4.14)
-
Sean vlewé'A(ﬂ/O verlficando (4.11) y (4.12). Introduzcamos
wl(x)=Av{(x)
Deflnamos tamblén
S " 3 -
KI’I(SJ=jOB(w1(0‘)+de0" LK, ()= fomwimmdv (4.15)
K, ,(s)= EB(-GE(um)da K, (s)= I:B(~W2(¢)+k)dw (4.16)
5
F (5J=J f (0)do+g (C/CNJS(N-“/N, F (s)=JSf #(U)dU (4.17)
1,1 ot - 2,1 o *
5. ¥ (=110 ~ ¥
F, 2(5J=J £_(o)dorg, (C/C s o F,t8)=[ F Merae (4.18)
! 0 ' 0

'
[

B(r)



Entonces se tlenen las estimaciones

“{K1,1_K2,11+HLW((0. Qf) = ||[F1.1_F2,|]+”Lm((0, Q) (4.19)
En particular si
~ § 5. Lo (N-1)/H
F "o)ge = J'f (c)do+g (C/C )8 vse(0, |a}) (4.20)
ot 0 * - 2

se tiene que

Blu +k) < BW +k) (4.21)
y si
J‘SF ¥ oo = _[SF (c)da+g (Cr )g NN vse(0, |a)) (4.22)
o 2 o * 7
entonces
Bl-w,+k) > B(-W +k) . (4.23)

Observacidn 20. Antes de segulr expliquemos um poco el soflsticado
enuncliado del Teorema 5. En primer lugar sefialemos que no se pide
condiclén de positividad a u. La necesidad de renormalizar con A de
problema simétrico (4.10) nace de las limitaclones de la deslgualdad
isoperimétrica relativa. As{ no es dificil comprobhar que A=l
corresponde a cuando se tlene la desigualdad liscperimétrlca cléslca.
En otro orden de cosas seffalemos cque

S(w1)=}u>kF . S(w2J=}u<kF y S(wl)uS(w2)=ﬂ (S(. J=soporte}

de ahl que se tenga

J Blu(x))dx=| Blulx))dx+| Blulx)ldx=] Blw_ (x)+kldx+] Blw_(x)+k)dx

Q S(w, ) S(w,) s(w ) st )® :
El primer término del anterior sumando ge estima por medlo de KaI(S)
con ss[Q|/2 y el segundo por KZ.Z(S) para s4[{Q|/2. Es de resaltar
tamblén que el datoc de contorne de Neumann g interviene en el problema
radial como un término fuente y que es posible tamblén tratar el caso
de g(x) no constante, en cuyo casc en el problems padial aparecen los
reordenamlentos decrecientes (N-1)}-dimensionales de g, vy 8. (vease

MS{ para un tratamlento del caso B=0).

(]
=



Veamos algdnas aplicaclones del Teorema 5.
Teorema 6. Supongamos la hlpdtesls del Teorema 1 (en concreto (4.20})

y (4,22) Entonces para toda la funcidn convexa no decreciente ¢ se

tlene que
J $(au(e))do = J $(BAH (o) +k)do vselo, |9|/2] (4.24)
o o
lal |af-s - _
J $EBluler))de = I $(-B(-W_(8)+k))de vsel|Q|s2,0] (4.25)
B a

(afiadir a la parte del Teorema 6).

En partlicular, si uz0 se tiene que

18Cu) | ) SIBOW, 7o) | o (v @i A (@ /2) verificando (4.11) (4.26)

y sl B(s)=s, entonces para todo l=p=+w

lu-kl P, = A[“V1"Lp(n°/2)*”Yz"Lp(nm/2)] (&.27)

Demostracién del Teorema 6. Por (4.21) y (4.23) sabemos que Vse[o,_gll

J'B(G (¢)+k)de = J's(ﬁ (@) +k)do (4.28)
0 1 a 1

—f B(-w_(¢)+k)do = —I B(-l_(c)+k)de (4.28")
Q 2 Q 2

Por  otra parte sl Dsss|ﬂ|/2 sabemos que U(s)>k. Utllizando que

~ o
{u-k) =(u-k)  se tlene que
j Ali(¢))de = j B((u-k) (¢)+k)do = f B3t (¢)+k)do = j Bl (0)+k)do
0 0 o ! 0
y entonces por el Lema 5 (con M=|0|/2 y t0=0) concluios que

f¢wmwnmasjwmeHMMa.
a o

S1 se((0]/2,9] entonces U(s)sk y asi utilizando ahora que

~ ot
(uls)}-k)_ = (u-k)_(|2]|-s)



se concluye gue

la] . lal la| .
—I B(l(c))de =—f B(~(U(e)-k)_+k) =—{ BE_(|)-0)+k))do =

: a

Aplicando de nuevo el Lema 5 con M=|Qj/2. t,=0. y(s)=—B(G(|ﬂ|—s))
2(5)=~B(—§2{s)+k) se llega a

Q|

|a]-s [9-s
B(-i_(8)+k)do = I -B(-ii, (8)+k))de (a.28"")
Q o]

al-s fal |aj-s
IO ¢(—ﬂ(—w2(9)+k))dGmJﬂ¢b6(U(¢)))dasjo C-B(-_(0)+k1)de.  (4.29)

(afiadir a la parte 4.29)(justo antes de la cobservacién 19)

Finalmente, sl uz0, operando como en el Corelario 1 se deduce (4.26)
toda vez que

~ # ~ ~
[BtwIf = q)=BLulo])=]8(u )"L”(n"/2)=ﬁ(“[°])=B(“)HLM((0,Iﬂl/z))' Si por

otra parte B(s)=s
Q72 . (a2 N
I {u—ktpdx = J |w1| dx + j |w2| dx
9] o o

y (4.27) resulta de (4.24) y (4.25).

Observacién 21. Conoclendo 1la estructura de B es poslble estimar
expllcitamente el término de la derecha de la desigualdad (4.27).
Sefialemos también que =al lgual que en la Observacién 7 las

comparaclones puntuales

# W W
wl(x) 5 wi(x) xefl

son poslbles cuando en el problema radial se prescinde del término de
absorclén, (Vease MS[2]). La generallzacién a ecuaciones satlsfaciendo
(3.28") y (3.28'') slgue siendo valida.

Para la demostraclén del Teorema 5 seguiramos también una cadena de
Lemas
Iema 6. Supongamos las hipdtesls del Teorema 5. Entonces

(t} N

(t)
d 2 1 -~ 1 ~
0S¢ Q(va1|)|vw1[ dx= f(s)ds- B (v (shds-gH (T ). (4.30)
{w1>t} 0 0



d 2 2(t)~ 2(t) ~ t
OS—EEJ- Q(IVw2| )Iszl deJﬂ (f—)(s)ds-i- Bk(—w’z.(S))dS—gunul(rz) {4.31)
{w2>t} 0 0

Il

siendo

Bk(r)=B(r+k) (4.32)
pl(t)=funclén de distribuclén de w,

F:n{xsaﬂ:(hraza de wl)(xJ>t} (4.33)

Pemostracién, Multiplicando 1a ecuacién (2 1) por v=T (w ),

dlvidlendo por t y pasando al limite cuande 0 se obtlene

d 2 ~ t
— —— QU | )| VW | %dx= f(%)dx- Bluwix)dx-gH () (4.34)
dt I{w >l} 1|] 1i ng >t} {w >t} N-1 1
1 1 1

donde se ha utilizado que

= = 2 =, =
Yu=%w , Vw.Vw1 [Vw1| B(u)TL’T(wl) B(w+k)Tt’T(w1) Bk(wl)Tt,T(wl)
asl como que
1 wi*t
TJ‘ eT, (wph (o= g @0 s [ o e
an {xeaq: v >t+r} {x€d@: t<w strTh
1 1

Por dltimo basta apllicar propledades conocldas de ;1 y B, para obtener
{4,30), La demostraclén para W, sigue pasos simllares pero ahora

observando que

2
Vw.Vwa=—|Vw2} , B(u)TtIT(wzJ=B(—w2+k)T}'T(w2)=Bk(—w2)Tt'T(w£. o

Lema 7 Supongamos Q y f tales que, o bien se cumple (3.3), o bien
13
C B =
sup {[———~———-I f(B)dG] + g_C}ﬁlim B(r) (C y C dadas en (4.5)(4.7))
o

>0 S(N-l)/ﬂ oo

Entonces cpt se(o, |R}/2) se tiene

dw s .
1 -1 1 2 ~
- (s) 5 B ( § {J' f+(9)de~J AL (6))de} + g_C] (4.35)
o (s) ¢ (s) Yo 0
b
d‘: B B
1 -1 1 - ~
- (s) s — B { ——— {| f_(8)ae | Bfw (0))do} + g c}
ds a (s) o (s) Jo J‘o Kz } *
slendo



a — -]
@ (§)zmmim g WHIN (C dada en (4.7)). (4.36)

C

Demostraclén. Per los resultados de MS[1] (Section 2) se obtiene que
- u (%)
1 -1 1 d 2 A
B [_ S e e dx].(4-36 )
Pn({w1>t}) Pn({w1>t}~) dt {th 1 1

b

Utillzando (4.30) y la desigualdad {4.3) (r:={w1>t}nam se llega a

1 s

- 1 Jul(t)~ r(t)N
1= B |- f,(8)de~ (w (8))de+g_CP_({w >t )}
P ) [ Pn({w1>t})[ ot L 8. CPaUw >t}

Basta ahora utilizar la deslgualdad isoperimétrlca relativa (4.6), la

monotonia de B e Integrar como en el Lema 3 para obtener (4.35).

Demostraclién del Teorema 5, Expresando el operador diferencial en
términos de la varilable szwﬂru, r=|x| se tliene

-~

dv, 1 | © Ny el v(8)
T Tds (s) = o(s) B (s} J- [f1(6)_8n[ 1/N ]]de"
V] CNmH
como a(s)ﬂCme;/"um(s). se concluye
aif s s
1 1 -1 1 ~3 ~
(s) = B ( #*(e)de-{ g _(W(0))d0 ]
ds ocm(s) aﬁ(s){J‘o '[o k t

Similarmente a la demostraclén del Teorema 1 se sigue que

@ u d dkl,x
o (s)B[—a (s)—5 ?[T(S)]]+k1,1(3) s F (s) en (o,i_i;l)
kl.1(0)=0
Ademds de la construcclén de v, se deduce que
w (s)=0  vsel|a|/z,|a]]
por lo que como 8(0)=0

kf,x(ﬁgl):f’

Finalmente k21 verifica (3.26) y la estimaclén para ic1 , Y k21 se

concluye por reduccioén avl absurdc. Analogamente se procede con k1 .Y

2,2° O



Obtendremos ahora algunas deslgualdades de tipo lsoperimétrico
para la frontera libre. Para fljar ldeas nos centraremos en soluclones
u no negativas. Existen dos casos distintos segan que k>0

(«|N(u)|<]0]|/2) o k=0(a|N(u)|z|0|/2)

Teorema 7. Sea B estrictamente creciente, B(0)=0 y feL1(ﬂ). Sea u
n
solucléin no negativa de (1.1),(1.2). Sean vtewl'h(ﬂ ) solucidn de

(4.11) con f? veriflcando (4.20) , f?zo ¥ vew'' (0 ) solucisn de

1 2 2 # 2 C ”
- div [Q(X|Vv| )Vv]+A Blvy=-A"(f_) -A _CTTg)ZI_ en g (4. 37)
v=k en anu . (4. 38}
z
#
En el caso de k>0 y sl vz0 en Q@ se cumple que
"
v>0 en_%_ implica que w0 en Sl (4. 40)
y ademds
[NTu) [s|NCv)]. (4. 41)
Demostracién.

Supongamos ahora k>0. Definlendo fg tal que

s s " -
J fa(a)da =I f_(@)d0+g+(C/C JS(N 1N
0 0
se cumple (4.23). Pero si W,=Av_ con vzewyA(ﬂ) verificando (4.121)
entonces, por la unlclidad de soluclones, vzmsz+k.
Observamos tamblén que

N(u)={xefl:w (x)=k}

Ademés, —B(—Q2(0)+k) es no creclente o y GZSK pues uz0 por hipoétesis.

Aplicando el Lema 5 se concluye que como 8 es estrictamente creclente

vyl L= gy=l¥,l =, L;_,l)sllwzﬂﬁo, L‘{l) (4.42)
2

]

Entonces sl v>0 en 1 ha de ser Wz(x1<k y por (4.42) N2<k en 2 lo que
2

afirma que N(u) es vacio. Analogamente, tomando ¢=¢€ convexa creclente

veriflicando



¢ (r)=0 si Osrsp(k)-e , ¢_(B(k))=1

¥0<e<k, de (4.28'") y el Lema 5 deducimos haciendo s=|1| que
In¢e[—B(—wz(x)+k)+B(kJdesjnm¢c[-ﬁ(—wz(x;+k)+a(k) dx

sidy
{xeQ :B(-W, (x)+k)<e}

Por tanto como ¢E(.)ZD y B es estrictamente creclente

NG| =[{u =k} = $, (B (k) dxs|{xeq: B(v(x))<e}|.
{w, =k}

Haclendo e¥0 y como B (0)=0 se deduce (4.41).

Para terminar establezcamos una desigualdad de tipo isoperimétrico

para el problema de obsticule

~div(Q{|Vu|)vul=f , wo

en (4.

(-div(Q(|Pu|)Vu)~f)u=0

Q(|Vu|)Vu.n=g en 4n. (4.

Teorema B. Sea felL'(Q) Yy sea ueW M (Q) solucidn rfuerte de (4.43)
(4.44). Supongamos (3.3) o bien (3.12). Sea I el conjunto
colncidencla

Ii={xefl: u(x)=0}

¥ supongamos que

f div(Q(|vu|)Vu)dx=0 {4.
1

Para se(0,

fi|] definamos

-1

|als2
W(S):ZJE 6] B

Por dltimo sea k>0 satisfaciendo (4.8} y supongamos

Wwi0)>k. (4.

Entonces necesarlamente
|I|<s
0,k

con s rafz unlica de
0

wis )=k. (4.

0,k

Demostracion, En primer lugar observemos que sl u es solucién

(4.43),(4.44) y si keR dado por (4.8) es tal que k>0 entonces
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funcién w2=[u—k]_ verifica que
wzsk c. ¥p. xell
I={xeﬁ:u(x)=0}={xeﬂ:w2(x)=k}

Argumentaremos ahora como en el problema de Plateau de obsticulo

superlor. La inecuaclén (4.43) es equivalente a la ecuaclén multivoea

-div(Q({Vu])Vu)+B(u)af en Q. {4.49)
con 8 dado por
o] sl r>0
Blr)= { (-w,0] si r=0 (4.50)
2 sl r<o,

Multiplicamos la ecuacién (4.49) por Tt r(wzl y observamos que

2
Vu=w vy Vw.Vw2=—|Vw2|.

Dlvidlendo por T y pasando al limlte cuando 140 se obtlene

d 2 t

— | v |)|uw |* = {f (x)-b(x) Jdx-gH_ (')

dt J.{w >t} 2 2 ’[{w >t} H-1" 1
2 2

con bELl(ﬂ). b(x}eB(u(x)} cpt xefl. Pero

j (£ ()=o) o= (£ G0)=b ) e (£ ()b () k- [d1v (@ | vu | ) T
{w, >t} {wzmk}u{k>w2>t} {k>w2>t} I

=] fx)dx
{k>w2>t}

Pero por la propledad de Hardy-Littlewood

(2] RN
-f{x)dx = (~£)(s){x Jds = Ju (-f)(s)ds
{t<w2<k} Jo {t<w2<k} o

En consecuencla, obtenemos

@il
Os—d—tJ- Q(|vw_|)|vw |2c1xsjJua (~f) (s)ds. +gH_ (r")
2 2 N-1 1
{w >t} o
2
Por los resultados de MS[ | se obtlene (4.36') para W tanto
uz(t)

()1

-1 1 2 s

1= P e B [— P ST [ (—f)(a)dmgcpn({wan})].
2 Q1

0
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Por la desigualdad isoperimétrica relativa (4.6), la monotonfa de B‘H

tras integrar se obtliene que

dw B-l | ;
BT PREES. o [—,-t,l—qj (-F1(0)d0-g(S)s

a (s) a (s) Yo C

I
(N—l)/N)

casl para todo se([I},|R])

(4.51)

Integrando (4.51) entre |I] vy lgl y recordando que w2(1ﬂ|/2)=0 se

obtliene
ks (1))
Finalmente, observando que kS”uan(n) deducimos que
necesarliamente ha de exlstir un (dnico) So.k tal que
k=w(smk)

y como (¢ es estrictamente decreclente ha de ser |I|5s0 e

entonces
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