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1 La calidad frente a la polémica estéril: puro versus apli-
cado

La clave de la aplicabilidad de un resultado matemédtico radica en su calidad,
independientemente de si ha sido concebido en aras de una aplicacion concreta.
La vieja polémica entre matemdtica aplicada y matemdtica pure, ya iniciada
con el cruce de insinuaciones entre Jacobi y Fourler a principios del XIX! me
parece estéril e infructuosa. Tampoco es nada atrayente la cuestidn de si se
deberia matizar entre matemdtica aplicade y matemdtica aplicable. Cuando
las matemdticas involucradas son de calidad se pierde toda distincidn y lo que
las caracteriza es su unidad, su potencia y su universalidad. En una primera
aproximacién se podrfa decir que la matemdtica es buena si sobrevive y es mala si
lo mas correcto es ignorarla antes que desaparezca de la escena. Obviamente esto
es excestvamente vago. s claro que la nocién de buena y mala matemética es
casi una cuestién de gusto personal, como lo prueba la provocadora y dificilmente
respetable toma de posicién de algunos matemdsicos relevantes (véase Halmos
[28]). En cualquier caso, parece haber un acuerdo comtin sobre lo que son
matemditicas buenas y las que no lo son. Alguncs autores se atreven a hacer un
listado de los criterios que definen una buena matematica (véase Saari [30]). Yo
prefiero mantenerme en una cierta ambigledad consensuada.

Vase, por ajemplo, Dicudonné [19).
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En realidad, la compleja dialéctica entre ciencia pura y ciencia aplicada no
se limita al campo de las matemdticas y es uno de los problemas mds profuridos
de la historia cientifica. De hecho, tal polémica a veces viene enunciada en
términos de ciencia versus tecnologia, reservando a la primera un caracter puro
y asignando a la segunda, de manera conceptual, el pape! de clencia aplicada 2

Volviends a la calidad como alternativa a esta polémica, es de sefialar que ese
espiritu congeniador no es nuevo y ya Leonhard Euler, uno ce los mas grandes
“matemAticos aplicados” de la historia, nos decia en 1747 (Euler [22], 1.2, pp.
G3-63):

. ni el autor es perturbado por la autoridad de los mds grandes
matematicos cuando declaran algunas veces que la teoria de niimeros
es sin embargo indtil y no merece investigacion. En primer lugar, el
conocimiento es siempre bueno en sf mismo, incluso si parece alejado
del uso comun. En segundo lugar, todos los aspectos de la verdad
que son accesibles a nuestra mente estdn tan cerca unos de otros
que no deberfamos rechazar ni siquiera los que no tengan utilidad.
Ademas, incluso si la demostracion de alguna proposicion no parece
tener un uso inmediato, sucede con frecuencia que el método por el
que ese problema ha sido resuelto abre el camino al descubrimiento

de resiltados més dtiles.

Fuler conocfa mejor que nadie de su tiempo la intimna relacién entre 1a “natil”
teoria de nimeros v el calculo de perturbaciones para el estudio de las trayec-
torias de los planetas®.. El ejemplo de Buler no es el dnico, ha habido, hay y
habréd casos como el suyo: los més recientes de von Neuwmann y Wiener son
reivindicados por los defensores mds radicales de la matemadtica pura y de la
aplicada.

Hubo una época en la que esa pretendida separacidn entre las llamadas
mateméaticas puras y aplicadas era ficticia pues los matemdticas cultivaban am-
Los enfoques, ademés de otras clencias. La separacion se puede decir que alcanzd
su méaximo con la irrupcidn de la matemdtica més abstracta desarrollada por

=

¢l grupo Bourbaki aunque algunos, como Auslander y Tolimieri [5}, sitian ese

2 Aunque la poldiuica tiene un interés actiml {véase, por gjemplo, Sinchez Ron [51]). fiene an-
tecedentes lejanos que se ranontan al siglo X, Asi nos lo describe ol ingeniero dirabe Al-Farabi
(870-850) en ¢l avticuto [T de su tratado (1 en o que se reficre ala diffcit fransicin entre teovfa y
prifetica.

3nli probinca adutiracion por la lgura de Euler me fue ueuleada, hace ya tiempo, por Alberto
Dou. estadioso ¥ traductor de su obra (véase Dou [23]) y por Amable Lifidn, pura gquicn Euler os
i constante referencia por sus pioueras ¥ profundas aportaciones a ln mceednica de fuidos.
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méximo en la época posterior a la Segunda Guerra Mundial y con la selec-
tiva politica cientifica, en especial en el campo de la matematica aplicada, del
gobierno de Estados Unidos.

Von Neumann expresaba en |41] su preocupacién ante situaciones limite:

Las ideas matematicas se originan empiricamente...; una vez que
son concebidas, el tema comienza a tener vida propia... Cuando una
disciplina matemética se aleja de su origen empirico... se vuelve cada
vez més guiado por la estética; si el alejamiento es descomunal, o si
se alcanza una gran abstraccién, el tema matemdtico estd en peligro
de degeneracién.

Afortunadamente, hoy dia ambos enfoques vuelven a tener numerosos puntos en
comfin con un rico intercambio de ideas?. Bastiones de la matemética pura estén
hoy proximos a las aplicaciones y asi, a modo de ejemplo, la geometria no conmu-
tativa tiene importantes conexiones con la mecdnica cudntica y con la fisica del
estado sélido, la teoria de nudos en topologia est4 siendo aplicada en electromag-
netismo, mecénica de fluidos, la teorfa cudntica de campos y la genética molecu-
lar, ete. Lejos de haber arrinconado al mundo de las matemdticas, los modernos
v potentes ordenadores las han enriquecido del espiritu de las matemdticas del
mundo al hacer aplicables a problemas practicos técnicas matemdticas de gran

sofisticacion.

2 Sobre el arte de modelizar

La primera de las etapas ala hora de abordar un problema “real” la constituye la
modelizacién matemdtica. Un modelo no es més que un conjunto de relaciones
utilizado para representar y estudiar de forma simple y comprensible un objeto
o fendmeno de la realidad.

La experiencia muestra que obtener un modelo “correcto”, en los términos
de los que nos ocuparemos més tarde, no es siempre una tarea fécil y de hecho
puede equivaler a haber resuelto ya més de la mitad del problema. Existen
algunos recursos para afrontar esa dificil tarea pero su cardcter constructivo
involuera inevitablemente otras componentes ligadas a la experiencia, intuicién
y sentido estético. Estas son quizds las razones por la que numerosos autores se

refieren a ese proceso cémo “el arte de modelizar”.

YEsa interaceion aparcce perspicazimente observada en el libro de Pollard [46] e el gne escribe:
“Parificpuenos abora lo aplicado y apliquenoes lo puse.”
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No es dificil encontrar antecedentes del proceso de modelizacién acudiendo

a analisis antropolégicas. Aristoteles (3] afirmaba ya:

El hombre es ¢l mas mimético de todos los animales y graclas a
ese mimetismo adquiere todos sus conocimientos.

Esta capacidad le lleva a intentar repetir con su cuerpo y en su mente el mundo
exterior. Su ofdo y su garganta le permiten reproducir los sonidos. La dualidad
repeticién-retroaccién es uno de los fundamentos del aprendizaje individual que
se extiende més tarde por la dimensién social del hombre. Perrier [45] sugiere ver
la. capacidad innata de simulacién del mundo exterior en las admirables danzas
de caza de los pueblos llamados primitives. En ellas ya hay una racionalizacion
del proceso de extrapolacion-generalizacion. Apunta este autor que uno de los
problemas abiertos de la antropologia (de la sociologia ¥ de la psicologia) radica
en justificar la. “visién anticipada” de los hechos que con frecuencia se presenta
en la conducta humana una vez que ha tomado conciencia de una situacidn.
La pintura y la escultura son artes en los que no es dificil ver actitudes con
muchos puntos comunes con las que se desarrollan en la modelizacién. ;Cdino
o ver en los impresionantemente bellos y precisos dibujos de los remolinos de
agua de Leonardo da Vinci la esencia del espiritu cientifico observando una com-
pleja realidad e intentando reproducitla para asi comprenderla mejor? ;Cédino
o ver enl la sonrisa de su Gioconda, o en tantas obras del Greco y de Goya,
la representacién materializada de un mundo interior inmaierial? i Céimo no
asombrarse ante la genialidad de Veldzquez para captar el sentido de la luz?
Semanticamente la palabra “modelo” tiene una rica acepcidn. El Diccionario
de la Real Academia de la Lengua, en su vigésima primera edicidn, le asigna
hasta diez significados®. Ademis del que otorga al dmbito propiamente matema-
tico, me parece especialmente indicativo otro de ellos, el cuarto, en el que se
le da el significado de “representacién en pequefio de una cosa’. Esta acepcion
estd mds cercana de los llamados modelos icdnicos de los que los mapas, las
fotografias y las maguetas son excelentes ejemplos. El modelo matemaditico
también se puede entender unido a esa idea de cambio de escala, aunque la
6

escala aludida no sea la espacial sino la de la abstraccién®. Pero ademas la

5 Alberte Dou we hizo fjar la atencion en céino la palabra “modelo™ puede fener acepuioues
bien diferentes a I que utilizamos en el dmbito watemdtico.  Asi, por ¢jamplo, en pinfura. ol
odelo es la persoua e posa y no el cuadro e si mismo gue reproduce o realidad. Also parecido
nenrre tambicn en el Ambito de lo confeccion. Ambos casos correspouden a la déchina acepeicn del
Diccionario.

iy detallado y muy docmuentado alisis de la velacion entre ol wodele matemadtico y olros
nsos de esa palalya puede engontrarse en la monografia de Anls 4]
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modelizacién debe completarse con el proceso de la experimentacion, para lo
que es de gran utilidad la maqueta a pequena escala. Volveremos sobre esa
relacion mds tarde.

La modelizacién de una compleja realidad no ha pasado siempre por el uso de
la matematica. La historia pasada nos ha brindado otros numerosos ejemplos:
son los llamados modelos analdgicos, principalmente los modelos mecdnicos y los
modelos eléctricos. Entre los primeros son de resaltar las maguinas de calcular:
tanto lz Pascelina de Blas Pascal (1623-1662) como la mdquina de Leibniz y
las primeras maquinas de Charles Babbage(1792-1871) y Ada Lovelace, hija
de Lord Byron. Desde finales del siglo XIX el modelo eléctrico reemplazd al
mecinico’™.

Durante siglos, las simplificaciones necesarias para que la respuesta matema-
tica obtenida del modelo fuera relevante eran descorazonadoras. Las llamadas
“soluciones explicitas™ sélo eran posibles en casos muy particulares. Los cdlculos
requerian mucho trabajo y tiempo. La aparicién de los ordenadores carmbid
drasticamente el panorama. Adn asi, es justo recordar los grandes éxitos de
la modelizacién en tiempos anteriores a los de los ordenadores. Uno de mis
preferidos es el de John Couch Adams y Urbain Le Verrier cuando desde sus
despachos descubrieron, en 1846, un nuevo planeta: Neptuno. Calculando su
trayectoria a partir de las perturbaciones de la trayectoria de Urano, realizaron
utia hazafa cientifica que se inscribié para siempre en los anales de la historia
de la ciencia.

El proceso de modelizacién es de naturaleza pluridisciplinar pues requiere
ui conocimiento del objeto a modelizar y una cierta experiencia en las técnicas
matematicas que hacen coherente un modelo. Con recuencia este proceso es
ol fruto de la colaboracién de matematicos con ofros cientificos. El proceso
comienza por detectar las variables o determinar y aquellas otras magnitudes
que se puede suponer como datos. Los principios basicos de las distintas ciencias
conducen a una serie de ecuaciones (en la mayoria de los casos diferenciales) asi
como a unas condiciones auxiliares (informacion de lo que sucede en un tiempo
inicial, en el contorno del dominio espacial donde se estudia el fendmeno, etc).

La modelizacién puede necesitar grandes dosis creativas y ha marcado gran-

TUaause tos coneniarios doe Lions [33]) a proposito de i trabajo de Vito Volterra (18G0-1940) en
ol quie utiliva un wodelo eléebrico, basada en las ecuaciones e Maxwell. para estudiar Ia beuiperafura
cit e interior de una mentafia. Véause tunbicn log comentaring sobre mwdquinas analdgicas cu cf
disenrso de Puig Adam [47].

Sin : S : . :

SE ese campo se cnmsrean las valiosas aportaciones, internacionalisente reconecidas, de
Leowards Torres Quevedo, quien dedied su discurso de ingreso en esta Real Acadentin. [33) a
una exposicion sobre las megrines algéhricas.
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des avances de la ciencia. Es el arte de hallar el lenguaje matematico subya-
cente en el universo que nos preconizaba Galileo. Uno de los grandes maestros
mateméticos de este siglo, James Serrin, refiriendose en [55] & su disconformidad
con que todo praceso de modelizacion sea entendido como algo “pedestre” o de
pobre contenido intelectual, eseribia:

;Se limita a ese mero tipo de modelizacidn el establecimiento
por Newton de sus leyes, o los descubrimientos de ta teorin de cam-
pos para medios deformables de Euler y Cauchy, o la invencién de
geometrias no Fuclideas, o de la teoria de la velaiividad 7 Fstos de-
scubrimientos son méas bien aplicaciones capitales del pensamiento
matematico orientado a problemas fisicos,..., y forman parie central
de nuestra herencia matematica.

Mis tarde me referiré a otros ejemplos en los que la modelizacion alcanza una
gran finura matematica.

El modelo matematico se infroduce como “prototipo”, bajo unas simplifica-
ciones necesarias. Segin la naturaleza de las simplificaciones supuestas se puede
obtener una familia de modelos susceptibles de ser ordenados jerarquicamente
segin su distinta complejidad. Esa jerarquia aparece, por gjemplo, si al estudiar
una variable fisica, como la temperatura de un medio continue, la suponemos
homogénea espacialmente, es decir constante para todos los puntos, o por el con-
trario la suponemos distribuida espacialmente, es decir variando de un punto a
otro del medio continuo. En el primer caso obtendremos un modelo dado por
una ecuacion diferencial ordinarie ; en el segundo el modelo sera notablemente
mis complicado por contener una ecuecidn en dertvadas parciales”. A su vez,
esos modelos admiten varias subjerarquias segiin que nos interese la evolucion’
en el tiempo o no. Los primeros son denominados modelos en régimen tronsi-
torio, o modelos de evolucidn, y los segundos tnodelos de equilibrio, o modelos
estacionarios. Todos los modelos aludides anteriormente son lamadoes modelos
continuos dado que las incdgnitas en estudio estdn definidas con continuidad.
Su aproximacién numérica conduce inevitablemente a modelos discretos dados

por ecuaciones en diferencias. Otras veces los modelos discretos aparecen ya

9Sobre ccunciones diferencisles trataron los discursos de Terradas {57] y Dou [20]. Modelos
involuerando ecuaciones integro-diferenciales. renceiones con yetondn iy ofras counciones funcionales
tanbicn aparecen con gran freenencia en da prictica (véase. por cjemplo. Navarro [40], Courant. ¥
Hilbert: [14], Dautray y Lious [17] ¥ sus referencias). También os de reseliar que la presencia
sinnmihianen e variibles omogitnens y distribuidas, y por tanto de cctaciones diferenciades ordinnrias
acopladas con couaciones e derivadas parciales. se da en munerosas aplicaciones cona, por cjemplo,
o ndspreion (viase Costa [13]).
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en la formulacién natural del preblema, sin conexién alguna con ningtn modelo
continuo!,

Los modelos antes mencionados responden a un cierto tipo genérico. Soi
tos lamados madelos directos puecs su planteamiento presupone conocidos to-
dos los datos del problema y su solucién es la incognita a determinay. Tor
el comtrario, en los llamados problemas inverses, los verdaderos objetos de
investigacién son algunos de los datos auxiliares (pardmetros, condiciones ini-
ciales, etc), presuponiéndose conocidas algunas informaciones adicionales sobre
la solucién. Este tipo de problemas posee numerosas aplicaciones que van desde
Ia explotacién petrolifera y minera a la obtencién de técnicas de diagndstico
médico, que reemplazan intervenciones quirirgicas peligrosas, tales como, por
ejeniplo, la tomografia por resonancia magnética nuclear, que permite obteuer
imdgenes de secciones del cerebro, o de otros drganos del cuerpo, a partir de
medidas externas, etc.

Otra importante subjerarquia, sin duda diferenciando drasticamente fa natu-
raleza de las téenicas que se han de emplear en el tratamiento posterior, se refiere
a si la formulacién parte de un punto de vista determinisia o por el contrario se
toleran elementos fortuitos, provenientes del azar. Esta tltima situacion ileva
a los modelos estocdsticos, del tipo del movimiento Browniano, en los que la
huella de Markov, y mis recientemente de Ito, Dynkin y tantos otres, ha mar-
cado su desarrollo hasta nuestros dias. Mis reflexiones son fruto de mi actividad
en el campo de los fendmenos deterministas y por tanto no estardn inspiradas
en ese otro tipo de modelos, ni tampoco en modelos estadisticos en los que la
informacién obtenida a través de los datos accesibles es utilizada como valores
de una variable aleatoria para analizar la funcién de densidad u otras nociones
asociadas!!1?,

Pero volvamos a la descripeidn genérica de la tavea de la modelizacion. El
modelo nunca es “idéntico” al objeto en consideracién, no podremos obtener
de &l todas las propiedades y particularidades del objeto de partida. Al mode-
lizarlo se obtiene su refiejo aproximado, por lo que las consecuencias derivadas
sélo pueden tener un valor aproximativo. La exactitud de esas consecuencias
depende, intimamente, de las simplificaciones realizadas inicialmente v ha de
ser necesariamente contrastada: es fa etapa de validacidn a la que me referiré

Wy gase. por cjemplo Orfega y Rheinbolde [43].

s referencia recieute v de gran clavidad es la mosografia de Sixto Rios (48}

Eigisren num s conexiones citre los modeos estoedsticos y detenniuistas. Por gjensplo. das
solucianme de ciertas coaciones ol derivadas pareiades pueden ser entendidas como solcioes de
problemas estocdsticos constriidos adeeuadmmente, Véase, por ejemplo, Flemiug ¥ TRishel [24] ¥
Beusonssan y Lious {9

mas tarde.

Las simplificaciones introducidas son claramente funcion de los objetivos
que se desea alcanzar. La modelizacién tiene, pues, una fuerte interaccion con
las etapas de validacién, prediccion, disefic y control que desarrollaremos en
otras secciones. La jerarquia de los modelos que aproximan a un objeto, o
a un fendmeno, suele partiv de la “sana” filosofia que aconseja proceder de
lo sencillo a lo complicado. La necesidad de revisar un modelo inicialmente
aceptado puede venir motivada por diferentes razones: las respuestas obtenidas
de modelos sencillos pueden ser extremadamente vagas v se desean respuestas
mds precisas, o bien porque se posea una nueva informacién sobre el objeto y ésta
1o se derive del modelo inicial, o bien porque se tenga interés en ciertos valores de
los pardmetros que queden fuera de la aplicabilidad del modelo de partida, ete.
La construccién de un nuevo modelo suele apoyarse en la experiencia obtenida
del modelo jerarquicamente anterior ¥, a meiudo, el proceso de desarrollo y
mejora del modelo se repite varias veces. Jerarquias de modelos se presentan en
numerdsos campos de la ciencia®.

La revisién de un modelo no tiene por qué ir, necesariamente, en la direccidn
de aumentar su compleiidad o aumentar el ntinero de pardmetros y variables. A
veces el modelo de partida es muy complejo y lo que interesa es obtener alguna
informacién orientadora, aunque sea al precio de considerar ¥inicamente algin
caso particular relevante que corresponda a una cierta simplificacién.

Una primera herramienta para “despreciar” alguno de los términos que
aparecen en una complicada ecuacion es el andlisis de los ordenes de maog-
nitud de cada uno de los términos en funcion de las unidades coracteristicas
que aparecen en el problema. Para ello se introducen cambios de variables que
pasan el problema a su  formulacién adimensional haciendo aparecer uua se-
rie de pardmetios M. De esta manera va no hablaremos de un medio concreto
asociade a una geometria particular sino de un caso universal que, recuperadas
las magnitudes con sus dimensiones, lleva a una aplicacin concreta. Este es el
principio de la experimentacién con maquetas. Bl andlisis dimensional, cuyos
origenes se remontan ya a J. B. Fourier, conduce a la busqueda de soluciones
autosemejantes, vélidas frente a adecuados cambios de escala en todas las mag-

Exposiciones detalladas ilnstrando esa filosolia se pueden encontrar, poy cjemplo, enn Avis [4].
Deun [18 y Lifian [34]. quicnes lo flostran mediante moblanas de ingenierin quimicn ¥ de von-
bustion, ¥y Hendersan-Sellers y MceGuilie [29]. quicnes abordan diversos wodelos climdticos

Ugy pnecanica de fluidos estos pavdoetros Hevan los noabres de sus deseubridoves; sou los
wiineras de Reynolds, Strouhal, Frowde. Mael, Nusselt, Drandtl, cte. Véase, por ejemplo. las
exposiciones dle Millan [38], Litidn [34) y Garcia Velarde [26].
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nitudes. Dicha teorfa tiene lmportantes conexiones con la teoria de grupos .

La idea de simplificar un modelo complejo es también el principio que Inspira,
por ejemplo, la teorfn de lo capa limite en el estudio de un fluido viscoso al
encontrar un obstdculo'®. Las ecuaciones de partida son las de Navier-Stokes,
pero sélo cuando se hacen adecuadas hipdtesis simplificadoras, en términos de
lag escalas del obstdculo y la direccidn del flujo, se puede obtener un modelo
que dé luz a este complicado fengmeno. Otro tanto sucede con el modelo de
aguas poce profundas de Saint-Venant (1797-1886) y muchos otros submodelos
del sistema de ecuaciones de Navier-Stokes'.

Otro género de problemas, en el que el reduccionismo es fundamental, de
gran relevancia actual, tanto por sus aplicaciones como por la riqueza de las
técnicas matematicas desarrolladas, nace de la conexién entre fendmenos mi-
croscépicos y macroscépicos. Problemas de esta naturaleza aparecen en el estu-
dio de “nuevos materiales” (los larados materiales compuestos) de gran interés
pot sus propiedades eldsticas, térmicas, magnéticas y aclsticas %, en filtracion
de fluidos en medios porosos, etc. De nuevo, el proceso de modelizacion dista
de ser una operacién rutinaria. Lo que ahora se pretende obtener son unas leyes
homogeneizadas para un objeto “virtual®, que por un lado tengan en cuenta las
caracteristicas del enorme niimero de sus componentes elementales pero que sea
“manejable” y no precise distingnir entre los distintos puntos del objeto global.
Las técnicas empleadas en estos procesos, tales como las de homogeneizacidn (o
desarrollos “en dos escalas™), de promedios y otras, forman parte del llamado
andlisis asintdtico: el niimero de componentes es tan elevado que la modelizacidn
se realiza suponiendo que tal ndmero crece hasta infinito!.

La formulacién de las ecuaciones de un modelo suele ser fruto de expresar las
leyes “ffsicas” de conservacidn (o de balance) en términos de las incégnitas del
problema, Pero con frecuencia esas leyes no bastan para formular el nimero sufi-
ciente de ecuaciones que requieren las incégnitas del problema. Esto, lejos de ser
un grave inconveniente, es coherente con el hecho de que esas leyes son aplicables
a objetos o fendmenos de una gran heterogeneidad. Se ha de acudir, entonces,
a formular unas relaciones constitutivas que especificando las caracteristicas del

objeto modelado completen el ndmero de ecuaciones. Esas relaciones constitu-

[G;SEIH.m fas mmclias referencias posibles son diguas de ncucion las de Palacios [44] y Barenblatt
¥ nse, por cjemplo, Scllidsting [53].

TVéuse, par ejanplo; Milkiu [38].

BV eagse, por ajemplo. Alario [2].

PEnire lns muchias referenciag sou relevaates las iwonoprafias do Bensonssau. Lions y Papauicalan
[10]. Sanchoz-Patencin [52] y Oleinik y atros [42]. ’
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tivas suelen infroducir una jerarquia de modelos segun su relativa sofisticacién
v son uno de los origenes nés frecuentes de la presencia de términos no lineales
en los modelos™.

El proceso de modelizacion culmina cuando el modelo contiene “implicita-
mente” la informacién buscada: algo gue se dilucida mediante otro tipo de
técnicas matematicas a las que me referiré en la siguiente seccion.

Una clase de modelos a los que he dedicado una buena parte de mi tiempo
desde mis inicios en la investigacion, aunque haya abordado también otro tipo
de cuestiones, son los llamados problemas de frontera lLibre. Se trata de unos
modelos, principalmente dados por ecuaciones en derivadas parciales, en los que
aparecen unas curvas o superficies cuya lacalizacion es desconocida a priori y
que separan geométricamnente regiones con diferentes propiedades. El ejemplo
més tipico es el que corresponde a la solidificacion del agua o al derretimiento
del hielo: es el Hamado problema de Stefan. La separaracién entre hielo y agua
no se puede prefijar a priori y genera una superficte, una frontera libre, cam-
biante durante el proceso. Problemas de frontera libre aparecen de manecra
natural en la formulacién matemdtica de nurmerosos problemas de la clencia y
de la tecnologia®'. Por citar sélo algunos de ellos nos podriamos referir a proble-
mas relacionados con el tratamiento de materiales {solidificacién del acero, cre-
cimiento de cristales, semiconductores, termistores, superconductividad, cte.),
problemas planteados en biologia {crecimiento de huesos, dispersidn difusiva
de bacterias, etc), en teoria de la combustién y otros problemas de reaccion-
difusién, problemas de la mecanica de fluidos (capa limite, filtracion en medios
poroses, lubricacion, capilaridad, zonas sélidas en fluidos no-Newtonianos, etc),
en economia (modelizacién de opciones, problemas de mercado ¥y de abastec-
imiento, etc) entre otros.

La formulacién matemitica de algunos problemas de frontera libre suele
requerir expresiones no cldsicas tales como las llamadas inecuaciones voria-

. . - - 22
cionales o las ecuaciones asociadas a operadores multivocos™.

3 Analisis matemdtico del modelo

El tratamiento matemdtico de un modelo pretende deducir de éste una serie
de propiedades cuantitativas ¥ cualitativas. En primer lugar, esas propiedades

Wygnse, por ¢japlo, Galindo {25} asi como referencias sobre fluidos no-Newtonionos., goses
pnliivipicos. cle. :

UPara una cxposicion de los aspectos de modelizacion de alganos de tos problomas de [outera
libre s represcigativos viase of libro de Crink [1a].

Y iase, pot gjewpio, Duvant y Lions [21]. Brezis [£3] ¥ sus roferencias.
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deben justificar, de manera simple, las chservaciones y medidas realizadas sobre
el “sistema” modelado, ya sea un objeto o un fendmeno. Pero ademds, y mds
importante ain, deben conducir a informaciones complementarias prediciendo
posibles comportamientos del sistema.

Las importantes limitaciones a la hora de encontrar soluciones explicitas a las
ecuaciones de los modelos han estado presentes en las mentes de los matemadticos
desde antes de Newton. Una de las principales razones de esas limitaciones,
aunque no la tnica, radica en el cardeter no fineal de la inmensa mayoria de los
modelos relevantes en las aplicaciones.

Relaciones no lineales, en las que la regla de tres 1o es aplicable, aparecen ya
en las leyes de Kepler sobre el movimiento de los planetas. No lineal es la ley de
gravitacion universal de Newton que conduce a la modelizacidn del movimiento
de esos planetas. No lineales son las ecuaciones de Euler o de Navier-Stokes
que rigen los movimientos de un fluide. No lineal era la primitiva ecuacidn
de Laplace para encontrar una superficie de drea minima o la sometida a una
cierta tensidn superficial o la de la capilaridad para la superficie de un fluido en
contacto con el aire y las paredes de la vasija que lo contiene. Este es el caso
también de las ecuaciones de Boltzman (1844-190G) y de un incontable nimero
de ecuaciones que brillan con luz propia en los matemdticas del mundo.

Tampoco era muy extraiio para elles el hecho de gue si las variaciones de
las magnitudes modeladas eran pequefias se podia reemplazar los términos no
lineales por otres lineales, obtenienclose respuestas satisfactorias. El proceso de
kinealizacidn es bien antiguo en la historia de las matematicas.

Hoy dia es bien conocido que la estructura lineal de las ecuaciones puede
conducir a su resolucidén mediante férmulas explicitas de las soluciones. Sin
embargo conviene dar el peso que se merece a esta afirmacion. En primer lugar,
tal afirmacidn se suele limitar al caso de coeficientes constantes y asi existen nu-
merosos casos de ecuaciones lineales aparentemente “sencillas®, con coeficientes
dados por funciones muy regulares v que no admiten, no ya soluciones explicitas,

sino solucidn alguna.

Otra limitacidn para encontrar esas formulas deseadas aparece en el caso de
las ecuaciones en derivadas parciales lineales. Los casos de soluciones explicitas
se suelen limitar a cuando estdn planteadas sobre dominios espaciales muy par-
ticulares con propiedades geométricas muy favorables tales como, por ejemplo,
simetria esférica o cilindrica. La estructura particular de las soluciones explicitas
suele conducir a ecuaciones diferenciales ordinarias que levan los nombres de
los importantes matemdticos que las estudiaron. Y asf las ecuaciones de Euler,
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i ) 5 ite %, entre otros, configu-
Bernoulli, Lagrange, Legendre, Bessel, Hermite, Darboux, \ g

ran un importante muestrario de los resultados de una época. ‘ .

El comienzo de la teorfa de ecuaciones diferenciales ordinarias estuvo unido
a la bisqueda de la “solucibn general por cuadraturas”, de lo que se ocuparo{n
Euler, Ricatti, Lagrange, d’Alembert y muchos otros. El desarroﬂo- de la tgona
de las ecuaciones lineales con coeficientes constantes tuvo una gran influencia en
¢l del dlgebra lineal. Un resultado que contenia un importante mensz&je pren}o-
nitorio sobre las limitaciones de ese modo de enfrentarse a las ecuaciones .vmo
de Liouville, quien, en 1841, mostré que mediante un sencillo cambio de variable
las ccuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden (las més relevantes c&?ﬂ.
las aplicaciones) se transformaban en otras no lineales, detllominadas de Ricatti,
que, en general, no podian ser resueltas por “cuadraturas’ . ’ '

El caso de ecuaciones en derivadas parciales se presentaba aun mas en-
revesado. Limitdndonos al caso de las ecuaciones lineales con coeficientes cons-
tantes, las pocas soluciones exactas encontradas sélo respondfan a sit\%af:iﬁ.mes
muy especificas: condiciones de comtorno con datos constantes, datos iniciales
con simetria esférica o cilindrica, etc.

El sentiniiento de incapacidad con el que se enfrentaban los clentificos a la
resolucién de los modelos queda muy bien descrito en un pasaje de una obra
que 1\/.[331“}(‘311 catalogé de gran “poema matematico”. Me refiero a la Théorie

analytique de la chalewr de Fourler 2 En 1822 Fourier escribia:

Las ecuaciones generales de la propagacién del calor estan es-
critas en diferenciales parciales y aunque su forma sea muy simple
los métodos conocidos no suministran ningin medio general para in-
tegrarlas; no se podra deducir, pues, los valores de las tempemt,ufas
después de un tiempo determinado. Esta interpretacién numerica
de los resuitados de célculo es sin embargo necesaria; es un grado
de perfeccién que serfa muy importante alcanzar en todas las apli-
caciones del analisis a las ciencias naturales. Se puede decir que, en
tanto no se haya obtenido las soluciones, ¢stas permanecen incom-
pletas o indtiles ¥ que la verdad que se intenta descubrir no estd
menos oculta en las formulas del andlisis de lo que lo est4 la propia

cuestién fisica.

Una de las grandes aportaciones de Fourier fue renunciar a la bisqueda de

soluciones explicitas y dirigir sus pasos hacla caminos entonces poco menos (ue

T Tomado de Lions {38].



inexplorados. La expresion de la solucidn como una serie infinita de términos,
dados por soluciones exactas correspondientes a otros datos que aproximaban
a los considerados, abrié una multitud de cuestiones que configuran, oy dia,
una buena parte de la matemdtica de mds alta calidad y que son el fundamento
de la aproximacién numérica imprescindible para que los potentes ordenacores
arrojen respuestas cuantitativas. Butre otros aspectos, Fourier otorgé gran pro-
tagonismo al estudio de las autofunciones (los armdnicos) del problema: era ¢l
punto de partida del andlisis espectrel vy de sus innumerables aplicaciones en la
ciencia y en la tecnologia 2.

El mundo de las ecuaciones no lineales era apenas abordado por aterrador.
En el campo de la ecuaciones en derivadas parciales sdlo un genio de la talla de
Euler se habia atrevido a enfrentarse a ese tipo de dificultades. Sus estudios,
sobre la ecuacién de los fluidos no viscosos que lleva su nombre, son de un
valor inigualable y més propio de un cientffico de nuestros dias transportado,
mediante alguna “mdquina del tiempo” mds de doscientos afios atris.

La entrada en escena, a mediadoes de este siglo, de los potentes ordenadores
abre unas posibilidades impensables para aquellos matematicos gloriosos. Las
informaciones cuantitativas, tan sofladas por Fourier, ya estan al alcance de
nuestra mano. Hasta incluso para modelos no lineales sofisticados, para do-
minios espaciales practicamente arbitrarios y para datos bien lejos de necesitar
las hipdtesis requeridas hasta hace poco tiempo. Pero todo esto no se obtience
gratis. Hacen falta algoritmos que gufen al ordenador, y esos algoritmos son sélo
ilusiones, “castillos en el aire”, si no se tiene la certeza de que nuestre modelo
admite solucion.

El capitulo de la existencia de soluciones para ecuaciones diferenciales no
posee una sana reputacidn entre los ingenieros o los cientificos que cultivan otras
disciplinas. En henor a la verdad, es algo bien ganado a pulso, pues numerosos
especialistas de épocas pasadas, e incluso recientes, han visto en este tipo de
resultados un mundo sin fin en el que ninguna otra respuesta matemdtica podia
hacerle sombra. Isto obviamente no es asf si lo que uno tiene en mente es una
matemdtica del mundo en conexidn con el exterior al mundo de las matemdticas.
En todo caso, es justo “dar al César lo que es del César”. Si bien los teoremas
de existencia de soluciones no son més que la primera de las muchas etapas
que debe acarrear el tratamiento matemadtico de un modelo, es también obvio
que un teorema demostrando la no existencia de soluciones para una ecuacidn
representa su “lipida mortuoria”, al menos para el rango de valores de los

EY . P
“Vease, par gjemplo. Gnamdn {27).
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pardmetros y exponentes de los términos no lineales para el que no hay existencia
de soluciones. Lo gque quizds ignoren muchos de los ingenieros y cientificos a
los que me he referido anteriormente, aungue me consta que no todos, es que
existen muchas ecuaciones, con aparencia inocente, para las que se conoce que
no admiten solucién. Una gran parte de esas ecuaciones corresponden a clertas
elecciones particulares de los pardmetros, de los exponentes de los términos no
lineales, de las condiciones de contorno o de las condiciones iniciales, en las
ecuaciones gendéricas que aparecen en problemas relavantes en las aplicaciones
tales como combustion o fusidn nuclear, por sélo citar dos de ellas.

Pero, jhay un dnico sentido para asignar ia palabra solucién a una ecuacion?
Es muy indicativo que habiendo comenzado esta vieja polémica a mediacos del
siglo XVIIT fenga ain una vibrante actualidad. En 1747, d’Alembert habia
deducido la  ecuccidn de la cuerda vibranie: la que hoy dia es considerada
como la ecuacién lineal hiperbélica por excelencia. Aungue tanibién obtuvo
una formula que representaba su sofucién general, serfa BEuler quien hallase la
que da la solucién en términos de la configuracidn y la velocidad inicial®™. La
farmula tenfa validez incluso para datos iniciales que no fueran lo necesaria-
mente regulares como para que la solucién tuviera la minima “decencia” de
la época: tantas derivadas continuas como exige la ecuacidn. La nocidn de la
hoy dia llamada solucidn cldsica era la inica utilizada en aquellas fechas. Eu-
ler mantuvo una postura tolerante estimando que la nocién de solucidn dehia
abarcar también a toda curva dada por esa férmula con sélo “que pudiese ser
trazada™. D'Alembert requeria que la solucién viniese descrita mediante una
formula analitica. Daniel Bernoulli intervino con un tercer punto de vista con
el que discrepaban Euler y d’Alembert: la solucidn debia ser representable en
forma de series trigonométricas. Esta discusién origing el esclarecimiento de
la nocién de funcion, de importancia capital en las mateméticas de hoy dia, ¥
el estudio de las condiciones que aseguran la representacién de una funcidn en
términos de una setie trigonométrica. Esto atrajo la atencion de Fourier, Dirich-
let y otros grandes mateméticos y condujo al nacimiento no gblo del andlisis
armdénico sino también de la teoria de lo medida, la teorfa de funciones y la
teoria de conjuntos. Es quizds esto lo que Dieudonné [19] tenfa en mente cuando

afirmaba:

Se puede decir sin duda que son esas nuevas necesidades de la

fisica las que Hevaren a los matemdticos a crear una rama nueva de

W

Bun vez mas los desenbrimicusos de Buler pasarfan a ko bistoria con ol nembre e olro
matentikico ¥ asi su formula uo es otra cosi que la popular fivuula de dCAlenibert.
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su ciencia, 1o que se lama el andlisis funcional®.

Los trabajos resaltando las limitaciones de la nocidn de solucién cldsica han
ocupado un lugar central en el desarrollo de las ecuaciones diferenciales en el
presente siglo’™, Sin pretender entrar en cuestiones de primacia temporal, se
puede decir que el primer trabajo en el que una nocién debilitada de solucion
desbloqueaba un problema de gran relevancia fue el de Jean Leray [33] sobre
las ecuaciones de Navier-Stokes?. En la escuela soviética, 5.L. Sobolev sis-
tematizaba la nocidén de derivadae débil integrable de una funcidn integrable y los
espacios funcionales generados a través de los espacios L de Lebesgue v que hoy
llevan su nombre®l. Ademas Sobolev establecié importantes desigualdades que
mostraban resultados de inmersion continua entre distintos espacios. Sus con-
tribuciones son, hoy dia, de uso mds frecuente, a la hora de resolver ecuaciones
en derivadas parciales, que la impresionante sistematizacién de la feorfe de dis-
iribuciones por medio de espacios vectoriales topoldgicos realizada por Laurent
Schwartz [54] en los afios cuarenta y cincuenta.

Otro episodio glorioso de la teoria de soluciones débiles corresponde al mo-
delo de leyes de conservacicn que aparece en cohexion con la modelizacion de
la dindmica de gases. Se trata de una ecuacién hiperbélica no lineal de primer
orden en la que las “perturbaciones” se propagan a través de las caracteristicas.

Es ficil construir datos iniciales, todo lo regulares que se quiera, de manera que

las caracteristicas se corten después de un cierto insgante. En ese instante se
produce un “choque” ¥ toda funcién candidata a ser denominada solucién ha

2680 hee anakisis funcional trataron los discursos de Rodriguez-Salinas [49), Valdivia {59] y Jinéues
Guerra [30]. Uno de mis textos preferidos sobre asta bella discipling os el de Bresis {12].

2 Ta frase atribuida o DL Hilbert ilwning exa flosolia: “Todo problema del Calenlo de Variacioues
tiene tia solucidi, supuesto que ta palabra selueidn sca entendida adecundmnente®™ {citada cu el
libro de Young [G0]).

EpLilipe Benilan s uno de los matendticos gue mds ba eoutribuide o analizar edmo una adecuada
nocion debititada de solucidu permite Ja resolucidn de problemas ne lineales que de otra manera no
serian resolubles. Entre sus obras se pueden encontrar las nociones de solucidnes débiles, integrales,
“buenns” y “mild” pava ¢l problena abstracto de Cmtd}_‘,’ asociado a operadores no Jineates sobre
espacios de Banach (véase, por gjiemplo, Benilan [8]). El me edned en ese dowinie. por lo gque e
estard sicipre agradecido.

D Leray 1utiliz [a tenninologia de soluciones turbmlentas. En la actualidad se les suele denominar
solucdones détiles.

Mgase, por wemplo, Sobolev [5GL una de sus obras macstras. y ol clegante ¥y esclareeedor
tratamicuto de los espacios de Sobolev realizado en Brezis [12].

HExiste una poldmica sobre ¢l inportaute papel. frecuentemente ignorado, desempenada por
Morrey en esos afios cruciades del nacimionto de la teorfa de soluciones débiles de ceuaciones on
derivadis parcindes (véase. por gjemplo. [39]). Du estudio cutdadoso de los autecedentes histdricos
deberia resnontarse hasta los trabajos de Enler y Lagrange cuando cimentaban ol Cileulo de Varia-
ciones (véase, por gjemplo, Lutzen [37)).

de ser necesariamente discontinua *. Es el “mds diffcil todavia™: una ecuacion
formulada en términos de las derivadas de una funcién desconocida no puede
admitir mas que soluciones discontinuas y por tanto no derivables (en el sen-
tido habitual que nos enseflaron en nuestra juventud). Ademds, esa ecuacion
presenta otras “pesadillas” a las que me referiré mas tarde.

No me es posible ni siquiera pergenar un esbozo de los muchos métodos
desarrollados para abordar la existencia de soluciones. Una idea de la enorme
variedad de técnicas y resultados lo da el que un objetivo como ese haya ocupado
varios volimenes de obras enciclopédicas coro las de Courant y Hilbert [14],
Dautray y Liouns [17] y Zeidler [61]. Pese a esa multitud de paginas, el campo
dista de estar cerrado. En primer lugar, porque ain se carece de respuesta
para viejos y muy relevantes modelos como es el caso de sistemas de mds de
dos ecuaciones de leyes de conservacion, sistema compresible de Navier-Stokes™,
ste. Ademas, la modelizacin siempre serd una fuecute inagotable de ecuaciones
para Jas que haya que desarrollar nuevas herramientas.

Una. vez mostrado que existe al menos una funcién que verifica nuestro mode-
lo, al menos en algtn sentido adecuado, cabe preguntarse cudntos de esos objetos
existen. En realidad, el estudio de la unicidad o multiplicidad de soluciones es
un capftulo independiente del de la existencia, pues las técnicas involucradas
son de diferente naturaleza. De hecho, en el dmbito de las ecuaciones no line-
ales, este dltimo estudio no suele admitir métodos generales, siendo necesario
analizar las peculiaridades que se presentan en cada ecuacién. Esto le da un
cierto aire “artesanal” a este capifulo, lo que unido a la frecuente dificultad
de la empresa, le convierte en una parcela en la que se han producido valiosas
contribuciones matematicas.

En los problemas de evolucion, la unicidad de soluciones suele obedecer
a la propia presencia del término de la derivada temporal. Sin embargo hay
muchas v notables excepciones. Una de ellas aparece en el caso de la citada
ecuacién hiperbilica de leyes de conservacidn. Bs facil observar que si el dato
inicial conduce a caracteristicas que “se abren”, los huecos que dejan pueden
ser cubiertos de diferentes maneras conduciendo a una infinidad de soluciones
débiles. Como el fenémeno fisico estd bien determinado, es claro que debemos
seleccionar entre esa infinidad de soluciones una séla que responda a la realidad.
Surge asi la nocién de solucidn de entropia , aquella en la que los choques
se producen hacia el futuro y que puede ser caracterizada mateméticamente

Fyiase, por cjeuplo, Lax [32].
Resultados importantes ey esta diteecidn han'sid mmuciado wocientemente pox Dicrre-Lonis
Lions. Véanse las relerencing detalladas en la wonogeatia [36].
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de diversas maneras equivalentes. El trabajo de demostrar que esa nocion de
solucion es la adecuada, cuando los datos iniciales y los términos no lineales de
la ecuaciGn son genéricos, ha sido una ardua tarea emprendida por prestigiosos
matematicos v que fue culminada, en 1970, por el recientemente fallecido 5.N.
Kruzhkov [31] con quien afics més tarde tuve el privilegio de colaborar. El
proceso de selecionar una adecuada solucién débil para el caso de la importante
clase de ecuaciones de Hamilton-Jacobi, en clerta forma duales de las leyes de
conservacién, se debe a Michael G. Crandall y Plerre-Louis Lions [15]. Las
soluciones univocamente determinacas fueron denominadas por ellos soluciones
de wviscosided por provenir del conocide método de viscosidad evanescente. Su
programa es atin mas dificil, pues las ecuaciones no estén en forma de divergencia
y 1o se puede acudir a la formula de integracidn por partes para definir la nocidn
debilitada de solucién.

En el caso de ecuaciones de tipo parabdlico son pocos los ejemplos de mul-
tiplicidad de soluciones. La presencia de términos no lineales sin un minimo de
regularidad en ciertos modelos de combustién y de climatologia puede ser res-
ponsable de esa carencia de unicidad. La respuesta a la cuestidn de la unicidad
de soluciones para el caso fundamental del sistema tridimensional de Navier-
Stokes para um fluido incompresible no es conocida mds que bajo hipdtesis muy
particulares. Una respuesta general es desconocida atn en nuestros dias despuds
de haber sido un problema central durante el presente siglo.

La multiplicidad de soluciones para ecuaciones de tipo eliptico es un fendmeno
muche menos extrano. Ya los problemas lineales de autovalores conducen a una
infinidad de soluciones. En problemas no lineales la multiplicidad suele apare-
cer para ciertos valores de los pardmetros aungue la misma ecuacién para otros
pardmetros admita una inica solucién. Esla teoria de la bifurcacion que engloba
muy bellos resultados matemiticos con numerosas aplicaciones. Por citar tan
s6lo una de ellas me referiré a la formacién de celdas convectivas hexagonales
ohservada por Bénard {7] en 1901 debido a la variacién de la tension superficial
con la temperatura %,

El estudio de la existencia y unicidad (o multiplicidad) de las soluciones
de un modelo dista mucho de agotar su tratamiento matemdtico. Asi, por
gjemplo, si el modelo es evolutivo es de gran importancia analizar el paso a
régimen permanente o estacionario. Esta es una investigacién capital en la

moderna teoria de los sistemas dindmicos, desarrollada a partir de los trabajos

HOtros muchos gjenplos y wltitid de referencias se pueden encotrar, por ejemplo. en Zeidler
[61].
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de Poincaré y que ha cobrado una gran actualidad con ¢l estudio de la formacion
de coos.

Muchas otras propiedades cualitativas son también objeto del analisis 1ate-
matico del modelo. Entre ellas se pueden citar el estudio de la regularidad de
soluciones débiles, de las singularidades, de la propagacién de perturbaciones y
fronteras libres, propiedades de simetrfa y otras propiedades geométricas, ete.
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